
NEJEDNAKOSTI
Pripreme za Savezno takmiqeǌe, Budva 2005.

Vladimir Balti²

1. Neka su a, b, c, d ∈ R
+. Dokazati nejednakost: a2cd+ b2da+ c2ab+ d2bc > 4abcd.

2. Dokazati nejednakost:
b2 + 8√
b2 + 3

> 2.

3. Ako je 0 6 x, y, z 6 1 onda je xy + yz + zx > 2xyz.

4. Ako su x, y, z pozitivni realni brojevi za koje je x+ y + z = 1 onda je xy + yz + zx > 9xyz.

5. Neka je A =

(

4
√

bc3+
4
√

a2bc√
c+

√
a

+ 4
√
bc
)2

+ bc+ 3
√
bc+ 3

i neka su a, b, c ∈ R
+. Dokazati da je A 6 1 +

b+ c

2
.

6. Neka su x, y i z nenegativni brojevi takvi da je x+ y + z = 1. Dokazati da je: xy + yz + 2zx 6
1

2
.

7.

√

a2 + b2 + c2 + d2

4
>

3
√

abc+ abd+ acd+ bcd

4
.

8. Dokazati nejednakost za svako n ∈ N, n > 2: (n+ 1)n < n(n+1).

9. Dokazati nejednakosti:
a) n! > 2n, n ∈ N, n > 4;
b) n! < nn−1, n ∈ N, n > 3.

10. Dokazati nejednakosti:

a)
1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · . . . · (2n)
6

√

1

3n+ 1
, n ∈ N;

b)
3 · 7 · 11 · . . . · (4n− 1)

5 · 9 · 13 · . . . · (4n+ 1)
<

√

3

4n+ 3
, n ∈ N.

11. Dokazati nejednakost
1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . .+

1

2n
< 1.

12. Ako su a1, a2, a3 pozitivni realni brojevi koji zadovoǉavaju uslov a1 + a2 + a3 = 1 dokazati da va¼i:

a1
2

a1 + a3
+

a2
2

a2 + a1
+

a3
2

a3 + a2
>

1

2
.

13. Neka brojevi a, b, c ∈ R
+ zadovoǉavaju a2 6 b2 + c2, b2 6 c2 + a2 i c2 6 a2 + b2. Dokazati nejednakost:

(a+ b+ c)(a2 + b2 + c2)(a3 + b3 + c3) > 4(a6 + b6 + c6).

14. Dokazati nejednakost 0.785 · n2 − n <
√
n2 − 12 +

√
n2 − 22 + . . .+

√

n2 − (n− 1)2 < 0.79 · n2 za svako n ∈ N.

15. Dokazati da u pravouglom trouglu va¼i a + b < c + h, gde su a i b katete i h visina koja odgovara
hipotenuzi c.

16. Dokazati nejednakost (ta
2 + tb

2 + tc
2) · (ha

2 + hb
2 + hc

2) > 27P 2, gde su ta, tb, tc du¼ine te¼ixnih linija, a

ha, hb, hc du¼ine visina trougla.

(

ta
2 =

b2 + c2

2
− a2

4

)

17. Neka su ta, tb i tc du¼ine te¼ixnih du¼i iz temena A, B i C, respektivno. Dokazati da je tada
tatb + tbtc + tcta <

5
4 (ab+ bc+ ca).

18. Dat je oxtrougli trougao 4ABC sa polupreqnikom upisane kru¼nice r. Neka je H ortocentar i A′, B′

i C ′ redom podno¼ja visina ha, hb i hc iz A, B i C. Oznaqimo sa a = BC, b = CA, c = AB. Neka su da, db i dc

rastojaǌa ortocentra od stranica BC, CA i AB. Ako va¼i a > b > c pokazati slede²e nejednakosti:

a) ha 6 hb 6 hc; b) da > db > dc; v) AH 6 BH 6 CH; g) da + db + dc 6 3r.
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Rexeǌa

1. Primenimo nejednakost aritmetiqke i geometrijske sredine:
x1 + x2 + x3 + x4

4
> 4
√
x1x2x3x4 i dobijamo

tra¼enu nejednakost.
Jednakost va¼i kada su svi elementi me±usobno jednaki, tj. za a2cd = b2da = c2ab = d2bc (∗). Kako su svi
brojevi pozitivni nakon skra²ivaǌa dobijamo ac = b2 = d2, pa kako su pozitivni smemo da korenujemo i
dobijamo b = d, xto kad uvrstimo u (∗) daje a = b = c = d.

2. Koristimo poznatu nejednakost da za x > 0 va¼i x+ 1
x > 2 (pri qemu jednakost va¼i za x = 1).

b2 + 8√
b2 + 3

=
b2 + 3 + 5√

b2 + 3
=
√
b2 + 3 +

5√
b2 + 3

>
√
b2 + 3 +

1√
b2 + 3

> 2.

3. Rexeǌe 1: Za svaki od brojeva 0 6 x, y, z 6 1 va¼i x2 6 x 6
√
x, pri qemu jednakosti va¼e kada je x = 0 ili

x = 1. Sada imamo x(y+z)>x(y2+z2)>2xyz i yz = 1·yz>xyz, xto kad saberemo dobijamo xy+yz+zx63xyz62xyz
(posledǌa nejednakost va¼i jer je xyz > 0.
Jednakost va¼i kada va¼e jednakosti u svim nejednakostima, tj. kada su bar 2 od x, y, z jednaka 0.

Rexeǌe 2: Sliqno kao u proxlom rexeǌu imamo yz > xyz i analogno xy 6 xyz i zx 6 xyz, xto kad saberemo
dobijamo xy + yz + zx6 3xyz 6 2xyz.
Jednakost va¼i kada va¼e jednakosti u svim nejednakostima, tj. zbog prve 3 dobijamo da su svi x, y, z jednaki
0 ili 1, ali kako zbog posledǌe mora biti xyz = 0 dobijamo da bar jedan od x, y, z mora biti jednak 0. Ali
sada kada se vratimo na poqetne nejdnakosti dobijamo da bar jox jedan od x, y, z mora biti 0.

4. Korix²eǌem nejednakosti aritmetiqke i geometrijske sredine dobijamo: xy + yz + zx = (xy + yz + zx) · 1 =
(xy + yz + zx) · (x+ y + z) = x2y + yz2 + z2x+ xy2 + y2z + zx2 + 3xyz > 2xyz + 2xyz + 2xyz + 3xyz = 9xyz.

5. Primetimo da je
4
√
bc3 +

4
√
a2bc√

c+
√
a

= 4
√
bc, odakle je A =

(2 4
√
bc)2 + bc+ 3√
bc+ 3

=
bc+ 4

√
bc+ 3√

bc+ 3
=

(
√
bc+ 3)(

√
bc+ 1)√

bc+ 3
=

√
bc + 1. Sada primenimo nejednakost aritmetiqke i geometrijske sredine i dobijamo A 6

b+ c

2
+ 1, xto je i

trebalo pokazati.
Jednakost va¼i za b = c i proizoǉno a.

6. Rexeǌe 1: (Nikoli² Vladimir) Ako polaznu nejednakost pomno¼imo sa 2 dobijamo 2xy + 2yz + 4zx 6 1 =
(x+ y + z)2 xto je ekvivalentno sa 2zx6 x2 + y2 + z2, odnosno sa (x− z)2 + y2 > 0, xto je uvek taqno.
Jednakost va¼i kad je x = z i y = 0, a iz uslova x+ y + z = 1 dobijamo da je x = y = 1

2 .

Rexeǌe 2: Imamo xy+yz+2zx = y(x+z)+2zx = (1−x−z)(x+z)+2zx = x+z−x2−z2 = 1
2−
(

x− 1
2

)2−
(

z − 1
2

)2
6 1

2 .
Ovde smo koristili da je t2 > 0.
Jednakost va¼i kad je x = z = 1

2 , a tad je y = 0.

Rexeǌe 3: Kvadriraǌem uslova x+ y + z = 1, dobijamo da je
x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2zx = 1.

Odavde sledi da je
2(xy + yz + 2zx) = 1− (x2 + y2 + z2 − 2zx) = 1− (x− z)2 − y2 6 1.

Jednakost va¼i kada je x = z i y = 0, odnosno za x = z = 1
2 i y = 0.

Rexeǌe 4: Izrazimo z preko x i y: z = 1 − x − y i zamenimo to u polaznoj nejednakosti. Tada dobijamo
y2+(2x−1)y+(2x2−2x+ 1

2 )>0, sto je kvadratna nejednaqina po y. Kako je ǌena diskriminanta D = −(2x−1)260
dobijamo da je y2 + (2x− 1)y + (2x2 − 2x+ 1

2 ) > 0 uvek ispuǌeno.

Jednakost va¼i kada je D = 0, xto je za x = 1
2 i tada je y =

−b±
√
D

2a
= 0, a iz polaznog uslova dobijamo z = 1

2 .

Napomena: Uslov da su brojevi nenegativni je vixak!

7. Pokaza²emo da va¼i
√

a2 + b2 + c2 + d2

4
>

a+ b+ c+ d

4
>

3
√

abc+ abd+ acd+ bcd

4
.

nejednakost kvadratne i aritmetiqke sredine, dok ²emo za desnu stranu koristiti nekoliko puta nejednakost
aritmetiqke i geometrijske sredine: (a + b + c + d)3 = a3 + b3 + c3 + d3 + 3(ab2 + bc2 + ca2) + 3(a2b + b2d + d2a) +
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3(b2c + c2d + d2b) + 3(ac2 + cd2 + da2) + 6(abc + abd + acd + bcd). Iz a3 + b3 + c3 + d3 =
a3 + b3 + c3

3
+
a3 + b3 + d3

3
+

a3 + c3 + d3

3
+

b3 + c3 + d3

3
> abc + abd + acd + bcd, a2b + b2c + c2a > 3abc i analogno a2b + b2d + d2a > 3abd,

b2c + c2d + d2b > 3bcd i ac2 + cd2 + da2 > 3acd dobijamo (a + b + c + d)3 > 16(abc + abd + acd + bcd). Stoga je

(a+ b+ c+ d)3

64
>

abc+ abd+ acd+ bcd

4
, tj.

a+ b+ c+ d

4
>

3

√

abc+ abd+ acd+ bcd

4
, qime smo pokazali tra¼enu

nejednakost

√

a2 + b2 + c2 + d2

4
>

3
√

abc+ abd+ acd+ bcd

4
.

Jednakost va¼i kada je a = b = c = d.

Napomena: Ova sredina je ve²a od geometrijske, jer je
abc+ abd+ acd+ bcd

4
>

4
√
a3b3c3d3.

8. Rexeǌe 1: 1◦ Baza matematiqke indukcije: za n = 3 imamo 43 = 64 < 81 = 34. X

2◦ Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da je nejednakost taqna za n = k > 3, tj. da je (k + 1)k < kk+1.

3◦ Indukcijski korak: (k + 2)k+1 <
(k + 1)k(k + 2)k+1

(k + 1)k
<

(2◦)

kk+1(k + 2)k+1

(k + 1)k
=

(k2 + 2k)k+1

(k + 1)k
<

(k2 + 2k + 1)k+1

(k + 1)k
=

(k + 1)k+2. X

Po principu matematiqke indukcije tvr±eǌe (n+ 1)n < n(n+1) va¼i za svako n ∈ N, n > 3.

Rexeǌe 2: (Mutav­i² Nikola ili Su­um Vladislav) Nejednakost ²emo pokazati direktno pomo²u binomnog
obrasca: (n+1)n = nn ·10+n·nn−1 ·11+

(

n
2

)

·nn−2 ·12+. . .+
(

n
n−1

)

·n1 ·1n−1+n0 ·1n = nn+nn+
(

n
2

)

·nn−2+. . .+
(

n
n−1

)

·n1+1 <
(∗)

n · nn = nn+1, gde smo u (∗) iskoristili da je
(

n

k

)

=
n · (n− 1) · . . . · (k + 1)

k!
<

n · n · . . . · n
k!

=
nk

k!
< nk, pa je

(

n
k

)

· nn−k < nk · nn−k = nn za 3 6 k 6 n − 1 i jox
(

n
2

)

· nn−2 + 1 =
n(n− 1)

2
· nn−2 + 1 =

nn − nn−1 + 2

2
<

nn

2
< nn

(kako je n > 3 u binomnom razvoju ²e se javǉati i ova dva qlana).

9. a) 1◦ Za n = 4 imamo da je 4! = 24 > 16 = 24. X

2◦ Pretpostavimo da tvr±eǌe va¼i za n = k: k! > 2k.
3◦ Poka¼imo da tvr±eǌe va¼i i za n = k + 1: (k + 1)! = k! · (k + 1) >

(2◦)
2k · (k + 1) >

(k>4)
2k · 2 > 2k+1. X

Stoga je po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n > 4 ispuǌeno da je n! > 2n.
b) 1◦ Za n = 3 imamo da je 3! = 6 < 9 = 32. X

2◦ Pretpostavimo da tvr±eǌe va¼i za n = k: k! < kk−1.
3◦ Poka¼imo da tvr±eǌe va¼i i za n = k+1: (k+1)! = k! · (k+1) <

(2◦)
kk−1 · (k+1) < (k+1)k−1 · (k+1) = (k+1)k. X

Stoga je po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n > 3 ispuǌeno da je n! < nn−1.

10. a) 1◦ Za n = 1 imamo
1

2
=

√

1

4
. X

2◦ Pretpostavimo da tvr±eǌe va¼i za n = k:
1 · 3 · 5 · . . . · (2k − 1)

2 · 4 · 6 · . . . · (2k) 6

√

1

3k + 1
.

3◦ Poka¼imo da tvr±eǌe va¼i i za n = k + 1:
1 · 3 · 5 · . . . · (2k − 1) · (2k + 1)

2 · 4 · 6 · . . . · (2k) · (2k + 2)
6

√

1

3k + 1
· 2k + 1

2k + 2
6

√

1

3(k + 1) + 1
.

Prva nejednakost va¼i po indukcijskoj pretpostavci, a druga jer kad kvadriramo imamo slede²i niz ekviva-
lencija:

√

1

3k + 1
· 2k + 1

2k + 2
6

√

1

3(k + 1) + 1
⇔ 1

3k + 1
·
(

2k + 1

2k + 2

)2

6
1

3(k + 1) + 1

⇔ 1

3k + 4
− 1

3k + 1
·
(

2k + 1

2k + 2

)2

> 0 ⇔ k

(3k + 4)(3k + 1)(2k + 2)2
> 0.X

Stoga po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n va¼i
1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · . . . · (2n)
6

√

1

3n+ 1
.

b) 1◦ Za n = 1 imamo
3

5
=

√

9

25
<

√

3

7
. X

2◦ Pretpostavimo da tvr±eǌe va¼i za n = k:
3 · 7 · 11 · . . . · (4k − 1)

5 · 9 · 13 · . . . · (4k + 1)
<

√

3

4k + 3
.
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3◦ Za n = k + 1 analogno kao pod a) dobijamo:
3 · 7 · 11 · . . . · (4k − 1)(4k + 3)

5 · 9 · 13 · . . . · (4k + 1)(4k + 5)
<

√

3

4k + 3
· 4k + 3

4k + 5
<

√

3

4k + 7
, a

posledǌa nejednakost je ekvivalentna sa

√

3

4k + 3
· 4k + 3

4k + 5
<

√

3

4k + 7
⇔ 4

(4k + 5)2(4k + 7)
> 0.

Po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n va¼i
3 · 7 · 11 · . . . · (4n− 1)

5 · 9 · 13 · . . . · (4n+ 1)
<

√

3

4n+ 3
.

11. Rexeǌe 1 (Qistom matematiqkom indukcijom):

1◦ Za n = 1 imamo
1

2
< 1. X

2◦ Pretpostavimo da tvr±eǌe va¼i za n = k: 1
2 +

(

1
2

)2
+ . . .+

(

1
2

)k
< 1.

3◦ Poka¼imo da tvr±eǌe va¼i i za n = k+1. Ako bismo samo dodali novi qlan ne bismo mogli da iskoristimo
induktivnu pretpostavku, jer dodavaǌem jox jednog qlana nova suma bi mogla da pre±e 1! Ali taj izraz
mo¼emo da grupixemo na slede²i naqin:

1

2
+

(

1

2

)2

+ . . .+

(

1

2

)n

+

(

1

2

)n+1

=
1

2

(

1 +
1

2
+

(

1

2

)2

+ . . .+

(

1

2

)n
)

<
1

2
(1 + 1) = 1. X

Stoga po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n va¼i 1
2 +

(

1
2

)2
+ . . .+

(

1
2

)n
< 1.

Rexeǌe 2 (Pomo²u identiteta koji dokazujemo matematiqkom indukcijom):

Pokaza²emo da za sumu prvih n qlanova geometrijske progresije (gde je q 6= 1) va¼i: q+q2+ . . .+qn =
q(1− qn)

1− q
.

1◦ Za n = 1 imamo q =
q(1− q)

1− q
. X

2◦ Pretpostavimo da tvr±eǌe va¼i za n = k: q + q2 + . . .+ qk =
q(1− qk)

1− q
.

3◦ Za n = k + 1 dobijamo: q + q2 + . . .+ qk + qk+1 =
q(1− qk)

1− q
+ qk+1 =

q − qk+1 + qk+1 + qk+2

1− q
=

q(1− qk+1)

1− q
. X

Po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n va¼i q + q2 + . . .+ qn =
q(1− qn)

1− q
.

U naxem zadatku je q =
1

2
, pa dobijamo da je

1

2
+

(

1

2

)2

+ . . .+

(

1

2

)n

=
1
2 (1−

(

1
2

)n
)

1− 1
2

= 1−
(

1

2

n)

< 1.

12. Rexeǌe 1: Kako je
a1

2 + a1a3

a1 + a3
+
a2

2 + a2a1

a2 + a1
+
a3

2 + a3a2

a3 + a2
= a1 +a2 +a3 = 1 i kako iz nejednakosti aritmetiqke

i geometrijske sredine imamo
a1a3

a1 + a3
+

a2a1

a2 + a1
+

a3a2

a3 + a2
6

1

4

(

(a1 + a3)
2

a1 + a3
+

(a2 + a1)
2

a2 + a1
+

(a3 + a2)
2

a3 + a2

)

=
1

2
, dobijamo

tra¼enu nejednakost.

Jednakosti va¼i samo ako je a1 = a2 = a3 =
1

3
.

Rexeǌe 2: Kako je
a1

2 − a3
2

a1 + a3
+
a2

2 − a1
2

a2 + a1
+
a3

2 − a2
2

a3 + a2
= a1 − a3 + a2 − a1 + a3 − a2 = 0 dobijamo

2

(

a1
2

a1 + a3
+

a2
2

a2 + a1
+

a3
2

a3 + a2

)

=
a1

2 + a3
2

a1 + a3
+

a2
2 + a1

2

a2 + a1
+

a3
2 + a2

2

a3 + a2
iz nejednakosti kvadratne i aritmetiqke

sredine dobijamo da je 2

(

a1
2

a1 + a3
+

a2
2

a2 + a1
+

a3
2

a3 + a2

)

6
a1 + a3

2
+
a2 + a1

2
+
a3 + a2

2
= 1, odakle sledi tra¼ena

jednakost.

Jednakosti va¼i samo ako je a1 = a2 = a3 =
1

3
.

13. Rexeǌe 1: Nejednakosti Koxi-Xvarc-Buǌakovskog daje (a + b + c)(a3 + b3 + c3) =
(

(
√
a)2 + (

√
b)2 + (

√
c)2
)

·
(

(a3/2)2 + (b3/2)2 + (c3/2)2
)

>

(√
a · a3/2 +

√
b · b3/2 +

√
c · c3/2

)2

> (a2 + b2 + c2)2. Sada imamo da je (a + b + c)(a2 +

b2 + c2)(a3 + b3 + c3) > (a2 + b2 + c2)3 = a6 + b6 + c6 + 3
[

a4(b2 + c2) + b4(c2 + a2) + c4(a2 + b2)
]

+ 6a2b2c2 > a6 + b6 +

4



c6 + 3[a6 + b6 + c6] + 6a2b2c2 > 4(a6 + b6 + c6). U izrazima u sredǌim zagradamo smo koristili uslove zadatka:
a2 6 b2 + c2, b2 6 c2 + a2 i c2 6 a2 + b2.
Jednakost ne va¼i nikada jer su a, b, c ∈ R

+, pa je 6a2b2c2 > 0.

Rexeǌe 2: (Lackovi² Duxan) Kako su a, b, c > 0 va¼i a2 6 b2 + c2 < b2 + 2bc+ c2 = (b+ c)2, tj. a < b+ c. Analogno
se pokazuje i b < c + a i c < a + b. Ako izmno¼imo levu stranu i pogodno grupixemo qlanove dobijamo:
(a+b+c)(a2+b2+c2)(a3+b3+c3) = a6+b6+c6+a4(b2+c2)+b4(c2+a2)+c4(a2+b2)+a5(b+c)+b5(c+a)+c5(a+b)+a3(b+
c)(b2+c2)+b3(c+a)(c2+a2)+c3(a+b)(a2+b2) > a6+b6+c6+a4·a2+b4·b2+c4·c2+a5·a+b5·b+c5·c+a3·a·a2+b3·b·b2+c3·c·c2 =
4(a6 + b6 + c6).
Jednakost ne va¼i nikada.
Napomena: Uslovi a, b, c ∈ R

+, a2 6 b2 + c2, b2 6 c2 + a2 i c2 6 a2 + b2 znaqe da su a, b i c du¼ine stranica
oxtrouglog trougla ili pravouglog trougla (ako negde va¼i jednakost).

14. Darbuove sume za qetvrt kruga jer je 0.785 < π < 0.79.

15. (a+ b)2 = a2 + b2 + 2a · b = c2 + 2c · h < c2 + 2c · h+ h2 = (c+ h)2.

16. (ta
2 + tb

2 + tc
2) ·(ha

2 +hb
2 +hc

2) =
3

4
(a2 +b2 +c2) ·(ha

2 +hb
2 +hc

2), a po nejednakosti Koxi-Xvarc-Buǌakovskog

imamo (ta
2 + tb

2 + tc
2) · (ha

2 + hb
2 + hc

2) >
3

4
(3 · 2P )2 = 27P 2.

Jednakost va¼i kada su a2, b2, c2 i ha
2, hb

2, hc
2 proporcijalni, xto je samo u sluqaju jednakostraniqnog trougla.

17. Lema. Ako su a, b i c stranice u trouglu, tada va¼i a2 + b2 + c2 < 2(ab+ ac+ bc).
Dokaz leme: Iz nejednakosti trougla imamo da je b+ c > a, c+ a > b i a+ b > c, odakle je a(b+ c− a) + b(c+ a−
b) + c(a+ b− c) > 0, tj. a2 + b2 + c2 < 2(ab+ ac+ bc).
Naqin 1: Ako svaku te¼ixnu du¼ ta produ¼imo 2 puta iz odgovaraju²ih paralelograma dobijamo 2ta < b+ c,

odnosno ta <
b+ c

2
. Analogno se dobijaju tb <

c+ a

2
i tc <

a+ b

2
. Ako izmno¼imo ove 3 nejednakosti dobijamo

da je tatb + tbtc + tcta <
ab+ ac+ bc+ c2

4
+
ab+ ac+ bc+ b2

4
+
ab+ ac+ bc+ a2

4
=

3

4
(ab + bc + ca) +

1

4
(a2 + b2 + c2) <

5

4
(ab+ bc+ ca) (na osnovu Leme).

Naqin 2: Koristi²emo da je ta
2 =

b2 + c2

2
− a2

4
, tb

2 =
a2 + c2

2
− b2

4
i tc

2 =
a2 + b2

2
− c2

4
. Kao i u naqinu 1 dobijamo

da je ta <
b+ c

2
, tb <

c+ a

2
i tc <

a+ b

2
. Ako saberemo ove 3 nejednakosti dobijamo da je ta + tb + tc < a + b + c.

Sada kvadriramo ovu nejednakost i dobijamo
b2 + c2

2
− a2

4
+

a2 + c2

2
− b2

4
+

a2 + b2

2
− c2

4
+ 2(tatb + tatc + tbtc) <

a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2ac+ 2bc, tj. tatb + tatc + tbtc < ab+ ac+ bc+
a2 + b2 + c2

8
<

5

4
(ab+ ac+ bc) (na osnovu Leme).

18. a) Kako je P = 1
2a · ha = 1

2b · hb = 1
2c · hc imamo da je ha = 2P

a , hb = 2P
b , hc = 2P

c , odakle je ha 6 hb 6 hc.
Jednakosti va¼e ukoliko va¼e i u polaznoj nejednakosti a > b > c.

v) Korix²eǌem Pitagorine teoreme dobijamo da je BC ′2 = BC2−CC ′2 = a2−hc
2

> b2−hc
2 = AC2−CC ′2 = AC ′2,

a odavde dobijamo AH2 = AC ′2 + C ′H2 6 BC ′2 + C ′H2 = BH2. Analogno se pokazuje i BH 6 CH. Jednakosti
va¼e ukoliko va¼e i u polaznoj nejednakosti a > b > c.

b) ^A′HC = 90◦ − ^HCA′ = ^CBC ′ = β. Zbog tetivnosti qetvorougla A′CB′H dobijamo da je i ^A′B′C = β.
Analognim rasu±ivaǌem dobijamo i B′A′C = α, pa je imamo sliqne trouglove 4ABC ∼ 4A′B′C odakle zbog
a > b dobijamo da je B′C > A′C. Sada iz Pitagorinih teorema primeǌenih na trouglove 4A′HC i 4B′HC

dobijamo nejednakost da
2 = A′H2 = HC2 −A′C2 > HC2 −B′C2 = B′H2 = db

2, odakle sledi tra¼ena nejednakost
da > db. Analogno se pokazuje i db > dc. Jednakosti va¼e ukoliko va¼e i u polaznoj nejednakosti a > b > c.

v) Tra¼ene nejednakosti se dobijaju prostim oduzimaǌem nejednakosti dobijenih pod a) i pod b).

g) Kako dvostruku povrxinu trougla mo¼emo izraziti i kao 2P = (a+ b+ c) · r i kao 2P = a · da + b · db + c · dc i
kako zbog a > b > c i da > db > dc va¼i Qebixovǉeva nejednakost a · da + b · db + c · dc > 1

3 (a + b + c)(da + db + dc)
imamo da je

(a+ b+ c) · r = 2P = a · da + b · db + c · dc > 1
3 (a+ b+ c)(da + db + dc)

odakle je 3r > da + db + dc. Jednakost u Qebixovǉevoj nejednakosti va¼i akko je a = b = c ili da = db = dc, xto
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je samo u sluqaju jednakostraniqnog trougla.

A

B CA′

B′

C′

H

da

db

dc

a

bc

A

B C

O

r

r
r

a

bc

Napomena: Deo zadatka pod a) i b) se jox lakxe pokazuje uz pomo² trigonometrije!
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