
Primene kompleksnih brojeva u geometriji
pripremio Vladimir Balti²

Teoretski uvod

Kompleksni brojevi su brojevi oblika z = a + b · i,
gde je i imaginarna jedinica za koju va¼i i2 = −1(tj.
i =

√
−1), a brojevi a i b su realni. Broj a se naziva

realan deo kompleksnog broja z, a broj b je imaginaran
deo (ne b · i !). Oznake su: Re z = a i Im z = b. Svakom
kompleksnom broju z = a+bi (ovaj oblik se naziva alge-
barski oblik kompleksnog broja) odgovara jedna taqka
u kompleksnoj ravni sa koordinatama (a, b) i obrat-
no (x–osa je realna osa, a y–osa je imaginarna). Dva
kompleksna broja z1 = a1 + b1i i z2 = a2 + b2i su jednaka
ukoliko su im jednaki i realni delovi i imaginarni
delovi (z1 = z2 ⇔ a1 = a2 i b1 = b2). Na komplek-
snim brojevima se osnovne qetiri operacije izvode
na slede²i naqin:

z1 + z2 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i, z1 − z2 = (a1 − a2) + (b1 − b2)i, z1 · z2 = (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + a2b1)i,

z1

z2
=

a1 + b1i

a2 + b2i
· a2 − b2i

a2 − b2i
=

(a1a2 + b1b2) + (a2b1 − a1b2)i

a2
2 + b2

2 =
a1a2 + b1b2

a2
2 + b2

2 +
a2b1 − a1b2

a2
2 + b2

2 i.

Za kompleksan broj z = a + bi, uvode se konjugovano kompleksan broj (eng. Complex Conjugate) z = a − bi (u
kompleksnoj ravni to je taqka simetriqna u odnosu na realnu osu) i moduo (ili apsolutna vrednost ili
norma; eng. Modulus) kompleksnog broja |z| =

√
a2 + b2 (moduo predstavǉa udaǉenost od koordinatnog poqetka,

tj. kompleksnog broja 0 = 0 + 0i). Ponekad se moduo oznaqava i sa ρ. Sada ²emo navesti neke od osnovnih
osobina ovih operacija:

|z|2 = z · z , z = z, z1 ± z2 = z 1 ± z 2, z1 · z2 = z 1 · z 2,

(

z1

z2

)

=
z1

z2
.

Va¼na je i qiǌenica da je z = z ako i samo ako je z realan broj.

|z1 · z2| = |z1| · |z2|,
∣

∣

∣

∣

z1

z2

∣

∣

∣

∣

=
|z1|
|z2|

, |z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|,
∣

∣|z1| − |z2|
∣

∣ 6 |z1 − z2| .

Primetimo da je sa leve strane posledǌe nejednakosti spoǉa apsolutna vrednost realnog broja |z1|− |z2|, dok
su sve ostalo moduli kompleksnih brojeva. Tre²a nejednakost se naziva nejednakost trougla.
Skup taqaka za koje va¼i |z| = 1 predstavǉa jediniqnu kru¼nicu sa centrom u koordinatnom poqetku (vidi
sliku). Taqke za koje va¼i |z| < 1 predstavǉaju unutraxǌost tog jediniqnog kruga, dok |z| > 1 oznaqava
spoǉaxǌost.
Obratiti pa¼ǌu da se me±u kompleksnim brojevima ne mo¼e uvesti relacija <, nego samo me±u ǌihovim
modulima!
Ugao ϕ koji zaklapa prava Oz (prava koja spaja z sa koordinatnim poqetkom) sa realnom osom naziva se
argument kompleksnog broja (svaki kompleksan broj, sem broja 0, ima argument!). Argument ϕ ∈ (−π, π], mada
se ponekad uzima i ϕ ∈ [0, 2π) (jedan od razloga zaxto uzimamo ovako je da je arg z = − arg z).

Kako je i2 = −1, i3 = −i i i4 = 1, mo¼emo dobiti (pomo²u principa matematiqke indukcije) da su stepeni
(celobrojni) broja i jednaki:

in =















1, n = 4k
i, n = 4k + 1

−1, n = 4k + 2
−i, n = 4k + 3 .
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Trigonometrijski oblik kompleksnog broja je z = ρ(cosϕ + i sinϕ). Ovo se ponekad skra²eno zapisuje kao
z = ρ cisϕ. Ojlerova formula za kompleksne brojeve glasi eiϕ = cosϕ + i sinϕ i pomo²u ǌe dolazimo do ekspo-
nenzijalnog oblika kompleksnog broja: z = ρ · eiϕ.
Ovi oblici se koriste za odre±ivaǌe n-tog stepena i n-tih korena kompleksnog broja.
Za odre±ivaǌe n-tog stepena kompleksnog broja z, w = zn, koristimo Moavrovu formulu: [ρ(cosϕ + i sinϕ)]n =
ρn(cosnϕ+ i sinnϕ), odnosno [ρ · eiϕ]n = ρn · einϕ. Pomo²u ove formule mo¼e se izvesti mnoxtvo trigonometri-
jskih identiteta!
Kada se tra¼i da se odrede n-ti koreni iz kompleksnog broja z, misli se da se odrede sva rexeǌa jednaqine

un = z. ǋih ima taqno n i ona su data pomo²u formule: uk = n√ρ
(

cos
ϕ+ 2kπ

n
+ i sin

ϕ+ 2kπ

n

)

= n√ρ·ei(ϕ+2kπ)/n,

gde je k = 0, 1, . . . , n− 1.
Od posebnog znaqaja, naroqito u geometrijskim primenama, kao i kod polinoma, su n-ti koreni iz jedinice.

Oni su dati formulom εk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
= ei

2kπ
n , za k = 0, 1, . . . , n− 1. Oznaqimo ε

def
= ε1 = cos

2π

n
+ i sin

2π

n
.

Iz Moavrove formule imamo da je εk = εk. U geometrijskoj interpretaciji, n-tim korenima iz jedinice
odgovaraju temena pravilnog n-tougla upisanog u jediniqni krug, sa jednim temenom koje odgovara broju 1.

Gausov ceo broj je broj oblika z = a+ b · i, gde su brojevi a i b celi.

Polinomi

Ako je z0 nula reda k polinoma P (z) sa realnim koeficijentima, onda je i z0 nula reda k polinoma P (z).
Svaki polinom P (z) stepena n ima n korena (svaki koren brojimo onoliko puta kolika mu je vixestrukost)

u skupu C: z1, z2, . . . , zn. Tada se on mo¼e faktorisati (u skupu C) na slede²i naqin:

P (z) = an(z − z1)(z − z2) . . . (z − zn),

gde je an vode²i koeficijent (uz z
n) polinoma P (z).

Kompleksni brojevi u geometriji

Neka su a, b, c, d, . . . kompleksni brojevi koji odgovaraju taqkama A,B,C,D, . . . (afiksi ili kompleksne koor-
dinate). Generalno afikse ²emo oznaqavati malim slovom koje odgovara velikom slovu koje oznaqava taqku
(sem ako naglasimo drugaqije ili kad je taj afiks, jednak nekom broju, npr. 1 ili 0 koja odgovara koordinatnom
poqetku O).

Koordinate sredixta du¼i AB, SAB date su sa s =
a+ b

2
. Uopxteǌe ove formule je da je koordinata taqke

C, za koju va¼i
−→
AC = λ

−−→
CB, λ ∈ R \ {−1}, jednaka c =

λa+ b

1 + λ
(za ovu taqku ka¼emo da deli du¼ AB u odnosu λ).

Rastojaǌe taqaka A i B je dato sa d(A,B) = AB = |a−b|. Qesto se u zadacima koristi da je AB2 = (a−b)(a −b ).

Skalarni proizvod vektora
−→
OA i

−−→
OB (gde je O koordinatni poqetak) je dat pomo²u

−→
OA · −−→OB =

1

2
(ab + a b).

U opxtem sluqaju imamo da je
−−→
AB · −−→CD =

(a− b)(c − d ) + (a − b )(c− d)

2
.

Ako celu kompleksnu ravan transliramo za vektor
−−→
AB (pri tome se svaka taqka z slika u z′, z 7→ z′) imamo

da va¼i
z′ = (b− a) + z.

Ako celu kompleksnu ravan rotiramo za ugao θ oko taqke a u matematiqkom (to je smer obrnut od smera
kretaǌa kazaǉki na satu) smeru (pri tome se svaka taqka z slika u z ′, z 7→ z′) imamo da va¼i

z′ = a+ (z − a) · eiθ.

Povrxina orijentisanog trougla 4ABC jednaka S4−−−→
ABC

=
i

4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a a 1

b b 1

c c 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Ako je trougao 4ABC upisan u jediniqnu kru¼nicu prethodna formula se svodi na S =
i

4
· (a− b)(b− c)(c− a)

abc
.

Povrxina qetvorougla ABCD upisanog u jediniqnu kru¼nicu data je sa S =
1

4i
· (c− a)(d− b)(ac− bd)

abcd
.
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Neophodan uslov da bi taqke A,B,C bile kolinearne je da postoje α, β ∈ R, α + β = 1, takvi da va¼i

c = αa + βb. Tako±e, uslov kolinearnosti taqaka A,B,C je S4−−−→
ABC

= 0, odnosno ako va¼i
a− c

b− c
=

a − c

b − c
.

Drugaqije, tri razliqite taqke A,B,C su kolinearne akko va¼i

a− c

b− c
∈ R.

Ako umesto taqke C imamo O prethodne jednaqine se svode na ab = a b ili na
a

b
= k ∈ R \ {0}.

Ako A i B le¼e na jediniqnoj kru¼nici zz = 1 dobijamo da je uslov kolinearnosti taqaka A,B,C dat sa
c+ abc = a+ b.

Za paralelnost imamo
−−→
AB ‖ −−→CD ⇔ (a− b)(c −d ) = (a − b )(c−d), a ovaj uslov mo¼emo svesti na −−→AB ‖ −−→CD ⇔

a− b

c− d
∈ R. Ako taqke A,B,C,D pripadaju jediniqnoj kru¼nici zz = 1 (tad je a =

1

a
,. . . ) prethodni uslov se

svodi na jednostavniji
−−→
AB ‖ −−→CD ⇔ ab = cd.

Za normalnost imamo
−→
OA ⊥ −−→OB ⇔ ab + a b = 0. U opxtem sluqaju imamo za paralelnost

−−→
AB ⊥ −−→CD ⇔

(a− b)(c − d ) + (a − b )(c− d) = 0 a ovaj uslov mo¼emo svesti na
−−→
AB ⊥ −−→CD ⇔ a− b

c− d
je qisto imaginaran broj,

tj.
a− b

c− d
= −a − b

c − d
. Ako taqke A,B,C,D pripadaju jediniqnoj kru¼nici zz = 1 prethodni uslov se svodi na

jednostavniji
−−→
AB ⊥ −−→CD ⇔ ab+ cd = 0.

Jednaqina kruga sa centrom u taqki sa afiksom z0 i polupreqnikom r se mo¼e zapisati u obliku |z−z0| = r

(specijalno, ako je centar koordinatni poqetak, onda je jednaqina |z| = r, odnosno zz = r2). Imamo i drugaqiji
oblik: ako su A,C ∈ R i B ∈ C, takvi da je AC < |B|2, onda jednaqina Azz +Bz +B z +C = 0 predstavǉa krug

(ako je B = B1 + iB2 onda je centar u z0 = −B
A
, a polupreqnik je jednak r =

√

|B|2 −AC

A
.

Qetiri taqke A,B,C,D pripadaju jednom krugu ili jednoj pravoj akko je

a− c

b− c
:
a− d

b− d
∈ R.

Jednaqina tangente na kru¼nicu zz = |p|2 u taqki T te kru¼nice je data sa t z + tz = 2.

Jednaqina preseka S pravih koje sadr¼e tetive AB i CD jediniqne kru¼nice je dato sa s =
(a+ b)− (c+ d)

ab− cd
.

Kada je AB ⊥ CD prethodna jednakost se svodi na s =
1

2
(a + b + c + d). Odavde dobijamo da je projekcija P

taqke C na pravu AB, pri qemu A,B,C pripadaju jediniqnom krugu, jednaka p =
1

2

(

a+ b+ c− ab

c

)

.

Taqka preseka S tangeti u taqkama A i B jediniqne kru¼nice data je sa s =
2ab

a+ b
ili

1

s
=

1

2

(

1

a
+

1

b

)

.

Ako su z1 i z2 afiksi taqaka M1 6= M2 onda je jednaqina prave p = M1M2 data sa

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z z 1

z1 z 1 1

z2 z 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, odnosno

kad izraqunamo determinantu, z−z1 =
z2 − z1

z 2 − z 1

(z −z 1) (z predstavǉa koordinate taqke sa te prave). Oznaqimo

sa k =
z2 − z1

z 2 − z 1

kompleksni koeficijent pravca prave. Va¼i |k| = 1, tj. k = cosϕ + i sinϕ (za ugao koji prava

zaklapa sa pozitivnim smerom realne ose, α, va¼i α =
ϕ

2
). Tada je jednaqina prave z − z1 = k · (z − z 1).

Jednaqina prave kroz taqke O i A ima oblik a z = az , dok prava koja sadr¼i tetivu AB jediniqne kru¼nice
ima jednaqinu z + abz = a+ b. Prava koja ne prolazi kroz O mo¼e se zadati i preko projekcije P taqke O na
tu pravu: p(p − z ) + p (p− z) = 0, odnosno p z + pz = 2pp .
Dve prave su paralelne (ili se poklapaju) ukoliko su im koeficijenti jednaki, tj. k1 = k2.
Dve prave su normalne ukoliko su im koeficijenti suprotni, tj. k1 = −k2.
Jednaqina prave ` se mo¼e svesti i na oblik Az + Az + C = 0, gde je A ∈ C, a C ∈ R. Oznaqimo sa u(z) =
Az+Az +C. Kako je u(z) = u(z) , dobijamo da je u(z) ∈ R za svako z ∈ R (xtavixe polo¼aj taqke M kompleksne
ravni u odnosu na datu pravu zavisi od toga da li je u(m) < 0 ili u(m) = 0 ili u(m) > 0).

Rastojaǌe taqke M od ` dato je sa d(M, `) =
|u(m)|
2|A| .

Koordinata podno¼ja normale (projekcija) P iz taqke M na ` data je sa p =
Am−Am − C

2A
.

Koordinata simetriqne taqke N taqki M u odnosu na ` data je sa n = −Am + C

A
.
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Koordinata simetriqne taqke N taqki M u odnosu na pravu AB data je sa n = a +
b− a

b − a
· (m − a ). Tada

projekciju P iz taqke M na AB dobijamo kao p =
m+ n

2
, odnosno p =

a(m− b )− b(m − a )

2(a − b )
+
m

2
.

Ako taqke A i B pripadaju jediniqnoj kru¼nici onda je p =
1

2
(a+ b+m− abm ).

Ako je M = O (tj. m = 0) onda je projekcija p =
a b− ab

2(a − b )
.

Projekcija T taqke M na pravu p z + pz = 2pp data je sa t = p+
m

2
− pm

2p
.

Ako je trougao 4ABC takav da mu je centar opisanog kruga, O, u koordinatnom poqetku (tj. o = 0; ako nije
takav sluqaj onda prvo izvrximo odgovaraju²u translaciju), onda se koordinate ortocentra H lako nalaze
kao h = a+ b+ c.

Za te¼ixte T proizvoǉnog trougla ABC va¼i t =
a+ b+ c

3
.

Trouglovi 4ABC i 4PQR su sliqni i jednako orijentisani akko je

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a p 1
b q 1
c r 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, tj. ako je ap + br + cp =

bp + cq + ar, odnosno
a− c

b− c
=

p− r

q − r
= σ. Specijalno ako je broj σ realan imamo da je AB ‖ PQ, AC ‖ PR i

BC ‖ QR, odnosno trouglovi 4ABC i 4PQR su homotetiqni. Ako je |σ| = 1 trouglovi 4ABC i 4PQR su
podudarni i jednako orijentisani.

Trouglovi 4ABC i 4PQR su sliqni i suprotno orijentisani akko je

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a p 1

b q 1

c r 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, odnosno ako je

(

a− c

b− c

)

=

p− r

q − r
= σ. Ako je |σ| = 1 trouglovi 4ABC i 4PQR su podudarni i suprotno orijentisani.

Trougao 4ABC je jednakostra akko je

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b 1
b c 1
c a 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, tj. ako je a2 + b2 + c2 = ab + bc + ca, odnosno (a− b)2 + (b−

c)2 + (c − a)2 = 0. Ako uvedemo tre²i koren iz jedinice ε = cos
2π

3
+ i sin

2π

3
=

1 + i
√

3

2
ovi uslovi se svode na

a + bε + cε2 = 0 (kada je 4ABC pozitivno orijentisan), odnosno na aε2 + bε + c = 0 (kada je 4ABC negativno
orijentisan). U sluqaju da je 4ABC upisan u jediniqnu kru¼nicu oba ova uslova se svode na a+ b+ c = 0.

Du¼ine strana pravilnog n-tougla A0A1 . . . An−1 nalazimo po formuli: A0Ak
2 = (zk − 1)(z k − 1), gde je zk

k-ti po redu n-ti koren iz jedinice.
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Zadaci

1. Izraqunati z =
(
√

2 +
√

2i)10

(
√

3 + i)8
.

2. Rexiti jednaqine: a)
iz6 + 8

8i− z6
=
√

3; b) iz6 + 8 = (8i− z6)
√

3. Predstaviti rexeǌe u C ravni.

3. U kompleksnoj ravni su data dva temena jednakostraniqnog trougla. Prona²i tre²e teme.

4. Odrediti taqku z3 u ravni Oxy koja sa taqkama z1 = 2 + 2i i z2 = 3 + i qini temena jednakostraniqnog
trougla. Na²i sva rexeǌa.

5. Dat je jednakostraniqni trougao 4ABC i kompleksna koordinata a temena A. Na²i kompleksnu koordinatu
b temena B ako se u koordinatnom poqetku nalazi:
a) teme C; b) te¼ixte T trougla 4ABC; v) podno¼je A1 visine iz temena A na stranicu BC.

6. Ako su a, b i c temena jednakostraniqnog trougla u kompleksnoj ravni, dokazati da va¼i jednakost a2 +
b2 + c2 = ab+ bc+ ca.

7. Ako su a, b i c kompleksni brojevi koji zadovoǉavaju jednakost a2 + b2 + c2 = ab+ bc+ ca dokazati da je ili
a = b = c ili su a, b i c temena jednakostraniqnog trougla.

8. Dat je kvadrat 2ABCD i kompleksna koordinata a temena A. Na²i kompleksne koordinate b, c, d ostalih
temena B,C,D ako se u koordinatnom poqetku nalazi:
a) teme B; b) teme C; v) centar kvadrata O.

9. Odrediti taqke z3 i z4, koje sa taqkama z1 = 1 + i i z2 = 2 + 3i obrazuju kvadrat u ravni Oxy, tako da su z1

i z2 ǌegova susedna temena i da jedna od tra¼enih taqaka pripada drugom kvadrantu.

10. Kompleksni brojevi (taqke) z1 = 1 + i i z3 = −1 + i
√

3 su naspramna temena kvadrata. Odrediti ostala
dva temena tog kvadrata.

11. Kompleksni brojevi (taqke) z1 = 1 + i i z2 = 2 + 2i su susedna temena kvadrata. Odrediti ostala dva
temena z3 i z4 tog kvadrata.

12. Neka su z1, z2 kompleksni brojevi koji nisu realni i zadovoǉavaju uslove |z1−z2| = 2 i z1 ·z2 = 1. Dokazati
da je qetvorougao ABCD qija temena imaju kompleksne koordinate −1, z1, 1, z2 jednakokraki trapez.

13. Taqka D je simetriqna centru O opisane kru¼nice oko trougla 4ABC u odnosu na pravu AB. Dokazati
da za rastojaǌe CD va¼i formula

CD2 = R2 +AC2 +BC2 −AB2,
gde je R polupreqnik opisane kru¼nice.

14. Iz podno¼ja D visine trogula 4ABC spuxtene su normale na druge dve stranice. Neka su podno¼ja
tih normala taqke M i N . Pokazati da rastojaǌe MN ne zavisi od izbora visine trougla (tj. da je ovo
rastojaǌe isto i kada je visina iz temena A, i iz temena B i iz temena C).

15. Dat je trougao 4ABC. Na pravim AC, AB, BC date su taqke A1, B1, C1 redom, tako da va¼e rasporedi

C −A−A1, A−B −B1, B −C −C1. Ako je AA1 : BB1 : CC1 =
AB

BC
:
BC

CA
:
CA

AB
, dokazati da su trouglovi 4ABC

i 4A1B1C1 sliqni.

16. Dat je paralelogram ABCD. Na ǌegovim stranicama CD i CB konstruisani su jednako orijentisani
sliqni trouglovi 4CDE i 4FBC. Dokazati da je 4FAE ǌima sliqan i jednako orijentisan.

17. Neka je dat konveksan qetvorougao ABCD trouglovi 4ABM , 4CDP , 4BCN i 4ADQ koji su jednakos-
traniqni (prva dva su van qetvorougla ABCD, a druga dva unutar). Dokazati da je AC = MN . Kakav je
qetvorougao MNPQ?

18. Na hipotenuzi pravouglog trougla 4ABC spoǉa je pripisan kvadrat. Na²i rastojaǌe temena pravog
ugla, C, do centra kvadrata, Q, ako su du¼ine kateta BC i AC jednaki a i b.

19. Ojlerova prava. Neka su u proizvoǉnom trouglu 4ABC sa T , H i O oznaqeni te¼ixte, ortocentar i
sredixte opisane kru¼nice. Dokazati da su ove tri taqke kolinearne, kao i da je HT = 2 · TO.

20. Simpsonova prava. Dokazati da ortogonalne projekcije taqke P , koja pripada opisanom krugu oko 4ABC,
na ǌegove stranice le¼e na jednoj pravoj. Dokazati da ta prava prolazi kroz sredixte du¼i HP , gde je H

ortocentar trougla 4ABC.
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21. Teorema ǋutna. U tangentnom qetvorouglu su sredine dijagonala i centar upisane kru¼nice u taj
qetvorougao kolinearni. Dokazati.

22. Teorema Gausa. Ako neka prava ` seqe prave, koje sadr¼e stranice BC, CA, AB trougla 4ABC, u taqkama
A1, B1, C1, respektivno, tada su sredine du¼i AA1, BB1 i CC1 kolinearne. Dokazati.

23. Generalizovana Ptolomejeva teorema. Za proizvoǉne taqke A, B, C i D u ravni koje nisu na pravoj je
AC · BD 6 AB · CD + BC · AD. Jednakost va¼i akko taqke A, B, C i D pripadaju jednom krugu i pri tom par
(A,C) razdvaja par (B,D).

24. Neka su u proizvoǉnom trouglu 4ABC taqke A′, B′ i C ′ respektivno taqke simetriqne ortocentru H u
odnosu na prave BC, CA i AB. Dokazati da taqke A′, B′ i C ′ pripadaju opisanoj kru¼nici.

25. Ojlerov krug (u engleskoj literaturi nine-point circle). Neka su u proizvoǉnom trouglu 4ABC sa H, O i
R oznaqeni ortocentar, sredixte opisane kru¼nice i radijus te kru¼nice. Taqke A1, B1 i C1 su respektivno
sredixta stranica BC, CA i AB, A2, B2 i C2 respektivno podno¼ja visina iz A, B i C, A3, B3 i C3

respektivno sredixta du¼i AH, BH i CH. Dokazati da taqke A1, B1, C1, A2, B2, C2, A3, B3 i C3 pripadaju

jednoj kru¼nici O9, kao i da je centar kru¼nice O9 sredixte du¼i OH, a radijus kru¼nice O9 je jednak
R

2
.

26. Neka je A preseqna taqka krugova c1 i c2, koji le¼e u istoj ravni. Iz taqke A po ovim krugovima
istovremeno poqiǌu da se kre²u taqke M1 i M2. Taqke se kre²u po svojim krugovima konstantnom brzinom
nemeǌaju²i smer. Taqke M1 i M2 istovremeno obi±u svaka svoj krug i sre²u se u taqki A. Dokazati da u
ravni postoji nepokretna taqka P koja je u svakom trenutku po±ednako udaǉena od M1 i M2.

27. Apolonijev krug. Neka su A i B date taqke u ravni. Skup taqaka M takvih da je odnos du¼i MA i MB

konstantan i jednak k (k > 0, k 6= 1) je krug. Dokazati.

28. Dokazati da je kod pravilnog n-tougla upisanog u krug polupreqnika r proizvod svih stranica i dijag-

onala jednak n
n
2 · r n(n−1)

2 .

29. Na krugu opisanom oko pravilnog poligona A1A2 . . . A2n data je proizvoǉna taqka P . Dokazati da je zbir
kvadrata rastojaǌa od taqke P do temena s parnim indeksima jednak zbiru kvadrata rastojaǌa od taqke P do
temena sa neparnim indeksima.

30. Temena pravilnog n-tougla obojeno su sa nekoliko boja (svako teme jednom bojom) tako da temena iste
boje qine temena pravilnog poligona. Dokazati da me±u tim poligonima postoje dva podudarna poligona.

31. Dat je pravilan petnaestougao A0A1 . . . A14. Pokazati da va¼i
1

A0A1
=

1

A0A2
+

1

A0A4
+

1

A0A7
.

32. Taqka M le¼i na krugu polupreqnika R, opisanom oko pravilnog n-tougla A1A2 . . . An. Dokazati da je
suma kvadrata rastojaǌa M do temena n-tougla jednaka 2nR2.

33. Dat je pravilan n-tougao A0A1 . . . An−1 i oko ǌega je opisan krug polupreqnika R i na ǌemu taqka P .

Dokazati da va¼i
n−1
∑

k=0

PAk
2m =

(

2m
m

)

nR2m.

34. Dat je pravilan n-tougao A1A2 . . . An i taqka P na maǌem luku Â1An. Neka je sa dk oznaqeno odstojaǌe

taqke P do Ak. Dokazati da je
1

d1d2
+

1

d2d3
+ . . .+

1

dn−1dn
=

1

d1dn
.

35. Dat je pravilan n-tougao A0A1 . . . An−1 upisan u jediniqnu kru¼nicu. Tada va¼i:

a) n = 3 A0A1 =
√

3; b) n = 4 A0A1 =
√

2; v) n = 5 A0A1 = 1
2

√

10− 2
√

5, A0A2 = 1
2

√

10 + 2
√

5;

g) n = 6 A0A1 = 1, A0A2 =
√

3, A0A3 = 2; d) n = 8 A0A1 =
√

2−
√

2, A0A3 =
√

2 +
√

2;

±) n = 10 A0A1 = 1
2 (
√

5 − 1), A0A3 = 1
2 (
√

5 + 1); e) n = 12 A0A1 =
√

2−
√

3, A0A5 =
√

2 +
√

3;

¼) n = 15 A0A1 = 1
4

[

√

10 + 2
√

5−
√

3(
√

5− 1)
]

, A0A2 = 1
4

[√
3(
√

5 + 1)−
√

10− 2
√

5
]

,

A0A4 = 1
4

[√
3(
√

5− 1) +
√

10 + 2
√

5
]

, A0A7 = 1
4

[√
3(
√

5 + 1) +
√

10 + 2
√

5
]

.

36. Dokazati da je stranica pravilnog devetougla jednaka razlici najve²e i najmaǌe dijagonale.

37. Ako su p1, p2, . . . , pn rastojaǌa taqke P ∈ Â1An do pravih koje sadr¼e stranice A1A2, A2A3, . . . , AnA1

pravilnog n-tougla. Dokazati da je
1

p1
+

1

p2
+ . . .+

1

pn−1
=

1

pn
.

38. Neka je P proizvoǉna taqka na krugu opisanom oko pravilnog 2n-tougla A1A2A3 . . . A2n. Ako su p1, p2, . . . , p2n

rastojaǌa taqke P do pravih koje sadr¼e stranice pravilnog 2n-tougla A1A2, A2A3, . . . , A2nA1. Dokazati da
je p1 · p3 · . . . · p2n−1 = p2 · p4 · . . . · p2n.
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Rexeǌa

1. Predstavimo i imenilac z1 =
√

3 + i i brojilac z2 =
√

2 +
√

2i razlomka z = z2
z1
u trigonometrijskom

obliku: z1 = %1 · eiϕ1 = %1 · (cosϕ1 + i · sinϕ1) i z2 = %2 · eiϕ2 = %2 · (cosϕ2 + i · sinϕ2). %1 =
√

(
√

3)2 + 12 = 2, a

ugao ϕ1 dobijamo pomo²u realnog i imaginarnog dela broja z1: Re z1 =
√

3, a sa druge strane imamo da je

Re z1 = %1 · cosϕ1 = 2 · cosϕ1 ⇒ cosϕ1 =
√

3
2 ; Im z1 = 1 (a ne i !) i Im z1 = %1 · sinϕ1 = 2 · sinϕ1 ⇒ sinϕ1 =

1

2
.

Ugao za koji je cosϕ1 =

√
3

2
i sinϕ1 =

1

2
je ϕ1 =

π

6
(ovo nalazimo uz pomo² malo elementarne trigonometrije i

snala¼eǌem na trigonometrijskom krugu). Ovaj ugao smo mogli da dobijemo i kao ϕ1 = arctg 1√
3

= π
6 jer je taj

broj u I kvadrantu (za ostale kvadrante je slo¼enija formula). Stoga je z1 = %1 · eiϕ1 = %1 · (cosϕ1 + i · sinϕ1) =
2 · eiπ6 = 2 · (cos π

6 + i · sin π
6 ). Sliqno se dobija i %2 = 2, ϕ2 = π

4 i z2 = 2 · (cos π
4 + i · sin π

4 ) = 2 · eiπ4 . Sada imamo
da je z8

1 = %8
1 · ei8ϕ = 28 · ei 4π3 = 28 · (cos 4π

3 + i · sin 4π
3 ) = 28 · (− 1

2 − i
√

3
2 ) i sliqno z10

2 = 210 · ei 5π2 = 210 · eiπ2 =

210 · (cos π
2 + i · sin π

2 ) = 210i. Sada dobijamo da je z =
210i

28 · (− 1
2 − i

√
3

2 )
i jox treba da se oslobodimo kompleksnog

broja u imeniocu: z =
22i

− 1
2 − i

√
3

2

· −
1
2 + i

√
3

2

− 1
2 + i

√
3

2

=
−2i+ i22

√
3

1
, tj. z = −2

√
3− 2i .

Napomena: Mogli smo da pojednostavimo raqun odmah nakon odre±ivaǌa trigonometrijskog oblika brojeva z1

i z2. z =
210 · ei 5π2
28 · ei 4π3

= 22 · ei( 5π
2 − 4π

3 ) = 4 · ei 7π6 = 4 · (cos 7π

6
+ i · sin 7π

6
) = 4(−

√
3

2
− i

1

2
) = −2

√
3− 2i.

2. a) Ukoliko je 8i−z6 = 0 razlomak nije definisan. Za 8i−z6 6= 0 (tj. z6 6= 8i) smemo obe strane da pomno¼imo
sa 8i − z6 i tada se dobija jednaqina iz6 + 8 = (8i − z6)

√
3 (data u delu zadatka pod b). Grupixemo qlanove

uz z na levoj strani, a ostale na desnoj strani jednaqine: z6(
√

3 + i) = −8 + i8
√

3. Odatle dobijamo da je

z6 = −8+i8
√

3√
3+i

= −8+i8
√

3√
3+i

·
√

3−i√
3−i = 8·(−1+i

√
3)(

√
3−i)

4 = 8i. Kako smo prethodno pretpostavili da je z6 6= 8i dobijamo

da ova jednaqina nema rexeǌa .

b) U delu pod a) smo dobili da je z6 = 8i. Da bi rexili jednaqinu potrebno je da izvadimo xesti koren
iz kompleksnog broja w = 8i. Predstavimo w u trigonometrijskom obliku: % =

√
02 + 82 = 8, ϕ = π

2 , te je
w = % · eiϕ = % · (cosϕ+ i · sinϕ) = 8 · eiπ2 = 8 · (cos π

2 + i · sin π
2 ). Rexeǌe jednaqine zn = % · eiϕ je dato formulom:

zk = n
√
% · eiϕ+2kπ

n = n
√
% · (cos ϕ+ 2kπ

n
+ i sin

ϕ+ 2kπ

n
) k = 0, 1, . . . , n− 1.

U ovom konkretnom sluqaju dobijamo zk = 6
√

8 · ei
π
2

+2kπ

6 k = 0, 1, . . . , 5, tj. nakon raqunaǌa trigonometrijskih
izraza dobijamo rexeǌa:

z0 =
√

2 · ei π12 = (
√

3
2 + 1

2 ) + i · (
√

3
2 − 1

2 )

z1 =
√

2 · ei 5π12 = (
√

3
2 − 1

2 ) + i · (
√

3
2 + 1

2 )

z2 =
√

2 · ei 3π4 = −1 + i

z3 =
√

2 · ei 13π12 = (−
√

3
2 − 1

2 ) + i · ( 1
2 −

√
3

2 )

z4 =
√

2 · ei 17π12 = (−
√

3
2 + 1

2 ) + i · (−
√

3
2 − 1

2 )

z5 =
√

2 · ei 7π4 = 1− i

O

T0

T1

T2

T3

T4

T5

√

2

√

2i

−

√

2

−

√

2i

Napomena: Kako raqunati z0, z1, . . . , z5?
1◦ Ako ste dobri sa trigonometrijom mo¼ete izraqunati sve gorǌe sinuse i kosinuse. Npr. za z0 imamo
z0 =

√
2 · ei π12 =

√
2 · (cos π

12 + i · sin π
12 ). Da bi dobili cos π

12 koristimo formulu za kosinus polovine ugla

cos α
2 =

√

1+cosα
2 , gde uzimamo α = π

6 , pa je cos π
12 =

√

1+cos π6
2 =

√

1+
√

3
2

2 =

√

4+2
√

3
8 =

√

(
√

3)2+2
√

3·1+12

8 =
√

3+1
2
√

2
.

Drugi naqin za dobijaǌe cos π
12 je pomo²u adicione formule cos(α− β) = cosα · cosβ + sinα · sinβ, gde uzimamo

α = π
3 , β = π

4 , pa je cos π
12 = cos π

3 ·cos π
4 +sin π

3 ·sin π
4 = 1

2 ·
√

2
2 +

√
3

2 ·
√

2
2 =

√
3+1

2
√

2
. sin π

12 mo¼e se dobiti iz odgovaraju²ih

formula sin α
2 =

√

1−cosα
2 , tj. sin(α− β) = sinα · cosβ − cosα · sinβ ili pomo²u cos π

12 : sin π
12 =

√

1− cos2 π
12 (znamo

da je π
12 u prvom kvadrantu pa uzimamo pozitivan znak).

2◦ Izraqunati koren koji je najlakxi – ovde je to z2 =
√

2 · ei 3π4 =
√

2 · (cos 3π
4 + i · sin 3π

4 ) = −1 + i. Sada

iskoristimo da je z3 = z2 · ei
2π
6 = z2 · ei

π
3 = (−1 + i) · ( 1

2 + i
√

3
2 ) = (−

√
3

2 − 1
2 ) + i · ( 1

2 −
√

3
2 ). Ostale korene dobijamo

iz: z4 = z3 · ei
2π
6 , z5 = z4 · ei

2π
6 , z0 = z5 · ei

2π
6 i z1 = z0 · ei

2π
6 .
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3. Neka su date taqke A i B sa afiksima a i b. Zadatak ima dva rexeǌa C1 i C2: trougao 4ABC1 je pozitivno

orijentisan, a trougao 4ABC2 je negativno orijentisan. C1 dobijamo kada vektor
−−→
AB rotiramo oko taqke A

za ugao
π

3
, a C2 dobijamo kada vektor

−−→
AB rotiramo oko taqke A za ugao −π

3
. Stoga je

c1 = a+ (b− a) · eiπ/3 i c2 = a+ (b− a) · eiπ/3.

4. Primenimo formulu iz prethodnog zadatka na z1 = 2 + 2i i z2 = 3 + i dobijamo:

z′3 = z1 + (z2 − z1) · eiπ/3 = 2 + 2i+ (1− i) · ( 1+i
√

3
2 ) = 5+

√
3

2 + i 3+
√

3
2 .

z′′3 = z1 + (z2 − z1) · e−iπ/3 = 2 + 2i+ (1− i) · ( 1−i
√

3
2 ) = 5−

√
3

2 + i 3−
√

3
2 .

5. a) Ima²emo dva rexeǌa. U oba sluqaja je c = 0.
Ako je trougao 4ABC pozitivno orijentisan taqku B dobijamo rotacijom taqke A za 60◦ oko taqke C. Stoga

je b1 = a · 1+i
√

3
2 .

Ako je trougao 4ABC negativno orijentisan taqku B dobijamo rotacijom taqke A za −60◦ oko taqke C. Stoga

je b2 = a · 1−i
√

3
2 .

b) t = 0. Da bi dobili B rotiramo taqku A oko T za 120◦ ako je trougao 4ABC pozitivno orijentisan,

odnosno za −120◦ ako je trougao 4ABC negativno orijentisan, te opet imamo dva rexeǌa b1 = a · −1+i
√

3
2 i

b2 = a · −1−i
√

3
2 .

v) a1 = 0. Kako je A1A = A1B
√

3, da bi dobili taqku B rotiramo taqku A oko A1 za 90◦ ako je trougao 4ABC
pozitivno orijentisan, odnosno za −90◦ ako je trougao 4ABC negativno orijentisan i u oba sluqaja podelimo
to sa

√
3, te opet imamo dva rexeǌa b1 = ai√

3
i b2 = −ai√

3
.

(Kako je
−−→
A1A = 3

−−→
A1T mo¼emo dobiti t = a

3 i onda, sliqno kao u delu pod b), nalazimo b1 = t+ (a− t) · −1+i
√

3
2 i

b2 = t+ (a− t) · −1−i
√

3
2 )

6. Oznaqimo sa h koordinate te¼ista jednakostraniqnog trougla qija temena imaju afikse a, b i c, a sa

ε = ei2π/3 = −1+i
√

3
2 . Tada je b = h+ (a− h)ε i c = h+ (a− h)ε2.

Jednakost a2 + b2 + c2 = ab+ bc+ ca je ekvivalentna sa (a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 = 0. Poka¼imo ovu drugu.

(a−b)2+(b−c)2+(c−a)2 =
(

(1−ε)(a−h)
)2

+
(

(ε−ε2)(a−h)
)2

+
(

(ε2−1)(a−h)
)2

= (a−h)2·
[

(1− ε)2 + (ε− ε2)2 + (ε2 − 1)2
]

=
(a− h)2 · 0 = 0.

7. (IV 4 opxtinsko 1983) Iz jednakosti a2 + b2 + c2 = ab+ bc+ ca sledi (a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 = 0. Tako±e je
(a− b)+ (b− c)+ (c−a) = 0. Stoga kompleksni brojevi a− b, b− c i c−a zadovoǉavaju jednaqinu oblika z3 = h3,

gde je h neki kompleksan broj. Rexeǌa ove jednaqine su h, hε i hε2, gde je ε = ei2π/3 = −1+i
√

3
2 . Bez umaǌeǌa

opxtosti mo¼emo uzeti da je a− b = h, b− c = hε i c−a = hε2. Tada je a = a+b+c
3 + a−b

3 − c−a
3 = a+b+c

3 + h
3 (1−ε2) =

a+b+c
3 + h

3 (ε− 1)(−1− ε) = a+b+c
3 + h

3 (ε− 1)ε2. Analogno se dobijaju b = a+b+c
3 + h

3 (ε− 1) i c = a+b+c
3 + h

3 (ε− 1)ε.
Ukoliko je h = 0 onda je, oqigledno, a = b = c.
Ukoliko je h 6= 0, ako uvedemo smenu t = a+b+c

3 i r = h
3 (ε − 1) prethodne jednaqine se svode na a = t + rε2,

b = t+ r, c = t+ rε, te se vidi da se taqke C i A dobijaju rotacijom taqke B za 120◦, odnosno za 240◦ oko taqke
T . Stoga su a, b, c afiksi temena jednakostraniqnog trougla.

8. a) Ima²emo dva rexeǌa. U oba sluqaja je b = 0.
Ako je kvadrat 2ABCD pozitivno orijentisan taqku C dobijamo rotacijom taqke A za −90◦ oko taqke B.

Stoga je c1 = −i · a. Kako je −−→AD =
−−→
BC dobijamo da je d − a = c − b = c, odakle nalazimo da je d = a + c, tj.

d1 = a− ia.
Ako je kvadrat 2ABCD negativno orijentisan taqku C dobijamo rotacijom taqke A za 90◦ oko taqke B. Stoga
je c2 = i · a. Opet je d = a+ c, tj. d2 = a+ ia.
b) c = 0, pa je afiks centra kvadrata O jednak o = a

2 jer je O sredixte dijagonale AC. Taqku B dobijamo
rotacijom taqke A oko O za 90◦, a D rotacijom za −90◦, te dobijamo b = a

2 + a
2 · i i d = a

2 − a
2 · i.

(Ako bi kvadrat 2ABCD bio negativno orijentisan samo bi b i d zamenili mesta)
v) Da bi dobili B,C,D rotiramo taqku A oko O za 90◦, 180◦ i 270◦, te je b = a · i, c = −a i d = −a · i.

9. z3 = 4i, z4 = −1 + 2i.

10. Koordinate centra kvadrata su o = i 1+
√

3
2 , pa je z2 =

√
3−1
2 + i 3+

√
3

2 i z4 = 1−
√

3
2 + i−1+

√
3

2 .

11. Zadatak ima dva rexeǌa: z′3 = 1 + 3i, z′4 = 2i i z′′3 = 3 + i, z′′4 = 2.

12. (IIIA 2. republiqko 1999) Poxto je |z1 − z2| = 2 = |AC| = |BD|, dovoǉno je pokazati da je qetvorougao
ABCD tetivan. Kako je

z2 − (−1)

1− (−1)
:
z2 − z1

1− z1
=

1− z1 + z2 − z1z2

2(z2 − z1)
=

1

2
∈ R.

Odavde dobijamo da taqke −1, z1, 1, z2 pripadaju jednom krugu (ne pripadaju jednoj pravoj, jer bi to morala
biti realna osa), te one odre±uju jednakokraki trapez.
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