IIpuMmene KoMmjIeKCHUX OpojeBa y reOMeTpUju

npunpemuo Baadumup Lasmuh

Teopemcku yeod Trn

Kommiekcuu GpojeBu cy 6pojeBu obauka z = a + b - 1, b
rze je i UMarmHapHa jeIWHWIA 3a KOjy Bawm 12 = —1(Tj.

i =+/—1), a 6pojesu a u b cy peannu. Bpoj a ce HazuBa /"__L\("Df
peaJiaH 1eo KOMILJIEKCHOT 6poja z, a 6poj b je umaruuapan x/ e

nmeo (e b-i!). Osmake cy: Re z=a u Im z=">b. Caroum 4 <
KOMILIIEKCHOM 0pojy z = a+bi (oBaj 0buuk ce HA3UBA asze- |r |
bapcru 064Uk KOMILIEKCHOT 6poja) oaroBapa jelHa Taudka a\ L I a Ee
Yy KOMIUJIEKCHO] paBHM ca koopamHarama (a,b) m obpar- #
HO (z—oca je peasHa oca, a y—oca je mMarnHapHa). IBa _)//
KOMILIEKCHA Opoja z1 = a1 + b1t u 29 = as + byt cy jemHaka -
VKOJIMKO Cy UM jE€IHAKU U PEAJHU MEJIOBU Y UMATMHAPHU b
nenoBu (21 = 29 <& a1 = ag u by = by). Ha rommiex-

CHMM OpOjeBMMa Ce OCHOBHE UETUPU OIepPaluje U3BOIE

Ha caenehu mauws:

=a-hi

Z1 + 29 = (a1 + a2) + (bl + bz)i, Z1 — k9 = (CLl — ag) + (bl — bg)i, Z1 k2 = (a1a2 — blbg) + (a1b2 + CLle)i,

Z21 + b1 G — bot (a1a2 + blbg) + (a2b1 - albg)’i aias + b1by asby — aqbs .

29 as + boi  as — bai az? + b22 as? + b22 as? + b22

3a woMmiekcan 6poj z = a + bi, yBome ce kowjyzosano xomnaexcan 6poj (emr. Complex Conjugate) 2z = a —bi (y
KOMILJIEKCHO] PABHU TO je Tayka CUMETPUYHA Yy ONHOCY Ha pealiHy OoCy) U M00yo (WU ancoaymua épeodrocm WIn
nopma; err. Modulus) kommiexcuor 6poja |z| = va? + b? (Moayo mpencraBiba yAameHOCT O KOOPIUHATHOT MOYETKA,
Tj. roMmmiekcHor G6poja 0 = 0+ 07). Ilomeran ce momyo o3HauaBa u ca p. Cama hemo HaBecTHM HEKE O OCHOBHUX
ocobMHA OBUX oIepanuja:

- — = - - - 21 21
2P =22, 2 =2 21tz =z1+2,, 2120 =21-Za, (—)::

Baskna je m yumenuna ma je z = z akKo W CaMO aKO je z peaJyiaH Opoj.

_ 1=l
= 21+ 20| < |zl + [22],  |l21] = |22l | <21 — 2o

EN

I[MpumerumMo ma je ca JeBe CTPaHe MOCIeHe¢ Heje THAKOCTU CIIOJba AIICOJIYTHA BPEAHOCT peayiHor 6poja |z1| — |ze|, mok
Cy CBe OCTaJIO MOIYJU KOMILIEKCHUX OpojeBa. Tpeha HejemHakocT ce Ha3WMBa HEjeTHAKOCT TPOYTIIA.

Ckyn Tauaka 3a Koje Basku |z| = 1 mpencrasmba je AMHMYHY KPYKHUILY CA HEHTPOM y KOODIUHATHOM MOYeTKy (Buam
ciury). Tauke 3a koje Basku |z| < 1 mpezncrasibajy yHYTPAIIEKOCT TOT jeAMHUYHOD KpyTra, HOK |z| > 1 o3mauasa
CIIOJBAIIEHOCT.

Ob6paruty naxkmy ma ce mMebhy KOMIUIEKCHMM OpojeBMMa HEe MOKe yBECTH peJaluja <, Hero camMo MeDhy HUXOBUM
MOIyInMa!

Yrao ¢ koju 3akuana npasa Oz (mpaBa Koja cmaja z ca KOODIAMHATHUM IIOYETKOM) Ca pPEaJIHOM OCOM HA3UBa Ce
apeymenm KOMILIEKCHOT Gpoja (CcBaku KOMILIEKCaH 6poj, ceM Gpoja 0, uma apryment!). Aprywment ¢ € (—7, 7|, mana

z21

|21 - 22| = |21] - |22/,

ce moHeKan yauma u ¢ € [0,27) (jemam on pasyiora 3amTo y3uMaMo OBAKO je Ia je argz = —argz).
Kako je i2 = —1, i® = —i u i* = 1, Moxemo mobutu (moMoRy IpWHIMIA MATEeMATHUYKE WHIYKIMje) Oa Cy CTEICHU
(zesnobpojuu) Gpoja i jenHaKM:
1, n=4k
i — i, n=4k+1
-1, n=4k+2
-1, n=4k+3



Tpuzonomempujcku obauk KOMILIEKCHOT Opoja je z = p(cosy + ising). OBo ce momeran ckpaheno sammcyje xao
z = pcisp. Ojaeposa Fopmyaa 3a KOMILTEKCHe GpojeBe Tiacu €'Y = cosp + isinp u nomMoly me MOJA3UMO IO eKcno-
Hen3Ujaanoz 0b6AUKG KOMILIEKCHOT Opoja: z = p - i,
OsBu o0nuiu ce kopucre 3a onpebhuBame N-TOr CTENEHA U N-TUX KOPEHA KOMIJIEKCHOD Opoja.
3a ompebuBame n-TOr cremeHa KOMILIEKCHOT Opoja z, w = 2", xopuctumo Moasposy gopmyay: [p(cosp + isinp)]™ =
p"(cosnyp + isinng), omrocHO [p - €)™ = p" - ¥, Tlomohy OBe (GopMysIe MOEe Ce M3BECTH MHONITBO TPUTOHOMETDU-
jCKUX mueHTUTeTa!
Kana ce Tpamxum ma ce ompene n-Tm KOPEHHU M3 KOMIUIEKCHOT Opoja 2z, MUCIM Ce & Ce OJpeIe CBa Pellemha jeTHAUNHe

2k 2k )
u” = z. Bbux uma rayno n u oHa cy mara nomohy dopmyine: up = Wp (cos ¢+ 2k + ¢ sin PN _ p-eilpt2km)/n
n n

roe je k=0,1,....,n— 1.
On mocebHOr 3HAYAja, HAPOUUTO y FE€OMETPUjCKUM IPUMEHAMa, KAO0 Y KOX IMOJWHOMA, CY N-TU KOPEHU U3 jeAUHUIE.

2k L. 2k 2km def 2T .. 27
Onu cy matm popmyioMm € = cos — +isin — =e'» , 3a k=0,1,...,n —1. O3HaYnMO € = €1 = cOS — + ¢ Sin —.
n n n n

V3 MoaspoBe ¢opmyse mMaMo Aa je €x = £F. Y reoMeTpujCKOj WHTEPIPETAldju, N-TUM KOPEHUMA W3 jeIUHUIe

OAroBapajy TeMeHa MPaBUIHOT N-TOYTJa YIUCAHOT YV jeIMHUYHU KPYT, Ca jeJHUM TEeMEHOM Koje omrosapa 6pojy 1.
T'aycos ueo b6poj je 6poj obauka z = a+ b- 1, roe cy 6pojeBu a u b nenun.

Hloaurnomu

Axo je zp myna pena k momunoma P(z) ca peanHuM KoepunujeHTMMa, OHIA je U zo HyJa pena k mommuHoma P(z).
Csakn monuaoM P(z) crenena n uMa n KopeHa (CBaky KOPEH BPOjUMO OHOJMKO IIyTa KOJUKA MY j€ BAIMIECTPYKOCT)
y cryny C: z1,29,...,2,. Tana ce on mosxe dpaxropucaru (y ckymy C) ma caenehwu mauwun:

Pz)=an(z —21)(z — 22) ... (2 — zn),

rue je a, Bomehu koepunujent (y3 z™) momunoma P(z).

Komnaexcrnu 6pojesu y 2eomempuju

Heka cy a,b,c,d, ... koMmmuaercHu 6pojeBu Koju onrosapajy raukama A, B,C, D, ... (adpurcy uim KOMILIEKCHE KOOD-
munate). [emepanno apurce hiemMo 0O3HAUABATA MaJUM CJIOBOM KOj€ OArOBapa BEJIMKOM CJIOBY KOjeé O3HAUABA TAUKY
(ceMm ako HArTaCUMO ApyTauuje Win Kal je Taj ahuKe, je fHaK HeKoM Opojy, Hup. 1 uiu 0 Koja oAroBapa KOOp IMHATHOM
nouetky O).

a+b . .
Koopmunare cpenumta nyxu AB, Sap mnate cy ca s = ——. Youmreme oBe popMyJie je fa je KoopAuHATa TauKe

Aa+b
C, 3a KOjy Ba:KU A_C>’ = )\C’—Jé, A e R\ {-1}, jemnara ¢ = 1a++)\

Pacrojame Tauaka A u B je maro ca d(A, B) = AB = |a—b|. Yecro ce y 3anamuva xkopuctu aa je AB% = (a—b)(a —b).

(3a oBy Tauky kKa:keMmo ma nenu nysk AB y ommHocy M).

—  — —_— — -
Cranapuu npousson sexkropa OA u OB (rme je O koopaunathu noverak) je mar nmomohy OA-OB = i(ab +ab).
—b)(c—d)+(a —b)(c—d
Y ommreMm ciydvajy mMaMo Oa je AB - CD = (a—b)le ) ;_ (a ) )

=
AKO mesry KOMIUJIEKCHY paBaH TpaHCaupamo 3a BeKTop AB (mpu ToMe ce cBaka Tadka z caumka y 2, z — 2') umamo
I8 BasKn
2 =(b—-a)+ 2.

AKO mesry KOMIUIEKCHY paBaH POTHUPAMO 3a yrao f OKO Tauke a y MATEMATHYKOM (TO je cMep OOPHYT O cMmepa
KpeTama Ka3a/bKu Ha cary) cmepy (Ipu TOMe ce CBaka Tauka z Caumka y z', z +— 2') mmamo na Basku

Y =a+(z—a)- e’

la a 1
Hospmmua opujertucanor tpoyrina AABC jennaka S, g5a = i b b 1.
c ¢ 1
—b)(b— _
Ako je Tpoyrao AABC ynucan y je IMHUYHY KPYKHUILY IIPETXOIHA (OPMYyJia ce CBOAU HA S = i Ol 2 cc=a) .
abc
1 —a)d—1» —bd
ITospmuna yersopoyria ABCD ymnucasor y jeIMHUYHY KDPYsKHUIY OaTa je ca S = vl (e —a)( 5 C)i(ac )
i abc



Heonxoman ycioe na Ou tauke A, B,C Ouse koauHeapHe je ma mocrtoje o, € R, a+ § = 1, TakBu na Baku

. a—c a —c
¢ = aa + b. Tarobe, ycnos rommneaprocru tavaka A,B,C je S, 45z = 0, OZHOCHO ako Bakn 2 = T o
_c e
Hpyrauuje, Tpu pasauunte Tauke A, B,C cy KoJuHeapHe aKKO BayKu
a—c
eR.
b—c

. - = a
Axro ymecto tauke C umamo O mperxonHe jemHaudnse ce cBoge Ha ab = ab mnu va — =k € R\ {0}.

b

Axo A m B nexe Ha jeIMHUYHO] KPY/KHUIMA 2z = 1 mobujamo ma je ycmoB komuHeapuocT: Tadaka A, B,C maT ca
c+abc =a+b.
—_—  — - — - - . —_— —
3a napaaenaoct umamo AB || CD < (a—b)(c —d) = (a —b)(c—d), a oBaj ycaos mosxkemo cBectu Ha AB || CD <
a—1b
c—d
. . —_ —>
cBogu Ha jemuoctasuuju AB | CD < ab=cd.
— —

— - 1
€ R. Ako rauke A, B,C, D npunanajy jearHWYHO] KpyskHUIU 2z = 1 (Tan je a = —,...) OpPETXOIHU YCJIOB Ce
a

- — —
3a mopmaanoct umamo OA 1 OB & ab +ab = 0. Y ommreM ciaydajy nMmamo 3a mapasensoct AB 1 CD &
- = - = - == a—b
(a=0b)(c —d)+(a —b)(c—d) =0 a osaj ycnos moxemo csectu Ha AB L CD & T d je uucro mmarurapar 6poj,
c—
a—>b a—b s : >

=== - Axko rauke A, B,C, D npunanajy jeIMHUYHO] KPYKHULIU 27z = | NPETXOMHU YCJIOB C€ CBOAU HA
e i g
jemuocraBuuju AB 1 CD < ab+ cd = 0.

JemmaumHa Kpyra ca IEHTPOM y Taukd ca aQUKCOM zo M TOTYTPEYHUKOM 7' Ce MOKe 3aIucCaTh y oOMuKy |z — 20| =1
(cmermjaJHO, aKo je MeHTap KOOPAWHATHM OUETAK, OHIA je jeHaunHa 2| = 7, OMHOCHO 22 = r?). Vmamo u apyraduju
obmuk: ako cy A,C € Ru B € C, raxsu na je AC < |B|?, onna jenmauuna Azz + Bz + Bz + C = 0 mpencraBmba KpyT
V|BJ]?2 — AC

A

Tj.

(ako je B = By + 1By ouzna je nesrap y zp = 1 a MOJIYyIPEYHUK je jemHaK 1 =
UYerupu taurke A, B,C, D npunanajy jeqHoM Kpyry WK jeIHO] IIPABOj AKKO je

a—c a—d
b—c b—d

eR.

JenHaumna TaHTEHTE HA KPYWKHUIY 22 = Ip|? y Taurku T Te kpysKHUIE je maTa ca tz+tz =2.

. . . - a+b)—(c+d
Jemumaunna mpeceka S npaBux koje canp:ke tetuBe AB u CD jemuHudyHe KPY:KHUIE je DaTO ca § = %
ao — C

1
Kana je AB 1 CD nperxomsa jeOHAKOCT C€ CBOIU Ha S = §(a +b+4+c+d). Onasne mobujamo ma je upojexnuja P

1 a
tauke C Ha npaBy AB, npu uemy A, B,C npunanajy jeIMHUYHOM KPYTY, jeTHAKA P = 5 <a +b+c— —>
c

. . ab 1 1/1 1
Tauka npeceka S Tanretn y taukama A u B jeInHUYHE KPY:KHUIE JATa je ca § = n miy — = | + - .
a

b a b
z z 1
Ako cy z1 u 29 adpurcu tauaka My # Mo oHna je jemmaumua npase p = M1 Ms mara ca |23 z1 1| =0, ogHOCHO
zZ9 Z9 1
22— 21 —~ -
KaJ M3padyHaMoO NeTEPMUHAHTY, 2 —2z] = ———— (2 —z 1) (2 OpeacTaBba KOOpAMHATE Tauke ca Te npase). O3HauMMO
22— 21
Z9 — 21 . . .. .
ca k = ==——— koMIuIeKCHU KoepunujeHT npasna npase. Basu |k| = 1, Tj. k = cosp + isinp (3a yrao koju mpasa
22 — 21

"2 c. - =
3aKjana ca IO3UTUBHUM CMEPOM peajiHe OCe, (v, BAXKU o = 5) Tana je jemmauuua npase z — 21 = k- (2 — 21).

Jemmaunna mpase kpos Tauke O u A uma 0OMUK @z = az, IOK IPaBa KOja Caup:ku TeTuBy AB jeIuHMYHE KDY/KHUIE
uMa jemHaumHy z 4+ abz = a + b. IIpasa koja He mposasu kpo3 O MOEe ce 3aJaTH U Ipeko mpojexnuje P rauke O Ha
Ty mpaBy: p(p —2)+p(p—2) =0, omHocHO pz + pz = 2pp.

IlBe mpaBe cy mapaJienne (MJn ce MORJIANAjy) YKOJIUKO CY UM KOepuuujeHTu jemHaru, Tj. ki = ka.

IlBe mpaBe cy HOpMaJIHE YKOJUKO CY MM KOe(DUIMjeHTU CympOTHHU, Tj. k1 = —ko.

Jemmaunna mpase £ ce Mome cBectu 1 Ha obsuk Az + Az +C =0, rme je A € C, a C € R. Oszmaummo ca u(z) =
Az+ Az +C. Kako je u(z) = u(z), nobujamo na je u(z) € R 3a cBaro z € R (mrasume nosnoxaj tauke M KOMILTEKCHe
pPaBHU y OJHOCY Ha IaTy IpaBy 3aBucH oJ Tora ga jiu je u(m) < 0 wiu u(m) = 0 nau u(m) > 0).

u(m
Pacrojame Tauke M oxn ¢ maro je ca d(M, /) = |2(|A|)|
Am —Am —C
Koopaunara noguoskja nopmadsie (npojekuuja) P u3 rauxe M na ¢ mara je ca p = B Y R
Am +C
Koopaunnara cumerpuune rauxke N tauku M y omHocy Ha ¢ mara je ca n = —%.



b—a

Koopaunara cumerpuune tauke N tauku M y ommocy Ha npaBy AB mara je ca n = a + T . (E — E). Tana
—a
B —bm —a
npojexnujy P u3 tauke M uma AB nobujaMo Kao p = mt n, OITHOCHO P = a(m ), Em @) + T.
2 2(a —b) 2
Axko Ttauke A u B npunanajy jeIUHUYHO] KPYKHULIUM OHAA je p = 5(@ +b+m —abm).
ab—ab
Axo je M = O (tj. m = 0) ouzaa je npojexnuja p = ki
2(a =)
o =g m _pm
IIpojernumja T rauxke M ma mpaBy pz + pz = 2pp nara je cat=p+ TS
D

Axko je Tpoyrao AABC rtakas ma My je uedrap onucasor kpyra, O, y kKoopauHaTHOM nodeTky (Tj. o = 0; ako Huje
TakaB CJy4aj OHAA IPBO M3BPIIMMO oAroBapajyny Tpanciauujy), oHIa ce KoopauHaTe oproueHrpa H mako Hamase
kao h=a+b+c.
a+b+c

3a resxkumre T npousBossHOT Tpoyria ABC Baxu t = 3

a p 1
Tpoyraosu AABC u APQR cy cnuuny u jenHako opujeHTucanu akko je |b ¢ 1| =0, Tj. ako je ap+br +cp =
c r 1
a—cC p—r . . . .
bp 4+ ¢q + ar, omHOCHO = = ¢. Cunemnujamno ako je 6poj o peanam mmamo na je AB || PQ, AC || PR u

b—c q—r
BC || QR, omuocuo tpoyrnosu AABC u APQR cy xomoretuunn. Axo je |o| = 1 tpoyraosu AABC u APQR cy
OOy NaPHU U jeTHAKO OPUjEHTUCAHU.

a p 1 Ta—c\
Tpoyrnosu AABC u APQR cy ciuusyd 1 CymTpOTHO OPWjeHTUCAH aKKo je |b ¢ 1| =0, omaocHO ako je (Z C) =
c r 1 ¢
P77 5. Axo je |o| =1 poyraosu AABC u APQR cy nonynapHu U CyNPOTHO OPUjEHTUCAHU.
q—r
a b 1
Tpoyrao AABC je jemmakoctpa axko je |b ¢ 1| =0, 1j. aro je a? +b* + ¢® = ab + be + ca, omrocHo (a — b)? + (b —
c a 1

2 2
¢)? + (c —a)? = 0. Axro yBememo Tpehm kKopen m3 jequHUIE £ = COS ?ﬁ + isin ?ﬂ =

a+be +ce? =0 (rana je AABC MO3UTUBHO OpPUjeHTHUCAH), OMHOCHO Ha as’ + be + ¢ = 0 (rama je AABC meratusHO
opujentucan). ¥ cayuajy na je AABC ynucan y jeIMHUYHY Kpy:KHUIy 00a OBa ycJjoBa ce cBoze Ha a + b+ ¢ = 0.

Ilyssume cTpasa npasmaHor n-royriaa AgA; ... A,_; mamasumo no gopmymm: AgAr? = (2 — 1)(zk — 1), rae je z
k-Ty 1O pemy M-TW KOPEH U3 jeIVHUIE.

1+iV3
2

OBU yCJIOBU C€ CBOOE Ha



3anaru
(V2 + v2i)"°

1. Uspauysatu 2 = —————.
(V3+1i)8

i2% + 8

81 — 26

3. Y KOMIUIEKCHOj paBHU Cy AaTa OBa TEeMeHa jemHakocTpaHuuyHor Tpoyriaa. IIpomahm tpehe Teme.

2. Pemmtu jemnauune: a) =/3; 6) 120 + 8 = (8i — 25)v/3. TIpeacrasurtu pememe y C pasam.

4. Oppemutu Ttaury z3 y paBaum Oxy kKoja ca TadyrkaMma 21 = 2+ 20 U zo = 3 + { YNHU TEeMEHA jeTHAKOCTPAHUYHOD
rpoyraa. Hahu cBa pemema.

5. Ilar je jemnakoctpanuunu Tpoyrao AABC u koMmiiekcHa kKoopaunarta a Temena A. Hahu kommiekcuy koopauuary
b Temena B ako ce y KOODAWHATHOM MOYETKY HAJIA3U:
a) reme C; 6) reskumre T Tpoyraa AABC, B) momHoxkje Ay BucuHe u3 temena A ma crpanuny BC.

6. Axo cy a, b u ¢ TeMeHa jeIHAKOCTPAHMYHOI TPOYIJA y KOMILIEKCHO] PAaBHU, NOKA3ATH Ia BAKMU jeIHAKOCT a’ +
b2 + ¢ = ab + be + ca.

7. Axo cy a, b U ¢ KOMILIEKCHI OpOjeBU KOju 3a,0B0LaBajy jemHaxocT a’ + b? + c? = ab + bec + ca moxasaTu ma je miau
a=b=cwunu cy a, b u c TeMEHA je IHAKOCTPAHUUYHOT TPOYTJA.

8. Ilar je kBaapar DABCD u kommiekcHa koopaunara a teMena A. Hahu kommiekcue koopmumare b, c,d ocranux
Temena B,C, D ako ce y KOOpAMHATHOM IIOYETKY HAJA3U:
a) reme B; 6) reme C; B) nenrap ksaznpata O.

9. OmpemuTu Tauke 23 U 24, KOje ca TaukaMa z1 = 1 +14 u 2o = 2+ 3¢ o6paasyjy kBagpar y paBuu Ozxy, TakO na Cy 21
U Z9 HEroBa CyCeIHa TeMeHa U Ja jenHa O TPAKEHNX Tadvaka IPUIana APYIOM KBAJPAHTY.

10. Kowmmiekcuu 6pojeBu (tauke) z; = 1 +4 u 23 = —1 + iy/3 cy Hacmpamza TemeHa kBaaparta. OAPeaUTH OCTANIA
[Ba TeMeHa TOT KBaIpaTa.

11. Kommnercuu Gpojesu (tauke) z; = 1+ 14¢ u 29 = 2+ 2i cy cycemna Temena kBanpara. OnpenuTu ocraja ABa
TeMeHa 23 U Z4 TOT KBAIpAaTA.

12. Hera cy 21, 22 KOMIUIEKCHU OPOjEBU KOJU HUCY PEAJHU U 3a0BOJHbABAJY YCIOBE |21 — 23| = 2 1 21-20 = 1. Ilokasaru
na je yerBopoyrao ABCD uuja TeMena nMmajy KOMILIEKCHE KoopauHaTe —1, z1, 1, 2o jeAHAKOKpAKU Tpames.

13. Taura D je cumerpuuna nearpy O onucane kpyskauie oko tpoyriaa AABC y omuocy ua npasy AB. Ilokaszatu
na 3a pacrojame C'D Basku popmyiia
CD? = R? 4+ AC? + BC? — AB?,

roe je R momynpedvHuk onmcaHe KPYyKHUIE.

14. U3 nommoxja D Bucume tporyna AABC cmymreHe cy HOpMaJje Ha Apyre aBe crpanuie. Heka cy momHOX]ja
tux HopMmasua tauke M u N. Ilokaszaru ma pacrojame MN me 3aBucu on uzbopa BucuHe Tpoyriaa (Tj. ma je 0OBO
pacrojame UCTO U Kala je BUCUHA U3 TeMeHa A, u u3 temeHa B u u3 remena ().

15. Har je tpoyrao AABC. Ha npasum AC, AB, BC nate cy tauke A;, By, C1 pemoMm, Tako na Bayke pacropenu
A

C—A—Al,A—B—BhB—C—Cl. AKOje AA1:331:001:A—B' Bc

B0 CA AR nokazatu ga cy tpoyraosu AABC
u NA1B1C ciudnn.

16. Iar je mapasenorpam ABCD. Ha merosum crpanunama C'D u C'B KOHCTpyWCaHU Cy jeIHAKO OPUjEHTUCAHU
cimuau tpoyraosu ACDE u AFBC. Ilokasatu na je AFAFE wmuMa CIUYaH U jJeIHAKO OPUjEeHTUCAH.

17. Heka je mar xkomBercan yerBopoyrao ABCD tpoyraosu AABM, ACDP, ABCN u ANADQ xoju cy jemHakroc-
TpannuHy (mpBa ABa cy BaH derBopoyrsia ABCD, a apyra asa yuyrap). okaszaru na je AC = MN. Kaxkas je
gyerBopoyrao M N PQ?

18. Ha xwumnorenysu mpasBoyrior tpoyria AABC cnoma je mpunucan kBaapar. Hahw pacrojame TemeHa mpasor
yraa, C', no nenrpa kBagparta, ), ako cy ay:xkute karera BC u AC jemuaru a u b.

19. Ojaeposa npasa. Hexra cy y npoussBossnom Tpoyray AABC ca T, H u O o3HaueHU TEKUIITE, OPTOIEHTAD U
cpenumiTe onucane kpyskauine. JlokazaTu na cy oBe TpuU Tauke KoauHeapHe, kao u ga je HT =2-TO.

20. Cumnconosa npasa. IlokazaTu ma OpTOroHAJHE Mpojeknuje Tauke P, koja mpunana onucanoMm kpyry oko AABC,
Ha IHEroBe CTPAHUIE Jeke Ha jenHoj mpasoj. JlokazaTtu ma Ta nmpaBa mpojasy Kpo3 cpemumre nyxu HP, roe je H
oprouenTap tpoyriaa AABC.



21. Teopema Fbymwua. Y TaHTEHTHOM UYETBOPOYTJIY CY CPEIVHE MUjaroHaia W IMEHTAp YOUCAHE KPY:KHUIE y Taj
4yeTBOpPOyrao koiauHeapuu. Jlorasaru.

22. Teopema I'ayca. Aro Hera mpaBa f ceue mpase, koje canpske crpanune BC, CA, AB tpoyria AABC, y taukama
Ay, By, C, pecuektuBHO, Tana cy cpenune aysxu AA,, BB; u CC; ronuneapue. Jloka3aru.

23. Tenepanusosana IImonsomejesa meopema. 3a mpousBosshe tauke A, B, C' u D y paBHU KOje HUCY Ha TPABO] je
AC-BD < AB-CD + BC - AD. Jennakoct Baxku akko tauke A, B, C' u D mpumanajy jeqHOM KPyry ¥ IPU TOM Iap
(A, C) pazmsaja map (B, D).

24. Heka cy y mpousBossHOoM Tpoyriy AABC tauke A’, B’ u C' pecnekTUBHO Tauyke CUMETpPUYHE OpTOUeHTpY H y
omuocy Ha npase BC, CA u AB. Hokasatu na tauke A’, B’ u C' npunanajy onucano] KPYKHUIIA.

25. Ojaepos kpye (y enrseckoj aureparypu nine-point circle). Hexka cy y npoussomuom tpoyriy AABC ca H, O u
R o3mauenu oproueHTap, CpeauInTe ONUCAHE KPYKHUALE W paaujyc Te kpy:xuune. Tauxke Ay, By u C7 Cy pecuekTuBHO
cpemumra crpanuna BC, CA u AB, A, By u (3 pecnexkrusHo mnomuo:kja Bucuaa u3z A, B u C, Az, By u Cy
pecnexkTuBuo cpemumra ny:;xku AH, BH u CH. Horazatu na tauke Ay, By, C1, Ao, By, Co, A3, B3y u (s Hpnnaaa%y

jemuoj kpy:xuumu Og, Kao u na je nerrap kpy:kuune Og cpemumre ny:xu OH, a pamujyc kpyskauie Og je jenHak 7

26. Hera je A mnpeceuna Tauka KpPyroBa ¢ U Cz, KOjU Je;Ke y ucTOj paBuHu. VI3 Tauke A mo OoBUM KpPyroBUMa
UCTOBpEMeHO mouniby na ce kpehy tauxke M7 u My. Tauke ce kpehy mo cBojuM KpyroBuMa KOHCTAHTHOM OP3UHOM
mememajyhu cmep. Taure My u My ucroBpemeno obuby cBaka cBoj kpyr u cpehy ce y tauku A. Jlokasatu ma y
PaBHU TOCTOjU HEMOKPEeTHA Tauka P Koja je y cBakOoM TpeHyTKy mobemHako ynasmena om My u Ms.

27. Anosaonujee xpye. Herka cy A u B nare tauke y pasuu. Cryn tavaka M taxBux na je omaoc mysku MA v MB

kKoHCTaHTaH U jemuak k (k> 0, k # 1) je xpyr. HorazaTu.

28. Jloka3arty Oa je KOJ IPABUIHOT N-TOYIJa YIOMCAHOL Y KPYT HOJYNPEYHUKA T IPOU3BOJ CBUX CTPAHUIA U IUjar-
. n n(n—1)

OoHAJIA jemHAK N2 -1 2

29. Ha kpyry ommcaHoM OKO HmpaBuIHOT moiurona AiAs...As, mara je npousosna tauka P. Jlokazaru na je 36up

KBaJpaTa pacrojama on Tauke P Mo TeMeHa ¢ mapHUM WHAEKCUMA jeJHAK 30upy KBaIpaTa pacTojama o4 Tauke P 1o

TEeMeHa Ca HeMapHUM WHAEKCUMA.

30. TemeHna IPaBUJIHOT N-TOyTJIa OBOjEHO Cy Ca HEKOAMKO 00ja (CBako TeMme jemHOM GOjOM) TAKO A& TEMeHA WCTe
60je umHe TeMeHa IpaBUIHOT HojuroHa. Jlokazatu ga Mebhy Tum monmroHuMa mocroje JBa IOLyJapHA IOJIUCOHA.

1 1 n 1 n 1
A()Al A()AQ AOA4 AOA7 '

32. Tauka M nexxku Ha Kpyry MOJyIpedyHUKa [, OOMCAHOM OKO MpaBUJIHOT n-Toyriaa AiAs...A,. Hokazaru ma je
cyMa KBaIpaTa pacTojama M Io TeMeHa n-TOyria jemHaxa 2nR2.

31. Ilar je nmpasuian merHaectoyrao AgA; ... A1s. Ilokazatu ma Baku

33. Ilar je mpaBuman n-toyrao AgA;...A,_1 m OKO mera je ommcaH Kpyr mojgynpevnuka R u Ha memy Tavka P.

n—1
Hokazaru na Baku y PA™ = (ZNT)nRQm.
k=0
34. Ilar je npaBuian n-toyrao AjAs... A, u tauka P Ha MameM JIyKy m Heka je ca di ozmaueno omcrojame
1 1 1 1
rauke P no Aj. Iokasaru ma je + +..+—= .
didy  dads dn—1dn  didy,

35. Ilat je mpasuian n-toyrao AgAj...A,_1 ynucan y jeqUHUYHY KPY:KHUIY. Tana Baku:

a) n=3 AgA = V/3; 6) n=4 AgA = V2 B) n=5 AgA; = :1V10-2V5, AgA, = 11/10+2V/5;
r) n=6 AgAd = 1, AgAy = V3, Aol = 2 m n=8 Ajdi = V2-V2, Aod; = V2+V2
b) n=10 AgA; = (V5 —1), Aods = (Vb + 1); e) n=12 Agd1 = V2-V3, Ads = V2+3;
w)n=15 Agd; =1 [VI0+2/5-V3(VE-1)], Aods =4 [VB(VE+1)— VI0-2V5],

Aoy =% [VB(VE = 1)+ VI0+2VB], Apdr =} [VB(VE+1) + V10 +2V5].

36. loka3zatu na je cTpaHWUIa IPABUJIHOT OEBETOYIJIA jenHaKa pa3iauln HajBehe m HajMame nujaroHasie.

37. Axo cy p1,p2,--.,Pn Pacrojama Tauke P € Aj;A, mo mpaBux koje canp:ke crpanune AjAs, AsAs, ..., A, A
1 1 1
npaBuaHOr n-toyriaa. Ilokaszaru ma je — + — + ...+ = —.
b1 b2 Pn-1 DPn
38. Heka je P npou3BoJbHA TAUKa HA KPYTY ONUCAHOM OKO TpaBuiHOT 2n-Ttoyraa AjAsAs ... As,. AxO cy p1,D2,---,Pon
pacrojama Tauke P o0 IpaBuX KOje Caap:Ke CTPAHUIE IpaBUIHOT 2n-toyria AiAs, AsAs, ..., As,Ai1. Ilokasatu na

jepi-p3-... D1 =D2-Ds- ... Pon.



Pemema

1. TlpencraBuMo u UMMeHMIAN 2z, = \/3 + i u Gpojuman zo = /2 + /2i pasnomka z = z—f Y TPUTOHOMETPU)CKOM

obmuKy: 21 = 01 - €1 = o1 - (cosy +i-sinpy) W 2o = g9 - €2 = gy - (COSpy + i -sinws). 01 = (\/3) +12 =2 a
yrao ¢; nobumjamo momohy peasHOr m mmarmEapHOr meia Opoja zi: Re z; = /3, a ca mpyre crpame mMaMo aa je
1

Re 21 = 91 - cospy = 2-cosp; = cos<p1—‘/_ Imzi=1(amei!) ulm 2, = g1 -singp; =2-singp; = sin<p1:§.

.. 3 . 1. T )
YrTao 3a Koju je cosp; = 5 u sinp; = = je ¢1 = — (0BO Hama3UMoO y3 HOMON MaJo eJeMeHTapHe TPUTOHOMETDUje U

2 6
CHAJIasKeHm-eM Ha TPUTOHOMETPU)CKOM Kpyry). OBaj yrao cMo MOram ma HOOUjeMO U Kao 1 = arctg % = g Jep je Taj

6poj y U kBampanTy (3a octane kBampanTe je caoskenuja popmyia). CTora je z1 = o1 - €1 = g1 - (cosp +i-sinp) =
2-¢'6 =2 (cos% +i-sinf). Cimuno ce mobuja u 92 =2,y =2umz=2 (cosT+i-sinZ) =2 ¢e7. Cananmamo

na je 2§ = o} - e®¥ = 28 .65 = 28~(COS47T + i -sin4F 3) = 28 . (—5— @) u camuno 230 = 210 . pi%F — 910 cif —
2104
210 (cos 5 +i-sinf) = 219;, Cana mobujamo ma je z = ﬁ u jorr Tpeba ma ce 0ca000aMMO KOMIIJIEKCHOT
28 . (=5 —1i%2
2 2
Opoja y MMeHmOIy: z = T 5 = 1 , TJ. 2=—-2v3-2i|.

-3 =i —3+iY . _
Hamowmena: Morau cMO 1a moje AHOCTABUMO padyH OAMaX HAKOH OapelhuBama TPUTOHOMETPHUjCKOT OOJIMKA OpojeBa 21

910 | i%f L sm 7 T 3
1/122.2276,4#:22-6’(2_3)—4 e%—4~(cos—7r+i-sin )—4(—£—z ) = —2v3 —2i.
28.617 6 6 2

2. a) Yronuko je 8i— 2% = 0 pasnomax nuje nepurmcan. 3a 8i—25 # 0 (1j. 25 # 8i) cmemo 06e cTpame Ha MTOMHOKIMO

ca 8 — 25 u Tama ce mobuja jemmaumma iz% 4+ 8 = (8i — 2%)V/3 (mara y meny samarka mox 6). I'pymmmemo unaHOBe

Y3 z Ha JIeBOj CTpPAHHU, a OCTaje Ha AeCcHO] crpanu jemaaumbe: 2°(v/3 +1i) = —8 +i8v/3. Omarie mobujamo ma je
6 _ —84i8V/3 _ —84i8V/3  V3—i _ 8:(=1+iVv3)(v3-i) _ o . 6 . .
2= e N i = 1 = 8i. Kako c¢Mo0 mperxomHo mpermocTaBuiu na je z° # 8i mobujamo

a OBa Je,Z[Han/IHa. HEeMa pellema | .

6) Y neny mom a) cmo mobuim ma je 25 = 8. Ila 6u pemmsiu jenHaumHy MOTPEeOGHO je Aa M3BAIUMO TIECTU KODEH
13 KOMIUIEKCHOT Opoja w = 8i. IlpemcTaBuMo w y TPUTOHOMETPHUjCKOM obOMuMKy: 0 = /02 +82 = 8,p = 5, Te je
w=p-€e¥=p- (cosp+i-sing) =82 =8-(cosf +i-sin%). Pememe jemmaumne 2" = o- €% je maro dpopmymom:

;ot2kn + 2km . + 2km
Zkf\/é et *(L/E'(COSQDT%’ZSIHSOT) k:O,l,...,n—l.
. . 6 ; B2k . .
Y 0BOM KOHEpeTHOM caydajy mobumjamo zp = v/8-e'~ 6  k=0,1,...,5, Tj. HAKOH padYyHAHa TPUTOHOMETDH]CKUX
u3pasza H00UjaMoO pellemna:
i V3,1 V3 _ 1
z0 = \/§'€;2 = (?+§)+Z'(?*§)
- T _ 3 1 31
a= V2= (P -g)+i (P +7)
29 = 2-et1 = 147
_ ildr 3_ 1 g 3
= V2-E = (2 gt (5 - )
— i 3 1 3 1 —
a= V2T = (P4 g) i ()
Z5 \/§ -eta = 1—1
Hanowmena: Kako pauynaru zg, 21,...,257
1° Ako CTe‘,ZIO6pI/I ca TPUTOHOMETPHUjOM MOKeTe M3padyyHaTH CBe FOpme cuHyce m KocmHyce. Hup. 3a zp mmamo
20 = V2 etz = 2. (cos {5 +i-sin5). Ila 6u mobum cos {5 KOPUCTUMO (OPMYJIy 38 KOCHHYC IIOJIOBUHE yTJIa
) . [1+cos = /1+f / [ (V/3)2+2v3-1+12
cos% — /lﬂ%7 rae y3I/IMaMO a = %’ ma je cos% — L= 4+2\/— + \/‘ + \/—+1
Ilpyru Hauun 3a gobujame cos 75 12 je momohy amunmone popmyie cos(a — 3) = cosa - cosﬁ + sin « - sin 57 rue y3MMaMo
_ — ™ T 1.V/2 f V2 _ VB +1 g
a=7%,0=7,majecos {5 =cos5-cos ftsing-sinf = 5-5°+5% = 55 sin {5 MOske ce nobuTu u3 oarosapajyhux
dopmyna sin % = 1’C2°SO‘, Tj. sin(a — ) =sina - cos 8 — cos a - sin § mam HOMohy cos {5: sin {5 = /1 — cos? 75 (3HAMO

na je {5 y TPBOM KBaJPaHTY Ila y3MMaMO IO3UTUBAH 3HAK).

. . . . ;37 .
2° V3pauyHaTu KOPEH KOjU je HAjlakmd — OBIE je TO 2y = /2 -e'd = /2- (cos?jT7T + ¢ - sin 31) = —-1+14. Cana
UCKOPUCTUMO Ja je 23 = 22 - et —= 29+ e's = (—1 + ’L) . (1 —|—Z§) = (—@ — %) —+ - (% — @) Ocraine KOp€eHe ,Z[O6PIJ&MO

i3z i3z i3z i3z
U3: 24 =23-€"6,25=24-€"6,20=25-€6 M2 =2zp-€6.



3. Heka cy mare tauke A u B ca adpurcuma a u b. 3anarak nma asa pemema C7 u Cy: Tpoyrao AABC] je mo3uTUBHO
—
opujentucatn, a Tpoyrao AABC, je meratusuo opujertucan. C; mobujamo kana BekTop AB porupamo OKO Tauke A
—_—

. m .
3a yrao —, a Cy mobujamo kama Bekrop AB porupamo OKO Tauke A 3a yrao —3 Crora je

3
ci=a+ (b—a)-e™/3 u co=a+ (b—a)-e™/3.

4. IlpyMernMoO GOpMyITy M3 IPETXOMHOT 3aJaTKa Ha 21 = 2+ 21 U 29 = 3 + 1 qobujamo:
A=+ (—2) € =242+ (1—4) (AB) = 5448 4 ;3445
o=z (2o —21) e B =242+ (1—d) - (A03) = 58 1 3-8

5. a) Nmahiemo nsa pemema. Y 06a cayuaja je ¢ = 0.
Arxo je Tpoyrao AABC no3uTtuBHO opujeHTHCAH Tauky B mobujamo porauumjom taure A 3a 60° oko tauke C'. Crora

jebi=a- %
Ako je tpoyrao AABC HeraTuBHO OpujeHTHCAH Tauky B mobujamo poramujom tauke A 3a —60° oko tauke C'. Crora
: _ 1—iv/3
jeba =a- =5,
6) t = 0. Ila 6u mobunu B porupamo tauxy A orko T 3a 120° akro je tpoyrao AABC THO3UTUBHO OpWjEHTHCAH,

omuocHo 3a —120° ako je Tpoyrao AABC HeraruBHO OpPUjeHTUCAH, Te€ OIeT MMaMO JBa pellewma by = a - *HT“/E u

by =a- —151V3

2 p) .

B) a1 = 0. Kako je A1A = AlB\/g, na 6u mobunu tauky B porupamo tauky A oxo A 3a 90° ako je rpoyrao AABC

IO3UTUBHO OPUjeHTUCAH, OAHOCHO 3a —90° ako je Tpoyrao AABC HeraTMBHO OPUjEHTHCAH U y 00a ciydaja I10aeInMO
3 —ai

TO ca V/3, Te omeT MMaMO ABA permema by = % u by = 75

(Kako je AjA = 3A,T momemo mobutu t = § u OHZA, CIUYHO KAO y JAeny mox 0), Hamasumo by =1+ (a —t)-
by =t + (a—t) - =153)

—14+i/3
3 n

6. OsHaumMo ca h KOOpAMHATE TEKUCTA jeIHAKOCTPAHWUYHOI TPOYTJaA UMja TEeMeHa MMajy apukce a, b u ¢, a ca
£ =e2m/3 = _1+T“/§ Tana je b=h+ (a—h)e m c=h+ (a — h)e?.
Jemmakoct a? + b% + ¢ = ab+ be + ca je exsuBanentna ca (a —b)? + (b —¢)? + (¢ — a)? = 0. Ilokasumo OBy APYTY.

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2\2 2 2
(4B O r(oa)? = (9o (oo + (Do) = (eh) T =2+ (e 222+ (22— 1)) =
a—nh)*-0=0.

7. (IV 4 ommruncko 1983) U3 jemnakoctu a? + b? + c? = ab+ bc+ ca cnemu (a —b)? + (b—c)? + (¢ —a)? = 0. Taxobe je
(a—b)+ (b—c)+(c—a) = 0. Crora koMmIekcHN GpPOjeBH a — b, b—c U ¢ — a 3a10BOHaBajy jemnaunny obnuka 2> = h3,
rie je h HeKu KOMILIEKCaH Opoj. Pemema oBe jemmaumue cy h, he u he?, rue je e = e2™/3 = _H'T“/g Bes
ONIITOCTY MOKEMO y3eTH na je a—b=h, b—c=he u c—a = he?. Tana je a = %HC—&—GT_Z’ -5t = %””—&—%(1—52) =
%b"'c + %(5 —1)(-1—¢)= %HC + %(6 —1)e2. Amamorno ce nobujajy b= %HC + %(5 —l)nec= %b"'c + %(E —1e.

Yronuko je h =0 ouna je, ouuraenso, a = b = c.

Yroauko je h # 0, ako yBememMo cMmeHy t = %HC ur = %(5 — 1) mpeTxomHe jemHaumHE ce cBoAe Ha a = t + re2,

b=t+r,c=t+re, Te ce Bumu na ce rauxke C u A mobujajy poramujom tauke B 3a 120°, ommocuo 3a 240° OKo Tauke
Ja)y J

T. Crora cy a,b,c apurcu TeMeHa jeIHAKOCTPAHUYHOI TPOYTJIA.

yMambemha

8. a) Nmahemo nBa pemema. Y ob6a caydaja je b= 0.

Axo je kBagpar ODABCD mnosutuBHO opujentucan tauky C mobujamo poramumjom tauke A 3a —90° oko Taure B.
Crora je ¢ = —i-a. Kako je AD = B—C)’ nobujamo na je d —a = ¢ — b = ¢, omakie Hasazumo 1a je d = a + ¢, Tj.
di = a—ia.

Axo je kBagpar OABCD meratuBHO opujentucan tauky C mobujamo poramnujom tauke A 3a 90° oko tauke B. Crora
je cao=1i-a. Oner je d=a+c, Tj. do = a + ia.

6) c = 0, ma je adurc nenrpa ksaznpara O jemxak o = § jep je O cpemumre nujaronane AC. Tauky B noGujamo
porammjom Tauke A oxo O 3a 90°, a D porammjom 3a —90°, Te nobujamo b= 5+ 5-ind= g — 5 -i.

(Axo 6u kBanpar OABCD Guo HeraTuBHO OpUjeHTUCAH caMo 6u b u d 3aMeHUIN MecTa)

B) la 6u mo6umu B,C, D porupamo tauxy A oro O 3a 90°, 180° u 270°, Te je b=a-i, c=—-and=—a-i.

9. z3 :42, z4 = 714’22

o

1+
2

10. Koopaumare meHTpa KBaJapaTa Cy 0 =1 , Ha je zy = @ + z% n 1-v3 4 1_1%\/3

Z4 = 3
11. 3anmartak uma qBa pemema: z4 = 1+3i, zj =2 u 2§ =3+, 2/ = 2.

12. (IIIA 2. pemy6mmuko 1999) ITowmto je |z1 — 22| = 2 = |AC| = |BD|, moBOBHO je IOKa3aTH Oa je YEeTBOPOYIao
ABCD reruBan. Kako je

227(71) . Z2 — 21 o 1721+227212’2 o 1 cR

1—(=1) " 1-—z  2(z=—2) 2
Opnasnme nobujamo ma tauke —1, z1, 1, 2o npunanajy jemsom kpyry (He mpumanajy jemHoj mpasoj, jep Ou TO Mopasa
buTtu peasna oca), Te oHe oapebyjy jemHaKOKpaku Tpames.




