Matematicka gimnazija, Beograd
Dodatna nastava za drugi razred, sk. 2005/06.

KOMPLEKSNI BROJEVI U GEOMETRIJI

Kada se suoc¢imo sa planimetrijskim zadatkom bez vidljivog elementarnog pristupa, pokusamo da ga sracunamo. Racunskih
tehnika ima viSe. Naredni tekst posve¢ujemo jednoj od njih - primeni kompleksnih brojeva. Ravan dogadanja posmatramo
kao kompleksnu ravan u kojoj je svakoj tacki dodeljen neki kompleksan broj. Tako tacke ¢esto, umesto velikim slovima,
oznacavamo malim: a,b, c,d, ..., kao kompleksne brojeve.

Sledeée formule se mogu direktno pokazati.

FORMULE I TEOREME

Teorema 1.

a—b c—d
e ab || ed ako i samo ako ——= = ——= .
a — c fdb
a— a—c
e a,b,c kolinearne ako i samo ako —— = =——
a—-b a-—c
—b —d
o ab L cd ako i samo ako — > = ¢
a—b c—d
. . c—b o C—a
e o = Zacdb (od a do b u pozitivnom smeru) ako i samo ako e 0] =e'? | B
c— c—a
Teorema 2. Svojstva jedini¢nog kruga:
a—>b
e za tetivu ab je ——= = —ab.
a—b )
. . . - at+b-—c
e ako je tacka c na tetivi ab tada je ¢ = -
a
e presek tangenti iz tacaka a i b je tacka n
a

1 _
e podnozje normale proizvoljne tacke ¢ na tetivu ab je tacka p = 3 (a +b+c— abc).

ab(c+ d) — cd(a + b)
ab — cd

Teorema 3. Tacke a,b, ¢, d su koncikli¢cne ako i samo ako je

e presek tetiva ab i cd je tacka

a—c a—d

b—c'b—dER'

Teorema 4. Trouglovi abc i pgr su sli¢éni i jednako orijentisani ako i samo ako je

a—c p—r

b—c q—1
Teorema 5. Povrsina orijentisanog trougla abc je
il i _
p=21b b 1]|= 7<ab +bc +ca —Eb—bc—Ea.)
4 - 4
c ¢ 1

Teorema 6.

Ab
e tacka ¢ deli duz ab u odnosu A # —1 ako i samo ako je ¢ = al—:_ T
b

e tacka t je teziSte trougla abc ako i samo ako je ispunjeno ¢t = %.

e za ortocentar h i centar opisanog kruga o trougla abc vazi h+20=a+ b+ c.

Teorema 7. Neka je jedini¢ni krug upisan u trougao abc i neka dodiruje stranice bc, ca, ab, redom u tackama p, q, r.



. 2qr 2rp . 2pq
e vazi a = b= c= ;
p+q

ER
2(0°¢* + ¢°r* +r°p® + pgr(p+q + 1))
(p+a)(qg+7)(r+p) '
2pqr(p+q+7)
(p+a)(g+r)(r+p)

e za ortocentar h trougla abc vazi h =

e za centar opisanog kruga o trougla abc vazi o =

Teorema 8.

2

e za svaki trougao abc upisan u jedini¢ni krug postoje brojevi u, v, w takvi da je a = u?,b = v2, ¢ = w?, a sredista lukova

ab, be, ca koja ne sadrze tacke ¢, a, b, su tacke —uv, —vw, —wu, redom.

e za prethodno opisani trougao i njegov centar upisanog kruga i vazi i = —(uv + vw + wu).

Teorema 9. Posmatra se trougao A kod koga je jedno teme 0, a preostala dva x i y.

e ukoliko je h ortocentar trougla A, tada je h = (zy Ty )El - y)
Ty —xY
e ukoliko je o centar opisanog kruga trougla A, tada je o = M
Ty —xY

KOMPLEKSNI BROJEVI I VEKTORI. ROTACIJA.

U ovaj deo svrstani su zadaci koji koriste osnovna svojstva interpretacije kompleksnih brojeva kao vektora (teorema 6) i
posledice poslednjeg dela teoreme 1. Naime, ukoliko se tacka b dobija rotacijom tacke a oko tacke ¢ za ugao ¢ (u pozitivnom
smeru), tada je b — ¢ = e"?(a — ¢).

1. (Savezno 1990, 3-4 raz) Neka je S centar opisanog kruga , a H ortocentar trougla AABC. Neka je, dalje, Q takva tacka
da je S srediste duzi HQ i neka su 711, T5 i T3, redom, tezista trouglova ABCQ, ACAQ i AABQ. Dokazati da je
4

ATy =BT = OTy = 3R,

gde je R polupre¢nik opisanog kruga trougla AABC.

2. (BMO 1984) Neka je ABCD tetivan ¢etvorougao i Ha, Hp, Hc 1 Hp ortocentri trouglova BCD, CDA, DAB i ABC
respektivno. Dokazati da su ¢etvorouglovi ABCD i HyHgHoHp podudarni.

3. (Mala Olimpijada 1992) Na stranicama BC, CA i AB trougla ABC konstruisani su u njegovoj spoljasnjosti kvadrati
BCDE, CAFG i ABHI. Neka su GCDQ i EBH P paralelogrami. Dokazati da je trougao APQ jednakokrako-pravougli.

4. (Savezno 1993, 3-4 raz) Na stranicama BC, CD, DA konveksnog ¢etvorougla ABCD konstruisani su u njegovoj spol-
jasnosti jednakostranic¢ni trouglovi BCBy, CDCy i DAD:. Ako su P i Q redom sredista stranica B1C7 i C1 D1 i R srediste
stranice AB, dokazati da je trougao PQR jednakostanican.

5. U ravni je dat trougao A; A3 A3 i tacka Py. Oznac¢imo sa A; = As_3, za svaki prirodan broj s > 3. Konstruis§imo niz
tacaka Py, P1, Ps, ..., tako da se tacka Py dobija rotacijom tacke Py za 120° u smeru kretanja kazaljke na satu oko tacke
Agy1. Dokazati da ako je Piggg = Py, tada trougao A; As A3 mora biti jednakostranic¢an.

6. (IMO 1992, predlog) Neka je ABCD konveksan ¢etvorougao kod koga je AC' = BD. Na stranama Cetvorougla konstru-
isani su jednakostrani¢ni trouglovi. Neka su O1, Oz, O3 i Oy centri tih trouglova konstruisanih nad AB, BC, CD i DA, tim
redom. Dokazati da su prave O103 i O204 normalne.

RASTOJANJE. PRAVILNI MNOGOUGLOVI.

U ovom delu od posebne koristi biée jedna od osnovnih relacija kompleksnih brojeva |a|? = aa. Takode, kod dokazivanja
jednakosti suma nekih rastojanja od posebne je koristi ukoliko su pomenuta rastojanja izmedu kolinearnih tacaka ili tacaka
na medusobno paralelnim pravama. Zato je u mnogim situacijama veoma korisno koristiti rotacije koje odgovarajuce tacke
prevoditi u spomenuti polozaj.

Razmotrimo sada pravilne mnogouglove. Poznato je da jednacina z™ = 1 u kompleksnim brojevima ima ta¢no n reSenja
i sva ona su xx = eiz‘{f%, za 0 < k < n — 1. Dalje, kako opisane tacke xg,x1,...,x,—1 ¢ine pravilan mnogougao, to je logi¢no
da i za bilo koji drugi pravilni n-tougao uzimamo upravo tacke xg, x1, ..., T,_1 za njegova temena. Sada imamo da je xg = 1
ixkzak,zalSkgn—l,gdejexlzs.



Objasnimo prethodno opisano slede¢im primerom:

Primer. Neka je AgA1As A3 A A5 Ag pravilan sedmougao. Dokazati da je

L1
ApAr  ApAs  ApAs

Dokaz. Kao §to je napomenuto u prethodnim razmatranjima uzmimo da je ap = ¥, za 0 < k < 6, gde je ¢ = e

Dalje, rotacijom oko tacke ag = 1 za ugao &, odnosno w = ei%, tacke a1, odnosno ay se prevode u tacke aj, odnosno a}, koje
1 1
su kolinearne sa as. Sada je dovoljno dokazati da je — = - + . Dalje, kako jee =w?ia) =c(ag —1)+11i
a) —1 ay—1 az3—1

ab, = w(az — 1) + 1, to je dovoljno dokazati da je

1 B 1 . 1
wWw2(w?—1)  wwt—-1) wb-1
Posle sredivanja ovo se svodi na wb+w* +w? +1 = w4+ w3 +w. Kako je w® = —w!? w? = —wl®iw = —w? (5to se lako vidi sa
-1
jedini¢nog kruga), jednakost sledi na osnovu 0 = w2 + w0 +wd 4wl 4w +w?+1 =l 44 et +e3 42 +et+1 = c T = 0.
c —

7. Neka je AgA; ... A4 pravilan petnaestougao. Dokazati da je

L1 1
AgAr  AgAs  AgAs  AgAr

8. Neka je AgA; ... A, _1 pravilan n-tougao upisan u krug polupre¢nika r. Dokazati da za proizvoljnu tacku P koja lezi na
opisanom krugu i prirodan broj m < n vazi jednakost

n—1 m,

E PA%’":( )m‘zm.
m

k=0

9. (Mala Olimpijada 2003) Neka su M i N razli¢ite tacke u ravni trougla ABC' takve da je
AM : BM :CM = AN : BN : CN.

Dokazati da prava M N sadrzi centar opisanog kruga trougla AABC.

10. Neka su hq, hs,..., h, rastojanja proizvoljne tacke P manjeg luka AgA,_; kruga opisanog oko pravilnog poligona
ApAy ... A,_1 od pravih koje sadrze stranice AgA1, A14s, ..., A,_14p, redom, dokazati da je

MNOGOUGLOVI UPISANI U KRUG

U zadacima u kojima su mnogouglovi upisani u krug od velike je koristi za jedini¢ni krug uzeti upravo taj krug. Naime,
iz. teoreme 2. vidimo mnoge od prednosti jedini¢nog kruga (pre svega prvo tvrdenje) i u praksi ¢e se pokazati da se mnogi
ovakvi zadaci mogu vrlo jednostavno resiti na ovaj na¢in. Posebno za svaki trougao imamo da je on upisan u njegov opisani
krug, pa je u mnogim zadacima vezanim za jedan trougao vrlo korisno uzeti za jedini¢ni krug bas krug opisani oko tog
trougla. Jedini problem u ovom slucaju je pronalazenje centra upisanog kruga. Za to pogledati neko od slede¢a dva dela.

11. Dat je ¢etvorougao ABCD upisan u krug ¢iji je pre¢nik AC. Prave AB i C'D seku se u tacki M, a tangente na krug
konstruisane u tackama B i1 D u tacki N. Dokazati da je M N normalno na AC.

12. (IMO 1996, predlog) Neka je H ortocentar trougla AABC, a P proizvoljna tacka na njegovom opisanom krugu. Neka
je E podnozje visine BH neka su PAQB i PARC paralelogrami i neka se AQ i HR seku u X. Dokazati da su prave FX i
AP paralelne.

13. Dat je tetivan éetvorougao ABC'D. Tacke P i ) su simetri¢ne tacki C' u odnosu na prave AB i AD, respektivno.
Dokazati da prava PQ prolazi kroz ortocentar trougla AABD.

14. (IMO 1998, predlog) Neka je ABC trougao, H njegov ortocentar, O centar opisanog kruga, i R polupre¢nik opisanog
kruga. Neka je D tacka simetri¢na tacki A u odnosu na BC, E tatka simetri¢na tacki B u odnosu na C' A i F' tacka simetri¢na
tacki C' u odnosu na AB. Dokazati da su tacke D, E i F' kolinearne akko OH = 2R.



15. (Interno 2004) Dat je trougao AABC. Tangenta u temenu A na krug opisan oko AABC sece srednju liniju trougla
paralelnu sa BC u tacki A;. Analogno definiSemo tacke By i C;. Dokazati da tacke Ay, By, Cy leze na pravoj i da je ta prava
normalna na Ojlerovu pravu trougla ABC.

16. (MOP 1995) Neka su AA; i BBy visine trougla AABC i neka AB # AC. Neka je M srediste duzi BC, H ortocentar
trougla AABC i D presek BC i B1C;. Dokazati da je DH normalno na AM.

17. (IMO 1996, predlog) Neka je ABC ostrougli trougao kod koga je BC' > CA. Neka je O centar opisanog kruga, H
ortocentar i F' podnozje visine C H. Neka se normala iz F' na OF i stranica C'A seku u P. Dokazati da je /ZFHP = /BAC.

18. (Rumunija 2005) Neka je AgA; Ay A3AsAs konveksan Sestougao upisan u krug. Neka su Aj, A5, A} tacke istog krugu,
takve da je
AoAj || AsAy, AxAL || AgAg  ALAY || AxAp.

Neka se prave A{As 1 A3 Ay seku u tacki A}, prave A, As i AgAy seku u tacki AL i prave AjA; 1 AgAs u tacki Af.
Dokazati da ako su prave AgAs, A1 A4 i As A5 konkurentne, da su tada i prave AgA%, A4 A} 1 A3 AL takode konkurentne.

19. (Simsonova prava) Ako su A, B, C' tacke na krugu, tada su podnozja normala iz proizvoljne tacke D na tom krugu na
stranice trougla ABC kolinearne tacke.

20. Neka su A, B, C, D ¢etiri tacke na krugu. Dokazati da presek Simsonove prave kroz A u odnosu na trougao BCD sa
Simsonovom pravom kroz B u odnosu na trougao AACD lezi na pravoj koja prolazi kroz C' i ortocentar trougla AABD.

21. Oznacimo sa [(S; PQR) Simsonovu pravu tacke S u odnosu na trougao PQR. Neka tacke A, B, C, D pripadaju jednom
krugu. Dokazati da se prave I(4; BCD),l(B;CDA),l(C, DAB),l(D, ABC) seku u jednoj tacki.

22. (Tajvan 2002) Neka su A, B i C fiksirane tacke u ravni, a tacka D pokretna tachka na krugu opisanom oko trougla ABC.
Neka je I4 Simsonova prava tacke A u odnosu na trougao BC'D. Sli¢no definiSemo i prave Ip, Ic i Ip. Naéi geometrijsko
mesto tacaka svih preseka pravih I4, Ip, Ic i Ip kada se D pomera po datom krugu.

23. (BMO 2003) Neka je trougao AABC takav da AB # AC'. Neka je D tacka preseka tangente na opisanu kruznicu trougla
ABC u tacki A i prave BC. Neka su E i F' tacke na simetralama duzi AB i AC redom, takve da su BE i C'F normalne na
BC. Dokazati da su tacke D, E i F kolinearne.

24. (Paskalova teorema) Ako je Sestougao ABCDEF tetivan, dokazati da su tacke AB N DE,BC N EF,CDNFA
kolinearne.

25. (Brokarova teorema) Neka je ABCD tetivni ¢etvorougao. Prave AB i C'D se seku u E, prave AD i BC se seku u F
i prave AC' i BD se seku u G. Dokazati da je O ortocentar trougla EFG

26. (Iran 2005) Neka je ABC jednakokraki trougao kod koga je AB = AC. Neka je tacka P na produzetku stranice BC' i
neka su tacke X i Y na stranicama AB i AC takve da je

PX | AC, PY | AB.

Neka je T srediste luka BC. Dokazati da je PT L XY.

27. Neka je ABCD tetivni ¢etvorougao i neka su K, L, M, N sredista stranica AB, BC', CA, DA, redom. Dokazati da
ortocentri trouglova AAKN, ABKL, ACLM, ADMN obrazuju paralelogram.

MNOGOUGLOVI OPISANI OKO KRUGA

Kao i u prethodnom delu i u ovom slu¢aju od velike je koristi uzeti za jediniéni krug upravo krug upisan u dati mnogougao.
Od posebne koristi je ponovo teorema 2 i to posebno njen tre¢i deo. Ukoliko je dati mnogougao trougao tada koristimo i
formule opisane u teoremi 7. Primetimo da u ovom slu¢aju znamo koordinate i opisanog i upisanog kruga, sto u prethodnom
delu nije bio sluc¢aj. Takode, primetimo da su formule date u teoremi 7 dosta komplikovane, pa kada god je to moguée treba
za jedini¢ni krug uzimati krug opisan oko trougla.

28. Upisani krug sa centrom u O trougla ABC dodiruje stranice AB, BC, CA u tackama M, K, E. Neka je presek pravih
MK i AC tacka P. Dokazati da je OP normalno na BE.

29. Krug sa centrom O upisan je u ¢etvorougao ABCD i dodiruje stranice AB, BC, CD i DA redom u tackama K, L, M
i N. Prave KL i M N seku se u tacki S. Dokazati da je OS normalno na BD.

30. (BMO 2005) Neka je ABC ostrougli trougao, ¢iji upisani krug dodiruje stranice AB i AC u D i E, redom. Neka su X
i Y tacke preseka simetrala uglova ZACB i ZABC sa pravom DFE i neka je Z srediste BC. Dokazati da je trougao XY Z
jednakostranican ako i samo ako je ZA = 60°.

31. (Njutnova teorema) Dat je tangentni ¢etvorougao ABC'D. Neka su M i N sredista dijagonala AC' 1 BD, i S centar
upisanog kruga. Dokazati da su M, N i S kolinearne.



32. Neka je ABCD chetvorougao, i neka njegov upisani krug dodiruje stranice AB, BC, CD, DA redom u tachkama M,
N, P, Q. Dokazati da su prave AC, BD, M P, N@Q konkurentne.

33. (Iran 1995) Upisani krug trougla AABC dodiruje stranice BC, CA i AB redom u tackama D, E'i F,a X, Y i Z su
sredista stranica FF', F'D i DFE respektivno. Dokazati da centar upisanog kruga pripada pravoj odredenoj centrima krugova
opisanih oko trouglova AXY Z i AABC.

34. Neka krug sa cenrom u [ upisani u trougao ABC' dodiruje stranice BC,CA, AB u tactkama D, E, F', redom. Neka se
prave Al i EF seku u tacki K, prave ED i KC u tacki L, a prave DF i KB u tacki M. Dokazati da je LM paralelno sa
BC.

35. (25. Turnir gradova) Dat je trougao AABC. U njemu je tacka H presek visina, I centar upisane kruznice, O centar
opisane kruznice, K tatka dodira upisanog kruga sa stranicom BC. Zna se da su odsecci 10O i BC paralelni. Dokazati da su
odsecci AO i HK paralelni.

36. (IMO 2000, 6.zad) Neka su AH;, BHs, C'Hs visine ostrouglog trougla ABC'. Kruznica upisana u trougao ABC dodiruje
stranice BC,C A, AB redom u tackama T7,T5,T5. Neka su prave Iy, o, l3 simetricne pravama HoHs, H3Hy, H; H> u odnosu
na prave ToT5, 15Ty, T1T5, redom. Dokazati da prave lq,ls,l35 odreduju trougao ¢ija temena pripadaju kruznici upisanoj u
trougao ABC.

SREDISTE LUKA

Ne retko se u zadacima tacka definiSe kao srediSte luka i to recimo onog koji ne sadrzi datu tacku. Jedan od veéih
problema pri koriséenju kompleksnih brojeva je razdvajanje pojmova koji se definisu na isti na¢in. U ovom slucaju problem
je razlikovati sredista dva luka jednog kruga. Naime, ukoliko uzmemo da je srediste luka presek simetrale tetive, koja
ogranicava taj luk, i kruga, dobi¢emo dva resenja, jer su na ovaj nacin definisane dve takve tacke. Dati problem se relativno
lako resava prvim delom teoreme 8. I viSe, drugi deo teoreme 8 daje jedan alternatini nac¢in reSavanja zadataka sa upisanim
i opisanim krugom. Primetimo da su tada koordinate znacajnih tacaka trougla dosta jednostavnije nego u prethodnom delu.
Medutim, do problema dolazi pri izra¢unavanju tacaka d, e, f, dodira upisanog kruga sa stranicama (izra¢uanjte ih!), pa se
zato u ovim situacijama cesto koriste metode iz prethodnog dela. Takode, u slu¢aju mnogouglova sa viSe od tri stranice
koristi se prethodni deo.

37. (Kvant M769) Neka je centar upisanog kruga trougla AABC tacka L, a produzeci duzi AL, BL i C'L seku opisani krug
trougla AABC u tackama A, By i C1, redom. Neka je R polupretnik opisanog, a r poluprecnik upisanog kruga trougla
AABC. Dokazati da je:
LA, - LC,y LA-LB
(a) ——— ——=2r; (€) 57—~ =—.
LB LCy S(A1B:1C1) R
38. (Kvant M860) Neka su O i R redom centar i polupre¢nik kruznice opisane oko trougla AABC, a Z i r redom centar

i polupre¢nik kruznice upisane u isti trougao. Ako je K teziSte trougla koga ¢ine dodiri upisane kruznice i stranica trougla
dokazati da se Z nalazi na duzi OK idaje OZ : ZK = 3R/r.

39. Neka je tacka P presek dijagonala AC i BD konveksnog cetvorougla ABC'D u kom je AB = AC = BD. Nekasu O il
centar opisanog i upisanog kruga trougla ABP. Dokazati da ako je O # I, onda su prave Ol i C'D normalne.

S(ABC)  2r

=R; (b)

40. Neka je I centar upisanog kruga trougla ABC, kod koga je AB # AC. Tatka O; je simetricna centru opisanog kruga
trougla ABC' u odnosu na pravu BC. Dokazati da su tacke A, I, Oy kolinearne ako i samo ako je ZA = 60°.

41. Dat je trougao AABC. Neka su Ay, By i C1 sredista stranica BC, CA 1 AB, P, Q i R dodirne tacke stranica BC, C A
i AB sa upisanim krugom k, Py, @1 i R; sredista lukova QR, RP i PQ na koje tacke P, @ i R razlazu krug k i Py, Q2 i
R, sredista lukova QPR, RQP i PRQ. Dokazati da se prave A1 P, B1Q1 i C1R1, kao i prave A1 P, B1Q2 i C1Rs, seku u
jednoj tacki.

LISTAKNUTE” TACKE. CETVOROUGLOVI.

U prethodna tri dela tacke koje su uzimane za pocetne, tj. one koje su imale ,poznate” koordinate bile su medusobno
ravnopravne, tj. sve su imale ista svojstva (to su bile ili neke tacke istog kruga, ili preseci nekih tangenti istog kruga...).
Medutim, u mnogim zadacima moguce je neku tacku izdvojiti iz ostalih i to pre svega zbog njenog uticaja na preostale tacke.
Tu tacku najcesée smestamo u koordinatni pocetak. Ovo je posebno korisno u slu¢aju cetvorouglova (koji nisu ni tangentni
ni tetivni) kog kojih za koordinatni pocetak uzimamo tacku preseka dijagonala. Tu su od posebne koristi formule iz teoreme
9.

42. U spoljasnjosti trougla ABC' konstruisani su kvadarati ABB’'B”, ACC'C"”, BCXY . Neka je tacka P centar kvadrata
BCXY. Dokazati da se CB"”, BC"”, AP seku u jednoj tacki.

43. Neka je ABCD cetvorougao, O presek njegovih dijagonala, M srediSte stranice AB i N srediste stranice C'D. Dokazati



da ako je OM L CDiON L AB da je ABCD tetivan.

44. Neka je F' tacka osnovice AB trapeza ABCD, takva da je DF = CF, E = ACNBD i O; i Oy centri opisanih krugova
trouglova ADF i FBC, redom. Dokazati da je FE 1 O105.

45. (IMO 2005, 5.zad) Neka je ABCD konveksan ¢etvorougao ¢ije su stranice BC 1 AD jednake i nisu paralelne. Neka su
FE i F unutrasnje tacke stranica BC' i AD redom, takve da je BE = DF. Prave AC i BD seku se u P, prave BD i EF seku
se u @, prave EF' i AC seku se u R. Razmotrimo trouglove PQR koji se dobijaju za sve takve tacke F i F. Dokazati da sve
opisane kruznice ovih trouglova imaju zajednicku tacku razli¢itu od P.

46. Neka se dijagonale konveksnog ¢etvorougla ABCD seku u tacki O. Neka su T3 i T3 tezista trouglova AAOD i ABOC,
a Hy i Hy ortocentri trouglova AAOB i ACOD. Dokazati da su prave 115 i HyHy normalne.

NEJEDNOZNACNI PRESECI I VIETOVE FORMULE

Tacku preseka dve prave rac¢unamo iz sistema dve jednacine od kojih svaka predstavlja uslov pripadnosti jednoj od
datih pravim. Medutim, pri ovakvom algebarskom odredivanju tacaka moze do¢i do komplikacija. Naime, kao §to je to i
napomenuto u pretproslom delu standardni metodi mogu dovesti do nejedinstvenog odredivanja tacaka. Tako npr. ukoliko
odredujemo tacku preseka data dva kruga iz pripadnosti jednom i pripadnosti drugom dobi¢emo kvadratnu jednacinu koja
u opstem slucéaju ima dva resenja (Sto je i za ocekivati, jer se data dva kruga mogu se¢i u dve tacke). Takode, u mnogim
zadacima nam ni nisu potrebne obe ove tacke, nego npr. samo pravac prave koju oni odreduju. Isto tako moguce je da
nam je jedna od datih tacaka poznata. U oba slucaja mnogo je bolje koristiti Vietova pravila i na taj nacin odredivati
zbirove i proizvode datih tacaka nego racunanje njihovih eksplicitnih vrednosti, jer pri tome moze doé¢i do ,vadenja” korena
iz kompleksnog broja, §to nije dozvoljeno.

Napomenimo ovde i da ukoliko nam je eksplicitno potrebna npr. jedna od dve prese¢ne tacke dva kruga, a drugu ne
znamo, gotovo je jedina Sansa da dati zadatak reSsimo kompleksnim brojevima ukoliko datu tacku uzmemo za jednu od
pocetnih tacaka.

47. Neka se tangente kruga I' u tackama A i B seku u C. Krug I'y koji prolazi kroz tacku C i dodiruje pravu AB u tacki
B sece krug I' u tacki M. Dokazati da prava AM polovi duz BC.

48. (Republicko 2004, 3 raz) Dat je krug k i njegov precnik AB. Neka je P proizvoljna tacka tog kruga razli¢ita od A i B.
Projekcija tacke P na AB je Q). Krug sa centrom P i poluprec¢nikom PQ sece krug k u C' i D. Presek pravih CD i PQ je
tacka E. Neka je F srediste AQ, a G podnozje normale iz F na CD. Dokazati da je EP = EQ = EG i da su tacke A, G i
P kolinearne.

49. (Kina 1996) Neka je H ortocentar trougla AABC. Tangente iz A na krug sa pre¢nikom BC' dodiruju krug u tackama
P i Q. Dokazati da su tacke P, Q) i H kolinearne.

50. Neka je P tacka na produzetku dijagonale AC pravougaonika ABCD preko C, takva da je ZBPD = ZCBP. Odrediti
PB: PC.

51. (IMO 2004, 5.zad) U konveksnom ¢etvorouglu ABCD dijagonala BD nije simetrala niti ugla ABC niti ugla CDA.
Tacka koja se nalazi unutar ABCD je takva da je

LPBC =/4DBAi /PDC = /ZBDA.

Dokazati da je ¢etvorougao ABCD tetivan akko je AP = C'P.

RAZNI ZADACI - RAZNE METODE

U ovom delu dati su zadaci koji nisu striktno vezani ni za jedan od prethodnih delova, ili koriste ideje iz viSe njih.
Opste pravilo za resavanje takvih zadataka je da dobro razmislite o tome koje ¢ete tacke uzeti za pocetne, Sta treba uzeti za
koordinatni pocetak, a §ta za jedini¢ni krug. Kao sto ¢ete to i sami videti osnovni problem kod resavanja bilo kojih zadataka
kompleksnim brojevima bi¢e vam vreme. Zato ukoliko na takmicenjima zelite da koristite kompleksne brojeve od velike je
vaznosti rutina i moguénost procene koliko vam vremena treba da odredene stvari sracunate. Ovo je i jedan od razloga zbog
kojih vam drzimo ove stvari ve¢ na pocetku druge godine, jer ¢ete jedino tako moéi da ve¢ na takmicenjima u trecoj godini
ovladate potpuno ovom tehnikom i spoznate njenu §iroku primenu.

U ovom delu bi¢e dato i nekoliko zadataka koji koriste teoreme 3,4 i 5.

52. Data su Cetiri kruga k‘1, ]{iz, k‘3, k‘4 tako da je k‘l ka = {A1, Bl}, k‘gﬂk‘g = {AQ, BQ}, kgﬂk;l = {Ag, B3}, /454(7/6‘1 = {A4, B4}.
Ako su tacke Ay, A, Az, A4 konciklicne ili kolinearne, dokazati da su i tacke By, By, B3, B4 konciklicne ili kolinearne.

53. Dat je paralelogram ABCD. Nad njegovim stranicama C'D i C'B konstruisani su sli¢ni istoorijentisani trouglovi ACDFE
i AFBC. Dokazati da je i trougao AF AFE slican i istoorijentisan sa prva dva.

54. S iste strane duzi PQ konstruisana su tri trougala K PQ,QLP i PQM takva da je ZQPM = /PQL = o, ZPQM =



ZQPK =i /ZPQK = ZQPL = ~, pri ¢emu je a < B < v ia+ +~ = 180° Dokazati da je trougao K LM slican sa prva
tri.

55. *(Iran 2005) Neka je H; konveksan n-tougao i neka je n prost. Dalje se konstruisu poligoni Ha, ..., H, rekurentno:
temena poligona Hj1 se dobijaju od svakog temena Hj, simetrijom kroz k-tog suseda (u pozitivhom smeru). Dokazati da
su Hy i H,, sli¢ni.

56. Dokazati da povrSina trougla ¢ija su temena podnozja normala spusStenih iz proizvoljnog temena tetivnog petougla na
njegove stranice ne zavisi od izbora temena petougla.

57. Tacke Ay, B1,C; su odabrane u trouglu ABC na visinama iz A, B, C redom. Ako je
S(ABC1) + S(BCA;) + S(CAB,) = S(ABC),

dokazati da je ¢evorougao Ay B,C1H tetivan.

58. (IMO 1997, predlog) Podnozja visina iz temena A, B i C trougla AABC su redom D, E i F. Prava kroz D paralelna
sa EF sete prave AC' 1 AB redom u tatkama @ i R. Prava EF sete BC u tacki P. Dokazati da krug opisan oko trougla
PQR prolazi kroz srediste stranice BC'.

59. (BMO 2004) Neka je O unutrasnja tacka ostrouglog trougla AABC. Krugovi sa centrima u sredistima stranica trougla
ANABC, koji prolaze kroz tacku O, medusobno se seku u tackama K, L i M, razlicitim od O. Dokazati da je O centar
upisanog kruga u trougao AK LM ako i samo ako je O centar opisanog kruga oko trougla AABC.

60. U ravni su data dva kruga ki i ko. Neka je A njihova zajednicka tacka. Po krugovima se kreéu tacke My i My konstantnim
brzinama. One prolaze kroz tacku A u istim momentima vremena. Dokazati da postoji nepokretna tacka P koja je u svakom
trenutku podjednako udaljena od tacaka M7 i Ms.

61. (Mala Olimpijada 2004) Dat je kvadrat ABCD i kruznica ~ sa pre¢nikom AB. Neka je P proizvoljna tacka stranice
CD, M i N redom preseci duzi AP i BP sa «y koji su razlic¢iti od A i B, a @) tacka preseka pravih DM i CN. Dokazati da
je Q € v i da vazi jednakost AQ : QB = DP : PC.

62. (IMO 1995, predlog) Neka je dat trougao ABC'. Krug koji prolazi kroz B i C sece stranice AB i AC opet u tackama C’
i B’, redom. Dokazati da su prave BB’',CC" i HH’ konkurentne, gde su H i H’' ortocentri trouglova ABC' i A’B’C’, redom.

63. (IMO 1998, predlog) Neka su M i N tacke unutar trougla ABC takve da vazi ZMAB = /ZNAC i ZMBA = /NBC.

Dokazati da je
AM-AN BM-BN CM-CN _

AB- AC " BaBC "CacB %

64. (IMO 1998, predlog) Neka je ABCDEF konveksan Sestougao takav da je /B 4+ £ZD 4+ £F = 360° i AB-CD - EF =
BC - DE - FA. Dokazati da je

BC-AE-FD=CA-EF-DB.

65. (IMO 1998, predlog) Neka je ABC' trougao takav da je ZA =90°1 ZB < ZC. Tangenta u A na njegov opisani krug w
sete pravu BC u tacki D. Neka je E slika tacke A pri osnoj simetriji u odnosu na pravu BC, X podnozje normale iz A na
BE 1Y srediste duzi AX. Neka prava BY sece w jos u Z. Dokazati da je prava BD tangenta na opisani krug trougla ADZ.
Uputstvo: primeniti prvo neku inverziju...

66. (Interno 1997, 3-4 raz) Dat je trougao AABC i na njegovim stranicama tacke Ay € BC, By € AC' i Cy € AB takve da su
trouglovi AABC i AA1B,C1 slicni. Dokazati da ako se ortocentri ili centri upisanih krugova trouglova AABC i AAB,Cy
poklapaju, tada je trougao AABC' jednakostrani¢ni.

67. (Ptolomejeva nejednakost) Za svaki konveksni ¢tvorougao ABCD vazi nejednakost

AB-CD+ BC-AD > AC - BD.

68. (Kina 1998) Naéi geometrijsko mesto tacaka D za koje vazi

DA-DB-AB+ DB-DC-BC+DC-DA-CA=AB-BC. CA.

MANE KOMPLEKSNIH BROJEVA

Najveéi problemi pri koriséenju kompleksnih brojeva javljaju se sa presecima pravih ($to mozemo videti iz petog dela
teoreme 2, iako su tu u pitanju tetive kruga) i ukoliko se u zadatku pojavljuje vise od jedan krug. Zato zadatke u kojima
se javlja ili dosta pravih u opstem polozaju bez ijednog istaknutog kruga, ili vise od dva kruga treba izbegavati. Takode,
stvari se dosta komplikuju i ukoliko su imamo dva kruga u opstem polozaju, pa osim u izuzetnim situacijamo ni ovde nije



preporucljivo koristiti kompleksne brojeve. I na kraju, zadaci u kojima kao uslov dobijamo jednakost nekih zbirova rastojanja
izmedu nekolinearnih tac¢aka mogu biti vrlo nezgodni i ponekad prakti¢no neuradivi.

Naravno, ovo su samo ocigledna mesta na kojima moze doé¢i do problema. Postoje mnogi na izgled jednostavni zadaci
Cije Ce izracunavanje zadavati neverovatne teskoce i koji ¢e biti prakti¢no neuradivi u realnom vremenu.

(© Marko Radovanovic¢
radmarko@yahoo.com
oktobar-novembar 2005.



RESENJA I UPUTSTVA

Pre samih resenja evo i nekoliko napomena za koris¢enje istih:

e u svim zadacima uzeto je da tackama oznacenim velikim slovima odgovaraju kompleksni brojevi oznaceni odgovarajuéim
malim brojevima (osim u nekim sluc¢ajevima u kojima je za jediniéni krug uzet krug upisan u trougao, a njegov centar
oznacen sa o).

e pri pozivanju na teoreme koris¢ene su skracenice. Tako npr. pozivanje na T1.3, predstavlja pozivanje na tre¢i deo
teoreme 1.

e resenja kao reSenja su totalno beskorisna ukoliko u¢enik ne uzme i sam proba da uradi odgovarajuéi zadatak. Naime, jos
jednom ponavljam da je rutina jedna od najvaznijih stvari i da je bez nje poznavanje ove metode prakti¢no beskorisno.

e u zadacima nisu najasnije obja$njena sva rastavljanja izraza (poSto je to tehnicki gotovo neizvodljivo), a kao po
pravilu to je jedan od problema koji se ¢esto javlja ovakvim nacinom rada. Zato napomenimo neke osnovne ideje pri
rastavljanju. Prvo: svi izrazi koji su nekako ,podjednako” povezani sa npr. a i sa b verovatno su i deljivi sa a — b ili
a + b. Drugo: ukoliko trebate proveriti neki od uslova, i neke od izraza unutar njega lako racunate, onda posmatrate
kako bi trebalo da izgledaju preostali izrazi da bi dato tvrdene vazilo. Treée: velika veéina izraza ¢e se moéi rastaviti,
pa je uvek korisnije utrositi malo vremena i rastaviti dati izraz, nego ,vuéi” kroz ceo zadatak duzi, nerastavljeni oblik.

e iz tehni¢nih razloga u zadacima nisu izvrSena mnoga konjugovanja. Medutim sva ona su veoma jednostavno, jer ¢e se

u njima najceSée nalaziti kompleskni brojevi sa jedini¢nog kruga, a za njih je a = —.
a

e ukoliko jo$ niste uvereni da je ovaj metod korisno nauciti, probajte da resavate ove zadatke i na neki drugi nac¢in, ne
verujem da ¢ete ih sve resiti. Tako na primer za zadatak br. 41 jos nije pronadeno elementarno resenje, a za neke od
zadataka su reSenja kompleksnim brojevima ¢ak i neuporedivo kraca od npr. elementarnih resenja.

e autor se trudio da ova reSenja $to pre zavrsi, tako da su mogucée greske. Za sve uocene greske, eventualna alternativna
resenja (kompleksnim brojevima) i ostale sugestije, molim da me kontaktirate preko ve¢ spomenute adrese.

1. Neka je krug opisani oko trougla abc jedinicni, tj. s =01 |a| = 10| = |¢f = 1. Po T6.3je h =a+b+ ¢, a po T6.1 1

b b
h+q=2s=0,tj. ¢q=—a—b—c Po T6.2 imamo da je t; = # = —g i sliéno t9 = -3 ity = —g. Sada je
4 4 4
la —t1] = ‘a + g‘ = ?a =3 isliéno |b—ta| = |c —t3] = 3 Ovim je dokaz zavrsen, jer smo pretpostavili da je R =1, a to

ne umanjuje opstost.

2. Neka je krug opisan oko ¢etvorougla abed jediniéni. Prema T6.3 je hy, = b+c+d, hy = c+d+a,h. = d+a+bihg = a+b+c.
Da bismo dokazali da su cetvorouglovi abed i hohyhchq podudarni dovoljno je dokazati da je |z — y| = |hy — hyl, za svaka
dva z,y € {a,b, c,d}, $to se lako proverava.

3. Primetimo da se tacka h dobija rotacijom tacke a oko tacke b za ugao T pozitivnom smeru. Kako je €’ = i, prema
T1.4 imamo da je (a — b)i = a — h, tj. h = (1 —4)a + ib. Slicno dobijamo d = (1 —4i)b+icig = (1 —i)c+ ia. Kako je
cetvorougao BCDFE kvadrat, on je i paralelogram, pa se srediSta stranica ce i bd poklapaju, a samim tim po T6.1 imamo
d+b=e+c,odnosno e = (1+1)b—ic. Slicno jei g = (1+44)c—ia. Dalje, kako su i ¢etvorouglovi beph i cgqd paralelolgrami,
tojep+b=e+hic+q=g+d, odnosno

p=ia+b—ic, q=—ia+ib+c.

Da bismo dokaz zavrsili dovoljno je dokazati da se ¢ dobija rotacijom tacke p oko tacke a za ugao g, §to je prema T1.4
ekvivalentno sa
(p—a)i=p-—0.

Poslednje se lako proverava.

e . .. . g . Q L. .
4. Tacke by, cy,d;, dobijaju se rotacijama tacaka b, ¢ odnosno d oko tacaka c,d i a za ugao 3 u pozitivnom smeru. Samim

tim uz oznaku /3 = ¢ prema T1.4 imamo

b—ce=b—¢, (c—d)e=c1—d, (d—a)e=d;—a.



Kako je p srediste duzi bycy prema T6.1 imamo

bt ebtcet+(1—e)d
2 2 '

d+(1-— b
et +2( E)a. Takode, ponovo po T6.1 imamo i da je r = a—2|— . Da bismo dokaz zavrsili

™
potrebno je pokazati da se tacka ¢ dobija rotacijom tacke p oko tacke r za ugao 3 u pozitivhom smeru. Poslednje je po

Sliéno dobijamo i g =

T1.4 ekvivalentno sa
(p—rle=q-—r,
Sto sledi iz
—a+(e—1b+c+(1—¢) —ca—b+ec+d

p—r= 2 ) q—r= D) )

ie2—e+1=0(erje0=e>+1=(c+1)(e2—ec+1)).

5. Neka je e = ¢!% . Prema T1.4 imamo Pr+1 — k41 = (Pr — apg1)e. Sada je

k+1
Pret = eph+ (1= )apsr = e(eprot + (1= £)ar) + (1 = arsr = ... = o+ (1-2) Y as
i=1
Sada je piggs = po + 665(1 — €)(e2a1 + €as + a3), jer je €3 = 1. Zmnaci p1ges = po ako i samo ako je £2a; + cas + az = 0.
Ukoliko jo$ uzmemo da je a; = 0, to je az = —eaq, pa je jasno da se tacka as dobija rotacijom tacke as oko tacke 0 = aq, za
T
ugao 3 u pozitivnom smeru. Ovo zavrsava nas dokaz.

2
6. Kako se tacka a dobija rotacijom tacke b oko tacke o; za ugao % = €, u pozitivnom smeru, to je prema T1.4 (0; — b)e =

: a—be .
01 —a, tj. o = 1 . Analogno je i
—€
b—ce c—de d—ae
02 = 03 = 04 = .
T P - T 1-e
01— o0 02 — 0
Kako je 0103 L 0204 ekvivalentno sa -8 __2 4 , to je dovoljno dokazati da je
01 — 03 02 — 04

a—c—(b=dle  b—d—(c—a)

a—c—(b—de b—d —(c—a)e

)

tj. da je

(a—c)b—d—(b—d)b—de+(a—c)a—ce —(b—d)a—ceec = —a—c(b—d)+(b—d)b—de —(a—c)a—ce+(a—c)b—dee.
_ 1 - -
Poslednje sledi iz € = - ila—c*=(a—cla—c=b—d?*=(b-db—d.

.~ . . . ;2m . .. " . «
7. Mozemo uzeti da je ap = €¥, za 0 < k < 12, gde je ¢ = €'35. Dalje, rotacijom tacaka a;,as i as oko tacke ag = 1 za
uglove w8 W%, odnosno w? (gde je w = €'™/1%), dobijamo tacke a/,a} i a)j, takve da su ag,ay,d},ah, ay kolinearne. Sada je

dovoljno dokazati da je

N SRR SR
aj—1 ayb—1 a}—1 ar—1

5 2

Kako je prema T1.4 a} —ag = (a1 —ag)w®, ah —ap = (ag —ag)w® i @), —ag = (a4 —ag)w?, aie = w?iw3 = 1, to se poslednje
svodi na

1 1 1 wlt

wWwh(w?2 —1)  wi(wi—1) * wiwd —1) w6 —1°
Dovodenjem na zajednicki imenilac i skraéivanjem sa w? — 1 dobijamo da je potrebno dokazati
B+t +? Fl=w?+® 0t + 1)+l +1) — .

15—k _

Kako je w'® = -1 = —w?, tojeiw —w30~F_ Sada trazeno sledi na osnovu

w30 —1

0=w®+uw®+uw +0? +0 + ¥+t 0P+ + P+t W= — 1 =0.
w2 —
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8. [Preuzeto od Urosa Rajkovi¢a] Uvedimo kompleksnu ravan tako da centar mnogougla bude koordinatni pocetak i neka
je z = €'%. Sada je koordinata tacke Aj u kompleksnoj ravni 22*. Neka je koordinata tacke P kompleksni broj p, gde je

2
|p| = 1. Oznacimo levu stranu jednakosti sa S. Trebamo da dokazemo da je S = ( m) -n. Sada je
m

n—1 n—1
=3P =3 |2 "
k=0 k=0
Primetimo da su argumenti kompleksnih brojeva (22 —p)-2=% gdeje k € {0,1,2,...,n}, jednaki sa argumentom kompleksnog

broja (1 — p), pa je
(z* —p)- 27"
I=p
pozitivan realan broj . Posto je |27*| = 1 dobijamo da vazi:

n—1

2k 2m
n—1 n—1 ZZk D 2m Z(Z _p)

S — 2k _ o 2m _ || _ p|2m . - =l _pZm. k=0
Z|Z | I1—p| Z 1—p [1-p] (1—p)2m

k=0 k=0

Kako je S pozitivan realan broj dobijamo da je:

Sada iz Njutnove binomne formule dobijamo da vazi:

n—1 [ 2m 2
S = [ < ] > . Z2Icz . (_p)2m1‘| 'Zka‘ )
k=0 Li=o N '
Sredivanjem dobijamo:
n—1 2m
2m i—m m—1
S=I30 3 () e et
k=0 i=0
ili
2m om n—1 ( |
S = C(_\2m—i | 2k(i—m )
> (7)ot X
=0 k=0
Kako za i # m vazi:
n—1

ZQn(i—m) -1

§ 2k(i—m)
z = -
2(i—m ’
= 22( ) —1

gde je 227(=m) 1 =0 z20-m) — 10, pa je

ZZk(zfm) =0
k=0
Kada je pak i = m vazi:
n—1 n—1
k=0 k=0

1z svega ovoga sledi:

Zbog |p| = 1 dobijamo konaé¢no:

Sto je i trebalo dokazati.
_ 1
9. Neka je krug opisani oko trougla abc jedini¢ni. Tada je o =01ia = —. Prva od datih proporcija moze se zapisati i kao
a

Ca—mlb-n| . la—mPb-n? _(a-m)@-m)(a—n)@a-n)

~Ja—n||b—m)| Ca=nPb-m®  (a—n)@—-n)b-—m)b—m)

11



Prostim rac¢unom dobijamo (a —m)(a —m)(b—n)(b —n) = (1 — D am + mm)(1 — % —bn +nn)=1- T am+
a a
—  m  mn amn mmn —  bmn __ __ —  mnn
mm — — + — — —bn + — +abmn — bmmn + nn —
b ab b_ b a
(a—n)(a —n)(b—m)(b —m) dobijamo iz prethodnog, tako $to svako pojavljivanje a zamenimo sa b i obrnuto. Polazna

jednakost se sada svodi na

—amnn + mmnn. Vrednost izraza

m _ . n _ mn amn mmn _ bmn _ — _  mnn _ _
1———am +mm — — + — — —bn + —— +abmn —bmmn +nn — —amnn +mmnn =
a b ab b b a
m . nmn mn bmn mmn —_ amn S [ —_  mnn _ _
1———-bm +mm — — + — + — —an + —— +abmn —ammn +nn — ——— —bmnn +mmnn,
b a ab a a b b
pa oduzimanjem i izvlacenjem a — b dobijamo
m _— n (a+bymn mmn _— (a+bmn __  mnn _— _
——m — — - +n ———+mmn + —mnn = 0.
ab ab ab ab ab ab

Kako vazi relacija AM/CM = AN/CM, to vazi i izraz koji se dobija iz prethodnog kada se svako pojavljivanje b zameni sa
¢ 1 obrnuto. Oduzimanjem ovako dobijenog izraz od prethodnog i izvlac¢enjem b — ¢ dobijamo
m n  mn mmn _mn  mnn

abc ' abc  be abc be abce

Zapisivanjem istog izraza u kome be zamenjujemo sa ac (koji se takode dobija iz pocetnih proporcija zbog simetrije), oduzi-
_ _ m—o n—o
manjem i izvla¢enjem dobijamo mn —nm = 0. Sada je ———= = =———=, pa su po T1.2 tacke m,n, o kolinearne.
m-—o n—o

10. [Preuzeto od Urosa Rajkoviéa] Prvo éemo dokazati da za tacke jediniénog kruga p, a i b vazi da je rastojanje tacke p od
prave koja sadrzi tacke a i b jednako:

Sl@ =)o)

Ako sa ¢ oznac¢imo podnozje normale iz p na pravu koja sadrzi tacke a i b po T2.4 vazi:

1 ab
q:f(eraerf—).
2 P

Sada je trazeno rastojanje jednako:
1 ab
la—pl=5|-p+tatb-—.
p

Posto je |[p| = 1 smemo izraz sa desne strane mnoziti sa —p i posle mnozenja dobijamo:

‘;(pZ — (a+b)p+ab)‘.

Sada se lako vidi da je trazeno rastojanje zaista jednako:
1
Sl@ =)o)l
Ako ozna¢imo z = e, tada ée koordinata tacke Ay, biti 22%. Sada je:
2-hy = (2% —p)(z* 7% —p)|.

Vektor (2% — p)- 27 je kolinearan sa 1 — p, pa je

(z*F —p)-27*

I—-p
pozitivan realan broj. Odavde sledi da za k € {1,2,--- ,n — 1} vazi:
b - (Z2k —p) . (Z2k—2 —p) . Z—(Qk—l) |1 |2
k 2. (1 7p)2 b,
posto je |z| = 1. Vazi i da je:
1 —p)- Z2n—2 —p)- Z—(n—l)
b =0 ) I

2-(1-p)?
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Mi treba da dokazemo da je:

n—1
1
kZ:l (ZQk —p) . (22k72 —p) . 5~ (2k=1) |1 _p|2 (1 —p) . (22n72 —p) . y—(n—1) . ‘1 _p‘2~
2-(1-p)? 2-(1-p)?
Posle skra¢ivanja i mnozenja sa z dobijamo:
n—1 sz B _1
= (P =p) (P2 -p) (L-p)- (P2 —p)
posto je z" = —1. Oznacimo levu stranu jednakosti sa S. Vazi da je:
-1
¢ Lo_ "Z: (z*F —p) = (z* % — p)
B R R E
Odavde sledi da je:
n—1
1 1 1
(1_?)82; (sz—Q_p z%—p)
Posle skrac¢ivanja dobijamo:
1 1 1 (*%—p)—(1—-p)
(1-35)8= T 2n—2 = 2n—2 :
z l—p 22-p (1-p)- (272 —p)
1
Posto je 22772 = — (sledi iz 2™ = 1) dobijamo da je zaista:
z
-1
S = )
(1—=p)-(z>"2 —p)
§to je i trebalo dokazati.
11. Neka je krug opisani oko ¢etvorougla abed jedini¢ni. Kako je ac njegov preé¢nik to je ¢ = —a. Dalje, po T2.5, imamo da
je
ab(c+d) —cd(a+b)  2bd+ ad — ab
N ab—cd N d+b
2bd d—bv) . — _ b—d
Po T2.3 imamo da je n = m,pajemfn:%im -n :m. Sada je
LU s
m—n a —c

pa je po T1.3 mn L ac, Sto je i trebalo dokazati.

1
12. Neka je krug opisan oko trougla abc jedini¢ni. Prema T6.3 je h =a+ b+ c, a prema T2.4 e = 5 (a +b+c— %) Kako

je pagb paralelogram to se sredista duzi pqg i ab poklapaju, pa je prema T6.1 ¢ = a + b — p i analogno r = a + ¢ — p. Kako su
tacke z, a, ¢ kolinearne, to je prema T1.2

x — a—q p—>b
— — = — — = — — :—29()7
- a—q p-b
_ b+ a? —
odnosno x = ]Lbax. Dalje, kako su i tacke h,r, x kolinearne, to je po istoj teoremi i
abp
r—h h—r b+p
— — = — — = = — :bl)7
r —h h—r b+p
odnosno B b
x—a—b—c—|—p—|——p—|——p
r = L <

bp

Izjednacavanjem izraza dobijenih za x imamo
1 b
T = 7(2a+b—|—c—p— —p)
2 c
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Po T1.1 potrebno je dokazati da je
e—x a—p
= — = = — = —ap
e—x a-—p

Poslednje sledi iz

oy — 7( +b£ 4 %) _ bep+b*p—abe —ac®  (b+ c)(bp — ac)
A b/~ e - e

konjugovanjem.
13. Kao $to je i prethodno napomenuto pretpostaviéemo da je krug opisan oko ¢etvorougla abed jedini¢éni. Koriséenjem T2.4

i T6.1 dobijamo
ab ad
p=a+b——, g=a+d+— (1).
c c
Neka je H ortocentar trougla ABD. Tada je T6.3 h = a + b+ d, pa je po T1.2 dovoljno dokazati da je
p—h _q-h
— = (2
p—h q-h

Zamenom vrednosti za p iz (1) dobijamo

ab
p_hi a—|—b—?—a—b—d 7abd
p-h L1, 1 ¢ 1 1 1 ¢
a b ab a b d

pa kako je ovaj izraz simetrican po b i d, to je (2) o¢igledno ispunjeno.
14. Neka je krug opisani oko trougla abc jedini¢ni i neka su a’, b, ¢’ podnoZja visina iz temena a,b, ¢, redom. Prema T2.4

ca)7 c':%(a—l—b—i—c—%b).

imamo 1 b 1
a = §<a+b+c— g), v = g(a—i—b—i—c—?
Kako su o/, V', ¢’ sredista duzi ad, be, cf, redom, to je prema T6.1 i
b b
dzb—l—c——c, e:a+c—a—, f=a—|—b—a—.
a b c
Prema T1.2 kolinearnost tacaka d, e, f ekvivalentna je sa
d—e f—e
d—e f—e
b b— b bec —a(b
Kakojed—e=b—a+ % X (b—a)w islicno f—e=(b—c) ¢ LZ( i c)’ to se konjugovanjem i sredivanjem
a a c
poslednje svodi na
0 = (a®b + a*c — abc)(c — a — b) — (c2a + c*b — abc)(a — b — ¢) = (¢ — a)(abc — a®b — ab® — a*c — ac® — b*c — bc?). (1)

Odredimo sada i potreban i dovoljan uslov da je |h| = 2 (polupreénik kruga je 1). Kvadriranjem dobijamo
7 1 1 1 2b b2 2 2 b2 b 2 3ab
4=|h|2=hh:(a+b+c)(a+g+g>:a ta +ac+‘;Cbc+ ¢+ be? + 3abe @)

Sada je jasno da je (1) ekvivalentno sa (2), §to zavrsava nas dokaz.
15. Neka je krug opisani oko trougla abc jediniéni i neka su a’, v, ¢’ sredista stranica be, ca, ab. Kako je aa; L ao i kako su

tacke a1, b, ¢’ kolinearne, po T1.3, odnosno T1.2, imamo da je
a—ap a—o 9 v —c v —aq
— — = — = — = —Q f— — = — — .
a —ap a—o Y —d W —a
_ — b — b+ b —
Iz prve jednakosti je a1 = %, a kako je iz T6.1 ' = ¢ —2|— Ci¢ = a—2i— ,tojeia; = ab+ c2+bca aa Izjedna¢vanjem
a abc
2 b — 3ab b2 b — 3ab 2 b — 3ab
dobijamo a; = a’(a JraQ t;?)c 9% Simetricno jeb = (a ;(b;r—cizc) ave icp = ¢ (a2+(c2t02)ab) e, Sada je
a*(a+b+c)—3abc  b*(a+b+c)—3abc  cla—b)*(a+b+c)
2(b% — ac)  2(a? —be)(b? —ac)’

@b = e g
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pa se lako proverava uslov za a1b; L ho, koji je prema T1.3

ai—by  h—o  (a+b+c)abc

a1 — by h—o  ab+bc+ca’

Simetri¢no je i ajc; L ho, pa su tacke aq, as i ag kolinearne.

1 1 b
16. Neka je kug opisan oko trougla abc jedini¢ni. Po T2.4 imamo da je b; = 5 (a +b+c— %) icp = 5 (a +b+c— a—>7 po
c
b - b —d
T6.1 m = te ipoT6.3 h=a+ b+ c. Odredimo tacku d. Kako je d na tetivi bc to je prema T2.2 d = % Dalje,
c
kako su tacke b1, cy i d kolinearne, to je prema T1.2
b ¢
d=b1 _bi—ca _ a(E_E) 2
d=b b —c 1(5_9> '
a\b c
- %by +by—d
Sada jeid = %, pa izjednacavanjem dobijamo
a
J— a?b + a’c + ab? + ac? — b%c — bc? — 2abe
N 2(a? — be) '
. Co L . o.od—=h m-—a -
Da bismo dokazali da je dh L am, po T1.3 dovoljno je dokazati da je =_7 = ————. Ovo sledi iz
— m —a
dhe b%c+ bc? + ab? + ac? — a®b — a’c — 2a® (b4 ¢ — 2a)(ab + be + ca + a?)
N 2(a? — be) B 2(a? — be)
. b+c—2a . . .
im-a=—7—1, prostim konjugovanjem.
, . L e e . . 1 ab
17. Uzec¢emo da je krug opisani oko trougla abc jedini¢ni. Po T2.4 imamo da je f = 3 (a +b+c— —) Takode, kako su
c
a, ¢, p kolinearne i ac tetiva jediniénog kruga to je prema T2.21ip = w. Kako je fo L pf to je prema T1.3
ac
f-o _p-f
f—o p—f
Iz poslednje dve realcije dobijamo
_ aby ,
_ L2acf —(a+c) (a+b—|—c— 7)6
- acf —f b2 4 2
Neka je Zphf = ¢, tada je
—h 2¢p p— h
TR

ab + be + ca + 2 c(ab + be + ca + b?)

Kako jep—h = —b i konjugovanjem p —h = — , odnosno sa druge strane f — h =

b2 + 2 ab(b? + ¢?)
b+b 2 - b+b 2 . —
abtbeteate i konjugovanjem f —h = abtheteate , to je ei?? = ‘. S druge strane imamo i da je £-a
) 2c 2abc b c—a
eiQO‘%, tj. uz pomoé¢ T1.2 i da je e?® = g Ovim smo dokazali da je « = w4 ¢ ili @ = ¢, pa kako je prvo nemoguce
—a

dokaz je zavrsen.

18. Prvo éemo dokazati sledeéu korisnu lemu:

Lema. Ako tacke a,b,c,a’,V’,c leze na jedinicnom krugu, tada su prave aa’, bb’, c¢’ konkurentne ili kolinearne ako i samo
ako je
(a=b)b—C)c—d)=(a—)b—a)(c—1).

Dokaz. Neka je presek pravih aa’ i bb' tacka x, a pravih aa’ i e’ tacka y. Prema T2.5 imamo

_ad'(b+V') —bb'(a+a') Y- ad'(c+ ) —cec(a+a')

aa’ — bb ’ aa' — cc!
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Ovde smo pretpostavili da date tacke postoje (tj. da nije aa’ || b0’ i ad’ || e¢’). Jasno je da su prave aa’, b, c¢’ konkurentne
ako i samo ako je x = y, tj. ako i samo ako je

(aad’(b+b') — bV (a+a))(aa' — c’) = (aad’(c+ ') — e/ (a+ a’))(aa’ — bb).

Sredivanjem ovo se svodi na aa’b + aa’b’ — abb’ — a’b’b — bed’ — b'cc’ = aa’c + aa’c — bd'c — bb'c’ — acd’ — a’cc’, a kako je to
ekvivalentno sa (a — b')(b— ¢')(c—a') = (a — )(b— a’)(c — V'), lema je dokazana.

Predimo sada i na dokaz zadatka. Neka je krug opisan oko datog Sestougla jedini¢ni. Prema T1.1 imamo

/ I /
ag —as g —ag a4 —aQp Q2 — 0y as —ap 4*“4
— — — — — — p— — — — - ’
Q2 — G4 ap — ayg ag — Qg ag — al az — o ay — a)y
. A204 aopQ4 . aoga2 . .
pa je af = ,ah = ia = . Takode, prema T2.5 imamo i
ao az Q4
/ li
ol — agasz(as + az) — azaz(ag +az)  as(as —as) + az(az — ap)
3 apas — aaq as — ap
Analogno je i
a, o ao(a5 — a4) + 0,5(@4 — 0,2) a, o ag(al — ao) + al(ag — 114)
5 — ) 1 — .

as — a9 a1 — Qg

Neka su tacke af, af, a drugi preseci jediniénog kruga i pravih agaj, asal, azafl, redom. Sada je prema T1.2

as —a a¥ —a
ST SN
as — ap as — ao
2 _ _ _ 42
pa kako je ag — afy = a3(2a0 — a5 — as) + ax ao, to je
az — ap
" _ (a0 — a2)2(a3 —ay) % _ (ag — a4)2<a3 — as)
a3 — Q4 = p— 7,, az — a2 = p— -
apaz(as — ap)(ag — af) apaq(as — ag)(ag — afy)
Analogno dobijamo i
2 2
g —agq)" (A1 — as — ag)°(aq
al —ag=aj —ay = ( ) — )T, al —as =aj —ay = )<7 l/,
agas(ar — as)(as —ay) aoa4(a1 —ay)(ag —al)
_ 2(qs — _ 2
a/5/ —ag = CLg — Q4 = (a2 a4) (G/o a()l s CLg — Q4 = aé’ — Q4 = (a/() az) (ai l

azas(as — ap)(az —ak) apaz(as — ays)(ag —al)

Sada je po lemi jasno da iz konkurentnosti pravih agas, a1a4 i asas, tj. iz (ag—a1)(as—ag)(as—as) = (ap—as)(az—a1)(as—as),
sledi i konkurentnost pravih agay,asay i asaf, tj. (ao — af)(az — af)(as — a¥) = (ap — a¥)(az — ay)(as — a¥), jer se one
ocigledno seku.

19. [Preuzeto od Urosa Rajkovié¢a] Neka je krug opisan oko trougla ABC jedini¢ni krug kompleksne ravni. Kako su Ay, B;
i C1 podnozja normala, po T2.4 vaze formule:

1 be 1 ac\ . 1 ab
a; = b+c+mf— , b1 = f(aJchrmf—)lcl:f a+b+m——|.
2 m 2 m 2 m

ab — be B B
a, — ¢ c—a+ m (c—a)(m—=0>b) a1 —cy

b1—01:c_b+ab—ac_(c—b)(m—a) by —cq

Iz njih dobijamo:

pa su, prema T1.2, tacke Ay, By i C; kolinearne.

20. Cetvorugao ABCD je tetivan, pa uzmimo da je njegov opisani krug jediniéni. Neka su aj,as i a3 podnozja normala iz
tacke a na prave be, cd i db, redom, a by, by i b3 podnozja normala iz tacke b na prave ac, cd i da, redom. Prema T2.4 imamo
da je

1 b 1 bd 1 d
a; = (a—l—b—l—c——c),ang( —I—b—i—d——),ag:f(a—kc—i—d—c—)
2 a 2 a 2 a
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?)7 by = %(b—kc—kd—%), 63:%<b+d+a—d—ba>

Tacku x odredujemo iz dva uslova kolinearnosti. Prvo iz kolinearnosti tacaka x, a1, as, pa T1.2 imamo da je

1 bd bc
r—a  ap—az2 (C_CHE_E) @

1
blzi(b—i—a—i—c—ac

2 _
Efai_aﬁfa_l(l 1ie g)_ a’
2\c d bd bc
tj. posle sredivanja
1
x—f(a—i—b—l—c—l—d— abc—l—acd—l;abd—i—bcd)
T = 2 L a.
bed
1 b d + abd + bed
:U—f<a+b+c—|—d— aoc + ac —l;a + oc
Slicno iz kolinearnosti tacaka x,b; i bs dobijamo da je x = 2 o b b, pa se izjed-

nacavanjem dobija

1
m:§<a+b—|—c+d>.

Neka je h = a4 ¢+ d (po T6) ortocentar trougla acd. Da bismo dokaz zavrsili, po T1.2 dovoljno je dokazati da je
T —c h—c a+b+d-c

x—¢c h—-—¢ a+b+d-c

1

S druge strane je x — c = 5 (a +b+d-— c>7 odakle je jednakost oc¢igledna.
1

21. Prema prethodnom zadatku imamo da je presek pravih l(a;bed) i 1(b; cda) tacka x = 3 (a +b+c+ d), Sto je simetrican

izraz, pa je ova tacka i presek svake dve od datih pravih.

1
22. Prema prethodna dva zadatka trazeno geometrijsko mesto taca je skup svih tacaka r = 5 (a +b+c+ cl)7 kada se d

. . : 1. a+b+c . . Do .
pomera po krugu. To je ustvari krug sa polupreé¢nikom 51 centrom u — Sto je srediste duzi koja spaja centar datog

kruga i ortocentar trougla abc.

23. Neka je jedini¢ni krug opisani oko trougla abc. Iz T1.3 i uslova ad L ao imamo da je

d—a a—o 9
= — = 7:—0,7

d—a a —

tj. sredivanjem d = . Dalje, kako su tacke b, ¢, d kolinearne, a bc tetiva jediniénog kruga, to je prema T2.2 d =

a2
b —d 2(b — 2ab
%, pa se resavanjem datog sistema dobija d = %. Kako je e na simetrali duzi ab, to je oe L ab, a
— —b _ b— b—
samim tim po T1.3 i £-2 —f — = ab, tj. e = £ Tzbe L be, opet po T1.3 dobijamo = E = —= E = be, tj.
) e —o a—b ) ab ) b—e b—c
e = c-ote_ e i na kraju e = ale = ) Simetri¢no je i f = u. Da bismo dokaz zavrsili po T1.2 dovoljno je
be J ab c—a b—a
dokazati da je = _[ = j — f . Primetimo da je
d—f f—e
d—f— a?(b+ c) — 2abe Calb—c) _ a?b? + 3a%be — ab*c — 2a*b — abc®  ab(a — ¢)(b+ ¢ — 2a)
B a? —be b—a (a2 — be)(b—a) (a2 =be)b—a)

ac(a —b)(b+ ¢ — 2a)
(a2 —be)(c — a)

, pa se konjugovanjem trazeni uslov lako proverava.

islicnod—e=
24. [Preuzeto od Urosa Rajkoviéa] Neka je u dati krug upisan Sestougao ABCDFEF. Neka je, bez gubljenja opstosti, taj
krug jedini¢ni. Konjugovanjem T2.5 imamo:

a+b—(d+e)
ab — de

— _ b+c—(6+f)’]3:c+d—(f+a)

bc—ef cd— fa

)n:

pa dobijamo:
(b—e)(bc—cd+de—ef + fa — ab)
(ab — de)(bec —ef) ’

m—n =
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i analogno:

(c— f)led—de+ef — fa+ ab— bc)

nor= (be —ef)(cd — fa)
Odavde je:
m—n _ (b—e)(cd— fa)
n—p (f—c)lab—de)
L L — T = 5 = ., .11 11 1.1 . . . . . .
Kako su brojevia, b, ¢, d, e i f jednaki —, o d e i ?, respektivno, sledi da je lako proveriti da je kompleksan broj
a c e

sa leve strane poslednje jednakosti jednak svom konjugovano kompleksnom broju, pa je samim tim realan. Sada su po T1.2
tacke M, N i P kolinearne, $to smo i trebali dokazati.

25. Pretpostavimo da je ¢etvorougao abed upisan u jedini¢ni krug. Po T2.5 imamo da je

_ab(c+d) —cd(a+b) f_ad(b+c)—bc(a+d)i _ac(b+d) —bd(a +c) 1)
‘= ab — cd T ad — be 9= ac — bd '

Da bismo dokazali da je o = 0 ortocentar trougla efg, dovoljno je dokazati da je of L eg i og L ef, a zbog simetri¢nosti
dovoljno je dokazati jednu od ove dve relacije. Dakle, po T1.3 dovoljno je dokazati da je

f70_ 79 (g

f-o e—-yg

Iz (1) imamo da je
ad(b+ ¢) — be(a + d)

f—oz ad — be :ad(b+c)—bc(a+d) 3)
f—o (b+c¢)—(a+d) a+d—(b+ec)
bc — ad

odnosno
(a — d)(ab*d — ac®d) + (b — c)(bcd? — a®be)

cTI= (ab — ed)(ac — bd)
(a —d)(b—c)((b+ c)ad — (a + d)bc)

B (ab — cd)(ac — bd) )

1 konjugovanjem
jugovan] ~ — _(a=d)b—o)b+c—(a+d)
€—9= (ab — cd)(ac — bd)

Uporedivanjem izraza (3),(4) i (5) dobijamo trazeno.

(5).

26. Neka je krug opisan oko trougla abe jediniéni i neka je pri tome @ = 1. Tada jec=b it = —1. Kako je p na tetivi be, po

T2.2 imamo da jep = b+ ;P Kako je z na tetivi ab, to je na isti nac¢in x = #, a kako je pz || ac, to je po T1.11
p-—r _a—c _ _1
p—x a-—c b’
tj. * = pb+ p — xb. Izjednacavanjem dobijamo z = b(: +11>. Slicno dobijamo y = % Po T1.3 dovoljno je jos dokazati
da je -y _ P —! — Pt 1 Ovo pak sledi iz x —y = w i konjugovanjem

o p—t p+1 b+1

G0G-Y) _ Gne-y

T—y= S
1 b+1
- +1
b +
b b d
27. Neka je krug opisani oko cetvorougla abcd jediniéni. Po T6.1 imamo da je k = ot 1= %, m = cta in= + a.

Odredimo koordinatu ortocentra trougla akn. Neka je to tacka h; i neka su ortocentri trouglova bkl, clm i dmn tacke ho, hg
i hy, redom. Tada je khy L an i nh; L ak, pa je po T1.3

k— hy a—n ; n—hy

E—hy a—n n —hy

(1)

|

a
a

1R



Kako je

azn ozl g,
a—n a-—d
to je B
o kad —k + hq
L ad '
Sliéno iz druge od jednacina u (1) dobijamo da je
- nab—n-+ hy .

ab

Resavanjem ovog sistema dobijamo da je
2a+b+d
hf = ——.

2

Simetri¢no dobijamo da je
2b+c+a 2c+d+0 2d+a+c
ho = ; hg = s ha= ———,
2 2 2
pa kako je hy + hs = ho + hy, to se po T6.1 sredista duzi hihs i hohy poklapaju, pa je i ¢etvorougao hihshshy paralelogram.
. . T . . 2em 2mk . .
28. Neka je krug upisan u trougao abc jedini¢ni. Po T2.3 imamo da je a = " ib= e Odredimo tacku p. Kako
e+m m

_ k—
su tacke m, k,p kolinearne i mk tetiva jedini¢nog kruga, to je po T2.2 p = Lkp Dalje, imamo da su tacke p,e,c
m

kolinearne, ali ovde je mnogo produktivnije da primetimo da je pe L oe, pa na osnovu T1.3 imamo

e—p e—o 9
— =—=——=—¢
e —p e —o
i sredivanjem p = ;p. Izjednacavanjem dva dobijena izraza za p dobijamo
e
(m+ k)e — 2mk
N ez —mk '
. - o . ... p—o e—b , e
Da bismo dokaz zavrsili na osnovu T1.3 dovoljno je dokazati da je =——= = —= 7 Ovo ce slediti iz
b~ c _
e b e(m—l—k)—?mk’
m+k
d kon m T — 5 m+k—2e._ m+k—2e
odnosno konjugovanjem e —b = ip= .
Jugovan) (m+ ke P mk — e?
29. Neka je krug upisani u abed jedini¢éni. Iz T2.3 imamo da je
2nk 2kl 2lm 2mn
= — b = = d = . 1
L TR kvl ST i m m+n (1)

Po T2.5 imamo da je
. kl(m 4+ n) —mn(k—&—l)' @)

kl —mn
Sada je po T1.1 dovoljno proveriti da je
s—o b—d
s—0 b-—d
Iz (1) imamo da je b—d = le(m +n) —mn(k +1) (3), odnosno konjugovanjem b —d = mAn=(k+D (4). Iz (2) imamo

(k+1)(m+mn) (k+1)(m+mn)

da je
El(m+n) —mn(k+1)

s
= = 5
s kl —mn 0

pa uporedivanjem izraza (3),(4) i (5) dobijamo trazeno.

30. [preuzeto od Urosa Rajkoviéa] Neka je P dodirna tacka upisanog kruga sa pravom BC. Neka je upisani krug jedini¢ni.
Prema T2.3 koordinate tacaka A, B i C su
2qr 2pr . 2pq
= , b= ic= .
q+r p+r p+yq
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. . 1 pr pq 2pr . 2pq .
Dalje, prema T6.1 jex = = (b+¢) = + —y=ab=a«a iz=pPc=0—— (o, € R). Vrednosti o i § lako
je, p ] 5(b+c) oir oY pryrage B p+q(6 ) A
nalazimo iz uslova y € rq i z € rq:
G (U PO ek NGl
2(p+aq)r 2(p+1)q
Odavde dobijamo koordinate tacaka y i z preko p, ¢ i r:
y:pi(q—&—r) iz:pi(r—i—q).
(p+9q) (p+r)

Mi trebamo da dokazemo da je:
ZRAQ = 60° <= XY Z je jednakostranican.

Prvi uslov je ekvivalentan sa ZQOR = 60° tj. sa
r=q-e?m/3,

Drugi uslov je ekvivalentan sa (z — x) = (y — x) - €™/3. Primetimo da je:

_plg+r) ([ pr pg \ _ _pr(r—q
~ (p+a) <p+r+p+q) (p+a)(p+r7)

Z_mzp@+QX_<ZW pq ):(pﬂq—m

(p+r) \p+r p+g p+a)p+r)

Sada je drugi uslov ekvivalentan sa: palg — 1) = prir—q) /3, tj. sa

p+a+r) @+al@+r)

qg=—r 6i7r/3.
Preostaje jos da dokazemo ekvivalenciju: ' _
r=gq 62271'/3 qg=—r ez7r/37
koja ocigledno vazi.
31. Po T1.1 dovoljno je dokazati da je
m—o n—o

m—-o0o n-—o

Ukoliko su p, q, 7, s tacke dodira upisanog kruga sa stranicama ab, bc, cd, da, redom, tada je po T2.3

a—+c pS qr pgs + prs + pqr + qrs
m = = —+ =
2 pts g+ (p+s)(g+r)
p+qg+r+s

odnosno konjugovanjem m = i samim tim

(p+s)(g+r)

_ pgr + ps+prs+qrs
prg+r+s

m
m

Kako je poslednji izraz simetrican po p,q,r, s, to je —

n . . .
= —, kao $to je i trazeno.

n
32. Neke je krug upisan u ¢etvorougao abed jedini¢ni. Dokazéemo da se presek pravih mp i ng nalazi na pravoj bd. Tada
simetri¢no zakljuc¢ujemo i da je ta tacka na pravoj ac, pa ¢e samim tim prave mp, ng, ac i bd biti konkurentne. Prema T2.3
imamo da je

2mn d— 2pq
m+n’ Cp+q

Ako je x tacka preseka pravih mp i ng, tada je prema T2.5

o - mp(n+4q) —ng(m +p)
mp —nq '

Potrebno je dokazati da su tacke x, b, d kolinearne, §to je prema T1.2 ekvivalentno sa

b—d b=

b—d

]

<
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Ovosledi iz b—d = 27" _ 200 _ ymn(p+q) —pa(m+n) |

m—l—nip—i-q: (m+n)(p+q)
b — 2mn _mp(n +q) —ngm+p) m2np — mn2q — m%pq + n’pq + m*ng — mn’p _ (m—=n)(mn(p+q) — pg(m+n))
m+n mp — ng (mp — ng)(m +n) (m +n)(mp — nq) ’
konjugovanjem.

33. Neka je krug upisani u trougao abc jedini¢ni. Po T7.3 imamo da je centar opisanog kruga trougla

~ 2def(d+e+ f)
(d+e)(e+ )(f+d)
d d

Odredimo i koordinatu centra opisanog kruga oy trougla zyz. Prvo, po T6.1 imamo da je x = ¢ _|2_ / Y = —; / iz= ;— c

o r+y

1= — —d)/2

Dalje, po T1.3 imamo da je 2 __r7Y_ (f ,)/ = —ed, odnosno sredivanjem

— z+y r—y (e —d)/2

01 —

2
f ed
_ 9 + 2 + 01
1 ed )
doely
_ 5tgito d —
isliéno 07 = % Izjednacavanjem dobijamo 01 = %. Sada je po T1.2 dovoljno dokazati da je il f =
) € o1 —1
2, $to se dobijamo jednostavnim konjugovanjem prethodno dobijenih izraza za o i 0;.
0 —1
o e . . 2fd . 2ed .
34. Neka je upisani krug trougla abc jedini¢ni. Po T7.1 imamo da je b = m ic= npt Iz elementarne geometrije
e
lako je zakljuciti da je k srediste duzi ef, pa je po T6.11 k = %. Odredimo koordinatu tacke m. Kako je m na tetivi
_ d— k— b—k
fd, to je po T2.2 m = f—’—fidm Takode imamo i da su tacke b, m, k kolinearne pa je prema T1.2 z T = T tj.
-m _

b—k kb—kb

m =m— + " . Sada se izjednacavanjem izraza za m dobija
m_(f+d)(b—k)+(k5—%b)fd
(b—k)fd+b—k '
. 3fd—de—f*—ef . - . (e+flle=d)fd ..
Kak b—k= kb —kb=-—"+——"—"""dob
ako je 21 d) i o+ d) obijamo

_ defd+efd?® — e2d? — €2 f? — 2f2d? — f3e
"= befd —e2d — ed? — ef? — e2f — d2f — df>?

i simetri¢no
B 4e? fd +efd? — f2d%> — e f? — 2e%2d? — &3 f
"= 6efd —e2d —ed? —ef? —e2f —d2f — df?’
, . . . m-—n i1—d 9 ..
Po T1.3 u zadatku je dovoljno dokazati da je =—— = ———= = —d*. Ovo sledi iz
m —n i —d
_ (e—f)(defd - ed? — fd* — fe? — f2e)
~ 6efd —e2d —ed? —ef? —e2f —d2f — df?’

prostim konjugovanjem.

35. Neka je krug upisan u trougao abc jedini¢ni i neka dodiruje stranice bc, ca, ab u tackama k,l, m, redom. Po T7 imamo
da je

2klm(k + 1+ m) _2(K212 + 1Pm? + mPk2 + klm(k + 14 m))
(k+1D(+m)(m+k) N (k+ 0 +m)(m+k) '

21



. b
Kako su odseéci io i bc paralelni, to je io L ik, Sto je po T1.3 ekvivalentno sa ,0 E = —z f = —k?. Poslednje se
0 —1 —1

konjugovanjem veé napisane vrednosti za o svodi na

Elm(k41+m) + k2(kl +1m +mk) = 0. (%)

— h—k 2ml
Dokazimo da je uz ovaj uslov i ao || hk. Po T1.1 dovoljno je dokazati da je a-°o _ ——. Prema T7.1 imamo a = ﬂ,
a —o h —k m+1
pa je
2ml 2kim(k + 14+ m) 2m?2[?

a— 0= =

m+1  (k+0)(+m)(m+k)  (k+)I+m)(m+Ek)

Sada konjugovanjem dobijamo da je dovoljno dokazati da je

h—k  Pm?

Rk R

Primetimo da je

bk — 2(k21% + 1?m? + m?k? + klm(k + | + m)) g k212 + k2m? + 21°m? + k2lm + kI?m + klm? — K21 — kK3m — K2 lm
B (k+0)(4+m)(m+k) B (k+ 1)+ m)(m+k)

_ klm(k+1+m) — E*(k+1+m) + k*1° + 2I°m* + m?1> o (Kl+1m+mk)* +Pm? o\
- (k +0)(1 +m)(m + k) _(prema( )>_ G+l +m)(m+k) (pmma( )) -
(Kl +1m +mk)?((k +1+m)? + k?)

(k+1+m)2(k+D({I+m)(m+k)

Konjugovanjem pretposlednjeg izraza za h — k

(k+1+m)?+k?

b=k = (k+0){I+m)(m+k)’

i koris¢enjem poslednjeg izraza za h — k dobijamo

h—k  (kl+1m+mk)? “ 12m?
= = :(prema( )): ,
h—Fk  (kt+i+m) W2
Sto zavrsava na$§ dokaz.
2t1t
36. Neka je krug upisan u trougao abc jedini¢ni. Tada je prema T7.1 ¢ = % Odredimo tacku hz. Prvo iz hsts L its,
1+ 12
po T1.3 imamo
hg — t3 t3 —1 2
e £ 7
h3 - t3 t3 —1
2t3 — h: hs — ty — i _
tj. hg = % Dalje iz chg || it3 i T1.1 imamo da je =2 E = tj E = #3. Izjednacavanjem izraza za hz dobijamo
3 3 —C 3 —1
1 - tity — t3
T2\ ezt 3t t1 +ta

titz —t3
t1 + 3
odrediti tacke simetri¢ne tackama hg 1 hz u odnosu na pravu tats. Neka su to tacke po 1 ps i neka su hj i b podnozja normala

Simetricno dobijamo hy = t3 + . Da bismo odredili pravu simetri¢nu pravoj hohs u odnosu na tsts, dovoljno je

1 _
iz tacaka ho i hg na pravu tats, redom. Po T2.4 imamo da je hf = 5(152 + t3 — totghs ), pa je po T6.1

t1(t3 + t3)

pa = 2hh — hy =
2 2 ta(t1 + t3)

ti(t5 +13)
ts(t1 + t2)

t3(t5 + t3)(ts — ta)
tits(ts + t2)(t1 +t3)
T — P2 _ P2 — P3
T —p2 P2 —Pp3

i simetri¢no ps = . Dalje je ps — p3 = , pa ukoliko se tacka x nalazi na pravoj paps, po T1.2

mora vaziti
42
= 2.
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_ 1
Specijalno ukoliko je x na jedini¢nom krugu imamo i x = —, pa sredivanjem dobijamo kvadratnu jednacinu
x

tatsx?® — 1 (13 + 13)x + titats = 0.

tito | t1t

Njena resenja su r; = - ixg = 2534 ovo su upravo presecne tacke prave pops sa jedini¢nim krugom. Sliéno dobijamo i
3 2

t1t tol tat tot:
Yy = 1—27 Yo = 23 z21 = Q,zQ = ﬁ, §to zavrsava nas dokaz.

t3 t1 ta i
37. Neka je opisani krug trougla abc jedini¢ni. Neka su u, v, w kompleksni brojevi opisani u T8. Po istoj teoremi imamo da
je Il = —(uwv + vw + wu). Iz elementarne geometrije znamo da je presek prave al i kruga opisanog oko trougla abc srediste
luka be koji ne sadrzi tacku a. Znac¢i a; = —vw i slicno by = —uw i ¢; = —uw.

(a) Tvrdenje ovog dela zadatka sledi na osnovu jednakosti

Ci—a] =l Juo+w) - fw(u o) ol Juto]

1= = = 1.
[l — 0| |luv + vw + vw + v?| |(u+v)(v+w)|

(b) Ako je x tacka dodira upisanog kruga i stranice be, to je x i podnozje normale iz tacke [ na stranicu be, pa je po T2.4
1 - 1 1
x = §<b+c+l— bcl) i samim tim r = [l — 2| = 3 (utv)(v+w)w+u) = §|(u+v)(v+w)(w+u)\. Sada trazena
u

jednakost sledi na osnovu

[L=al-[1=b] _ [(utv)(utw)|-[(utv)(v+w)

= [(u+0)(v+w)(w +u)].

I =il w(u+v)]
(¢) Po T5 imamo da je
; w2 1/u? 1 ; vw u 1
S(ABC):Z v? 1/v? 1| 1iS(A1B1Cy) = 1 wvw v 1,
w? 1/w? 1 WU w1
pa je
S(ABC)  w'w? +whv? + vtu? —vtw? —uto? —whe? (v —0?)(uw + vw — uww — w?) (uw + vw + uv + w?)
S(A1B1C1)  wvw(viw + uw? 4+ u?v — uv? — ulw — vw?) wow(u — v)(uv + w? — uw — Vw)

(u 4+ w) (vw + vw + uv + w?) (u+v)(v+w)(w+u).

Treba napomenuti da su ovde u pitanju orijentisane povrsine, pa se uzimanjem modula iz poslednjeg izraza dobija
trazena jednakost.

38. Prvi nacin. Neka je krug opisani oko trougla abc jedini¢éni i w,v,w kompleksni brojevi opisani u T8. Neka su

1 _
d,e, f tacke dodira upisanog kruga sa stranicama bc, ca,ab, redom. Po T2.4 imamo da je f = i(a +b+4+z— abz) =

1
5 (u2 + 02+ w? —ww —vw —wu + W) Simetricno dobijamo i izraze za e i f, pa je po T6.1
w
k= 1(uerszruJQ —uv —vw — wu + uolu + ) + vwlv £ w) - wu(w+u)> =
3 2w 2u 2v
(uv + vw + wu) (u?v + ww? + uw? + v?w + viw + vw? — duvw)
N 6uvw ’
zZ—o0 k—o _ . . L. ..
Sada se lako proverava =—— = T = sto je po T1.2 uslov kolinearnosti tacaka z, k, 0. Takode je i
Z—o0 -0
lo—z| |uv + vw + wul B 6 _6R 3R
lz— k| (w4 vw + wu)(vv + ww? + uw? + vPw + vPw +ow? + 2uvw) | [(ut+o)(v+w)(w+uw)  2r 7]

6uvw

Sto zavrSava nas dokaz.
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Drugi nacin. Neka je krug upisan u trougao abc jedini¢ni i neka su d, e, f njegovi dodiri sa stranicama be, ca, ab, redom.

2def(d d — k—

Po T7.3 imamo da je o = (d+ ejf(( _:_fe)?;sz ay’ apoT6.1k= %H, pa se lako proverava da je o7z z f , Sto je
e)(e 0 —z -z
po T1.2 dovoljno da su tacke o, z, k kolinearne. Takode imamo i da je
d+e+f
lo—z _[(dte)e+Hf+d)] 3 _3B
ER d+e+f‘ e+ HF+dl
3

39. Neka je opisani krug trougla abp jedini¢ni i neka su u, v, w kompleksni brojevi opisani u T8 (pri ¢emu je ovde p = w? ).

Prema istoj teoremi je ¢ = —uv — vw — wu. Kako je |a — ¢| = |a — b], to je prema T1.4
c—a= eiécab(b —a).
Dalje, po istoj teoremi imamo da je
—vw — u? L Zpab y? — 2
— =TT —
—ow — u? v2 —u?
4 w
pa je 4P — _ 7 Sada je i
v
. u?w + u?v — v32w
= . )
2 2 2
v*w + v7u — utw
i simetri¢no d = + . Po T1.3 dovoljno je dokazati da je
U
c—d 0o—1 uwv + vw + wu
— =———=— uvw.
c—d 0o —1 ut+v+w
2 _ 2
.. u® —v7)(uv +vw + wu . .
Ovo pak sledi iz ¢ —d = ( X ) konjugovanjem.

uv

40. Neka je krug opisan oko trougla abc jedini¢ni. Prema T8 postoje brojevi u,v,w takvi da je a = u?,b = v?,c = w? i

centar upisanog kruga i = —(uv + vw + wu). Ako je o' podnoZje normale iz o na be, tada je prema T2.4 o' = 3 (b + c), pa

je prema T6.1 0; = 20’ = b+ ¢ = v? + w?. Dalje, prema T1.2 tacke a, 4,0, su kolinearne ako i samo ako je

.

01— a a—

.

01 —a a-—
2 2 _ 02 :
. 0o1—a o01—a V¥ w —u 99 9. a—1 ulutvt+w)tow , 9 ..
Kako je =——= = =——= = - 3 s SU Wl ——= = S u vw = u“vw, to se poslednji uslov
o0 —a o0 —a u(w?+w?) — 2w a—1 vwAHuw+uw+u
svodi na

viw + vw? — vPvw — (uo? + uPw? — v*w?) = (vw — u?)(v? + w? + vw) = 0.

Znaéi ili je vw = w? ili v2 + w? + vw = 0. Ako je vw = 42, tada su po T6.1 tacke u? i —vw na istom preéniku, pa je abc
jednakokraki, §to je suprotno pretpostavci zadatka. Znaéi mora biti v2 + w? + vw = 0. Dokazimo da je tada trougao sa

temenima o, —vw, w? jednakostrani¢an. Dovoljno je dokazati da je 1 = |w? 4+ vw| = |v +w]|, $to je kvadriranjem ekvivalentno
2
_ v+ w
sal=@w+w)(v+w)= g, a ovo sa v? + w? + vw = 0. Kako je sada Zboc = 120°, to je a = 60°.
vw
41. Neka je krug upisan u trougao abc jediniéni. Po T8 postoje kompleksni brojevi u, v, w, takvi da je p = u2, ¢ = v2,r = w?
ipy = —vw,qu = —wu,r; = —uwv. Tada je ps = vw, g2 = wu, 9 = uv. Po T7.1 je
202 w? 2wiu? | 2uw?
a=———, b= ic=
v? 4+ w?’ w? 4+ u? u? + w?’
pa je po T6.1
w2u2 w02 uv? 22 v2w? w2u2

ay = 1= C2 =

U)2+U2 ’U,2+’U2, U2+U2 ,U2_|_w2’ ’U2+’LU2 w2+u2'
Ukoliko je tacka n presek pravih aip; i b1q1, tada su trojke tacaka n,aq,p; i n, b1, q kolinearne i prema T1.2 imamo
n—a a1 —p n—br  bi—q

ar=p1’ m-b b —aq

H*Gl
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Resavanjem ovog sistema dobijamo

utv?t + vt + wrut + vow(udv? + P + dw? + uPwd + v3w? + v*w?) + 3u?o?w? (u? + v? + w?) n
n =
(u? +v2)(v? + w?)(w? + u?)

2u2v?w? (uv + vw + wu)
W+ ) + ) + )

Kako je ovaj izraz simetrican, to se ova tacka nalazi i na pravoj ci7r;. Drugi deo zadatka se sli¢no dokazuje.

42. Neka je tacka a koordinatni pocetak, tj. a = 0. Po T1.4 imamo da je ¢/ —a = €'™/?(c — a), tj. ¢’ = ic. Slicno je i
- 1+i, 1-3i
V' = —ib. Po istoj teoremi imamo da je  — ¢ = '™/2(b — ¢), tj. x = (1 —i)c + b, pa je po T6.1 p = ;_Zb + 5 Y. Neka

je tacka ¢ presek pravih bc i ap. Tada su tacke a,p, q, odnosno tacke b, c¢”, ¢ kolinearne, pa je prema T1.2 i

a—p a—gq b—c"  q-—b

a—q b-d q-b

a—p

q(b +ic) —i(bc+be)
b—ic

(1—4)b + (1+1)c

q AT b+ —i)c . Izjednacavanjem dobijamo

, a iz druge ¢ =

Iz prve jednacine dobijamo ¢

_i(betbe)(L+ )b+ (L=i))) _ (Betbe)((1+i)b+(1—i))

T (b —2be 1 2be + 2ice) (b—ic)(b + ic)

Neka je tacka ¢’ presek pravih ap i c¢b”. Tada su tacke a,p, ¢’, odnosno tacke b”, c, q' kolinearne, pa je prema T1.2 i

- a—¢q b —c qg—c

p
-p a-¢ ¥V -c q-c
_l’_

q(c —ib) +i(bc+bc)
c+ib

. Izjednacavanjem dobijamo

Iz prve jednagine dobijamo ¢/ = ¢ , aiz druge ¢ =
c

,_ (be+be)((1+i)b+ (1 - i)e)
(b—ic)(b +ic)

)

pa je ¢ = ¢, $to zavrSava na$ dokaz.

43. Uzmimo da je presek dijagonala koordinatni pocetak, tj. o = 0. Iz kolinearnosti tacaka a,o0,c i b,0,d po T1.2 imamo

- - - b d
redomac:acibd:bd.P0T6.1jem:a—2i_ in:c—; . Kako je om L cdion 1 ab to je po T1.3
c+d a+b
) _0_ a—>b 2 _0_ c—d
c+d _  a-b" a+b _  c¢—d
—5 _
2 2

Iz prve, odnosno druge, dobijamo

_ da(ab—2bb +ab) oo da(ab+ 2bb + ab)
b(ab—2aa + ab) b(ab+ 2aa +ab)

Poslednje dve jedna¢ine nam daju (ab+ ab)(aa — bb) = 0. Potrebno da dokazati da je poslednji uslov dovoljan da bi tacke
a, b, ¢, d lezale na jednom krugu. Po T3 poslednje je ekvivalentno sa

c—d b—a b—d c—a

c-db-a b-dc-a

d b— b — — —
Kako su tacke b, d, o kolinearne, to je prema T1.2 —— = = 2 = = isli¢no a-c_a-°0_ 4 Ukoliko je ab +ab =0,
b—d b—-—o0o b a—c a—o0 a
tada je B
2ab(a —b)

c—d=d

b(ab—2aa +ab)’
pa se trazeno dobija konjugovanjem. Ukoliko je aa = bb, tada je

d(a — b)(ab+ab)

c—d=—— — —,
blab— 2aa + ab)
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pa se i u ovom slucaju trazeno dobija prostim konjugovanjem.
44. Neka je tacka f koordinatni pocetak i neka je d = ¢ (ovo je moguée, jer je FC' = FD). Po T9.2 imamo da je
~ be(b —¢)

ad(a —d)
01 = — =, 09 = — p—
ad—ad bc—bc
: : a—f c—d - R .
Kako je cd || af, to je prema T1.1] —= = ——= = —1, tj. a = —a islicno b = —b. Sada je i
a—f c—d
o=ttt _cbte)
c+c c+c
Odredimo i tacku e. Iz T1.2 s obzirom na kolinearnost tacaka a,c, e i b, d, e dobijamo slede¢e dve jednacine
a—c e—a b—d e-b
a—c e—a b-d e—b
_ c)— c _ b c)—e(db
Iz prve dobijamo e = alete)—elet C), a iz druge e = (et Cb) ,e( + C). Izjednacavanjem je
a—c —c
ac — be
e= — .
a+c—-b—c
— — c —cb
T —j —, Sto trivijalno sledi iz 01 — 09 = ac ¢ konjugov-
01 — 02 f - +c

Po teoremi T1.3 uslov fe L 0105 je ekvivalentan sa —

anjem.

45. Neka je tacka p koordinatni pocetak, tj. p = 0. Neka je ac realna osa i neka je Zcpd = ¢. Tada je a = a,b = Be'¥, ¢ =
v,d = §e'#, gde su a, 3,7, neki realni brojevi. Neka je i e? = II. Ako je |a — f| = ela —d|, tada je i |e — c| = g|b— ¢, pa je

poT6.la—f=cla—d)ie—c=e(b—c). Znaci imamo da je
f=a(l—¢)+edll, e=~(1—¢)+epIL

f-a _e-f

f-a e-J’

~—

Dalje kako je ¢ na pravoj pd, to je ¢ = oll, a kako je ¢ i na pravoj ef, to je po T1.2 i
+e(0—-p)I

a(l—e)+ (0 —o)I  (1—¢e)(a—1vy
S R

1— — o) —

o1~ &) + (&0 - o)

Sredjivanjem dobijamo da je (II— =)(1—¢)|(a—7)(ed — o) —ea(d —6)} = 0. Kako IT # +1 (jer je ZCPD < 180°) ie # 1 to
}, gde je p koordinata tacke r. Prema T9.2 imamo

jeo=c¢ 5—M . Sliéno dobijamo da je i p = (1—5)[@—M
oa—7 06—
1 SR P Gl R P Gl ]
B LB S oty o Lt e 9
YT g —q ;-1 2 —1 '
PQH‘—PQﬁ
Dalje, za bilo koji drugi polozaj tacke e na pravoj ad, takav da je ae = ead, odgovarajucli centar kruga ima koordinatu
(o —7) )
1-— - —2|II - -
( 6)[a 6—p0 } 6[5 a—7 }H
m? -1 '
LGl ) B B Cll)
-3 a—y

09 =

01 — 02 :—AH+BH
A+ BII ™

Primetimo da pravac prave 0;02 ne zavisi od ¢ i €. Naime, ako uvedemo oznake A = a —

01 — 02
Samim tim za svaka tri centra o;, 09,03 vazi da je 0102 paralelno sa 0203, pa su samim tim svi centri kolinearni. Sada kako

su svi centri kolinearni i kako svi krugovi imaju zajednicku tacku, tada svi krugovi imaju josjednu zajednicku tacku.
Napomena. Ovde je dokazano i viSe nego $to je trazeno. Naime, dva uslova AD = BC i BE = DF, zamenjena su uslovom

DI



BE/BC = DF/AD.
Druga prednost ovog reSenje je to sto nije bilo potrebno pretpostaviti koja je druga presecna tacka i onda dokazivati da se
ona nalazi na svim krugovima.

(a—b)(@ab+ab) , _ (c—d)(cd+cd)

46. Neka je tacka o koordinatni pocetak. Po T9.1 imamo da je hy = e 2 = = , & po teoremi
ab —ab cd —cd 7
b+d _ a - db
61t = GTH, ty = % Kako su tacke a,c i o kao i tacke b,d i o kolinearne, to je prema T1.2 ¢ = %, d = 3 pa je
—d)(ab +ab
ho = (e E)(a ,z a ) Da bismo dokazali da je t1to L hihs, po T1.3, dovoljno je proveriti da je
ab —a
t1 — 1o __hl—hg
t —t2 hy —hy
Ovo sledi iz o
b b
h—hy = T2 e~ b-d),
ab —ab

prostim konjugovanjem.

2ab
47. Neka je I' jedini¢ni krug. Po T2.3 imamo da je ¢ = L. Neka je o1 centar kruga I'y. Tada je 010 L ab (jer je ab
a

+b
—b —b — —b
tangenta), pa je prema T1.3 il = = —il — = ab, tj. sredivanjem 07 = w. Takode je i |o; — b| = |o1 — ¢|, pa je
0, — b a—0b ab
- _ _ —b

kvadriranjem (01 — b)(o1 —b) = (01 —¢)(o1 —¢), tj. 01 = Z—; - m. Sada je

ab

= b.
o1 a+b +
Do C e L= 1 . . .
Kako je tacka m na jedini¢nom krugu, to je m = —, a kako je na krugu sa centrom u o; i |0y —m| = |o; — b|. Sada je
m

o1m? — (ﬂ —&-ab)m—kol =0.

b
Ovom kvadratnom jednacinom je definisano kako m tako i tacka b, pa je prema Vietovim formulama b+ m = i—lb + b, tj.
01
) 2a+b
o a+2b

. . . . . b+ . .
Ostaje jos da dokazemo da su tacke a, m i srediste duzi be, §to je prema T6.1 tacka ?c, kolinearne. Po T1.2 dovoljno je
dokazati da je

b+c
ai J—

LA s [ ——
— b+ec a—m
a —

2

Sto se lako proverava.

_ 1 1 1
48. Neka je krug k jedini¢ni i neka je b = 1. Tada jea = —1ikako je p € k, to jep = —. Po T2.4 imamo da je g = 3 (er 7>,
p D

-1
apo T6.1daje f = = . Dalje, kako je ¢ na krugu sa centrom u p i polupre¢nikom jednakim |p — g|, to
je |p — q|l = |p — ¢|, odnosno kvadriranjem
P—a)p —q)=(—0)p —c).
, -1 , 1 1 3
Kako jece k,tojec = —. Kakojep—q= i(p — f), lako dobijamo
c p

dpc? — (p* +6p® + Ve + 4p® = 0.
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Primetimo da smo dobili kvadratnu jednacinu za c¢. Kako tacka d zadovoljava iste uslove koje smo koristili za pronalazenje
tacke ¢, to je tacka d drugo resenje ove kvadratne jednacine. Sada je iz Vietovih formula
p*+6p* + 1 9

c—&—d:T, cd =p~.

_ d— Yrep’+1—4
Kako je tacka g na tetivi cd, to je prema T2.2 g = et g _ POt b9

cd 4p?
— —d
;q f = 770 — = cd = p?. Resavanjem ovog sistema dobijamo
g—f c—d

, a kako je gf L cd, to je prema T1.3 i

PP 43P —p+1

4p
. . . . . a—g a—p ..
Potreban i dovoljan uslov za kolinearnost tacaka a,p,g je prema T1.2 ——= = —— = p. Ovo lako sledi iz a — g =
a—g a—p
3 3 2, .3
3 3p+1 — - 1+4+3p+3 _ d—
PP A op i konjugovanjem a — g = R e i . Kako je e na tetivi cd to je prema T2.21ie = crd-g _
4p 4p? cd
4 2
6 1-4 —b _
Pt p4—|; pe , a kako je pe L ab, to je prema T1.31 = P _ f 3 = —1, odnosno e =p + % — e. Izjednacavanjem
p -p a —
3 1 -1 - 1 21
dobijamo e = p4—|— . Kaukojep—q:p2 p 2(6 q),toje le — p| = |e — q|]. Dalje, kakojeg—e:p 1 iz
p

Ip| =1, to jei|e —q|] = |g — €|, §to zavr3ava nas dokaz

49. Neka je krug nad prec¢nikom bc jedini¢éni i neka je b = —1. Tada je po T6.1 b+ ¢ =0, tj. ¢ =1, i koordinatni pocetak je
| — -0
sredi§te duzi be. Kako je p na jedinicnom krugu, to je p = —, a kako je pa L p0, to je prema T1.3 27P _ —? 5 = —p.
p a—p p =

Sada je sredivanjem
ap® —2p+a=0.

Kako je ovom kvadratnom jednac¢inom definisano kako p tako i ¢, to je prema Vietovim formulama

2

pte==, pg=
a

TS

+q— h’ 2—ah
Neka je tacka h' presek normale iz a na be i prave pg. Kako je A’ na tetivi pg, to je prema T2.2 b/ = pra .

pq a
—h b— — _
Dalje, kako je ah L be, to je prema T1.3 i fL > = ~3 f = —1,tj. h =a+a — h. Sada se izjednacavanjem dobija
a — —c

— 2
h— aa + a?
a—a
h—
Da bismo dokaz zavrsili dovoljno je dokazati da je h' = h, tj. da je ch L ab, $to je prema T1.3 ekvivalentno sa = f =
—c
—-b a 22— a 1 a —2
7:1 —. Poslednje jednostavno sledi iz h — 1 = aa ta = ata _ (a+1)( —i;a ) ia—b= a+ 1, prostim
a—>b a—a a—a
konjugovanjem.

50. Neka je presek dijagonala pravougaonika koordinatni pocetak i neka je prava ab paralelna realnoj osi. Tada je po T6.1

c+a=0id+b=0,ic=0bid=a. Kako su tacka p,a,0 kolinearne, to je prema T12i 2 -2

—, tj. p = ——p. Neka je
P a a
@ = Zdpb = Zpbc. Prema T1.4 je

G“
S

c—p Z-wafp c—

_ Ll _ = :€i2ap
c—p b—p

p—b ¢ —

)

p—
p =

=l

odnosno mnozenjem ovih jednakosti, i izrazavanjem preko a i b

p+b _ alp—b)°
bp+a®  (bp—a2)?

Zapisivanjem u obliku polinoma dobijamo
(b% — ab)p® + p*(b® — 2a2b — a® + 2ab?) + p(a* — 2a%b? — ab® + 2a°b) + a*b — a®b? =

= (b—a)(bp® + (a® + 3ab + v*)p* — ap(a® + 3ab + b*) — ab) = 0.

I



Primetimo da je jedna tacka p koja zadovoljava uslov jednakosti datih uglova i tacka a, pa je a i jedna nula datog polinoma.
Znagéi p je nula i polinoma koji se dobija deljenjem prethodnog sa p — a, tj. bp? + (a? + 3ab + b*)p + a?b = 0. Odredimo sada
i|p—0b|:|p—c|. Iz prethodne jednagine je bp? + a%b = —(a® + 3ab + b?), pa je

PB* (p=b)(p —b) _bp*—(a®+b*)p+a®h _ —2(a®+ b +2ab) _
PC? (p—c)(p—¢)  bp?+2abp+a®  —(a®+02+2ab) 7

tj. trazeni odnos je v/2: 1.

51. Neka je prvo Cetvorougao abced tetivan i neka je njegov opisani krug jedini¢ni. Ako je Zabd = ¢ i Zbda = 6 prema T1.4
kvadriranjem imamo

d=b _masb  e=b_ ap=b

d—b a-b c—b p—b’

c—d oo D—d b—d o0 @ —d

c_d 5-d b-4d @ d

. . b _ bd — pd _
Iz prve od ovih jednakosti je ezz“"%, a iz cetvrte €2 = ~. Sada iz druge dobijamo p = WTP, a iz treée p =
a abe
bd — pb
u. Izjednacavanjem dobijamo
acd
_ac+bd
b+d
Potrebno je dokazati da je [a —p|*> = (a —p)(a —p) =|c—p|* = (¢ —p)(c —p), $to sledi iz
g ab+ ad — ac — bd P cd + bc — bd — ac o bc + cd — ac — bd - ad + ab — bd — ac
P= btd ’ b= ray b= btd ’ P =T+ d)
Neka je sada |a — p| = |¢ — p|. Pretpostavimo da je krug opisani oko trougla abc jedini¢ni. Tada kvadriranjem prethodne
jednakosti dobijamo ap + b _ cp + ]27 tj. (a—c)(p — £) =0. Znacip = P Neka je d na tetivi d’c kruga. Tada je prema
a c ac ac
- d—d
T2.2d = H—T Kako je po uslovu zadatka Zdba = Zcbp = ¢ i Zadb = Zpdc = 6, to je kvadriranjem u T1.4
¢
a=b _med=b  p=b _ ppe=b bod | ppa-d  e—d mep—d
a—b d—b p—>b c—b b—d a—d c—d p—d
Mnozenjem prve dve jednakosti dobijamo
— — —bd-0»
f — =ab’c= Lj
a—bc— p—bd—-0>
Sredivanjem dobijamo B
ac+bd — blacd +b)  bdd + acd’ — abd' — abc + abd — b*d’
a d—b2d B cd'd — b2d’ + b2d — b2c '
d— —d
Kako su tacke d, ¢, d’ kolinearne, to je prema T1.2 = f = ,C = = —cd’, pa mnozenjem trece i éetvrte jednakosti dobijamo
—c -

(—cd')(d—a)(d —=b)(d —p) = (d —a)(d—b)(d—p) =0.

Zamenom vrednosti za p dobijamo jedan polinom f po d. On je ocigledno najvise Cetvrtog stepena, a posmatranjem
koeficijenta uz d* levog i desnog sabirka dobijamo da je ovaj polinom najvise stepena 3. Jasno je da su dve njegove nule a i
b. Dokazimo da je treda njegova nula d’ i da samim tim mora biti d = d’. Kada je d = d’, tada je
bd'd + acd — abc — b*d’  ac + bd' d? —ac - ,d?—ac d—a J d—b Zb
= a, =——m—=—

= d—p=2""2 T-p=- -2 __
o(d? — 12 bra 0 TP pra P aclb+d) d—a Cd-b

¢ime je nasa tvrdnja dokazana. Znaci d = d’, pa je po izboru tacke d’ ¢etvorougao abed’ tetivan.

52. Iz koncikli¢nosti ¢etvorki tacaka ai,ba, as, b1; az,bs,as,bo; as, by, aq,bs i ag,b1,a1,bs, po T3 imamo da su

ap—az a1—by  ax—az ax—by az—as az—by as—ar ag—by
bz—ag.bz—ln’ b3—a3.b3—b2, b4—a4'b4—b3’ ()1—&1.()1—()47

realni. Proizvod prvog i treéeg, podeljen proizvodom drugog i ¢etvrtog jednak je

ar—ay az—ag by—by by—b3

az —a3z ag—ap bz —by bl—b47
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a; —as a3 — ay .. . ba—b1 by —bs
. realan, pa je i broj "

pa kako su tacke aq,as, as, a4 koncikli¢ne, to je prema teoremi 4 broj

ag —as a4 — aj b3—b2 bl—b4
realan. Sada su po T3 tacke by, bo, b3, by koncikliéne ili kolinearne.
53. Neka je koordinatni pocetak tacka preseka dijagonala palalelograma. Tada je ¢ = —a i d = —b. Kako su trouglovi cde i
fbc sliéni i istoorijentisani to je po T4
c—b e—d
b—f d—c’
b 2 —bc—cd b 2
paje f = cre e eiz . Da bi trouglovi cde i fae bili sli¢ni i istoorijentisani (a samim tim i trouglovi fbc i
e— e
fae), po T4 potrebno je i dovoljno da je
c—d f—a

d—e a-—ce’
Poslednja jednakost sledi iz
be+a%—ea—ab (e—a)(b—a)

fra= e+b - e+b ’
kaoic—d=c+bd—e=—(b+e),c+b=b—a.
54. Neka je p=01iqg = 1. Kako je Zmpg = a, to je prema T1.4 kvadriranjem 47P _ piza 0T g, tj. I _ ei2a Kako
q—p m —p m
je Zpgm = [, to je po istoj teoremi m-e e'28 b4 , . 1= eiwin; Resavanjem ovog sistema (uz koriséenje
m —q p—q’ m —
e?2(@+8+7) = 1) dobijamo
ei2(a+'y) -1
M= "oy _1
1 simetri¢no
ei2(8+7) _q et2(a+p8) _ 1
T T ei28 1 T eiza _ |

Po T4, da bismo dokazali da su trouglovi klm i kpq sli¢ni i istoorijentisani dovoljno je dokazati da je
k-1 k-
L
l—m p—gq

Poslednje sledi iz
ci(2a4+48) _ (2B _ (i(2042B) | (i(2842y) 4 gi2a _ |

k-1 (20 —1)(e??8 — 1)
l—m - ei(2ﬂ+4'y) _ €i2'y _ ei(26+2'\/) + ei(2a+2’y) + eiQB -1
(@ 1)@ 1)
27 1 B2etB) (i(20+47) iy _ gi(2642) | oi2a427) | 20 1) ] _ ei2(ath)

= eiza _ 1 ci2BH4Y) _ ¢i2y _ ¢i(2B427) 4 ¢i2a+2y) 4 gi2B _ | T ei2a 1 —k.

Kako su trouglovi kpgq, qlp, pgm medusobno sli¢ni i istoorijentisani, to su i sva ¢etiri trougla medusobno sli¢na i istoorijentisana.

55. Neka su komplekne koordinate temena i-tog poligona oznacene sa ag ), ag), e ,agf ), redom u pozitivnom smeru. Prema

T6.1 i datoj rekurentnoj konstrukciji imamo da je za svako i i k

D Z 9q®) _ o®

1+k —a;
gde se indeksi uzimaju po modulu n. Nas cilj je da odredimo vrednost az(» ), preko vrednosti a(l), (1 ), ceey a%l). Sledeéi niz
jednakosti
(k+1) (k) (@) (k=1) (k=1) (k=1) (k=1) _ (k—2)
=20 —ap =40 gy — 20 — 20,7 +a =420, ke 14k—2—

k—2 k—2 o2 k—2 k—2 k— 2 (k—2
_az(‘+k+)k—1) - 2(2az(‘+k+)k—2 iy )) - 2(2az('+kf)1+k72 §+k: )1) + 2@( ) —a )=

(k—2) k72) (k— 2)) a2

_ g (k—2) (k—2) (k— 2) (
= 8a =4 g e O ke T o) T2(ay T Fai T T a Ty

z+k+)k 14+k—2
nas navodi na to da je
af? = 25715 (6) — 24725 (6) 4.+ (1) (a),

(2

gde je oznacena s( )( ) suma svi brojeva oblika a; , (), gde je si(j) neki od brojeva koji se dobija kao suma tacno j razlicitih

prirodnih brojeva ne ve¢ih od n. Pri tom je sgk) (i) = a;. Prethodna formula se lako dokazuje indukcijom. Specijalno formula
vazi i za k = n, pa je

ai" =27 (0) = 2 (6) o ()"0 (0):
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Sada je moguée dokazati da je sl(")(z) = sl(") (j), za svako 1 <1 < mn—1, $to je jedan ne toliko tezak zadatak iz teorije brojeva.

Dalje, kako je n prost to jen+n —1+ ...+ 1 deljivo sa n, pa je

n n n— 1 n— 1 n (1 n (1 n— n 1 1
af —af =2 el s =20 (D) =~ = @07 4 (1)) () - o),

§to po T4 zavrsava nas dokaz.

56. Neka je krug opisan oko petougla abecde jediniéni i neka su x,y i z podnozja normala iz a na bec, cd i de, redom. Prema
T2.4 imamo

1 be 1 cd 1 de
x:f(a—l—b—l—c——), y:f(a—l—c—i—d——), z:f(a—l—d—i—e——),
2 a 2 a 2 a
a prema T5H i B
. 71 atb+c—b% a+b4c- 1
S(my2)=i y y 1 =% at+ct+d—% g+c+d-—< 1
Z o
el a+d+e—% a+d+e—4Le 1

Kako se determinanta ne menja oduzimanjem jedne od drugih kolona, to oduzimanjem druge od treée, a zatim i prve od
druge dobijamo

a+b+c—b a—|—b+c—b{ 1 at+bte—te g4btc—Le 1
il d=b)a—c) (d=ba—c i(a—c)(d—1b)(a—d)(e——c) 1 I
S(zyz) = 5 a bed 01= 8 q bed 0
(—cla—a) (-dla-a) Z i .
tj. konaé¢no
_dla—c)(d—=b)la—d)e—c)/ 1 1\ ila—c)(d—0b)(a—d)(e—c)(b—e)
Sleyz) = 8 (acde a abcd) B 8abcde ’

Kako je poslednji izraz simetri¢an po a,b,¢,d i e to i data povrsina ne zavisi od izbora temena (u ovom slucaju a).

S(b — —
57. Neka je krug opisan oko trougla abc jedini¢ni. Kako je (bear) =1- o = a1l I

S(abo) a—a p— (gde je @’ podnozje normale

iz a na bc), data jednakost se svodi na
a—a; b—01 c—qc

2= .
a—a b-=b  c—(
1 b 1 b b)(a —
Prema T2.4 je o’ = 3 <a +b+c— —C), pajea—a’ = 3 (a + 2 b— c) = (Q;M i jednakost se zapisivanjem izraza
a a a
simetri¢nih ovom svodi na
5 _ 2a(a — ay) N 2b(b — by) N 2c(c—c1) _Qa(a —a1)(b—c)+b(b—0b1)(c—a)+clc—ci)la—10)

(a—b)(la—c) (b—a)b—c) (c—a)(c—D) (a=b)(b—c)(c—a) ’

tj. sredivanjem
aay(b—c)+bbi(c—a)+ cci(a—b) = 0.

Po T4 koncikliénosti ta¢aka ay,bq, 1, h (kako o¢igledno nisu kolinearne) ekvivalentna je sa

a; — C1 blfh - alfh blfcl

a —ci by —h a,—hb —c

_ h—
Kako je h ortocentar, to je prema T6.3 h = a + b + ¢, a kako je aa; L bc, to je prema T1.3 i a—a 7 E, tj.
a, —a —C
— b —a? — bby — b . b — 2
a1 = M, odnosno simetriéno by = ae+ % — 57 icp = M. Sliéno je iz a1h 1 bcibih L ac
abc abc abc

a1 —h b—c by —h a—c

—— =———=b, =/ =—-—=——==ac,

a1 —h b—c b1 —h a —C

pa je dovoljno dokazati da je

ala; —c1) _ b(by — 1)
aa; —ccy + (c—a)(a+b+c) bby—cer+(c—b)a+b+c)
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Primetimo da je
a(b—c)a; —a(b—c)e; = =b1b(c — a)a — cey(a — b)a — a(b — ¢)e; = ab(c — a)(e; — by),

pa rezultat sledi konjugovanjem.

1 b 1
58. Neka je krug opisani oko trougla abc jediniéni. Po T2.4 imamo da je d = 3 (a +b+c— a—), e = 3 (a +b+c— %)
c

1 b b
if= i(a +b+c— —C>, apo T6.1 a; = ;Lc (gde je a; srediste stranice be). Kako je ¢ na tetivi ac to je prema T2.2
a

_ — —d _
q = w7 a kako je ¢d || ef po T1.1 imamo g = = eji = —a?. Resavanjem ovog sistema dobijamo

ac q— e —

_ a® + a®b + abc — b2c
N 2ab '
3 2 be — be2 _ b —
Simetri¢no dobijamo r = @’ ta c;— ave—oe . Dalje, kako je p na tetivi bc, po T2.2 imamo p = %, a iz kolinearnosti
ac c
tacaka e, f i p po T1.2 pP—e _ f _ji = —a”. Resavanjem ovog sistema dobijamo
pb—e e —
_a?b+a’c+ab® +ac® —b?’c— b —2abe  b+c  a(b—c)?
b= 2(a? — be) 2 2(a? — be)’
Po T4 dovoljno je dokazati da je S
p—aiq-r _p—ar ¢—r
p—rqg—a p-T q—a

Kako je

a(c — b)(a® + be) a(b — c)? (a® — ) (b?c + abc — a® — a®c) a® +a?b — b%c — ab?
q—r= y P—a1 =555~ DP—T= 3 y ¢g— a1 =

2abe 2(a? — be) 2ac(a® — be) 2ab

to trazeno dobijamo konjugovanjem.

59. Neke je prvo O centar opisanog kruga trougla abc i dokazimo da je O i centar upisanog kruga trougla abc. Neka je

b b
krug opisan oko trougla abc jediniéni. Po T6.1 imamo da je ¢; = at , by = ate ia; = + C. Neka su kq, ko, k3 dati
krugovi sa centrima u ay,by i ¢;. Neka je ky Nka = {k, 0}, ko Nk3 = {m, 0} i k3N k1 = {l,0}. Tada je a1 — k| = |a1 — o,
|by — k| = |b1 — 0|, pa je kvadriranjem (a; —k)(a; — k) = a1a1 1 (by —k)(by — k) = b1b1 . ReSavanjem ovog sistema dobijamo
b - (a+c)(b+c)
B 2c '
b b b —k , —k
Simetriéno je | = btola+b) im = w. Neka je Zmko = p. Po T1.4 imamo da je 2-F 67'2@1177,
2b 2a o—k m —k
. b(a? — c?) . . . o a o )
pa kako je k — m = Y to konjugovanjem dobijamo e**¥ = —3 Ukoliko je Zokl = 1, to je takode po T1.4
—k o | — K .
,07% = ezwﬁ, pajeie¥ = f%. Sada je ¢ = ¢ ili p = ¢ £ 7, pa kako je drugi od uslova nemogué (zasto?), to je
o — _

@ = 1. Sada je jasno da je o i centar upisanog kruga trougla kim.
Neka je u drugom delu zadatka krug upisan u trougao klm jedini¢ni i neka dodiruje stranice ki, km,Im u tackama u, v, w,

redom. Po T7.1 imamo da je
2uv 2uw 20w

utv’ w+u’ v+w’

Neka je a1 centar kruga opisanog oko trougla kol. Tada je po T9.2

Kl(k —1) 2uvw
a1 = — — =
YU kuto)(utw)
. . 2uvw . 2uvw . . L .
i simetriéno by = —————— 1¢; = —————— (b1 i ¢; su centri krugova opisanih oko trouglova kom i mol, redom).

(u+v)(v+ w)
Sada je po T6.1

(w~+ u)(w + v)

a+b=2c;, b+c=2a;, a-+c=2by,
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tj. reSavanjem ovog sistema a = by + ¢ —ay, b=a1 +c1 — by ic=a—1+ by —c;. Da bismo dokaz zavrsili dovoljno je

_ —b by —
dokazati da je ab L oc; (ostalo se dokazuje simetri¢no), tj. po T1.3 da je a-° _ —f‘ - =t ai Poslednje lako
i1 —O a—>b by —ai
sledi iz
2uvw(u — v)
b1 —a; = )
(u+v)(v+w)(w+u)
konjugovanjem.

60. Neka su b i ¢ centri krugova ky i ko, redom i neka je pri tome bc realna osa. Ako se tacke my i my kreéu u istom smeru,
po T1.4, za tacke mq i mo vazi ‘ ‘

my —b=(a—"b)e'¥, mg—c=(a—c)e'?.
Ako je trazena tacka w mora biti |w — m1| = |w — ma|, odnosno kvadriranjem (w —my)(w —my) = (w — ma)(w —ma). Iz

poslednjeg je o o -
mimi — mame —w(my —ma)

a:
my1p — Mo

Sredivanjem dobija (uz korigéenje b = bi ¢ = c i oznaku ¥ = z)

w(l—2)=20b+c¢c)—a—a+az+az —(b+c)(z+2)—(1—2)w.

-1
Kako je z = —, to je
z
b+c—a—-w)z>—20b+c)—a—a —w—-w)z+btc—a —w=0.
Poslednji polinom treba biti identicki jednak 0, pa svaki njegov koeficijent treba biti jednak 0, tj. w = b+c—a. Iz prethodnih

relacija zaklju¢ujemo da data tacka zadovoljava uslove zadatka.
Zadatak se gotovo identi¢no reSava u slucaju suprotnog smera okretanja.

61. Neka je ~ jedini¢ni krug i neka je a = —1. Tada je b =1, kao i ¢ = 1+ 2i, d = —1 + 2i. Dalje, kako su tacke n,b,p
kolinearne, to je po T1.2

a—p a—m
—= = ——==—am=m,
a—p a-—m
. . .- pt+tl—-m y . o . . .
pa je sredivanjem p = ———  (1). Takode kako su tacke c, d, p kolinearne to po istoj teoremi dobijamo da je
— —d
fon_ctd g,
c—n  c¢c—d
pa je p = p — 4i. Uporedivanjem sa (1) dobijamo p = 4i - _moy Dalje, kako su i tacke b, n, p kolinearne to je i
p—1 1—n
—_— = = - =N,
p—1 1 —n
tj. sredivanjem
~om(1—2i) -1
24+ 1-m

Neka je sada ¢’ tacka preseka kruga ~y i prave dm. Ukoliko pokazemo da su tacke ¢, n, c kolinearne, tada ée biti q= q i
q € v, pa ¢e prvi deo zadatka biti dokazan. Nadimo zato koordinatu tacke ¢’. Kako je ¢’ na jediniénom krugu, to je ¢'¢’ =1,
a kako su d, m, ¢’ kolinearne, to je prema T1.2

d—m ¢ —m ,

= ==—— = —¢m,

d—m ¢ —m
pa je posle sredivanja

;o m+1—2
 om(142i)+ 1
— — —-1-2i

Da bi tacke ¢',n, c bile kolinearne dovoljno je da je g4-c_n-4q9 _ —ngq, tj. n = d ! , §to se lako proverava.

qg—c n—q (@ —1+2i)q
Ovim je prvi deo zadatka dokaz.
Predimo na dokazivanje drugog dela. Primetimo da je trazena jednakost ekvivalentna sa |[¢ —a|-|p—c| = |d—p|-|b—q|.

Medutim iz prethodno sracunatih brednosti za p i ¢, lako dobijamo da je

m+1

m(l+i)+1—14
m(l+ 2i) + 1

m(1+2i) + 1

|qa|2\ ',pca ,
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1) 4141

m(i
b—q| =2
, [b—4q| ‘ — ;

1
Id*p|—2 mE ‘

i kako je —i((i — 1)m 4+ 1+44) = m(1 +14) + 1 — ¢, trazena jednakost oc¢igledno vazi.
62. Ovde postoje mnoge mogucénosti za odabir jedini¢nog kruga. Kao sto ¢e se i videti u reSenju najpovoljnije je uzeti da je
krug opisan oko beb’c¢’ jediniéni (ukoliko probate malo sa preostalim krugovima, ubrzo ¢ete videti da je ovo najbolje resenje).

bbl AN / b bl
(e Zb)’ CC/( + ) Dalje, kako je bh L ¢b’ i ch L bc’, to prema
—cc

Po T2.5 imamo da za tacku z (presek b’ i cc’) vazi x =

T1.3 dobijamo sledece dve jednacine

,b ﬁ —El_f:b’c, - ﬁ P_i/:bc’.
b—nh v —c c—h b—¢
—  bh—b 4V — h —c2 + b
Iz prve je h = #, a iz druge h = w, odnosno izjednacavanjem
bb'c bec
b Ve (b—c)+ b — b c?

bc —be

be(b) — ') + b2 — be'?

Yo b . U zadatku je dovoljno dokazati da su tacke h,h’ i x, tj. prema T1.2

Simetri¢no je i b’ =

Poslednje sledi iz

be() =)+ (b—c)+bd(b—C)+Vcl —c) (b+b —c—)(bd +bc)

h—h' = =
bc’ —b'c b’ —b'c ’
b b2b/20/ + b3b/c/ + b/c2 /2 + b/ _ beICC/ _ b2b/cl2 _ bb/CQC/ _ b/2c2c/ _ b/c/(bQ _ 02)(b/ + b—c— C/)
B (b’ — b’c) (b — cc’) B (b —bc)(bY —cc!)
konjugovanjem.

63. Iz elementarne geometije je poznato da je i Znca = Zmcb (ovakve tacke m i n se nazivaju izogonalno spregnute). Neka
je Zmab = «, Zabm = 31 Zmca = 7. Prema T1.4 imamo da je

a—>b a—-m a—n

ioy i a—c b—c¢ T b—n b—m Y b—a

a—b] ~ Ja—ml Ja—n] " Ja—d o—c © p—n] o—m| * Jp—al’

c—a . c—n c—m ;. c—b

e—al = Je=nl" Je=m| Je—p[’

P AM-AN BM-BN CM-CN (m-—a)(n—a) (m-=0b(n->b (m—c)n—c)

AB-AC T BA-BC T CACB  (a—Wa-0 @ Gb-—a)b—0 @ (c—a)c=b)

Poslednji izraz je uvek jednak 1, Sto zavrSava nas dokaz.

64. Neka je LZA=a,/B=03,/C=~,4D =6/FE =¢i /F = . Po T1.4 imamo da je
b—c g b—a d—e Z(;dfc f—a i f—e

= e s =€ .
b~ b—al” Jd—el " |d—c| |f—al |f —el

Mnozenjem ovih jednakosti i koriséenjem uslova zadatka (po uslovu zadatka je i e?(®+9+%) = 1) dobijamo
(b—c)d—e)(f—a)=(b—a)(d—c)(f—e).

Odavde se odmah moze zakljuciti da vazi i
(b—c)(a—e)(f —d) = (c—a)(le— f)(d—D),

pa rezultat sledi stavljanjem modula u poslednji izraz.

65. Primenimo prvo inverziju u odnosu na krug w. Njom tacke a,b,c, e, z ostaju neprekidne, a tacka d se slika u presek
pravih ae i bec, neka je to s. Takode krug opisan oko trougla azd slika se u krug opisan oko trougla azs, a prava bd u pravu
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bd, pa je dovoljno dokazati da je bd tangenta na krug opisan oko azs. Poslednje je ekvivalentno sa az L sz.

Neka je krug w jedinicni i neka je b = 1. Tada je prema T6.1 ¢ = —1, a takode jei e = a = —. Prema istoj teoremi je i
a
_ 2
s = ata _a i . Kako je eb L az, to je prema T1.3
2 2a
-z e—b
a—- e—b a
— l4a-— P+at+a—1
a kako je tacka x i na tetivi eb, to je prema T2.2 iz = y. Resavanjem ovog sistema dobijamo x = %.
a

Dalje, kako je y srediste duzi ax, to je prema T6.1

at+z 3 +a’+a—1
2 4a2 ’

Sada kako su tacke b, y, z kolinearne i z na jedini¢énom krugu to je prema T1.2 1 T2.1

b—y b—z
- = = — = —Z.
b—y b —z
. . 1+ 3a? . o o .
Sredivanjem dobijamo z = W Da bismo dokazali da je az L zs, prema T1.3 dovoljno je dokazati da je
a?)a
a—z  S—
=—==-z—
Poslednje sledi iz
a* -1 a* —2a% +1
a—2=——>, S—2=——"—F—,
a(3+a2)’ 2a(3 + a?)

konjugovanjem.

66. Pretpostavimo prvo da se ortocentri datih trouglova poklapaju. Neka je krug opisan oko trougla abc jedini¢ni. Po
T6.3 je h = a + b+ c. Takode, neka se rotacijom oko tacke h za ugao w, u negativhom smeru, tacka a; prevodi u tacku
ay takvu da su aj,a} i h kolinearne i neka se pri istoj rotaciji by slika u b}, a ¢; u ¢j. Kako su trouglovi abc i aibicy
sli¢éno i istorijentisani, to su i tacke b,b}, h i tacke c,ci, h kolinearne i afd] || ab (i slitno za bic} i cja}). Sada je prema
T1.4 e“(a} — h) = (a1 — h) (jer je rotacija u negativhom smeru), a kako su tacke a,a},h kolinearne, to je prema T1.2
ay —

= A € R. Znaéi a; = h + Xe™(a — h) i analogno
a—

by =h+Xe“(b—h), c1=h+X“(c—h).

_ b —
Dalje, kako je tacka a; na tetivi bc jedini¢nog kruga, to je prema T2.2 a; = %. S druge strane konjugovanjem
_ c
a —

eiw

prethodno dobijenog izraza za a; dobijamo a; = h + A . Resavanjem ovog sistema po A dobijamo

e (a(a+b+c)+be)

A= a(b+ c)(ei + 1)

(1)
Kako A ravnopravno ucestvuje i u formulama za b; to mora biti i

e (b(a+b+c)+ ac)

A Tt @ 1 1)

(2)

Izjednacavanjem (1) i (2) dobijamo

abla+c)(a+b+c)+b%c(a+c)—ab(b+c)(a+b+c) —a’c(b+c) = (a—b)(ab(a+b+c) — abc — ac® — bc®) = (a® —b?)(ab— c?).
Kako je a? # b2, to mora biti ab = ¢?. Dokazimo da je ovo potreban uslov da bi trougao abc bio jednakostranic¢an, tj. da bi

(a—c? (a-b)?° _
ac ab

|a—b| = |a—c|. Kvadriranjem poslednjeg dobijamo da je trougao jednakostranican ako i samo ako je 0 =
(b—c)(a® —bc)

5 , pa kako je b # ¢, to je ovaj deo zadatka zavrSen.
abc
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Neka se sada centri upisanih krugova datih trouglova poklapaju. Neka je krug upisan u trougao abc jedinic¢ni i neka su d, e, f
dodiri tog kruga sa stranicama ab, bc, ca, redom. Sli¢no kao u prethodnom delu zadatka nalazimo da je

ay =i+ Xe“(a—i), by =i+A“b—1i), c1 =i+ “(c—i).

_ 27
Uz uslov i = 0 iz T2.3 konjugovanjem imamo a; = W Takode kako su tacke a1, b, ¢ kolinearne, to je a;d L di, pa
e“(e
. ap —d d—1 2 . . . ..
je prema T1.3 —— = —=—— = —d“. ReSavanjem ovog sistema dobijamo
a; —d d—1
N\ dle+ f)
Cd? Fefetw’

Kako A\ podjednako ucestvuje u formulama za a; i by, to mora biti

_e(d+f)
2 4 dfetw’
pa izjednacavanjem dobijamo
o _ _edletrd+f)
flde+ef + fd)

- d
Zbog siemtrije je i €?* = M, pa kako je f? # d?, to mora biti e +d + f = 0. Lako se dokazuje da je u ovom

d(de+ef + fd)
slucaju trougao def jednakostranican, a samim tim i trougao abc.

67. Kako je (a —b)(c—d) + (b—c)(a—d) = (a — ¢)(b— d), to je po nejednakosti trougla |(a — b)(c — d)| + |(b—c)(a — d)| >

|(a — ¢)(b — d)|, §to je upravo zapis trazene nejednakosti u kompleksnim brojevima. Jednakost vazi ako i samo su vektori
(a—b)(c—d), (b—c)(a—d)i(a—c)(c—d) kolinearni. Prva dva od datih vektora su kolinearna ako i samo ako je

(a —b)(c—d)

b—a—d) v

Sto je po T3 uslov da su tacke a, ¢, b, d na jednom krugu. Sli¢no se pokazuje i da su preostala dva vektora kolinearna.

68. Kako je (d—a)(d—b)(a—=b)+(d—=b)(d—c)(b—c)+(d—c)(d—a)(c—a)=(a—b)(b—c)(c—a), tojei|(d—a)ld—
b)(a—b)|+|(d—=b)(d—c)(b—c)|+|(d—c)(d—a)(c—a)| > |[(a—b)(b—c)(c—a)|, pri cemu jednakost vazi ako i samo ako su
vektori (d — a)(d —b)(a —b),(d—b)(d—c)(b—c),(d—c)(d—a)(c—a)i(a—b)(b—c)(c—a) kolinearni. Uslov kolinearnosti
prva dva vektora moze se zapisati i kao

(d—a)(a—Db) _ (d—a)(a —b)

@=cb—c)  (@-e)b—c)

Uzmimo sada da je krug opisan oko trougla abc jedini¢ni. Tada se dati izraz svodi na

2 2
dﬁa—a23—@+a—:dac—c28—@+c—
c c a a

- - d
i posle sredivanja dd (a — ¢) = (a — c)((a +c) (d + o a;c) + 1) ili

a+c
ac

dE:(a—l—c)(a—i-%— )—i—l.

— - d b
Sli¢no, iz kolinearnosti prvog i treceg vektora dobijamo dd = (b+c) (d + e ;_ C) + 1. Oduzimanjem poslednja dva izraza
c c
— d 2 —ab
dobij fb<df— ):O,t'.
obijamo (a — b) i + e j ) -
- ¢ —a
d—— =0.
ab + abc
b? — ac

Sliéno je i d — —

= 0, pa oduzimanjem i sredivanjem dobijamo d = a + b + c¢. Lako se proverava da su za

C
d=a+ b+ c, tj. ortocentar trougla abc, sva cetiri prethodno spomenuta vektora kolinearna.
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ZADACI ZA SAMOSTALAN RAD

Kome nije dosta, evo jos. Mnogi od narednih zadataka su sli¢ni onim prethodno uradenim, ali ima i nekoliko ,tezih” (koji
su smesteni na kraj), koji zahtevaju vise paznje kod odabira poznatih tac¢aka i pre svega vise vremena. Kao i kod resenih
zadataka trudio sam se da §to viSe zadataka bude sa raznih takmicenja u svetu.

1. (Okruzno 2002, 2.raz) U oStrouglom trouglu ABC, B’ i C’ su podnozja visina iz temena B i C redom. Kruznica sa
precnikom AB se¢e pravu CC’ u tackama M i N, a kruznica sa precnikom AC sete pravu BB’ u P i Q. Dokazati da je
cetvorougao M PNQ tetivan.

2. (Izborno 2002) Neka je ABCD cetvourougao kod koga je LA = ZB = ZC. Dokazati da su tacka D, centar opisanog
kruga i ortocentar trougla ABC' kolinearne.

3. (Republicko 2005, 4 raz) U krug k upisan je Sestougao ABCDEF', pri ¢emu su stranice AB, CD i EF jednake poluprecniku
kruga k. Dokazati da sredista preostale tri stranice predstavljaju vrhove jednakostani¢nog trougla.

4. (Amerika 1997) U spoljasnjosti trougla ABC konstruisani su jednakokraki trouglovi BCD,CAFE i ABF sa osnovicama
BC,CA i AB, redom. Dokazati da su normale iz A, B i C' na prave EF, F'D i DFE, redom, konkurentne.

5. Dokazati da je stranica pravilnog devetougla jednaka razlici njegove najveée i najmanje dijagonale.

6. Akosu hy, hs,...,ho, redom rastojanja proizvoljne tacke P kruga k od pravih koje sadrze stranice Ay As, AsAs, ..., Asy Ay
poligona Aj A, ... Ay, upisanog u krug k, dokazati da je hihg---hop_1 = hohy -« hop.

7. Neka su dy,ds,...,d, ratojanja temena A;, Ao, ..., A, pravilnog n-tougla A;As... A, od proizvoljne tacke P koja se
nalazi na manjem luku A; A, kruga opisanog oko tog n-tougla. Dokazati da je
1 1 1 1

dids | dody N ad, T didy

8. Neka je ApgA; ... Ao, pravilan poligon, P tacka na manjem luku AgAs, opisanog kruga i m ceo broj, 0 < m < n. Dokazati
da je

n n
2m—+1 2m—+1
S oPAGt =" pA
k=0 k=1

9. (USA 2000) Neka je ABCD tetivan ¢tvorougao i neka su E i F' podnozja normala iz preseka dijagonala na stranice AB i
CD, redom. Dokazati da je EF normalno na pravu kroz sredista stranica AD i BC.

10. Dokazati da su sredista visina trougla kolinearna ako i samo ako je trougao pravougli.

11. (BMO 1990) Podnozja visina ostrouglog trougla AABC su tacke A;, By i C1. Ako su Ay, By i Co dodirne tacke kruga
upisanog u trougao AA; B1C1, dokazati da se Ojlerove prave trouglova AABC' i AA;ByCs poklapaju.

12. (USA 1993) Neka je ABCD konveksan ¢etvorougao ¢ije su dijagonale AC i BD normalne. Neka je AC U BD = E.
Dokazati da tacke simetri¢ne tacki E u odnosu na prave AB, BC,CD i DA obrazuju tetivan ¢etvorougao.

13. (Indija 1998) Neka su AK, BL,CM visine trougla ABC, a H njegov ortocentar. Neka je P srediste duzi AH. Ako se
BH i MK seku u tacki S, a LP i AM u tacki T, dokazati da je T'S normalno na BC.

14. (Vietnam 1995) Neka su AD, BE i CF visine trougla AABC. Za svako k € R, k # 0, neka su Ay, B; i C takve da je
AA, = kAD, BBy = kBE i CCy = kCF. Nadi sve k takve da za svaki nejednakokraki trougao AABC, trouglovi AABC i
AAB1C1 su sliéni.
15. (Iran 2005) Neka su je ABC trougao i D, E, F tacke na njegovim stranicam BC,CA, AB, redom, takve da je

BD _CE_AF _1-)

DC FEA FB )
gde je A realan broj. Naéi geometrijsko mesto tacaka centara opisanih krugova oko DEF za )\ € R.
16. Neka su H; i Hs podnozja normala iz ortocentra H, trougla ABC|, na simetralu spoljasnjeg, odnosno unutrasnjeg ugla
kod temena C. Dokazati da prava Hy,Hy sadrzi srediSte stranice AB.
17. Dat je ostrougli trougao ABC' i tacka D unutar njega, takva da je ZADB = ZACB+90° i AB-CD = AD - BC. Nadi

AB-CD
AC -BD’
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18. Na krug k su iz tacke A (koja se nalazi u spoljasnjosti datog kruga) konstruisane dve tangente AM i AN i secica koja
sete krug u tackama K i L. Neka je [ proizvoljna prava paralelna sa AM. Neka KM i LM seku pravu | u tackama P i @Q,
redom. Dokazati da prava M N polovi duz PQ.

19. Na starnicama BC,CA i AB trougla ABC date su redom tacke D, E i F takve da je BD = CE = AF. Dokazati da
trouglovi ABC' i DEF imaju isti centar opisanog kruga ako i samo ako je ABC jednakostrani¢an.

20. Neka je dat tetivni ¢etvorougao ABCD. Dokazati da su centri upisanih krugova trouglova ABC, BCD,CDA,DAB
temena pravougaonika.

21. (Indija 1997) Neka je I centar upisanog kruga trougla ABC i neka su D i F sredista stranica AC' i AB, redom. Neka se
prave AB i DI seku u tacki P, a prave AC' i ET u tacki Q). Dokazati da je AP - AQ = AB - AC ako i samo ako je ZA = 60°.

22. Neka je M unutrasnja tacka kvadrata ABCD. Neka su Ay, By, Cy, D1 preseéne tacke pravih AM, BM,CM,DM sa
krugom opisanim oko kvadrata ABC D, redom. Dokazati da je

AlBl . ClDl = A1D1 . BlCl.

23. Neka je ABCD konveksan tetivan ¢etvorougao, F'= ACNBD i E = ADNBC. Ako su M i N sredista stranica AB i

CD, dokazati da je
MN 1 |AB CD

EF 2 |CD AB|
24. (Vijetnam 1994) Tacke A’, B’ i C’ su simetri¢ne tackama A, B i C u odnosu na prave BC,CA i AB, redom. Kakav
mora biti trougao ABC, tako da je A’B’C’ jednakostrani¢an ?

25. Neka je centar krug opisanog oko trougla ABC tacka O, a njegov polupre¢nik jednak R. Upisani krug trougla ABC
dodiruje stranice BC,CA, AB, u tatkama A;, By, i ima poluprecnik r.Neka se prave odredene srediStima stranica AB; i
AC,, BA; i BCy, CA; i CBj seku u tackama Cs, As i By. Dokazati da je centar opisanog kruga trougla A, BoCs tacka O,

a da je njegov polupre¢nik jednak R + g

26. (Indija 1994) Neka je ABCD nejednakokraki trapez kod koga je AB || CD i AB > CD. Neka je ABCD i opisan oko
kruga sa centrom u tacki I, koji dodiruje CD u E. Neka je M srediste stranice AB i neka se M1 i CD seku u tacki F.
Dokazati da je DE = F'C' ako i samo ako je AB = 2CD.

27. (USA 1994) Neka je $setougao ABCDEF upisan u krug, neka je AB = CD = EF i neka su dijagonale AD, BE i CF
. . . . . CP ACH\2

konkurentne. Ako je P presek pravih AD i CE, dokazati da je PE = (@) .

28. (Vijetnam 1999) Neka je ABC trougao. Tacke A’, B’ i C’ su sredista lukova BC,C A i AB, koji ne sadrze A, B odnosno

C, redom. Prave A’B’, B'C’ i C'A’ seku stranice trougla u Sest delova. Dokazati da su ,srednji” delovi jednaki ako i samo

je trougao ABC' jednakostranicni.

29. (IMO 1991, predlog) Neka je u trouglu AABC ugao ZA = 60° i neka je prava [F paralelna sa AC, gde je I centar
upisanog kruga, a F' se nalazi na stranici AB. Tacka P duzi BC je takva da je 3BP = BC. Dokazati da je ZBFP = /B/2.

30. (IMO 1997, predlog) Ugao A je najmanji u trouglu ABC'. Tacke B i C dele opisanu kruznicu trougla na dva luka. Neka
je U unutrasnja tacka luka izmedj u B i C koja ne sadrzi A. Simetrale duzi AB i AC seku pravu AU redom u tackama V i
W. Prave BV i CW seku se u T. Dokazati da je AU =TB + TC.

31. (Vijetnam 1993) Neka je ABCD konveksan ¢etvorougao takav da AB nije paralelno sa CD i AD nije paralelno sa
BC. Tacke P,Q, R i S su izabrane na stranicama AB, BC,CD i DA, redom, tako da je ¢etvorougao PQRS paralelogram.
Odrediti geometrijsko mesto tezista svih ovakvih cetvorouglova PQRS.

32. Upisani krug trougla ABC dodiruje BC,CA, ABu E, F, G redom. Neka su AA;, BB1,CC; odsecci simetrala unutrasnjih
uglova trougla ABC. Neka su K 4, Kg, K¢, redom dodirne tacke drugih tangenti na upisani krug iz tacaka Ay, By, Ci. Neka
su P, @Q, R sredista stranica BC,C A, AB. Dokazati da se PK 4, QKp, RK¢ seku na krugu upisanom u trougao ABC.

33. Neka su I i I, centri upisanog i pripisanog kruga uz stranicu BC trougla ABC'. Neka I1, sete BC' i opisani krug trougla
ABC u Ay i M redom (M je izmedu I, i I)i neka je N srediste onog luka M BA na kom je i C. Neka su S i T preseci pravih
NI i NI, sa krugom opisanim oko ABC. Dokazati da su S,T i A; kolinearne.

34. (Vijetnam 1995) Neka su AD, BE, CF visine trougla ABC, a A’, B', C’ tacke na njima takve da je

AA BB CC'

AD _ BE _CF "

2Q



Odrediti sve vrednosti za k tako da je trougao A’B’C’ slican trouglu ABC.

35. Dat je trougao ABC' i tacka T. Neka su P i @) podnozja normala iz T na prave AB i AC, redom, i neka su Ri S
podnozja normala iz A na prave T'C' i T B, redom. Dokazati da tacka preseka pravih PR i QS lezi na pravoj BC.

36. (APMO 1995) Neka je PQRS tetivan ¢etvorougao takav da prave PQ i RS nisu paralelne. Posmatra se skup svih
krugova koji prolaze kroz P i @ i svih krugova koji prolaze kroz R i S. Odrediti skup A svih tacaka dodira izmedj u krugova
iz ova dva skupa.

37. (Savezno 2003, 3-4 raz) Data je kruznica k i tacka P van nje. Promenljiva prava s koja sadrzi tacku P sece kruznicu k
u tackama A i B. Neka su M i N sredista lukova odredj enih tackama A i B i tacka C na duzi AB, takva da je

PC? = PA- PB.
Dokazati da ugao ZMCN ne zavisi od prave s.

38. (Savezno 2002, 2.raz) Neka su Ag,Aq,...,Ao, tim redom, tacke kruznice, koje je dele na 2k + 1 jednakih lukova. Tacka
Ay je spojena tetivama sa svim ostalim tackama. Tih 2k tetiva dele krug na 2k + 1 delova. Ti delovi su obojeni naizmeni¢no

belom i crnom bojom, tako da je broj belih delova za jedan veéi od broja crnih delova. Dokazati da je crna povrsina vec¢a od
bele.

39. (Vijetnam 2003) Krugovi k1 i k2 se dodiruju u tacki M i polupreénik kruga k; je veéi od polupre¢nika kruga ko. Neka je
A proizvoljna tacka na ko koja nije na pravoj koja spaja centre krugova. B i C su tacke na k; takve da su AB i AC njegove
tangente. Prave BM i CM seku ko ponovo u E i F, redom, a tacka D je presek tangente u A i prave EF. Dokazati da je
geometrijsko mesto tacaka D kada se A pomera po krugu, prava.

40. (Vijetnam 2004) U ravni su dati krugovi k; i ko koji se seku u tackama A i B. Tangente na k; u tackama seku se u tacki
K. Neka je M proizvoljna tacka krugu ki, neka je MAUky = {A, P}, MK Uk = {M,C} 1 CAUEk = {A,Q}. Dokazati
da sredista duzi PQ lezi na pravoj MC i da P@ prolazi kroz fiksnu tacku kada se M pomera po krugu k.

41. (IMO 2004, predlog) Neka je A;As ... A, pravilan n-tougao. Neka su tacke By, Ba, ..., B,_1 odredene na slededi nacin:
e ako jei=1ilii=n—1, tada je B; srediste stranice A;A4;1;
e akojei#1ii#n—115 jepresek A1A; 111 A A;, tada je B; presek simetrala ugla A;S;11 sa A;A;41.

Dokazati da je lAlBlAn + 4141321471 +...+ ZAanflAn = 180°.

69. (Dezargova teorema) Trouglovi su perspektivni u u odnosu na tachku ako i samo ako su perspektivni u odnosu na
pravu.

42. (IMO 1998, predlog) Neka je ABC trougao takav da je ZACB = 2/ABC. Neka je D tacka na duzi BC takva da je
CD =2BD. DuzAD prouzena preko tacke D do tacke E tako da vazi AD = DFE. Dokazati da je

ZECB +180° = 2/EBC.

43. Dat je trougao A;A3A3 i prava p koja prolazi kroz tacku P i sece stranice AsAs, A3A1, A1 As u tackama X1, X5, X3,
redom. Neka A;P sete krug opisani oko Ay AsAs u tacki R;, za ¢ = 1,2,3. Dokazati da se tada X1 R, XoRs, X3R3 seku u
tacki koja pripada opisanom krugu trougla A; A;As.

44. Tatke O i O9 su centri krugova k1 1 ko koji se seku. Neka je A jedna od presecnih tacaka ovih krugova. Dve zajednicke

tangente ovih krugova su konstruisane; BC' i E'F su tetive ovih krugova sa krajevima u dodirnim tackama (C' i F' su udaljenije
od A), M i N su sredista duzi BC i EF. Dokazati da je ZO1AOy = ZM AN =2/CAF.

45. (BMO 2002) Dva kruga razli¢itih polupreénika seku se u tackama A i B. Zajednicke tangente ovih krugova su M N i
ST redom. Dokazati da ortocentri trouglova AAMN, AAST, ABMN i ABST grade pravougaonik.

46. (IMO 2004, predlog) Dat je tetivan ¢etvorougao ABC'D. Prave AD i BC se seku u tacki E, gde je C izmedu B i E,
dijagonale AC' i BD se seku u tacki F'. Neka je M srediste CD, i neka je N # M tacka na krugu opisanom oko trougla
ABM takva da je AN/BN = AM/BM. Dokazati da su tacke F, F, N kolinearne.

47. (IMO 1994, predlog) Preénik polukruga I' nalazi se na pravoj I. Neka su C' i D tacke na I'. Tangente na I' u tackama
C'i D seku pravu [ redom u tackama B i A takvim da je centar polukruga izmedu njih. Neka je E tacka preseka pravih AC
i BD, a F podnozje normale iz F na [. Dokazati da je EF simetrala ugla ZC'FD.
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