IlonmaTHa y MaremMaTn4ykoj TMHa3Uju
Baamuvup Baaruh, 2005.

1. a) IIa au nocroju rpa¢ ca 6 yBopoBa uuju cy cremenu 2,2,3,3,4,57

6) a mu mocroju rpad ca 5 usoposa uuju cy crenenu 0,1,2,3,47

B) Jla nu nocroju rpad ca 6 ysopoBa uuju cy cremnenu 2,3,3,4,4,47

B) Jla nu moctoju rpad ca 7 yBopoBa umju cy crenenu 6,3,3,3,3,3,37

Y KOJVKO je OArOBOP MOTBPAAH OLPEINTU CBE HEM30MOpGHE rpadoBe KOjU UCIYHABAjy YCIOBE 33 TaTKA.
Ia g Ty rpadoBu canpske XamuiaToHoB u OjaepoB myT, OZHOCHO KOHTYDY?

2. Ucnuraru na nu cy caenehu rpadosu mzoMopdHM.
Ha nu cy oHu miaHapHU?

3. Omucatu rpadoBe KOJ KOjUX je CTENEeH CBAKOI YBOpa Mamu o1 3.

4. Jlorasarm na cy caenehe kapakrepusamuje crabiaa eksusasentre (G je rpad ca n usoposa):

a) G je nosesan rpad U HE CAIPKU MUKIYCE;

6) G je mosesan rpad n uma n — 1 rpamny;

B) G He caap:ku nmkayce u uma 1 — 1 rpany;

r) 3a cBaku map usoposa u,v € V(G) nocroju tauno jenam myT usmeby u u vy G

n) G He caup:ku IUKIYCe, aJli Kala J0JaMO MIPOU3BOJLHY IpaHy H00ujaMo rpad Koju caJpiKu TaAYHO jeJaH IUKIYC.

b) G je momesan rpad, anu Kama U3GAUMO TPOU3BOJLHY TDaHy JNOOUjaMO HEMOBE3aH rpad.

5. Koucrpyucartu perynapan rpad crenena 3 ca 2n usoposa (N = 3) xoju HeMa TpOyTioBa (KOHTypa Iy:KUHE 3).

6. Oapemuru 6poj HEM30OMOPHUX, KAO U YKyIaH O6poj pasanumyhux crabasa rpadoBa ca CIUKe.

7. Beusa xyhia y geBOM Kpuily UMa PACIOpen IPOCTOPUja KAao Ha cauiu (UYBOPOBU Cy HPOCTOPUje, a TPAHE Bpara).
Bun Knunton u3 cBor kadbuuera kpehe y morpary 3a ceKpeTapuiioM.

a) Ila nmu moxke na obube cBe mpocropuje TaYHO jenaHIyT?

6) Ila au Moxke ma obube cBe mpocTOpUje TAYHO jeNAHNIYT U Oa ce BpaTH y CBOj KabuHeT?

8. Ha maxosckoj Tabmu mumensuja a) b X4; ©6) 4 X4 y nomem geBOM yrily Hasuasn ce CKakad. Jla jau ckakau

MOske ma obmbhe cBa moJba MAaxXOBCKe Tabjie TAYHO jemaHIryT?

9. Kpaum Illonrabounra je nmao 4 cuna, 10 o1 HEroBUX MyIIKUX TOTOMAaKa Cy UMAJU IO 3 CUHA CBAKU, 15 OJ HE€rOBUX
MYIIKAX MOTOMAKA Cy UMAJM N0 2 CUHA CBaKW, AOK Cy CBU OCTAJM yMpJju Oe3 meme. AKO je MO3HATO Ha Kpadb

[ITorraGoura HUje MMAO KEHCKUAX MTOTOMAaKAa, KOJIUKO je YKYIHO MYIIKMX MOTOMAaKa MMAO OBAaj KpPaJb?!

10. (I. pasped, A u b xamezopuja, Penybauuxo 2003) Csako ox 20 jpyau majbe HEKO] HECETOPULU O OCTAJUX IO
jemumo mucmo. JlokasaTu ma mocToje nBe ocobe Koje Cy jemHa APYyroj MOCJaje MUCMO.

11. (1. paspeod, Casesno 1990) lap sxeau ma carpaau asoparn y kojeMm he ouru 1990 coba y jemHom HUBOY, TAKO Ia
Baske ciaenehu ycioBu:

1. Bpoj BpaTa Ha cBakoj codbu je 0, 1 mmm 2.

2. Nameby cBake mBe cobGe cy HajBumie jenHa BpaTa, a U3 CBake cobe Ha yJWIly BOJE HAjBUIIE jeTHA BPATA.

3. Bpoj Bpara npema yaunu jennak je 19, a 6poj coba ca jemrum Bpatuma je 90.

Ila nu je moryhe carpaautu takas gsopar?



12. (4. paspeod, Casesno 1976) T'panm mMma KBaIpaTHY MPeXy ca M ~ XOPU3OHTAJI-

aux” u N "BepruranHux’ yiauna (Bugety cauky). Kouuka je HajMama IysKuAHA

nesa Mpesxke Koju Tpeba achasTupaTy TaKO Aa Ce Ol CBaKe PACKPCHUIE OO0 Omio

Koje mapyre Mo:ke nohwu acgaaroMm?

13. (1. paspeo, Hoxpajurcko 1990, Kocoso) Moxke nu ce jeqHUM MOTE30M HANPTATH (QUIypPa ca CIUKe?

14. (2. paspeo, Casesno 2004) Pasrosapanu cy 6apon Munxaysen u maremarudap. Bapon Munxay3eH je perao na
ce y 1eroBoj 3eMJbU M3 CBAKOT Ipajia MOMKe IIyTeM cTuhun y 6mito koju apyru rpana. [Ipu Tome, ako ce u3 TpOU3BOJHHOT
rpaja myTyje IO 3eMJbU IPOU3BOJBHUM IIyTEM IO MOBPATKA y Taj I'pal, OHma ce npobhe Kpo3 HemapaH OpPOj yCIyTHUX
rpamoBa. MaremaTuuap je mUTa0 KOJUKO IMyTa ce Opoju rpam, ako ce Buime myTa npobe Kpo3 mera. bBapon je
OArOBOPUO Ja C€ TAKaB I'pal OPOjU OHOJMKO IyTa KOJMKO IMyTa ce npobhe kpo3 mera. Ocum tora, bapon Muuxaysen
je momao ma W3 CBAKOT Ipaja y HeroBoj 3eMJbU MOJIa3U jeTHaK OpOoj MyTeBa, OCUM M3 HEerOBOI POJHOT Ipaja U3 Kora

moja3u Mamu Opoj myreBa. Ha To je marematuuap perao na 6apon Mwuuxaysen mdaske. Kako je To 3akmyuno?

15. (2. pasped, npobrno maxmuuemwe na npunpemama 3o Casesno 1995) Ha nsopy rpasma Aprypa cakynuio ce M
BUTE30Ba, NPU UeMy CBakM On Bux, mMebhy ocramum, mma majsume n — 1 mempujarema. [lokazatu ma Mepoum,
CaBETHUK Kpasba ApTypa, MOKe [a PaAcHopemy BUTE30BE 3a OKPYTJIM CTO TAKO Ha Cy CBaKa IBa CyCena MPUjATELU.
(IIpujaTresCTBO U HENPUjATEIHLCTBO CY CUMETPUYHU. )

16. (2. paspeod, Casesno 1984) Y meroj mp:xasu usmeDy cBaka OBa Ipala MOCTOjU jeAHOCMEDHA ABUOHCKA JIMHU)A.
IokazaTu ma moCcTOju Ipaj U3 KOjer ce y CBaKM APYTU T'Paj MO:Ke CTUNU aBMOHOM Ca HAjBUIIE jeIHUM MPECceIarheM.

17. (3. paspeo, Penybauuxo 1983, buX ) Ha jemHoM TakMUYeny CBaKU YUYECHUK Ce OODU Ca CBAKUM U HUjenHa Gopba
ce He 3aBpmaBa Hepemeno. Jlokazaru na mMeDy TakMuUapuma DOCTOjU TAKAB KOjU e IPO3BATU CBE yUYECHUKE, OCUM
cebe, Kama MPO30Be CBE yUECHUKE Koje je mobenmo, Kao U CBe ydeCHUKe Koju cy mobebhenu om oHux kKoje je mobenuo.

18. (4. pasped, Penybauurxo 1974) Y np:xasu 3aspsnamuju uma N rpamoBa. Tpeba ux moBe3aTu TereGOHCKUM
JIMHUjaMa TaKo [a OyAy UCIYH.eHU YyCJIOBU:

1. cBaka smHUja TOBe3yje OBa I'Pajla;

2. nMma ykymHO N — 1 juHUja;

3. U3 CBAKOr OJ TUX N IPANOBA Ce MOKe (IUPEKTHO MU He) PasroBapaTU ca OMIIO KOJUM APYTUM T'PAIOM.

Ha ronmko ce TO HAUMHA MOKE YUMHUTU!

19. (4. pasped, Onwmuncko 1983) Caku rpan y HEKO] OP/KABU je MOBE3aH NUPEKTHUM ABUOHCKUM JIMHUjaMa Ca TPU
npyra rpama. V3 cBakor rpama Moske ce oTuhu y Omiyio KOju ApYru rpal ca HAJBUIIE jeIHUM IpecenameM. KRoauko

HajBUIIE MOKE OWTU IpPagoBa y TOj APKABU!

20. (4. pasped, Casesno 1972) Konuru je makcumasian 6poj mepMyTalyja Ol 1 €JeMeHATa TAKBUX & Cy CBAaKa IBa
eJleMeHTa CyCeIHa y HAjBUINE jeTHOj O mepMyTarmja’



Pemema

6. a) Y oBom 3amarky hemo pemmru onmruju npobreM—ymecTo 3a rpad Kog ca ciamke, 3amarax hemo pemmrn
3a kKoMIuleTaH Gunmapruthu rpad Ko ,. Usopose y mery ca 2 uBopa osmaumhiemo ca a u b, a yBopoBe y neimy ca n
uBopoBa ca 1,2,...,n.

Y mpousBomHOM pazamumbyhiem crabay 1 4BOopoBU @ u b cHojeHM Cy TAYHO jeqHUM IIyTeM: 300T TOra MOCTOjU
TauHo jenan usop i Tako Aa ctabmso T canpswu rpame {a,i} u {b,i}. 3a cpaku usop j € {1,...,i—1,i+1,...,n}
BaKU Ja Ce TA4HO jenHa on rpana {a,j}, {b,j} mamasu y T. Hera je kp 6poj oHumx uBopoBa j 3a Koje ce rpana
{a,j} nanasu y T. Tana uma n — 1 — kp usopoBa j 3a koje ce rpana {b,j} nanasu y T.

Kanma tpazumo 6poj HemzoMop¢uux pasammmyhux crabasia, mpuMeTuMo na cy paszamumyha crabma T u T’
m3oMoppHa axo u camo ako je kp = kpr mim kr = n—1—kp/. 360r Tora menszomopduux pazanumyhux crabaaa nma
KOJMKO 1 Moryhux Bpemnoctu 3a k7, Tj. Bpemmoctu 0, 1, ..., [(n —1)/2]. Hbuxos 6poj je crora jemmak [(n+1)/2].

3a n =6 cea 3 = [7/2] nemsomoppra pasamumyha CTa6na cy:

R

Kana Tpaszkumo ykynam 6poj pasamumyhux crabajia, IpuMETHMO ma jeé CBakO paszamumyhie crabmao T ompebherno
u36opoM uBopa i Taksor ma ce obe rpaune {a,i} u {b,i} manaze y T u 3a cBaku o] IPEOCTAIUX YBOPOBA j U360pOM
na qu ce y ctabay T manasu rpama {a,j} umm {b,j}. 36or Tora je ykynmam Gpoj pasamumyhux crabana jemmak
n-2""1 3an =6 ceux pazamumyhnx crabana nva 2° -6 = 192,

WNnaue, oBaj 6poj cMo Morym aa mobujemo u kopucrteliv Teopemy o marpumnama u crabiauma. AKO y OBy Teopemy

yBpctumo s =t = 1, rana je 6poj cBux paszamumyhux crabana jemHar

2 0 0o ... 0 -1
0 2 0o ... 0 -1
0 0 2 0 -1
t(Kgﬂl) - )
0 0 0 2 -1
-1 -1 -1 -1 n

rae je merepmunanta pexa (n+ 1) x (n+ 1), 1j. t¢(K2,) = Dpy1. Aro merepMmunaHTy OBOr O6aumEa, pema m X m,
pa3BHUjeMO IO MPBOj KOJIOHU, & 3aTUM IIO IPBOj BPCTU KOOUjaMO PEKYPEHTHY jeTHAUUHY

Dy =2Dyp—1 — 2™72,  v3 nouersu yenos Dy = 2n — 1

u meno pememe je Dy, = 2™72(2n+1—m). 3am = n+ 1 nobujamo xa je 6poj cBux pasammmyhux crabamna rpadpa
Ky, jennak
t(szn) = Dn+1 = 2”_1 n.

6) Kako je muknomaruuku 6poj osor rpada jemmar V(G) = 11 — 10+ 1 = 2, na 6u nobuam crabiao noTpebHO je
u3banuTy 2 rpaue.
[Tocroje 3 Hemszomopdua pazanumyha crabia:

SNt 4

Kako pazanumyhe crabno mopa na caap:ku cBe Bucehe rpase y rpady, To je 6poj cBux pasanumyhunx cradasa

rpada qz,\ jemHak O6pojy pazanmumyhux crabana rpada IZI , & BUX UMa TAYHO 8:

SR A A




9. Y oBowm 3amatry hemo ropuctutu ciaemehy memy:
Jlema. Heka je T craGao ca n uBoposa, n > 2. 3a npuponan 0poj i, HEKa pP; O3HaAYaBa OPOj YBOPOBA CTEMEHA 1 Yy

crabmy T. Tanma Bamu p1 —p3 —2pg — ... — (N — 3)pp—1 = 2.
n—1
Ioxa3z Jleme. Y npoumssomnom rpady G ca n usoposa, 36up cremena usoposa jemmak je Y dg(v) = Y ip;, a
veEV(G) i=1

n—1 n—1 n—1
ounrienHo Baxku u Yy P; = N. Axo je G crabno, meros 6poj rpama je n — 1, re je Y ip; =2(n —1) =23 p; — 2,
=1 i=1 =1

n—1
wTO Aaje TpaskeHy jemHaxoct » (2 —i)p; = 2, omHocHO Py —p3 —2p4 — ... — (N = 3)pp_1 = 2. O
=1

Hanomena: OBaj 3amaTak ce MOKe MCKOPUCTUTU [a MOKAKEMO Oa y CBaKOM cTabiy ca Gap ABa YBOpa IOCTOje
b6ap mBa nucta, Tj. ma je p1 > 2. Takobhe ommax ciemu na je jenuno crabio ca TadyHo ABa Jjucrta, nyt P, (p1 =2, a
Ps=...=pn1=0).

Cana ce BpaTuUMO Ha 3a1aTak.

Ako mHanpramo pomocioB kpasba [llonrabonre, BuauMo ma OH mpencTaBiba CTABIO y KOMe UBOP KOjU OAroBapa
KpaJby MMa cTeneH 4, MoK YBOP KOju OATroBapa HEKOM KPaJheBOM IMMOTOMKY MMa CTEIEeH 3a jenaH Behu ox 6poja meroBux
CUHOBA: TIO jelHa T'paHa 33 CBAKOT CUHA U jOII jenHa I'paHa 3a HEroBOTr Ola.

Ako cama ca p; 03HAUMMO OPOj UBOPOBA CTENEHA ¢ Y POMOCIOBY, OHIA BUIMMO 1a je ps = 15 upy = 10+ 1 = 11.
Kako pomocios canpsku camo usopose crenena 1, 3 uiau 4, na ocuoBy Jleme umamo nma je py = p3 + 2pg + 2 = 39,
na je 6poj usoposa y crabiay jemmak n = 65, a xkako je Ty pauyHar u kpad lllouraGoura, nobujamMo ma je oH UMao
64 MymKUX TOTOMAaKA.

14. Zoxasamu da ne nocmoju nosesan epad G, k00 Koza cee Konmype uMajy napry OYHCURY U C8U 460POEU UMATY cmenen
T, 0CUM jeOHOZ Y80Pa KOJU UMG CENEH S, Npu wemy je S < T.

IIpso hemo moka3zaru ga ako Cy CBe KOHType rpada HapHe Ny:KUHe Tana je rpad Ouxpomanku (Tj. MOKe ce
obojutu y mse 6oje).

To hemo nmokazatu Tako wro hemo m3Bpmutu epexrusuo Gojeme. IIpomssoman yBop v (Heka je TO Ham YBOD
crenena S) 000juMO UPBEHOM 0OjOM, 3aTUM CBEe HEroBe cycele 0esoM, a cycele Ol OBUX CyCela OIET IPBEHOM
(yromuko Beh Hucy oGojeru upseHoM Gojom) uTa. IIpeTmocTaBuUMO na HE MOMKEMO M3BDIIUTH TPaskeHO Gojeme. Tanma
y mpouecy 0ojema I0Ja3uMMO IO YBOpa W Koju Tpeba obojutu, Ha IprMep OeroMm 60joM, a [a je jemaH Ox HeMy
cycemuux yBopoBa Beh ob6ojen y 6emo. MebhyTum, Taga omx uBopa v BOJe y UYBOP W MABE PA3JIUUUTE MyTalme, O KOjUuxX
jemHa uMma mapas, a Apyra HenapaH Opoj rpana. AKO CIOjUMO OBe ABE IyTame, OHAa J00MjaMO KOHTYPY Ca HEeIapHUM
OpojeM UBOpPOBa, MITO je Y KOHTPAAUKIUjU Ca IPETIOCATBKOM Ia CBe KOHTYPE MMajy HapHy Iy:KUHY.

Heka je no uBopoBa 060jeno npBenoMm 60joM, a g uBOopoBa Oesom GojoMm. Kako m3 ¢BUX YBOPOBA IOJA3U TAYUHO
T rpaHa, CeM U3 YBOPa U, U3 KOra II0Ja3U TAaYHO S FPaHa M KAKO CBaka I'PaHa CIaja jedaH NPBEHU U jenaH Oesu 4Bop,
To mobujaMo ma je yKymaH 6poj rpana jenHak np - 7T (ako raemamo u3 Genux usoposa), omHocHO (g — 1) -7+ 1-s
(ako TIemaMo M3 UPBEHUX YBOPOBA). IIpema Tome,

ng-r=(nc—1)-r+s,

onnocuo s = (ng —ng + 1) - r, mro je memoryhe jep je s < 7.
Hanomena: Tlpsu neo 3anmartka je neo teopeme Kenura: I'pad je buzpomamcku (bunapmuman) axo u camo ako He
cadpacy Kao nodzpad HujeOny KOHMYPY ca HenapHum bpojem weoposa.



