
Dodatna u Matematiqkoj gimnaziji
Vladimir Balti², 2005.

1. a) Da li postoji graf sa 6 qvorova qiji su stepeni 2,2,3,3,4,5?

b) Da li postoji graf sa 5 qvorova qiji su stepeni 0,1,2,3,4?

v) Da li postoji graf sa 6 qvorova qiji su stepeni 2,3,3,4,4,4?

v) Da li postoji graf sa 7 qvorova qiji su stepeni 6,3,3,3,3,3,3?

Ukoliko je odgovor potvrdan odrediti sve neizomorfne grafove koji ispuǌavaju uslove zadatka.

Da li ti grafovi sadr¼e Hamiltonov i Ojlerov put, odnosno konturu?

2. Ispitati da li su slede²i grafovi izomorfni.

Da li su oni planarni?
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3. Opisati grafove kod kojih je stepen svakog qvora maǌi od 3.

4. Dokazati da su slede²e karakterizacije stabla ekvivalentne (G je graf sa n qvorova):

a) G je povezan graf i ne sadr¼i cikluse;

b) G je povezan graf i ima n− 1 granu;

v) G ne sadr¼i cikluse i ima n− 1 granu;

g) Za svaki par qvorova u, v ∈ V (G) postoji taqno jedan put izme±u u i v u G;

d) G ne sadr¼i cikluse, ali kada dodamo proizvoǉnu granu dobijamo graf koji sadr¼i taqno jedan ciklus.

±) G je povezan graf, ali kada izbacimo proizvoǉnu granu dobijamo nepovezan graf.

5. Konstruisati regularan graf stepena 3 sa 2n qvorova (n > 3) koji nema trouglova (kontura du¼ine 3).

6. Odrediti broj neizomorfnih, kao i ukupan broj razapiǌu²ih stabala grafova sa slike.

7. Bela ku²a u levom krilu ima raspored prostorija kao na slici (qvorovi su prostorije, a grane vrata).

Bil Klinton iz svog kabineta kre²e u potragu za sekretaricom.

a) Da li mo¼e da obi±e sve prostorije taqno jedanput?

b) Da li mo¼e da obi±e sve prostorije taqno jedanput i da se vrati u svoj kabinet?
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8. Na xahovskoj tabli dimenzija a) 5× 4; b) 4× 4 u doǌem levom uglu nalazi se skakaq. Da li skakaq

mo¼e da obi±e sva poǉa xahovske table taqno jedanput?

9. Kraǉ Xongabonga je imao 4 sina, 10 od ǌegovih muxkih potomaka su imali po 3 sina svaki, 15 od ǌegovih

muxkih potomaka su imali po 2 sina svaki, dok su svi ostali umrli bez dece. Ako je poznato da kraǉ

Xongabonga nije imao ¼enskih potomaka, koliko je ukupno muxkih potomaka imao ovaj kraǉ?

10. (1. razred, A i B kategorija, Republiqko 2003 ) Svako od 20 ǉudi xaǉe nekoj desetorici od ostalih po

jedno pismo. Dokazati da postoje dve osobe koje su jedna drugoj poslale pismo.

11. (1. razred, Savezno 1990 ) Car ¼eli da sagradi dvorac u kojem ²e biti 1990 soba u jednom nivou, tako da

va¼e slede²i uslovi:

1. Broj vrata na svakoj sobi je 0, 1 ili 2.

2. Izme±u svake dve sobe su najvixe jedna vrata, a iz svake sobe na ulicu vode najvixe jedna vrata.

3. Broj vrata prema ulici jednak je 19, a broj soba sa jednim vratima je 90.

Da li je mogu²e sagraditi takav dvorac?



12. (4. razred, Savezno 1976 ) Grad ima kvadratnu mre¼u sa m ”horizontal-

nih” i n ”vertikalnih” ulica (videti sliku). Kolika je najmaǌa du¼ina

dela mre¼e koji treba asfaltirati tako da se od svake raskrsnice do bilo

koje druge mo¼e do²i asfaltom?

13. (1. razred, Pokrajinsko 1990, Kosovo) Mo¼e li se jednim potezom nacrtati figura sa slike?

14. (2. razred, Savezno 2004 ) Razgovarali su baron Minhauzen i matematiqar. Baron Minhauzen je rekao da

se u ǌegovoj zemǉi iz svakog grada mo¼e putem sti²i u bilo koji drugi grad. Pri tome, ako se iz proizvoǉnog

grada putuje po zemǉi proizvoǉnim putem do povratka u taj grad, onda se pro±e kroz neparan broj usputnih

gradova. Matematiqar je pitao koliko puta se broji grad, ako se vixe puta pro±e kroz ǌega. Baron je

odgovorio da se takav grad broji onoliko puta koliko puta se pro±e kroz ǌega. Osim toga, baron Minhauzen

je dodao da iz svakog grada u ǌegovoj zemǉi polazi jednak broj puteva, osim iz ǌegovog rodnog grada iz koga

polazi maǌi broj puteva. Na to je matematiqar rekao da baron Minhauzen la¼e. Kako je to zakǉuqio?

15. (2. razred, probno takmiqeǌe na pripremama za Savezno 1995 ) Na dvoru kraǉa Artura sakupilo se n
vitezova, pri qemu svaki od ǌih, me±u ostalim, ima najvixe n − 1 neprijateǉa. Dokazati da Merlin,

savetnik kraǉa Artura, mo¼e da rasporedi vitezove za okrugli sto tako da su svaka dva suseda prijateǉi.

(Prijateǉstvo i neprijateǉstvo su simetriqni.)

16. (2. razred, Savezno 1984 ) U nekoj dr¼avi izme±u svaka dva grada postoji jednosmerna avionska linija.

Dokazati da postoji grad iz kojeg se u svaki drugi grad mo¼e sti²i avionom sa najvixe jednim presedaǌem.

17. (3. razred, Republiqko 1983, BiH ) Na jednom takmiqeǌu svaki uqesnik se bori sa svakim i nijedna borba

se ne zavrxava nerexeno. Dokazati da me±u takmiqarima postoji takav koji ²e prozvati sve uqesnike, osim

sebe, kada prozove sve uqesnike koje je pobedio, kao i sve uqesnike koji su pobe±eni od onih koje je pobedio.

18. (4. razred, Republiqko 1974 ) U dr¼avi Zavrzlamiji ima n gradova. Treba ih povezati telefonskim

linijama tako da budu ispuǌeni uslovi:

1. svaka linija povezuje dva grada;

2. ima ukupno n− 1 linija;
3. iz svakog od tih n gradova se mo¼e (direktno ili ne) razgovarati sa bilo kojim drugim gradom.
Na koliko se to naqina mo¼e uqiniti?

19. (4. razred, Opxtinsko 1983 ) Svaki grad u nekoj dr¼avi je povezan direktnim avionskim linijama sa tri

druga grada. Iz svakog grada mo¼e se oti²i u bilo koji drugi grad sa najvixe jednim presedaǌem. Koliko

najvixe mo¼e biti gradova u toj dr¼avi?

20. (4. razred, Savezno 1972 ) Koliki je maksimalan broj permutacija od n elemenata takvih da su svaka dva
elementa susedna u najvixe jednoj od permutacija?



Rexeǌa

6. a) U ovom zadatku ²emo rexiti opxtiji problem—umesto za graf K2,6 sa slike, zadatak ²emo rexiti

za kompletan bipartitni graf K2,n. Qvorove u delu sa 2 qvora oznaqi²emo sa a i b, a qvorove u delu sa n
qvorova sa 1, 2, . . . , n.

U proizvoǉnom razapiǌu²em stablu T qvorovi a i b spojeni su taqno jednim putem: zbog toga postoji

taqno jedan qvor i tako da stablo T sadr¼i grane {a, i} i {b, i}. Za svaki qvor j ∈ {1, . . . , i− 1, i + 1, . . . , n}
va¼i da se taqno jedna od grana {a, j}, {b, j} nalazi u T . Neka je kT broj onih qvorova j za koje se grana
{a, j} nalazi u T . Tada ima n− 1− kT qvorova j za koje se grana {b, j} nalazi u T .

Kada tra¼imo broj neizomorfnih razapiǌu²ih stabala, primetimo da su razapiǌu²a stabla T i T ′

izomorfna ako i samo ako je kT = kT ′ ili kT = n−1−kT ′ . Zbog toga neizomorfnih razapiǌu²ih stabala ima

koliko i mogu²ih vrednosti za kT , tj. vrednosti 0, 1, . . . , [(n− 1)/2]. ǋihov broj je stoga jednak [(n+ 1)/2].
Za n = 6 sva 3 = [7/2] neizomorfna razapiǌu²a stabla su:
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Kada tra¼imo ukupan broj razapiǌu²ih stabala, primetimo da je svako razapiǌu²e stablo T odre±eno

izborom qvora i takvog da se obe grane {a, i} i {b, i} nalaze u T i za svaki od preostalih qvorova j izborom
da li se u stablu T nalazi grana {a, j} ili {b, j}. Zbog toga je ukupan broj razapiǌu²ih stabala jednak
n · 2n−1. Za n = 6 svih razapiǌu²ih stabala ima 25 · 6 = 192.

Inaqe, ovaj broj smo mogli da dobijemo i koriste²i teoremu o matricama i stablima. Ako u ovu teoremu

uvrstimo s = t = 1, tada je broj svih razapiǌu²ih stabala jednak
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gde je determinanta reda (n + 1) × (n + 1), tj. t(K2,n) = Dn+1. Ako determinantu ovog oblika, reda m ×m,
razvijemo po prvoj koloni, a zatim po prvoj vrsti dobijamo rekurentnu jednaqinu

Dm = 2Dm−1 − 2m−2, uz poqetni uslov D2 = 2n− 1

i ǌeno rexeǌe je Dm = 2m−2(2n+1−m). Za m = n+1 dobijamo da je broj svih razapiǌu²ih stabala grafa
K2,n jednak

t(K2,n) = Dn+1 = 2n−1 · n.

b) Kako je ciklomatiqki broj ovog grafa jednak ν(G) = 11− 10 + 1 = 2, da bi dobili stablo potrebno je
izbaciti 2 grane.

Postoje 3 neizomorfna razapiǌu²a stabla:
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Kako razapiǌu²e stablo mora da sadr¼i sve vise²e grane u grafu, to je broj svih razapiǌu²ih stabala

grafa
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9. U ovom zadatku ²emo koristiti slede²u lemu:

Lema. Neka je T stablo sa n qvorova, n > 2. Za prirodan broj i, neka pi oznaqava broj qvorova stepena i u
stablu T . Tada va¼i p1 − p3 − 2p4 − . . .− (n− 3)pn−1 = 2.

Dokaz Leme. U proizvoǉnom grafu G sa n qvorova, zbir stepena qvorova jednak je
∑

v∈V (G)

dG(v) =
n−1
∑

i=1

ipi, a

oqigledno va¼i i
n−1
∑

i=1

pi = n. Ako je G stablo, ǌegov broj grana je n− 1, te je
n−1
∑

i=1

ipi = 2(n− 1) = 2
n−1
∑

i=1

pi − 2,

xto daje tra¼enu jednakost
n−1
∑

i=1

(2− i)pi = 2, odnosno p1 − p3 − 2p4 − . . .− (n− 3)pn−1 = 2.

Napomena : Ovaj zadatak se mo¼e iskoristiti da poka¼emo da u svakom stablu sa bar dva qvora postoje

bar dva lista, tj. da je p1 ≥ 2. Tako±e odmah sledi da je jedino stablo sa taqno dva lista, put Pn (p1 = 2, a
p3 = . . . = pn−1 = 0).

Sada se vratimo na zadatak.

Ako nacrtamo rodoslov kraǉa Xongabonge, vidimo da on predstavǉa stablo u kome qvor koji odgovara

kraǉu ima stepen 4, dok qvor koji odgovara nekom kraǉevom potomku ima stepen za jedan ve²i od broja ǌegovih

sinova: po jedna grana za svakog sina i jox jedna grana za ǌegovog oca.

Ako sada sa pi oznaqimo broj qvorova stepena i u rodoslovu, onda vidimo da je p3 = 15 i p4 = 10+1 = 11.
Kako rodoslov sadr¼i samo qvorove stepena 1, 3 ili 4, na osnovu Leme imamo da je p1 = p3 + 2p4 + 2 = 39,
pa je broj qvorova u stablu jednak n = 65, a kako je tu raqunat i kraǉ Xongabonga, dobijamo da je on imao

64 muxkih potomaka.

14. Dokazati da ne postoji povezan graf G, kod koga sve konture imaju parnu du¼inu i svi qvorovi imaju stepen
r, osim jednog qvora koji ima stepen s, pri qemu je s < r.

Prvo ²emo pokazati da ako su sve konture grafa parne du¼ine tada je graf bihromacki (tj. mo¼e se

obojiti u dve boje).

To ²emo pokazati tako xto ²emo izvrxiti efektivno bojeǌe. Proizvoǉan qvor v (neka je to bax qvor

stepena s) obojimo crvenom bojom, zatim sve ǌegove susede belom, a susede od ovih suseda opet crvenom

(ukoliko ve² nisu obojeni crvenom bojom) itd. Pretpostavimo da ne mo¼emo izvrxiti tra¼eno bojeǌe. Tada

u procesu bojeǌa dolazimo do qvora w koji treba obojiti, na primer belom bojom, a da je jedan od ǌemu

susednih qvorova ve² obojen u belo. Me±utim, tada od qvora v vode u qvor w dve razliqite putaǌe, od kojih

jedna ima paran, a druga neparan broj grana. Ako spojimo ove dve putaǌe, onda dobijamo konturu sa neparnim

brojem qvorova, xto je u kontradikciji sa pretposatvkom da sve konture imaju parnu du¼inu.

Neka je nC qvorova obojeno crvenom bojom, a nB qvorova belom bojom. Kako iz svih qvorova polazi taqno

r grana, sem iz qvora v, iz koga polazi taqno s grana i kako svaka grana spaja jedan crveni i jedan beli qvor,
to dobijamo da je ukupan broj grana jednak nB · r (ako gledamo iz belih qvorova), odnosno (nC − 1) · r + 1 · s
(ako gledamo iz crvenih qvorova). Prema tome,

nB · r = (nC − 1) · r + s,

odnosno s = (nB − nC + 1) · r, xto je nemogu²e jer je s < r.
Napomena : Prvi deo zadatka je deo teoreme Keniga: Graf je bihromatski (bipartitan) ako i samo ako ne

sadr¼i kao podgraf nijednu konturu sa neparnim brojem qvorova.


