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CUHYCHA TEOPEMA: Heka cy a, b, ¢ ny:kune crpanuna, a «, 3, v oaropapajyhnu yriosu Tpoyria
ABC, u Heka je R my:kuHa OOKCAHOT Kpyra Oko Tor Tpoyriaa. Tana je

a b c

sina  sinf8  sinvy

= 2R.

KocuHyCHA TEOPEMA: Ilpu mcTtum o3HakamMa Kao y IPETXOMHO] TEOPEMU, BAKU

2 =a® +b* — 2abcos .

JIEMA 1: Heka je ABC Tpoyrao u A; tauka Ha nmpasoj BC. Tana je
SinZBAAl BAl AC

sin /A;AC ~ A,C AB’

UEBUHA TEOPEMA: Heka je ABC Tpoyrao u uera cy Ay, By u Cy tauke ma npasama BC, AC
u AB, pecnekrusHo. Tamna je morpeban m moBossan ycyos na ce npase AA;, BBy u CCy ceky
Yy JeIHOj TAYKU WU Cy TapajiejiHe
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AC: BA; OBi _

C.B A,C BiA

UEBUHA TEOPEMA ¥ TPUTIOHOMETPUJCKOM OBJIUKY: Heka je ABC tpoyrao u Hera cy Ap, By
u C7 taure ma npasBama BC, AC u AB, pecnekrusao. Tana je morpebaH U MOBOJLAH yCJIOB I
ce mpase AA;, BBy u CC] ceky y jenHoj TauKu WK Cy IIapaJieiHe

sin LACCy sin /BAA; sin/CBB; 1
sin /C1CB sin ZA1AC sin/ByBA

MEHEJIAJEBA TEOPEMA: Heka je ABC Tpoyrao u meka cy A;, By u () Tauke ma mpasama
BC, AC u AB, pecnekruBno. Tana je morpeban u moBosbaH ycioB na cy tauke Ay, By u C)
KOJIMHEapHE

—_— = —

AC; BA; CB;

C1B A;C B A
MEHEJIAJEBA TEOPEMA Y TPUTOHOMETPUJCKOM OBJIMKY: Heka je ABC tpoyrao u Heka cy Aj,
By u C; raure va npaBama BC, AC u AB, pecunektuBno. Tana je morpeban m HOBOJbAH YCJIOB
na cy tauke A;, By u C] KonuHeapHe

sin ZACCy sin /BAA; sinZCBB; 1
sin /C1CB sin ZA,AC sin/ByBA

XAMUJITOHOBA TEOPEMA: Hexka je O nenrap onucanor kpyra, a H oprounenrap tpoyraa ABC.
Tana je

— — — —

OH =0A+0B+0C.
TEOPEMA O OJJIEPOBOJ IIPABOJ: ¥ mpowusBossHOoM Tpoyriy ABC opronenrap H, tesxxumre M
u menTap onucaHor kpyra O cy xKonuHeapuu, u taura M menu nysxk HO y ommocy 2 : 1.

TEOPEMA O CUMCOHOBOJ IPABOJ: Heka je ABC Tpoyrao u P Taura y merosoj paBuu. Heka
cy P,, P, u P, momuosxja wopmaiaa uz P ma BC, AC u AB, penom. Taure P,, P, u P, cy



KOJIMHEapHE aKO U caMO ako je tauka P ma kpyry ommcanom oko tpoyriaa ABC. Ilpasa P,P,P,.
ce 30Be Cumconosa npasa taure P.

I[ITOJTOMEJEBA HEJEIHAKOCT: 3a mpousBoissHe Tauke A, B, C, D y paBHu Baku
AB-CD+ AD-BC > AC - BD,

IpU YeMy jeIHAKOCT Basku ako u camo ako tauke A, B, C, D cBe mpumanajy mcToM Kpyry Wiu
npaBoj, Tako ma map tadaka A, C' neau map B, D.

JIEMA 2: Heka cy AB u XY nBe mpase y ucrtoj pasuu. Tana je
AB1XY & AX?-AY?=BX?- BY%

KAPHOOBA TEOPEMA: Heka cy A;, By, C7 taure y paBuu tpoyraa ABC, u Heka cy a, b, ¢
mopmaJtie penom u3 Ay wa BC, usz By wa AC, uz C; wa AB. Ilpase a, b, ¢ ce ceky y jemHoj
TAYKA aKO U CaMO aKoO je

AB? — A,C?+ B,C? - BjA> + C1 A2 — C,B? = 0.

TEOPEMA 1: ¥ tpoyray ABC yrao ron temena B je nsamyt Behu oxm yraa kox temena A ako
u camo axo je AC? = BC(AB + BC).

ITOTEHIIMIA TAYKE ¥ OJHOCY HA KPYT: Iart je kpyr k(O,R) u rauka A. ITocmarpajmo npasy
a, Koja mposasu Kpo3 Taduky A, m ceue kpyr k y rauxama M u N. Ilpomssom AM - AN me
3aBucu on n3bopa mpase a u jemnak je OA? — R?. OBa BpeIHOCT HA3WMBA C€ NOMENUIA MaAuKe
A y o0nocy wa kpye k.

PAIVKAJIHA OCA IIBA KPYTA: ['eomMeTpujcKO MeCTO Tavaka y PaBHU KOje MMAjy MCTY HMOTEHIIN]Y
y omHOCy Ha Kpyrose ki u ko HazuBa ce padukaana oca Kpyrosa ki u ko. Pamuranna oca je
npasa HopMasia Ha 0102, e cy Op u Oy nienTpu Kpyrosa ki u ko.

PAIVKAJHU LIEHTAP TPU KPYT'A: Pamuramuu mentap kpyrosa ki, ko, k3 duju meHTpu HUCY
KOJIMHEAPHU je TavyKa KOja MMa UCTY MOTEHIW]y Y OJHOCY Ha CBa TPU KPyTa.

1. Heka xkpyrosu ki u ks, koju ce cexky y taukama A u B, umajy 3ajemuuuky taureaty CD,
npu uemy je C' € ky u D € ky. Hokazaru na je ZCAD + ZCBD = 180°.

2. Heka je ABC'D rteruBuu uwerBopoyrao, u H,, Hy,, H., Hy opronearpu tpoyraosa BCD,
ACD, ABD, ABC, pemom. Ilokazatu na ce mysxku AH,, BH,, CH., DHy cery y jemHoj
TAYUKU.

3. Heka je P mauka y pasuu tpoyriaa ABC. Ilokazatu ma ce mpasBe CUMETPUYHE MpaBaMa
AP, BP, CP y omHocy Ha yHyTpamme cumerpaiue yriosa kox A, B, C tpoyrma ABC
CeKy Yy jeNHO] TAUKM WIM Cy HapajelHe U O3HAUMMO TAuKy HUXOBOI Ipeceka (YKOJIMKO
HUCy mapaJjenHe) ca (). 3a tauke P u () KakeMO 1a CY U3020KAAHO CNpeEZHYME.

4. Kpyr S momupyje kpyrose S u So y taukama A, u As. Ilokasaru ma mpasa AjAs mpo-
Ja31 KPO3 TAUKYy MPECEKA 3ajeTHUYKUX CIOJbAIIKUX, WK KPO3 TAUKY IMPECeKa 3ajeqHUUKUX
YHyTpAIIBUX TaHreHTH S1 1 Ss.

5. Heka je H opromnenrap tpoyraa ABC, a Ay, By, C; cpemumra crpanuna BC, AC, AB,
pemom. Kpyr ca nearpom H ceue npay B1Cy y taukama D1, Do, npaBy A;Cy y Taukama
E,, Es, a npaBy A1 B; y taukama Fy, Fy. IlokasaTu na je

ADy = ADy = BE, = BE;, =CF, =CF;.

6. (MMO1997.upemsor) Heka cy A, B u C Tpu nekoauneapue tauke. Jlokazaru ma moctoju
TayHo jenHa tauka X y paBuu ABC TakBa na

XA2 4+ XB?>+ AB?>=XB?>+ XC?+ BC? = XC?+ XA?> + CA?.
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. Heka je ABC jemmakocTpanuuynu Tpoyrao, u P merosa yHyTpammma Tauka. Heka cy P,,

Py, P. moguo:xja nHopmaaa uz P pemom ma crpamune BC, AC, AB. Ilokazatu na je

BP,+CP,+ AP.=CP,+ AP, + BP,.

. Hera je ABC jemmakocTpaHuvyHu Tpoyrao, u P meroBa yHyTpallma Tadka. Heka cy

Py, P, P; momupHe Tauke Kpyrosa ynucaHux penom y tpoyriose PBC, PAC, PAB ca
crpanunama penom BC, AC, AB. Iloka3zatu na je

BP} — CP} + CP} — AP} + AP? — BP? = 0.

. Herka cy ABC u KLM nBa tpoyria y ucroj pasau. Osmaummo ca n(X,p) HOpMmady u3

rauke X Ha npasy p. orazatu: axo ce n(K,BC), n(L,AC), n(M,AB) cery y jenHoj
rauku, ouxa ce n(A,LM), n(B, KM), n(C,KL) cexy y jenHoj Tadxu.

Ilar je omrpoyrau tpoyrao ABC. Osmauumo ca R TOJXYIPEUYHUK OMUCAHOT, a Ca T
MOJIyIpevHuK ymucanor kpyra tpoyriaa ABC. Os3wmauumo ca z, y, 2 pacTojarma IEHTPa
omucanor kpyra on crpanuna BC, AC, AB. Ilokazatu na je x +y+z= R+ .

Bucune omrpoyriaor tpoyriaa ABC ce cery y Tauku H, a na ny;kuma HB u HC cy y3ere
tauke By u Cp, takse na je LZABC = ZAC1 B = 90°. Ilokazaru na je AB; = AC.

Heka je P rauka y pasuu Tpoyriaa ABC raksa ma cy nysxku PA, PB u PC ctpaue Tymoy-
ryior Tpoyriaa. IIpermocraBrMo fa y TOM TPOYIJIY TYI yrao OArOBapa CTPAaHU IOLYTapPHO]
ca PA. Hoxkazaru na je ZBAC omrap.

Kousercuu uerBopoyrao ABCD je ynucan y kpyr S;. Heka je O npecek ny:xu AC u BD.
Kpyr Sy mponasu kpo3 D u O, u ceue AD u CD y M u N, penom. Ilpase OM u AB
ce ceky y R, mpaBe ON u BC' y T, u R u T cy ca ucre crpane npase BD kao Tauka A.
Iokasatu na cy O, R, T u B KOIUKINUJHE.

(UMO2001.upennor) Hera je A; nenrap KBaapara yOoucaHor y omTpoyrau tpoyrao ABC
ca mBa TeMeHa kBanpara Ha crpanu BC. On nmpeocrasa nBa TeMeHa KBaIpaTa, jeIHO je
Ha crpanumu AB a jemuo ma crpannimm AC. Tauke Bi, Ci cy nepuHuCaHe HA AHAIJIOTAH
HAUMH 3a yIOUCAHe KBaApaTe ca o aBa TeMeHa Ha crpaHama AC u AB, pemom. Ilokasartu
na ce npase AA;, BBy, CCy cery y je[lHO] TAUKWU.

Ilar je kpyr k u Ttauka A Bam mera. M3 tauke A cy moByuene tanrente AB u AC Ha
kpyr k (B, C € k) u npasa koja ceue kpyr y taukama M u N u npasy BC y rauku P.
Ilokazatu na je

BM BN  |BP

MC ~ NC \ PC
Crpana BC tpoyrna ABC nomupyje ynucanu Kpyr tor tpoyraa y D. Ilokazatu na
HEeHTAp YIOUCAHOL KPyra JIEKU HA MPaBOj KOja Mpojasu Kpo3 cpemumra ayxku BC u AD.

Ilokazatu: ako ce mujaronase AD, BE u CF teruBnor mecroyria ABCDEF ceky y
jenuoj tauku, ouga Baxku AB-CD-EF = BC-DFE - FA.

Ilat je tpoyrao ABC. Ha wmerosoj crpanunu BC youasamo Taury A, Ha ciaemnehu Hauumu:
A; je cpemumite crpane KL mpasuanor neroyriaa M KLN P, yuja temena K u L nexe Ha
nysxxku BC, M wa AB u N wa AC. Amnasoruo cy na crpanama AC u AB youene Tauke B
u Cy. Hokaszatu na ce npase AAy, BBy u CCy cery y jeHOj TAuKWU.

Hexa je O mpouszBosmua tauka y pasau tpoyraa ABC. Herka cy M u N nomnoskja HOpMAJa
u3 tauke O Ha YHYTpAIIkby U CHOBHY cuMeTrpasy yriaa ZBAC. Aumanoruo medpunumemo P
u @ y omaocy Ha yrao ZABC, u Ru T y omnocy ua yrao ZBCA. Ilokazatu na cy mpase
MN, PQ u RT KoHKypeHTHE.
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ITat je tpoyrao ABC u xpyr k, koju ceue crpanuny BC 'y Ay u As, crpanuny AC'y By u
By, u crpanuny AB y C; u Cs. Ako cy npase AA;, BB; u CC] KOHKypEHTHE, TOKa3aTu
na cy u npase AAs, BBy u CCy KOHKypEHTHe.

(MM0O2000.1) Kpyrosu I'y uT'y ce ceky y M u N. Heka je AB npasa koja qoaupyje oBe
kpyroBe y M u N, penom, tako na je M Onwxe nmpaBoj AB mero N. Hera je C' Tauka
va kpyry I'1, a D ma xpyry I's, Tako ma je C'D mpasa mapajenna ca AB koja mpoJsasu
kpo3 M. Ilpase AC' u BD ce cexy y E, npae AN u CD y P, a npae BN u CD y Q.
Ilorazatu na je EP = EQ.

ITar je omrpoyrau tpoyrao ABC. Osmauumo ca R TOJXYIPEUHUK OMUCAHOT, & Ca T
NOJIYIPEYHUK ymucaHor kpyra tpoyriaa ABC. Osmauumo ca x, y, z pacTojama IEHTpa
onmucanor kpyra on crpanuna BC, AC, AB. Iloka3zatu na je

r+y+z=R+r

Axo cy dy, da,. .., dopy1 pacTojama Temena mpaBuaHOT MHOTOYTIA A1 As ... Aoy yq 0N TAUKE
P wva mameMm gyky Aj;Ag, 11 Kpyra OonmmcaHor OKO TOT MHoOroyria. [lokazaru ma je

di +ds+ - +dopt1 =do+dy+ -+ + doy.

Heka je ABC Tpoyrao u k Kpyr koju momupyje onucanu kpyr tpoyriaa ABC y tauku Koja
npunana ayky BC koju me canpsxku tauky A. Osmaummo ca a, b, ¢ nyskune nysxu BC, AC,
AB, a ca x, y, z ny:xxuHe taureatu u3 tadyaka A, B, C na kpyr k. Ilokasaru na je

ar = by + cz.

Han crpanunama tpoyriaa ABC ka0 OCHOBUIAMA KOHCTPYUCAHU CY Y HECOBOj CIOJHAIIH-
joctu mebhycobuO cauunu jemHakokpaku Tpoyriaosu BC Ay, CAB; u ABC,. Ilokazatu na
ce npase AA;, BBy, CC} cery y jenHoj Tauru.

Heka cy «, [, 7y IpOM3BOJLHM yIJIOBU, TAKBU 13 je 30up OWIIO KOja ABa O HBUX MAHU O
180°. Ha crpanama tpoyriaa ABC ca cmosHe cTpane cy KoHcTpyucauu Tpoyraosu A; BC,
AB,C n ABC1, koju umajy npu temennma A, B, C yraose «, 3, v. llokasatu na ce npase
AA;, BB; u CC] cery y jemHoj Tauiu.

ITar je Tetusuu yerBopoyrao ABCD. Y tpoyraose BCD, ACD, ABD, ABC cy ynucauu
KPYTOBU YMjU Cy HOJYIPEUHULN 11, T2, I's, T4, peaoM. IlokazaTtu ma je ri +r3 = 1o + 74.

(Kunecka teopema o kpyrosuma) Heka je A1As... A, n-toyrao ymucau y xpyr k. V3Bp-
IEeHA je TPUAHTYJIAINNI]a OBOT IMIOJUIOHA U Y TAKO NOOUjeHe TPOYIJIOBE CY YIIUCAHU KPYTOBU.
IokazaTu ma 30Up TMOMYIPEUHMKA OBUX KPYTrOBa HE 3aBUCHU OJ TPUAHTYJIAIA]E.

Ilat je tpoyrao ABC u tauke M u N ma npasoj BC, takse na je ZMAN =90° u

BM _ BN
MC ~ NC’

Iokazatu na cy AM u AN yuyTpammma 1 cnosbHa cuMmerpada yraa ZBAC.



