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1. Karmajklova funkcija
Definicija 1: Karmajklova funkcija λ : N → N definixe se na slede�i naqin:

1. λ(1) = 1, λ(2) = 1, λ(4) = 2, λ(2α) = 2α−2, za α > 2

2. λ(pα) = pα−1(p− 1), za neparan prost broj p i prirodan broj α

3. λ (pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k ) = [λ(pα1
1 ), λ(pα2

2 ), . . . , λ(pαk

k )]

Teorema 1: Neka je n prirodan broj. Za svaki ceo broj a uzajamno prost sa n va�i

aλ(n) ≡ 1 (mod n). (1)

Teorema 2: Za sve n ∈ N va�i λ(n)|ϕ(n), pri qemu je λ(n) = ϕ(n) ako i samo ako je n = 1,
2, 4, pα ili 2pα gde je p neparan prost broj, i α prirodan broj.

2. Poredak broja po modulu i primitivan koren
Definicija 2: Za prirodan broj m > 1, i ceo broj a uzajamno prost sa m, poredak broja
a po modulu m je najmaǌi prirodan broj δ za koji va�i aδ ≡ 1 (mod m); odnosno,

δm(a) = min{k ∈ N|ak ≡ 1 (mod p)}. (2)

Teorema 3:
m|ax − 1 ⇔ δm(a)|x. (3)

Dokaz: Neka je ax ≡ 1 (mod m). Oznaqimo x = rδm(a) + s, gde je r, s ∈ N0 i 0 ≤ s < δm(a).
Tada je

as ≡ 1ras ≡ (aδm(a))ras ≡ ax ≡ 1 (mod m).

Kako je s < δm(a), a prema definiciji δm(a) ne mo�e postojati maǌi prirodan stepen
a koji daje ostatak 1, sledi da s nije prirodan broj, odnosno s = 0. Suprotan smer se
dokazuje neposredno. �
Posledica: δm(a)|λ(m)
Definicija 3: Broj a je primitivan koren po modulu m ako i samo ako je

δm(a) = ϕ(m). (4)

Primitivni koreni postoje po modulima 1, 2, 4, pα, 2pα.
Teorema 4: Neka je p prost broj i δ ∈ N delilac broja p− 1. Tada taqno ϕ(δ) brojeva iz
skupa {1, 2, . . . , p− 1} imaju poredak δ po modulu p.
Posledica: Svaki prost broj p ima bar jedan primitivan koren; taqnije, ima ih ϕ(p−1).
Teorema 5: Prirodan broj m > 1 ima primitivne korene ako i samo ako je oblika 2, 4,
pα, 2pα, gde je p neparan prost broj i α prirodan broj. Broj primitivnih korena ovakvog
broja m je ϕ(ϕ(m)).

3. Eksponencijalne kongruencije
Teorema 6: Neka je p neparan prost broj, a ∈ Z, i p|a± 1. Tada

ps||a± 1 ⇒ ps+1||ap ± 1
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Posledica: Oznaqimo δp(a) = δ, i pα||aδ − 1. Tada

pα+r|as − 1 ⇔ δpr|s

Teorema 7: Neka je a ∈ Z, 4|a± 1. Tada

2s||a± 1 ⇒ 2s+1||a2 − 1

Posledica: Oznaqimo δ4(a) = δ, i 2α||aδ − 1. Tada

2α+r|as − 1 ⇔ δ2r|s

4. Zadaci

1. U zavisnosti od prirodnog broja k, odrediti ostatak po modulu p sume

Sk =
p−1∑
i=1

ik.

2. Za dat neparan prost broj p, odrediti sve funkcije f : Z → Z koje zadovoǉavaju
slede�e uslove:

(1) f(m) = f(n) za sve m,n ∈ Z za koje m ≡ n (mod p)

(2) f(mn) = f(m)f(n) za sve m,n ∈ Z

3. Da li je mogu�e rasporediti brojeve 1, 2,. . . , 1996 u temena pravilnog 1996-ugla tako
da za svaka tri susedna broja a, b, c takva da je b izme�u a i c va�i 1997|b2 − ac?

4. Dokazati da je za svaki prost broj p ≥ 5 brojilac m razlomka

m

n
=

1
1

+
1
2

+ . . .
1

p− 1

deǉiv sa p2.

5. (BMO1999.2) Neka je p > 3 prost broj oblika 3m + 2. Oznaqimo sa S skup svih
brojeva oblika x2 − y3 − 1 za 0 ≤ x, y ≤ p − 1. Dokazati da je najvixe p − 1 element
skupa S deǉiv sa p.

6. Dokazati da ako je k neparan prirodan broj, i n prirodan broj, onda 2n+2|k2n − 1.

7. Dokazati da za svako prirodno m > 1 postoji prirodan broj n takav da 2m|19n − 97.

8. Dokazati da ako je broj 1 + 2n + 4n prost za neko n ∈ N, onda je n = 3k, za neko
k ∈ N ∪ {0}.

9. Na�i sve proste brojeve p za koje p|2p + 1.

10. Na�i sve prirodne brojeve n takve da n2|2n + 1.

11. Na�i sve prirodne brojeve n takve da n|2n − 1.

12. Na�i sve neparne brojeve n takve da n|3n + 1.

13. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n takvih da n|2n + 1.

14. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n takvih da n|3n + 1.

15. Dokazati da za svako prirodno a > 1 postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva
n, takvih da n|an + 1.
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16. Na�i najve�i stepen k broja 1991 za koji 1991k deli broj

199019911992
+ 199219911990

.

17. Odrediti sve parove prostih brojeva p i q za koje je za svako prirodno a ispuǌeno

a3pq ≡ a (mod 3pq).

18. Neka je p > 2 prost broj. Dokazati da je svaki delilac broja 2p − 1 oblika 2kp + 1
za neki prirodan broj k.

19. Neka je p prost broj ve�i od 3. Dokazati da je svaki delilac broja (2p +1)/3 oblika
2kp + 1, gde je k ceo broj.

20. (IMO1997.predlog) Neka su b, m, n prirodni brojevi takvi da je b > 1 i m 6= n.
Dokazati: ako bm − 1 i bn − 1 imaju iste proste delioce onda je b + 1 stepen broja 2.

21. (IMO2000.5) Odrediti da li postoji prirodan broj n koji ima taqno 2000 razli-
qitih delilaca, takav da n|2n + 1.

22. (IMO1999.4) Odrediti sve parove (n, p) pozitivnih celih brojeva za koje va�i: p
je prost broj; n ≤ 2p; broj (p− 1)n + 1 je deǉiv sa np−1.

23. (IMO2000.predlog) Odrediti sve prirodne brojeve a, m i n za koje

am + 1|(a + 1)n.

5. Rexeǌa

1. Poznato nam je da postoji primitivan koren po modulu p. Oznaqimo jedan takav
primitivan koren sa g. Tada postoji permutacija π skupa N = {1, 2, . . . , p− 1} takva
da je za svako i ∈ N ispuǌeno π(i) ≡ gi (mod p). Tada je

S ≡
p−1∑
i=1

ik ≡
p−1∑
i=1

π(i)k ≡
p−1∑
i=1

(gi)k ≡
p−1∑
i=1

(gk)i (mod p).

Oznaqimo posledǌu sumu sa S′. Ako je gk ≡ 1 (mod p) (xto va�i ako i samo ako
p − 1|k, jer je g primitivan koren!) onda je S′ ≡

∑p−1
i=1 1i ≡ p − 1 ≡ −1 (mod p). U

suprotnom, poxto je S′ = (gkp − gk)/(gk − 1), i p|gkp − gk, p 6 |gk − 1, va�i p|S′. Dakle,

S ≡
{
−1 za p− 1|k
0 za p− 1 6 |k (mod p). �

2. Oznaqimo sa g primitivan koren po modulu p. Iz (2), za m = n = 0, dobijamo f(0) =
f(0)2, a za m = n = 1 dobijamo f(1) = f(1)2. Dakle, f(0), f(1) ∈ {0, 1}. Razdvojimo
sluqajeve:

(a) f(1) = 0: U ovom sluqaju je f(m) = f(m · 1) = f(m)f(1) = 0, pa je rexeǌe f1 ≡ 0.

(b) f(1) = 1: Kako je gp−1 ≡ 1 (mod p), to je f(g)p−1 = f(1) = 1, odakle je f(g) ∈ {−1, 1}.
Razdvojimo ponovo sluqajeve:

i. f(g) = 1: Ovim je odre�ena funkcija za sve vrednosti argumenta koje nisu
deǉive sa p. Imaju�i u obzir da f(0) ∈ {0, 1}, dobijamo dva rexeǌa: f2 ≡ 1
i

f3(n) =
{

1 za p 6 |n
0 za p|n (mod p).

Neposredno se proverava da ove funkcije zaista zadovoǉavaju tra�ene uslove.
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ii. f(g) = −1: U ovom sluqaju f(0) = f(0 · g) = f(0)f(g) = −f(0), pa je f(0) = 0.
Tako�e je f(gk) = (−1)k. U ovoj funkciji prepoznajemo upravo Le�androv
simbol, pa je posledǌe rexeǌe

f4(x) =
(

x

p

)
= x

p−1
2 . �

3. Da. Primetimo da je 1997 prost broj. Neka je g primitivan koren po modulu 1997.
Stavimo ostatak pri deǉeǌu gi sa 1997 u i-to teme 1996-ugla. Tada �e za uzastopna
temena biti b2 − ac ≡ (gi)2 − (gi−1 · gi+1) ≡ g2i − g2i ≡ 0 (mod 1997). �

18. Poxto je proizvod dva broja oblika 2kp+1 i sam broj ovog oblika, i poxto je svaki
delilac broja 2p − 1 proizvod nekih ǌegovih prostih delilaca, dovoǉno je tvr�eǌe
dokazati za sve proste delioce broja 2p − 1. Neka je q prost broj takav da q|2p − 1.
Neka je δ poredak broja 2 po modulu q. Tada δ|p, pa poxto je p prost, δ ∈ {1, p}. Ako
bi bilo δ = 1, bilo bi p|21 − 1 = 1, qime dolazimo do kontradikcije. Dakle, p = δ.
Prema maloj Fermaovoj teoremi, q|2q−1 − 1, pa i δ|q − 1, odnosno p|q − 1. Drugim
reqima, q = lp + 1, za neko l ∈ Z. Lako se proverava da l mora biti paran broj, pa je
q = 2kp + 1. �

19. Sliqno rexeǌu prethodnog zadatka.
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