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ExcriomeHnujasHe KOHTpPy€eHIIHje
Muanausoje Jyxuh

1. RapmajkioBa ¢yHKIUja

JEenaNINIA 1: KapmajraoBa ¢yurmuja A : N — N nedunume ce Ha ciaenehu nauws:
LA =1, A2 =1, \4) =2, \(2%) =272, 3a a > 2
2. A(p®) =p*~L(p — 1), 3a menmapan npoct 6poj p U MpUpoAaH 6GPOj
3. AP - ppt) = AP ARS?), - A

TEOPEMA 1: Heka je n mpupoman 6poj. 3a cBaku 1eo 6poj a y3ajaMHO IIPOCT Ca 7 BayKU
aMN™ =1 (mod n). (1)

TEOPEMA 2: 3a cBe n € N Basku A(n)|p(n), npu yemy je A(n) = ¢(n) ako u camo ako je n = 1,
2, 4, p® unm 2p® rme je p HemapaH TPOCT OpPOj, U v TpUPOAaH OPO].

2. Ilopenak Opoja mo MOIyJ/iy ¥ IPUMHUTUBAH KOPEH

JESVHUIIMIA 2: 3a npupoman 6poj m > 1, n neo 6poj a y3ajaMHO MPOCT ca m, Hopenak opoja
a 0 MOIYJIy M je HajMamy IPUPOIAH 6poj § 3a Koju Baku a’ = 1 (mod m); oanocHO,

Sm(a) = min{k € Nja* =1 (mod p)}. (2)

TEOPEMA 3:
ml|a® —1 & dp(a)|z. (3)

Noxasz: Hekra je a® =1 (mod m). Osmaummo x = rd,,(a) + s, rme je r,s € Ng u 0 < s < p,(a).
Tana je
a*=1"a° = (a®V)a*=a® =1 (mod m).

Kako je s < dp(a), a npema nedpuammmjn d,,(a) He MOMke MOCTOjATH MAKU HIPUPONAH CTENEH
a Koju maje ocrarak 1, ciemu ma s Huje npupomaH 0poj, omuocuHo s = 0. Cymporan cmep ce
noka3yje HemocpenHo. [

I[ToCAEONUA: §,,(a)|\(m)

JEeHUIINIA 3: Bpoj a je IpuMUTUBAH KOPEH IO MOLYJY M aKO X CaMO aKO je

5.n(a) = p(m). (4)

IIpyMUTUBHM KOpEHU TOCTOje Mo Moayauma 1, 2, 4, p%, 2p*.
TEOPEMA 4: Heka je p npoct 6poj u § € N meaunan 6poja p — 1. Tana rauno () 6pojesa u3s
ckyna {1,2,...,p— 1} umajy nmopenax § mo MOLyIy p.
I[TocaemuuA: Ceaku npoct 6poj p uMa Gap jesaH IPUMUTUBAH KOPEH; TauHuje, nMa ux @(p—1).
TEOPEMA 5: Ilpupoman 6poj m > 1 uma npuMHUTHBHE KOPEHE aKO U caMO akKo je obiwmka 2, 4,
p, 2p%, roe je p HemapaH nmpocT Opoj m o mpupoaaH 6poj. Bpoj mpuMUTUBHUX KOpEHA OBAKBOT
6poja m je ¢(p(m)).
3. EkcnoHeHIIIjasTHE KOHTpYy€EHIMje

TEOPEMA 6: Heka je p menapan mpoct 6poj, a € Z, u pla+ 1. Tana

pilla+ 1= ptHlaP £ 1



Hocaeauia: Osmaummo d,(a) =&, u p*||a® — 1. Tana

p*Ta® —1 & 6p"s

TEOPEMA 7: Heka je a € Z, 4|la+ 1. Tana

25|l £1 = 25"|a® — 1

MMocneaunA: Osmaunmo dy4(a) =0, n 20‘Ha5 — 1. Tana

207" a® — 1 & 627s
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Y 3aBHCHOCTU OJ NPUPOAHOT Opoja k, OApPEANTH OCTATAK IO MOLYJIY P CyMe

p—1
Sy, = § i*.
i=1

. 3a mar HemapaH mpoct Opoj p, ompemuTtu cBe ¢yHrmuje f : Z — Z KOje 3aI0BOJHABAjY

caenehe ycaose:

(1) f(m)= f(n) 3a cBe m,n € Z 3a xoje m =n (mod p)
(2) f(mn)= f(m)f(n) 3a cBe m,n € Z

. Ia nu je moryhe pacnopenuru 6pojese 1, 2...., 1996 y temena npasusuaor 1996-yria Tako

1a 3a CBaKa TPU cycemHa Gpoja a, b, ¢ Taksa ma je b mameDy a u ¢ Basgm 1997|b? — ac?

. Horasaru nma je 3a cBaku mpocT Opoj p > 5 Gpojunai m pasioMKa

1+ 1
n 1 2 “Tp-—1

nesbuB ca p2.

. (BMO0O1999.2) Hera je p > 3 mpocr 6poj obnuka 3m + 2. O3smauurmo ca S CKyn CBUX

6pojeBa obmuka 2 —y> —13a 0 < z,y < p— 1. Ilokasaru ma je Hajsume p — 1 ejxeMent

cryma S nespuB ca p.

. HlorkasaTu ma ako je k Hemapan mpupoman 6poj, ¥ n TpupomaH 6Gpoj, OHIA 2"+2\k2n —1.
. Ilokasarn na 3a cBako IpUpOIHO M > 1 mocroju mpuponan 6poj n Takas ma 2™[19™ — 97.

. Iorazaru na ako je 6poj 1 + 2" + 4™ mpoct 3a mexko n € N, omna je n = 3F, 3a mexo

ke Nu{0}.

. Hahu cse npocre 6pojese p 3a xoje p|2P + 1.

Hahwu cse mpupomme 6pojese n Takse ma n?|2" + 1.

Hahu cse npupoare Gpojese n Takse ma n|2" — 1.

Hahu cse menmapue 6pojese n taxse ma n|3™ + 1.

Iokazatu ma mocToju GECKOHAUHO MHOTO IPUPOJHUX OpojeBa n TakBux na n|2" + 1.
Iokazatu ma mocToju GECKOHAUHO MHOTO IPUPOJHUX OpojeBa n TakBux na n|3" + 1.

Ioka3zaTy na 3a CBAKO IPUPONHO @ > 1 HOCTOju GECKOHAUHO MHOIO IPUPORHUX GpojeBa
n, TakBUX Oa nja” + 1.
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Hahu majsehu cremen k 6poja 1991 3a koju 1991% nemu 6poj

199019917 4 1992199177

OppenuTu cBe mapoBe MPOCTUX OPOjeBa p W ¢ 3a KOje je 3a CBAKO MPUPOTHO ¢ UCILYHEHO

a®”?=a (mod 3pq).
Hexa je p > 2 nmpoct 6poj. Hokazatu na je cBaku menuiarn o6poja 2P — 1 obaura 2kp + 1
3a HEKU npupogan o6poj k.

Heka je p npoct 6poj Behiu on 3. Ilokazatu ma je cBaku meaumiaan 6poja (2P 4+1)/3 obuauka
2kp + 1, rme je k meo 6poj.

(UMO1997.upensor) Heka cy b, m, n npuponuu 6pojeBu Taksu na je b > 1 u m # n.
Iokasatu: ako b™ — 1 u b" — 1 umajy mucre mpocre mgenuone oHaa je b+ 1 cremen Gpoja 2.

(MMO2000.5) Ogpenuru ga U HOCTOjU HpupodaH Opoj n koju mma tayuo 2000 pasnu-
YNTUX JOeJuiiana, TakaB ma n|2” + 1.

(IM0O1999.4) Onpemuru cBe mapose (n,p) MO3UTUBHUX LEJUX OpOjeBa 3a KOje BAKU: P
je mpoct 6poj; n < 2p; 6poj (p—1)" + 1 je memwus ca nP 1.

(UM O2000.upennor) Oapenutn cBe mpupogae OPojesBe a, m U N 3a Koje

a™ +1|(a+1)"

5. Pemema

1.

[MoznaTro HaM je ma MOCTOjU NMPUMUTHUBAH KOpeH mo Moxyiy p. O3HaUMMO jenaH Takas
IPUMWUTUBAH KOpeH ca g. Tama moctoju mepmyrammja m ckyna N = {1,2,...,p — 1} Taxsa
na je 3a cako ¢ € N ucnymeno (i) = g* (mod p). Tana je

p—1 p—1 p—1 p—1

S = sz =) 7@k = Z(gi)’C = Z(gk)i (mod p).

i=1 i=1 =1 i=1

OsnaunmMo mocaemmy cymy ca S’. Awo je g8 = 1 (mod p) (mTo Baskm ako u caMo ako
p — 1|k, jep je g npumuTusar xopen!) omma je S’ = Zf;ll i=p—-1= -1 (modp). ¥
cympotroM, omTo je S’ = (g*? — g¥)/(g¥ — 1), u p|g"? — g*, p [g* — 1, Basknm p|S’. Ilaxmne,

_ [ -1 3a p—1lk
S:{ 0 s p—1fk (mod p). O

. O3HauuMoO ca g npuMUTUBAH KOpeH 1m0 Monyay p. M3 (2), 3a m =n =0, nobujamo f(0) =

f(0)%, a 3a m = n = 1 nobujamo f(1) = f(1)2. Harmne, f(0),f(1) € {0,1}. Pazmsojumo

ciaydJajeBe:

(a) f(1)=0: ¥ osom cayuajy je f(m)= f(m-1)= f(m)f(1) =0, na je pememe f; =0.

(6) f(1) =1: Kako je g1 =1 (mod p), To je f(g)P~! = f(1) = 1, omarxne je f(g) € {—1,1}.
PazaBojumo momoBO ciayuajese:

u. f(g) = 1: OBum je ompebena ¢yHEuMja 3a CBe BPEIHOCTU APryMEHTA KOje HUCY
nemuse ca p. Umajyhu y o63up ma f(0) € {0,1}, nobujamo mBa pemema: fo =1
u

mm:{éizgﬁz (mod p).

Henocpenuo ce mposepaBa na oBe (yHKIUje 3aKCTa 3a,10BOJbABAjY TPaKeHE YCIIOBE.
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ma. f(g) = —1: Y oom cayuajy f(0) = f(0-g) = f(0)f(g9) = —f(0), ma je f(0) = 0.
Takobe je f(¢¥) = (—=1)*. ¥ oBoj ¢pymEmmju mpenosmajemo ympaso Jlexammapos
cuMOO0JI, TIa je MOCIEeOhe PeIeHe

Ha. Ilpumerumo na je 1997 mpoct 6poj. Heka je g mpumuruBas xKopeH mo monymny 1997.
CTaBuMO OCTaTak Opu Heberny g' ca 1997 v i-to teme 1996-yrma. Tazma he 3a y3sacTomma
temena outnu b? — ac = (¢°)? — (¢ 1 - g't) = g% — g% =0 (mod 1997). O

[Tomro je mpousBon nBa Gpoja obaura 2kp+ 1 u cam 6poj oBOr OOJMKA, U MOIITO je CBAKU
nesuiar 6poja 2P — 1 mpou3BOq HEKUX HErOBUX IMPOCTUX AEJIUiala, JOBOJHO je TBpheme
IoKa3aTy 3a cBe mpocre penuone 6poja 2P — 1. Hera je ¢ npoct 6poj takas na ¢|2P — 1.
Hera je 6 mopemak 6poja 2 no monyny q. Tana d|p, na momrto je p mpocr, § € {1,p}. Axo
6u 6uno § = 1, 6umao 6u p2! — 1 = 1, yume momasumo m0 KOHTpamukmuje. Jlakie, p = d.
[pema masoj Pepmaosoj Teopemu, ¢|29°! — 1, ma u 6|¢ — 1, omrocHO p|g — 1. Ipyrum
peunma, ¢ = Ip+ 1, 3a mero | € Z. Jlako ce nmpoBepasa ma | Mmopa Outu napan 6poj, ma je
q=2kp+1. 0O

Canuno pememy MPETXOMHOT 3a1aTKA.



