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YBOI

Anbeo u Baso urpajy ciieehy urpy Ha SeCKOHAYHO] MTAXOBCKO] TaOJIU, TIe CBa-
KOM TI0Jby MOXKEMO MPUJPYKUTH map ejux opojesa (x,y). ¥ cBom morely haso
MOXKe JIa II0jeie OMJIO KOje IOoJbe Tadje, Tj. TO IoJke ImocTaje 3adpameHo Anbey.
Anbeo je durypa koja ca (x,y) moxe ja ce momepu Ha 6uno Koje mosbe (X,Y),
TakBo Ja cy | X —z| u |Y —y| najsure k, rue je k npupojaan 6poj Koju 30BeMO CHa-
rom Anbesna. Bes ymamema ommroctn Heka Aunheo nounse urpy ca (0,0). Haso
modehyje ako 3apodbu Anbesa, Tj. OKpyKHU ra OrpajoM IMOjeIeHUX 0/ba J1eD/bIUHE
oap k. Aubeo modebhyje ako Mozke 1a ce Kpehe 3ayBex.

[Tocraspa ce nmurtame: ,Moxke jim Arheo Heke cHare modeantu Dasona?” OBaj
npodsiem noctasuo je [lon Konsej 1982. roaune, NOHYIUBIIN HAarpaay 3a MOTILYHO
pemiebe mpodsiema. Tex 2006. mojaBuiia cy ce UeTUpPH HE3aBUCHA paJjia Koja TIo-
TBphyjy 1a Auheo moxke modeuTH.

Cauka 1.1. JleBo: Aubenos nores; /lecro: Baso jeme kBajpar, Tpu cy Beh mojemena.

[TocToje pasne BapujanTe mpodjaeMa: y TpU JUMEH3Hje, Ha PA3JIHINTUM TadJjia-
Ma. CeM mpBOOMTHOr IIpodJIEMa, Y OBOM pajly heMo ce DaBUTH U BapuUjaHTOM Ha
TPOYTAOHO] U IIECTOYTa0HO] TadJIN.
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Crpareruje Koje He paje

Hedbununuja 2.1. Kpasps je urpad koju y cBoM 1ore3y MoxKe ja npehe camo na
10Jba Ca KOjUMa, TPEHYTHO I0Jbe UMa, 338j€THUYIKO TEME.

IMocneauna 1. Kpass je Aubeo cuare 1.

Bepaekamn [4] je mokazao na Daso moxke modeaurn Anberna cuare jeman
(Kpaspa) Ha Tadiu BequdnHe HajMambe 32 X 33, U TY TeopeMy HaBOIAMMO Oe3 JI0Ka3a.

Teopema 2.1. DHaso moxke ma modemau Kpasba.

2.1 Buaecan u bBaso

Hedbununmja 2.2. Buecan (enr. Fool) je Aubeo xoju yBek crpukTHO yBehasa
CBOjy y-KoopjauHaty, Tj. Biiecan ca mospa (x,y) MOXKe Ja ce TOMEpPH Ha MOJbe
(X,Y), rme je Y > .

Teopema 2.2. 'DaBo moxke ja yxsBaru biecana.

/oxas. Kana ce Bnecan nabe y Hekoj Tauku P, y CBaAaKOM HApEJIHOM TPEHYTKY
MOYKe C€ HAJA3UTU CaMO y YIVIy OMBUYEHUM Ca JIBE MOJIylIpaBe HArnoa i% kpo3 P.
Tas caBeryjemo ‘Dapoia j1a unnaEM ciesehe: Tpeda na ckpatliv OBaj yrao Ha TPOyTrao
XOPU30HTAJIHOM JIMHUjoM A B Ha BeoMa BeJIMKOM pacTojarby H oJ1 moYeTHe Mo3u-
Iije, 1 UCKOPUCTHU CBOje TpBe IMoTe3e Ja mojeqe ceaku M-t kBajpar ayx AB,
riae je M w3abpaHo Tako ja TO jeneme ayxk AB Oyme roroso kaj Anbeo mobe
y Tadyky () Ha 1oJja IyTa, Tj. HA PacTOjarby %H on AB (uzabepemo H na Oyne
JIEJBUBO €A HEKUM BEJIMKUM CTEIIEHOM JIBOjKeE).

Y tom TpenyTKy, Daso 3ua jma he Biecan dutn orpannden Ha Tpoyrao QC D,
rie je C'D nyx va AB, nonosune nyxuHe AB. Y cienehum moresnma Haso Tpeda
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Ja iojejie cBaku M-Tu KBaJparT, Mope/ oBuX Koje je Beh mojeo, ayx C'D. Ou he To
ypajutu 0K Bitecan johe y Tauky R, Ha pacTojary %H ox AB. Onpna he Brecan
OuTHu orpaHudeH Ha jorn mamu Tpoyrao REF, tne je EF = %CD = iAB, u Daso
Tpeda Jia HacTaBu, jeayhm cBaku M-Tu KBajparT, Iopejl OBUX Koje je Beh 1ojeo
ayx EF.

AKo HacTaBe Tako, JOK Birecan nmobe 1o pacrojama H' = 2~ H on AB, BHaso
je mojeo cBe kBajapare Ha AB 1m0 kojux Biiecan moxke ma mohe. Dapo macrapiba
oHjia na jeme ceaku M-tu xBajgpar ay:x A'B’ (koja je tauno ucmon AB), miTo
Tpeda Jia Oyle 3aBpIleHo J0K Biiecan mobhe 10 pacrojama %H "on A'B’, a 3aTum
cBaku M-tu KBajpar, nopej opux Koje je Beh mojeo myxx C'D’ na A'B’, u tako
name. Bummvo ma axo je H = k2N, rne je N > kM, npe mero Biecan mobe y
TadKy Koja je dimmka o k ox AB, Daso je Beh mojeo cBe kBaapare ogarie g0 AB
7o Kojux bBirecan moxke na jiocrie, ma je Tume Biiecan 3apobibeH. [

P

O

Cauka 2.1. Byecan nyryje ,,Harope”

2.2 Heomnxyuynu bJiecan

Bpcty Biiecana kojy cMmo 10 cajia mocMaTpaliv HaJasbe heMo Mperu3Huje 3BaTh
Obwuunu Biecan, jep hemo nokazatn ga BHaBo Moxke 78 yXBaTw u HEKE HE TAKO
HauBHe DBJecane.

Hedunnmmja 2.3. Heomryunu Biecan (enr. Lax Fool) je Aubeo koju ca mosba
(x,y) moxke na ce momepu Ha nosbe (X,Y), tae je Y > v.

Teopema 2.3. Daso moxe na yxsatu Heomryunor Biecana.
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/loxas. BaBo kopuctu cBoje Henapue morele Jia nperBopu Heomryuanor Birecana
y Obuunor Biecana (muoro Behe cuare). On dupa jaBa kBajpara L u R, Ha moroj-
HOM pactojamy D o moderHe nosunuje Biiecana, u jeje Ka yHyTpa HAM3MEHUIHO
on L m R cBe nok Biiecan ocraje na crapruoj quauju. Kas rog ce Biecan mome-
pu Harope, ‘baBo y3mMa XOpu30oHTaJy Kpo3 HOBY bJjecaHoBy mo3uIujy Kao HOBY
CTaApTHY JIUHU]Y.

[IperniocraBumo ja Biecan ocrtaje Ha cTapTHO] JUHUJU HEKO BpeMme. Taja Mo-
JKe JIa UCKOPUCTHU CBOja 9eTUpHU MmoTe3a Koja nMa m3meDy mBa 3ajoraja Hasosa ca
JeBe cTpame ja ce ToMepn 3a Hajsumie 4k. Jlaxie, ako ysmemo D = 4k?, Baso
he mojectn k y3acromHux KBaJpaTa cjeBa Ipe Hero biecan mobhe mo mux. Caja
BUAUMO J1a Bilecan ma crapTHO] JMHUjU MOXKe ocTaTH Hajayzxke 8k* moresa, jep y
8k? + 1 mores Haso Moxke 1a mojese cse Kpaapate usmehy L u R.

Ako Haso npumemyje oBy crparerujy, Biiecan mopa ysehaTtu cBojy y-KoOp/u-
HATY HajMame jemHoM y 8k? moresa. AKO Ta OCMATPaMO CaMO Y OBUM TPEHYIIHMA,
BIJINMO J1a ce TtoHama kao Obuanu Birecan crare 8k, jep ce y cBakoMm moTe3y Mo-
rao nomeputu 3a Hajsuiie k. Jlakiae ako ce 'DaBo KopucTu crpaTerujoM jJga yxBaTu
Obmunor Biecana cnare 8k% mapanm noresuma, yxsaruhe n Heommyanor Biecana
cuare k. [

[ ————mMmM O — R

Cauka 2.2. Heomgnyunu biecan mytyje ,,marope”

2.3 Onymrenu Biecan

[IpernocraBumo cajt ga Auheo ¢ BpeMeHa Ha BpeMe J03BOJIU CeOM Jla CMarbu
Y-KOOpJMHATY, ajan odoeha na HuKaJ Hehe yYMHUTH HU3 MOTE3a Ja je CMarmbU 3a
BuIe ox (.

Hedunnnmja 2.4. Onymrenu Biecan (enr. Relazed Fool) omymrrenoctu [ je
Anbeo koju obeha ma ako je mkan ma mosunuju (X,Y), Hukasja kachuje Hehe
burtn Ha (z,y) Tako ma y > Y — .
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Teopema 2.4. DHaso moxke ma yxpatu Omnymrenor Biiecana duio Koje omymTeHo-
CTH.

/loxas. CimaHo Kao MPOILIN J0Ka3, caMo cal DaBo jeae mpaBoyraoHUKE Ca JeBe
U JIeCHe CTpaHe BHUcHHe [ Ha ojroBapajyhoj ymabeHoctu o Biecana. [

Ciauka 2.3. Ouymrenu Biecan nyryje ,,Harope”

2.4 llornynu BJjecan

[Tomrro je urpa Anbhesra u DaBosa mactnmpucana BepiiekaMoBum goKa30M 12
Haso moxke ma yxBatn Kpasba Ha CBEUM JOBOJBHO BEJIMKUM TadjiaMa, KOPUCTUIN
CMO METPUKY ITIAXOBCKOT KPaJba, Y KOjOj Cy jeIMHUYIHA 10/ha KBAJIPATH IOPABHATH
ca ocama. MehyTum, aprymeHT OCHOBHE TOIIOJIOTHjE ITOKAa3yjy /1a OBO 3aUCTa HUje
BaykKHO. 3a HaIIl TPOOJIEM HeMa HUKAKBE PA3JIMKe aKO IMPEeTHocTaBuMoO Ja je Aurheo
y OMJIO KOM TPEHYTKY MO3UIMOHUPAH Ha ITPOU3BOJHHO] TAUKM €YKJINJICKE PABHU, U
JIa MOYKe JIa JIETH y jeJITHOM TI0Te3y JI0 OMJIO KOoje JApyre Tadyke ylasbeHe HajBuiie k
jenuHUIA, 10K TaBo MoXKe J1a 1Mojese CBe TavyKe IIPOU3BOJHHOT 3aTBOPEHOT jeIMHU-
YHOT JIUCKA Y OMJIO KOM OJI IbelOBUX IOTE3a.

IIpermocraBumo, Ha npumep, ga Anheo odbehasa ma he yBek ocraru yHyTap
KPY>KHOT' MCedYKa Ha CJIUIM, Kao U Ja he yBeK IoBehaBaTu CBOjy r-KOOpJIUHATY
(ymammenoct o tremena O oBor mcedka). Taga ra TaBo moxke yxBaTuTH, TpaHC-
dopmvumryhn oBaj mcedak y Tpoyrao ca HCTe CJIMKe, Ha HAYUH Ja Ce r-KOOPIMHATA
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nperBopu y y-Koopauuaty. Asnum oBa Tpancdopmarmja npersapa Aubhera y Odua-
nor Biecana.

@) O

Cauka 2.4. Tpanchopmariuja ncedxa

Hedbunnmmja 2.5. [Moruyuun Biecan (enr. Out-and-Out Fool) je Aubeo koju
obeha 1a he ce yBek yjgasbaBaTH O]l IIOYETHE IIO3UIH]E.

Teopema 2.5. DaBo moxke na yxsatu [lormnynor Biecana.

/loxas. DaBo Tpeda na mojesm paBan Ha 2N ucevaka, M Ja ce IOHAIA Kao J1a
Cy OJIBOjeHU orJjiejiajnmMa, Kao Kajeugockon. Taja he dutu majsumte 2N JukoBa
Biecana, jeman y cBakom mapdery. Dao Tajx mogenun mocao 2N geMOHa, TaKO
Jla ce CBaKHU IIocTapa 3a jejaH biiecaHOB JIMK y CBOM HCEYKY, KOjH C€ ITOHAIIa
kao Oduunn Birecan cuare 2kIN Kao Ha IPETXOIHO] CJIWIM, I1a I'a JEMOH MOXKE
YXBaATUTHU MaJIO ITPOMEEH-EHOM CTPATETHjOM U3 Teopeme 2.2. [

Hapagno, haso moxke sa yxBaru u Omymrrenor [lormynor Biecana koju odeha
Jla HUKaJ Hehe HelmpaBUTH HU3 MOTE3a TAKO Ja Ce MPUOJIMKU MOYETHO] MO3UIIH]U
3a BuIIe of .

””O/

Ciuka 2.5. Crparernja KajenaoCcKoIa
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Anbheo modehyje

Y oBom moryassby hemo mznoxuru Mareos [2] nokas qa Aubeo cnare 2 moxe
J1a mooeau ‘hasosa.

Hedbununmja 3.1. Pacrojame kBagpara (Z,,Y,) u (Tp,yp) O3HAYABAMO Ca
d((%ayYa), (Tp,yp)) u jemmako je max{|z, — x|, |ys — 1|}, u Heka je B(r) =
{(z,y) | d((0,0), (z,y)) < r}.

3.1 ®Punm Dhaso

Jlema 3.1. Ako Daso moxe na yxsaru Anbesa caare k, OHIa IIOCTOjU IPUPOIAH
6poj N, rakas na Daso moxke na 3apodu Anbesa y B(N).

Jloxas. Axo 3a cBako mpupogHo n Auheo mMma cTpaTerujy Jia HAIPABH N IOTE3a a
Jla He CTaHe HU Ha jeJIHO I0jeJIEHO TI0Jbe, TO 3HAYH /I3 UMa IT0DETHUIKY CTPATErH]y.
Jakite, ako Haso moxe 1a yxsaru Anbesia, IOCTOju 1 TAKBO Ja MOXKE JIa Ta YXBATH
y Hajsuire n noresa. Jlodujamo ma hie Aubeo caare k dutn 3apodsen y B(nk). [

Hedbunaunuja 3.2. Gunun bHaso je Dao Koju HuKaja He 10jeie MO/be HA KOM je

panuje omo Aubheo, HuTH TIO/BE Ha Koje je Anheo Hekaa MOTao Ja CKOYH aJd TO
HHje YIUHUO.

Ouwurteino Auheo koju ce urpa ca @uanm Hasostom Moxke 1a ce Kpehe 3ayBex,
1a, MOAM(UKY]eMO IIiJb UT'PeE.

Hedbununuja 3.3. Axo nocroju npupoan 0poj N takas ja je Aubheo 3apodibeH
y B(N), To ecmarpamo modemom @unor hasoma. Auheo nobelyje y cynporuom.

9
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Teopema 3.1. 3a cBe npupojgne d0pojeBe k u N, ako DaBo moxke ma 3apodu
Anbena cunare k'y B(N), onga @urn Haso takobhe moxke na 3apodu Anbesna cHa-
re ky B(N).

IIpe nokasuBama OBe TeopeMe, MOpPaMo Jla Pa3MOTPUMO ITa je 'DaBosba cTpa-
Teruja.

Hedbununuja 3.4. Ilyrama Aubena cuare k je uuz noswa (vg, vy, ..., v,) Takas
na je vg = (0,0) u d(v;,v;41) < k 3a cBako 0 < i < n.

Hakse, crpareruja Dasosa je Heka dynkimja ¢ Koja cIuKa CBaKy KOHAYHY
nyraby Anbesa y weku kBajgpar (koju Tpeda ma Oyse mojenen). Ilpenusuuje,
cauKa TyTame y ckyn Z2 U {mumTa}, jep cMo moszsosmiu Dasoiy 1a He mojese
HuUITa ako Tako xeyu. (Haso Takohe 3Ha kKoja cy mospa Beh mojesiena, na myTama
Anbena cagpxku cBe mHOpMAaIje 0 UIPH.) 3a HEKY IMyTamy KaXKeMo Ja je gos-
680/H€EHG 38 HEKY cTpaTerujy haBosa ako Ta myTama He CaJp:KU HU jeJaH IM0je1eHn
KBaJpaT oJ1 cTpane DhapoJa.

/loxasz weopeme 3.1. Purcupajmo crparerujy ® 3a Hasosa ca kojom moxke J1a 3a-
pobu Aubena cuare k'y B(N) (to ject, Aubeo re Moxe ja HamycTu Ty odsiact oe3
cTajarba Ha M0jeJIeHN KBaJIpar).

Heka (vg,v1,...,v,) Oyne nyrama. ledbunumemo ycmepen rpad nag G =
{0,1,...,n}. Ba cBako i € {G \ 0}, Heka j Oy/e HajMamU HEHETATHBAH IO OPOj
takaB ga d(v;,v;) < k (j < i jep je d(vi_1,v;) < k). Crnojumo ¢ u j ycMepeHOM
rpanoM. ['pad cama nma n yemepenux rpana. [loctoju jeguncrsen myT o n o 0.
Osnaunmo ra ca (Gpm, Gpm_1,.-.,00), TIe je m Opoj rpana y oBom myTy. /lakie,
a,m =n u ag=0. 3a cako 0 < i < m HeKa je

U; = Vg, (1)
Huz mwoma (ug,Ui,...,U,) HABHBAMO  DEGYKOBAHOM  UYWAHOM  IIyTarbe
(vo, V1, ..., Vy), IOX YCIOBOM Ja je v, 7# vo. AKo je v, = vy, OHIa HEKA PeLIy-

KOBaHa IyTarma oyue (ug) u Heka je m = 0. [Ipumernmo na ug = (0,0), u, = v,
u d(u;,u;11) < k 3a cBako 0 < i < m. Ilrasume, 3a cako 1 < ¢ < m, ako je j
HajMarbl HHIEKC 3a Koju d(vj,u;) < k, oHga je u;,—1 = v;. Jlaxie 3a pasiunante i u
J MMaMO U; 7# U,

Cana nmedwunuimmumo crparerujy @unor bhasosa V. Qunu Baso he y mpsom
noresy (s0k je Aubeo ma (0,0)) mojectu mcro noske Koje du u Daso nojeo y mp-
oM noresy (npenusuuje ®(((0,0)))), ocum ako 6u Daso nojeo (0,0), onga Punu
Daso ue jene mummra. Axo je (vg, vy, ...,v,) myTama, (U, Uy, ..., Uy,) PELYKOBAHA
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nyrama, z = ®((ug, U, ..., Up)), JeHUHATTIMO

U((v, V1y--,0,)) =

z, ako d(z,v;) > k 3a cako 0 < I <nu z # (0,0),
HUIITA, WHAYE.

(2)

Taxo na je crparerunja @unor Dasosa (V) na nojene kaapar koju ou Daso (P)
1I0jeo 3a PeqYKOB8aHYy UYWAYy, aJll caMO aKO MY je JI03BOJbEHO Jia jesie TO TOJbe,
WHave He jeje HUIITa, jep je dum.

Tepaumo na je ¥ modbenunyaka crpareruja 3a @unror Dasosa, 1j. 1a Aubeo He
Moxke Jia Hamyctun B(N) ako urpa nporus V.

JIema 3.2. Axko je (vg,v1,...,v,) 103BoJbeHa TyTama Anbesa nporus ¥ (Tj. ako
Anbeo moxke ma ce xpehe 1o oBoj myramu Oe3 crajarmba Ha I0je/IEHH KBaJpar),
OHJIA je HeroBa PelyKOBaHA Iy Tamba (Ug, Ug, - - - , Uy, ) JO3BO/bEHA Iy Taba IPOTUB P,
crpareruje Dasoa.

Zloxas. IlpernocTaBUMO CyIIPOTHO, Ja IIOCTOje TeJd OpOojeBHM S W t TaKBU JIa
0<s<t<m u ®((up,us,...,us)) = u;. Hexka s’ Oyme HajMamu WHIEKC TaKas
J1a je vy = ug, 1 HeKa t’ OyJie HajMarmby WHJEKC TakaB Ja je vy = u;. U3 (1) umamo
naje s =asut =a, naje s <t'. Ipumernmo ma nomro je t > 1, u, # (0,0), na
n vy 75 (O, 0)

Jlako ce Bunm ja je (ug, uq, . . ., Us) PeJlyKoBaHa myTamwa o (vg, vq, . .., vy ). la-
kie, ¥((v, v, ...,vy)) je wmm D((ug, u, ..., us)) = up = vy wian HEIITa. He Moxe
outu vy, jep onga Anheo Mopa J1a cTaHe Ha IIOjeIeHN KBaJIpaT vy UIPpajyhu IpoTus
®unor basona. Jakae U ((vy, vy, ...,vy)) = Humra. OHma, Ha ocHOBY (2) (mormTo
vy # (0,0)), mocroju [ € {0,...,s" — 1} TakBo na

d(vt/,vl) < k. (3)

TBpauMo j1a je 0BO y KOHTPAJUKIWH ca THM Ja je (Ug, Ui, .. ., Uy) PEILyKOBaHA
myrama o7 (vg, vy, ..., v,). 3aucra, y rpady G, jeaurctBern myT o n 10 0 IpBo
nposiasu Kpo3 t', a kacuuje s. Amm u3 (3) modmjamo Ja Ccy CBU YBOPOBU KOjU
cy nociie t' y rom myry y ckymy {0,...,s — 1}. OBum cMO 3aBpIinIn J10Ka3 OBe
JeMe. 0

Ha ocuoBy seme 3.2. umamo ma u,, € B(N). Kako je v, = u,,, umamo u
Um € B(N), na @unn Daso moxke 3apodutn Aubena y B(N). O

Ha ocnosy sieme 3.1. u Teopeme 3.1. ogmax jrodujamo ciegehe.

Teopema 3.2. Axo Daso moxke jma yxsBatu Aubhena cuare k, oHIa OCTOjU TIPU-
poruo N TakBo na Purn Taso moxke jga yxsarn Anbena cuare k' y B(N).
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3.2 JloBosbHO jak Anbheo

Y oBoMm jsiesty hiemo jokasaru fa J10Bo/bHO jak Amrbheo Moxke ja modemaun Puror
BHapona.

Bamnpaso, nam Anheo Hehe ckakaTu ca jegHOr KBajpara Ha JIPyru, Hero he
WpuaWy 1o cyceHuM (HerojefeHnM) KBajparuma. 1o ject, ako je vy moYeTHa mo-
sunja Aubhesna, OH MOXKe J1a TPUH TI0 Vg, U1, . . . , Uy Y JEGHOM TOWE3Y, TIIE 38 CBAKO
0 < i < n Baxu d(vg,v;) < k 1 KBaJIpaTu v; u v;1 Cy CyceJHn (UMajy 3ajeIHUUKY
crpanuity) 3a cBako 0 < i < n. 300r TeXHUIKUX pasJora, Heka je n < 2k. Hapas-
HO, Ha TO4YeTKy cieneher moresa, mozurmja Aubena je v,. Ouurneano ma Auheo
cHare k MoxKe J1a UMUTHUPa OBOr 1'pkraua.

CxomaO TOMe, Tpazkumo Mambe o1 Punor Dasosa. 3a Harmre morpede, JTOBOJHHO
je a He jeqe KBaJjpare Ha KojuMma je Tpkad Beh crajao mym mpoTpdao. 3aMUCIIMO
caJI HaIlly TadJIy Kao JABUPUHT: IOjeJIeHN KBa/IPATU Cy BUCOKU 3UJIOBU KPO3 KOje
Tpkau He moxke nipohu. Be3 ymamema ormirocta Moxkemo 3amotntu Punor BHaso-
na 1a mojesie cse kBajpare {(z,y) | * < 0} npe mouerka urpe. OBo My HHKaKO He
MOYKe HAITKOIUTH.

Y cBakoM TPEHyTKYy 3amMunubamo ja je Tpkad y KBaJpaTy U Jia je OKPEHyT
y onpebenom cmepy. (Yepojuliemo Heky momasio HedbOpPMATHY TEPMUHOJIOTH]Y Kao
mro je Tprauesa sesa pyxa, aau ce HAJAMO Jia he OBO YMTAOILy OUTU MHOIO jACHHUje
o/ Heke meHe (opmasine Bepswuje.) IIpe cor npsor moresa, Tpkau je ycmepen ka
rope 1 JIEBOM PYKOM Jojaupyje 3uz (Ty je 3uz momro je kBajapar (—1,0) seh moje-
Jer). Mozke 9ak U Jia 3aTBOpU OYM: TOTPeDHA My je caMo JieBa pyKa ja mpoHabe
nyT. Y cBakOM CBOM more3y, Tpkad Tpum mTo BHIe MOXKe (Ha HAjBUIIE PACTO-
jamy k o MecTa rie je KpeHyo) JIOK yBEeK JOJAUpYje 3UJl JIEBOM PYKOM Ha JIEBO]
crpanu. /lakie, Tpkaa rakohe ckpehe JjieBo mim jiecuo ako tpeda. Ilomro ce kBa-
napartu {(z,y) | = < 0} nojeny npe Hero mro urpa modne, Tpkaa he yBexk nmarn
HekH 3uj ca JjieBe crpaHe. (Tpkad Moke KOPUCTHTH UCTO IOJ/bE BHUIIE IIyTa YaK U
y ucrom moresy!)

Samucaumo Ja Tpkad Takohe nma 3eseny 00jy y J€BOj PYIU U J1a OOjU JIMHU]Y

Cinka 3.1. Tpkaues myT

JIy2K 3ua0Ba Koje pomupHe. Criomenynun cmo ga Tpkad TpUum mTo BUIE MOXKE y
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CBaKOM CBOM IIOTe€3y, aJli Ha YyIa/beHOCTU HajBuIille k O MecTa Tje je KPEeHyo, a
BEroBa pyTa He MOXKe OUTHU Jiy2Ka o1 2k KBajpara. /la OygeMo npernusHu, Mopamo
JIATHU JOIII jeJIHO OrpaHuderbe: TpKady je JJ03BOJHEHO Jia 000ju HajBUIIE, PeruMo, 2k
3WJI0Ba y CBAKOM CBOM more3y (padynajyhn summecrpykoctu). [Tog Tum mucanmo
Jla MOpa Jia IMpecTaHe Jia TpYIu HAKOH 2k Dojemba.

[IpumernMo 8 akKo BUIUMO OOOjE€H 3] 3HAMO Y KOM je cMepy uirao 1pkad,
TIOIITO CYy 3UJIOBU YBEK Ha IETOBOj JIeBOj cTpaHu. Pajun jeiHocTaBHOCTH, HA30BUMO
KBaJipare 1peko kojux je Tpkau (Beh) mperpuao maBuM KBajpaTuMa.

Jlema 3.3. Ako Tpkad Kopuctu crparerujy jgeduHucany rope, oHja je ciejehe
TaIHO:

1. ¥V cBakoM Kopaky, 3ejieHa (yecMepeHa) JINHIja Ce CACTOJU O yCMEPEHUX Iy KU
JIy?KUHE jeJlaH. 3a CBaKy yCMepeHy 3eJIeHy JIy2K, Ha JIEBOj CTPAHHU je T0je/IeHn
KBaJIpaT, a Ha JECHOj IJIaBU (HEIIOje/IeH).

2. Yak m ako Tpkad moHOBO 000j1 UCTH 3WJ, YBEK I'd 000jH y UCTOM CMEDY.

3. Ako mocroju 3ujr Koju je 0dOjeH JiBa IyTa, OHJA je IpBH 3uj Koju je Tpkad
0bojuo nBa myTa npBu 3ud Koju je Tpkad mkama odojuo. Crora, y OBOM
cIydajy, 3eJieHa JIMHUja je 3aTBOPEHA.

Cauxka 3.2. Tpu moryhuocTy 3a nosunuje e u f u3 jgokaza jeme 3.3.

Zloxas. IIpeo je Tpusujasno jep @unu Dapo He jene miae kBajpare. JIpyro cienn
n3 ynmennIle ga Tpkad doju camo Ha JIeBOj CTpaHMU.

Ha ducmo jtokazasu Tpehy TBPAY, IMocMaTpajMo MpBHU IIyT Kaja Tpkad doju
IPETXOHO 000jeHn 3ujl, (UBUILY ), U O3HAYUMO OBY UBHILy ca e. OuuriesHo, ako je
WBUIIA € IIPBa HBHIA WKaJa 000jeHa, oHJa je TpKadu HACJIUKAO kpyl 10 OOjerma e
[0 JIPYTH IyT, ¥ OH he DeCKOHAYHO TPYATH 110 OBOM Kpyry (y CTBapH, 110 HEroBoj
YHYTDAIIEb0j CTPaHH, Yy CMepy Ka3aJbKe Ha caTy).

[IpernioctaBuMo j1a e HUje mpBa UBHIA HKajga odojera. Onma je Tpkad 0dojuo
uBHUIly [ HEOCPEeIHO IIpe Hero IITO je MPBU IIyT 000juo e. VMiMaMo Tpu CymTuHCKN
pazmanTe MOTyNHOCTH 3a [0JI0XKa] OBUX UBUIA (CIIUKA).

Axo cy f u e KonuHeapHe, OHJIa Cy JBa KBaJIpaTa Ca JIeCHEe CTpaHe OBUX UBUIA
Beh maBu mipe Hero mrto je Tpkad Morao ja odOju e 1Mo JIPYyrd IyT, a JIBa M0Jba
ca JieBe cTpane cy Beh nojesiena. Tako Tpkad He MoxKe Ja JIONpe JI0 € HU ca, JIeCHe
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HU ca JieBe CTpaHe, a OYUIJIETHO HE MOXKEe HU OJ03r0 JPYTUM JIeJIOM OBE JIeMeE.
Tako je mopao ma odoju f mBa ImyTa Ipe HEro IITO je JBa IIyTa 000juo e, IITO je
y CynpoTHOCTH ca u3dopoMm e. /Ipyre jaBe moryhHOCTH ce MOTY pelIuTH HA UCTU
HAYMH Kao U OBa (CJIMKA). O

Jlako je mposeputn ja Tpkau odoju HajMame k 3uj0Ba y CBaKOM 1ore3dy (pa-
qyHajyhu BUIIECTPYKOCTH, aKO je IOTPEDHO).

Jlema 3.4. Axo je k j0BOJBHO BesMKO, OHJla ce Tpkad HuKaja nHehe BparuTu Ha
riouetny no3urnujy. Illrasume, Tpkad myTyje mpou3BOJHHO JIAJIEKO OJT TTIOYETHE TI0-
zuryje, mra roj jga ypaau Ounu Haso.

Jloka3 ce 3acHUBA Ha YUHLEHUIN Ja aKO je kK JOBO/BHO BeJIMKO OHja 1pray
wpuu oporce nero witio Punu Baso moorce ga usipagu 3ugose.

Zloxas. Ilpumernmo ja ako ce Tpkad He BpaTu Ha MOYETHY MO3UITU]Y, OHJIA he 10
Tpeher nesa Jjieme 3.3. cBaku 3uJi OUTH 00OjeH HajBuINe jesHOoM. [IpermocraBumMo
na je k > 11. Jlako je Bumeru ga mra rog ga Punu Daso ypagu y cBoM mnpBOM
1oTe3y, MocJje MPBOr 1oTe3a T pkadeBa y-KoopauHaTa je Hajmarbe k. Takohe, HakoH
Japyror nore3a TpkadueBa y-KOOpJAWHATA je HajMarbe 2Kk.

Nunykmujom mo t hemo jokazatu ja ce Tpkau mehe BparuTm Ha MOYETHY
no3urujy y t moresa. 3a t = 2 cmo rorosu. lIpernocrasumo ma ce Tpkada nuje
BpaTHO Ha ModYeTHY no3unujy y t nore3a. llocie ¢ moresa, Puru Haso je mojeo
HajBUIlle ¢ KBaJpaTa, KOju YKyIIHO uMajy HajBuire 4¢ 3ugosa. Tpkau cuare k doju
HajMame tk pasamuuTux 3uzioBa 3a To BpeMe. Jlakie, Tpkad je odbojuo nHajmare
tk — 4t 3ujoBa Ha KBaJpaTuMa IOjeJIeHUM Tpe moderka (jyxK y oce). yx tux
KBaJIpaTa OH Ce MOYKe KpeTaTu caMo Ha rope, aju He Ha noje. lakie, y jeamnom
TpeHyTKy urpe je Tpkad curypao nmao y-koopauaary dap tk—4t. O Tor TpeHyTKa
HHje MOTa0 CMalbUTH CBOJY Y-KOODJWHATY 3a BUINE OJ t, 1Ia je HAKOH ¢ IoTe3a
IErOBa Y-KOOP/IMHATA dapeM

th — 4t —t = t(k — 5).

Kako je t > 2 mw k > 11, oBo je dapem 2(k — 5) > k + 1. Haxise, Tpkau ce
Hehe BparuTn Ha MoOvYeTHY mo3unujy 3a t + 1 more3: merosa y-KooOpawmHATa he
outu dapem 1. uayknujom Takohe jodmjaMo 1a je 3a cBako t, HAKOH t IOTe3a,
TpkaueBa y-koopunara je dap t(k—>5). Jakie, Tpkad myTyje mpon3Bo/bHO JTaI€KO
O/l IOYeTHE MO3UIIHje. O

Jlema 3.4. jacHo mMmiumuimpa jga AaDheo JTOBOJBHO BEJIMKE CHAre MOXKE TT00eTUTH
@unor bhasosa. Tako u3 Teopeme 3.2. modujamo ciesnehe.

Teopema 3.3. Anheo 10BO/bHO BesIMKe cHare MOKe 1modoeauTn bHasoJra.
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3.3 Amnbeo cuare 2

Ha ducmo mokazanu jga Anheo cuare 2 takohe mozke ga modemu, majgo hemo
U3MEHUTH HAYMH Ha Koju oH Tpun (y nopehemy ca TpkadueMm u3 mpeTxoHOT jeJia)
u HampaBuheMmo TakJ/buBe mporiene. Jlokas ce 3acHUBaA Ha jeTHOCTABHO] INHHCHUITH
Jla, MAKO KBaJPAT UMa YeTUPU CTPAHUIIE, aKO CY I0je/IEHN KBJIPATHU jeJaH IOPE/T
apyror ja gpopMupajy Jayradak 3ujl, PadyHajy ce CaMo JIBe CTPAHUIIE IO KBAIPATY.
Oryna Arheo crare 2 MoOyKe TpUaTH OKO I0j€/IEHNX KBaJIpaTa UCTOM OP3WHOM Kao
mro ux Baso rpaju. (Crora Hale nmporeHe MOpajy duTu IPUJIXIHO CTPOre U Ipe-
nusne — mehyrum, Hukama Hehemo kopucturu ma Anbeo Takohe morxke Jjia CKOYN
[IPEKO KBaJpaTa. )

[TocMaTpaMo CKyIIoBe KOHAYHO MHOTO KBajpaTa u3 Z2. da Oynemo jacHu, KBa-
npar (z,y) € Z* oarosapa ksaapary [z, x + 1] x [y,y + 1] y pasuu. JIBa kBajgpara
HA3WBAMO CYCEGHUM AKO NMAjy 3ajeITHUYUKY CTPAHUILY.

Hedbununuja 3.5. Ckyn mospa S Ha3MBAMO U06€30HUM AKO 38 CBaKa JIBa PA3JIH-
quTa mosba a, b € S mocroju nyr y S, a = ¢y, ¢1,...,C, = b TaKaB 1a Cy ¢; U Cj1q
cycesam 3a cBako 0 < @ < n.

Jlema 3.5. Heka S dyjie ckyn n kBajpata u3 Z? (n > 1). Ako je S nosesan, onja
ce rpanura ckyma | J.S cacroju o Hajsurie 2n + 2 crpanuna (jeIMHUIHUX Jy7KH).

Ciuka 3.3. Paziuka nyresa Tpkaua u Anbesa caare 2

/loxas. Jlako ce mokazke MHIAYKIMjoM. 3a n = 1 ounriemno Bazku. [TocmaTpajmo
ckyIl n + 1 nmoBe3aHux KBaJipaTa. 1ajla CUTYPHO MOCTOjU KBaJIpaT YUjUM yKJIAIba-
bEM OCTATaK OCTaje MmoBe3aH (aKo mocMarpamo Kao rpad, nzadbepeMo Mpou3BosbaH
et pasanusbyher cradma). Ilo MHAYKTUBHO] XWMIIOTE3M OCTATAK MMa HAjBUIIE
2n + 2 crpanuna. Bpahamem mpeTxoHO yKJIOIEHOI KBaJIpaTa y MOBE3AHU CKYII
KBaJIpaTra OpUIleMo (HajMarbe) jeJiHy CTPAHUIly U J0JajeMO HajBUIIle TPU HOBE.
Haxie, ckyn n+ 1 noBesanux KBaJpata uma Hajsume 2n+2—14+3 =2(n+1) 42
CTpaHUIA, YNMe CMO J0Ka3aJIl TBPheme jgeMe. [

Y oom neny durcupamo caary Anhemra wHa 2. Auheo he ce monamaru jeu-
MUYIHO Kao TpKad y mpeTxoHOM ey, aji OBJIe MOXKe Jia TMPABU U JIHjarOHAJTHE
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noreze (kao ox (5,5) 1o (4,6)). Oue Anbeo 3amunnba ja OCHOBE 3MI0Ba KO-
je rpagun @unu Daso Hucy kao kBajgparn Beh kKao ocmoyriosu (ciamka). axie,
KBaJIpaTé KOJU MMAjy JeJIHY 3ajeIHNYKYy TadKy, aJii He W 3ajeITHIYKY CTPaHUILY,
nocrajy yjaabenu jejan ox apyror; Auheo moxe ja ce npoByue usmehy mux (mo-
mro fie mwerosa JjieBa pyka mpaTuT 3ujoBe). [loriesarn cimKy 3a IpuMep Kako
ce kpehe Tpkau u3 nmperxojHor Jjieja u Kako ce kpehe Anheo cuare 2.

Jla dymemo upenmsnuju, ako je Amnbheo Ha IOTE3y W akKO je HeroBa ITO3HUIU-
ja KBajgpar vy, oH he ciaenuTu myTamy vg,vi,...,U, rae je d(ve,v;) < 2 3a cBe
0 <i<n,dwv,viy) < 13acBako 0 < @ < n, a Takohe M3 TEXHUIKUX PA3JIOra
npermnocTaB/bamo fa je n HajBume 4. [Tosunuja Anhesna he, napasno, outn v, Ha
Kpajy HBeroBor noresa. 3a Hame norpede je gososbno Ounn BHaso ne jene KBagpa-
Te Koje je Aubheo KopucTHo.

SN

Ciauka 3.4. AulesioBa 3ejeHa JIuHU]ja,

Kao u y nperxoamom memy, Auheo he y cBakoM ¢BOM MOTe3y MOKYIIATH Ja TPUN
HITO BUILE MOXKe, JIOK My JieBa pyKa yBek jojupyje u ooju 3uj. (13 rexHmakux
pazsiora He J03Bo/baBamMo Anbeiry ja oboju Burte ox 4 3uja 1o moresy.) Kao mrro
ce MOKe BUJIETH Ha CJIUIIM, YY/IHO je Jia je Ooja Ha cTpaHUIlaMa KBaJjpaTa, a He Ha
CTpaHHUIAMa OCMOYTJIOBA, aJi OBO je OHO IITO HAM TPeda 3a IIPOIeHE.

Jlako je mposeputn ja Arbheo 0doju HajMame 2 3uga y cBakoMm moresy. Jlakie,
y t more3a oH 000ju HajMamwe 2t 3ujoBa (padyHajylin BUIIECTPYKOCTH, aKO je Mmo-
Tpeduo). Kako kBajpar (x,y) oxrosapa ksaipary [z, + 1] X [y,y + 1] y pasHnu,
Anbenosa zenena junuja nounmme us (0,0) € R2

Jlako je mpoBeputu ga Jiema 3.3. BaxKu u 3a oBor Anhesia U HEroBy 3ejeHy
nuHujy (camo joka3 tpelier jena je npyradmju, Bujgeru u cauky). Jakie, cBe 10K
AnbesoBa 3esieHa JIMHMja TOHOBO HE JIOCTUTHE x-0Cy, AnDeo He MOXKe ja JIBAITYT
000ju 3u Koju je 0D0juo Ha CaMOM IIOYEeTKY HWI'pPe, W IPUTOM CBaKH 3UJ[ 000ju
Hajpurre jeqaom. Kacauje heMo KOpUCTUTH OBY UUEHCHUILY.

Takohe hemo mpernocraButu ga je @Punum DHaBo mojeo cBe KBajpare
{(z,y) | z < 0} npe moyerka urpe.

Teopema 3.4. AnbhesioBa 3esteHa JuHIja HUKa a Hehe TOHOBO JOCTUTHYTH I-OCY.
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/oxas. TlocmarpajMo pBu IyT Kaja je 3ejieHa JUHUja JI0CTHUrIa x-ocy. llpermo-
CTaBHMO Ja ce TO joroauao y t-tom more3y Anbena. Hakie, ®unn Baso je mojeo
Beli (najsuie) ¢ kBajgpara, a Aubeo je Beh obojuo Hajmame 2(t — 1) + 1 3umoBa:
2(t — 1) y cBojux mpBux ¢t — 1 moresa, 1 MOpao je Jia 000ju jOIl HAjMambe jeJlaH y
OBOM TIOT€3Y JIa OU JIOCTUTA0 T-0Cy. VI3 MPEeTXOMHOT je JIAKO 3aKJ/bYIUTH JIa CE PAJIH
o paznaumuntuM 3ugoBuMa. Heka je d Opoj kBajpara koje je Punm DHaso mojeo y
obsactu {(z,y) | = > 0, y > 0} u Heka a OyJe Opoj pa3aMIUTHX 3HUI0BA KOje je
Anbheo 0bojuo MOK Werosa 3ejieHa JUHUja HUje JTOCTUTIA T-0Ccy. Mamo

d<t m a>2t—1. (4)

Xajie jJa MpEeKWHEMO UTIPy Yy OBOM TPEHYTKY U Jia U3DPUIIEMO CBE Ca JOHhe
OJIOBUHE TadJie: TO jecT, M3OPHUIIMMO CBe II0jejieHe KBaJpaTe W CBe KBaJpaTe
nojesiere npe mnoderka urpe ca {(z,y) | y < 0}. (Hema 3enene junuje y oBoj mosy-
paBuu.) W30pummmo u cBe KBajpare Ioje/ieHe [pe MoYeTKa UIrpe OCUM KBaJIpaTa
{(-1,y) | 0 <y < N — 1} 3a nekn Beoma Bequku 1eo 6poj N. Heka je N — 100
Behe oJ1 y-KoopJInHAaTE ,HajBUIIEr” IOjeeHor KBajipara kKoju je @unn DHaso mojeo
TOKOM HUTpe, a Takohe Behe o1 y-Koop/imHaTE ,HAjBUIE” TadyKe 3ejieHe JuHuje. [la-
KJIe, Ha Tad/u je ocTajo TadHo N + d 1oje/IeHuX 1oJba.

Caga 3amomumo Anbesna @ HacTaBU CBOj IyT W CBOje DOjere Kao IITO je TO
quuno panuje. Anu wehemo nozsonutu 1a @uan Haso jene Burie kBajapara. [Ipe
i kacuuje Aubeo he ce BparuTu Ha cBOjy mouerny nosurmjy y kBagpatry (0,0), a
sesiena JimHKja he ce sparuTtu y taduky (0,0). Crora he 3esena munnja dbopMupaTu
kpyr. O3HAYMMO HeHy JyKuHy ca | (0BO je m yKymaH Opoj 000jeHuX 3uj0Ba).

Jlema 3.6. 3a myxuny [ nedunnucany n3Ha BaxKu
l>a+2N +5.

Zloxas. Anbheo je TOKOM peryiapHe urpe 0d00juo pa3InvdnuTe 3UI0BE CBe JOK 3ejIeHa
JMHHUja HUje JOCTHUIJIA T-0Cy, permuMo y Tadku (z,0) € R% Jlakie, xy je mnpu-
pozan 6poj. OHya je 3ejeHa JIMHUjAa CUIYPHO Ipekpusa jiyxk [(zo,0), (xo + 1,0)].
Jok 3enena nunuja we gobe mo rtauke (0, N), oHa Mopa Ja uje Ha rope Haj-
Mame N 1mmyTa u Ha JIeBO HajMambe g+ 1 > 2 myTa. 3aTuMm, 3e/1eHa JTUHTja TTOKPUBa,
[(0,N),(=1,N)]u [(—1,N),(—1,0)] (mro je seBa cTpaHa KBaJpaTa I0jeICHIX IIPe
urpe {(—1,y) | 0 <y < N—1}). Konauno, 3enena smunja nokpusa [(—1,0), (0, 0)].
[Ipema Tome, l 2 a+14+N+2+14+N+1=a+ 2N +5. [

JIako je mpoBepuTH J1a Cy HOjeJIeHn KBaIpaTu YHyTap 3eJIeHe JITHUje TTOBE3aHU.
(OBo Huje Tauno 3a Tpkaua, aju Baxku 3a Hamter namernujer Anbesia caare 2.)
Onaj moBe3aHU CKyIl MMa HajMame | CTPaHWIA Ha CBOjOj TpaHuiy (MOXKIa MHOTO

Bure). Jlakie, 6poj KBaJpaTa y OBOM CKYIly je HajMarbe 1772 npema jemu 3.5. C
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JIpyre cTpaHe, y OBOM ckyiy uMma Hajsuiiie N + d KBajpara, mna
[—2
N+d> 5

U3z neme 3.6. masme mMaMo

>a—|—2N+5—2:a+3+

N+d> 5 ) N.
U3 (4) caenn

N+t>¥+N:N+t+l,
mTo je KoHTpagukimja. Crora 3ejieHa JMHUja HE MOXKE IMOHOBO JOCTHRH X-0CYy
TOKOM HUTDE. [

Teopema 3.5. Auheo cuare 2 moxe ja nmodeau @unor Hapoia.

Zloxas. lamm cmo crparernjy 3a Anhena cHare 2 Tako [a 3aMUIILBEHA 3€JI€HA
JINHWja HUKaJIa BUIE He JOCTUTHE T-ocy, u crora Anbheo Burne Hukaja nehe 0do-
juru uctu 3uz (Teopema 3.4). ITomro y orpannvenoj 0djacTu mMoCToje camMo pyTe
KOHAYHE JIy?KWHE T/ie OU 3eJieHa JIMHUja MOIJIA Jia UJie, OYUIVIETHO he 3ejieHa Jiu-
HUja HAIYCTUTH CBaKy OIpaHWYeHy 00jacT — crora he m Aubheo HamycTuT CBaKy
OrpaHUYeHy 00JacT, Kako roj ja urpa Punnm bHaso. [

OpaBjie Ha OCHOBY TeopeMme 3.2. oamax Jjiodujamo ciejehe.

Teopema 3.6. Anbheo caare 2 moxke j1a modeau hapoia.
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TpOyI‘JIOBI/I 1 ImMecroyrJjioBmn

Y oBoMm morsiaB/by hemMo pasmarpaTy IITa Ce JIeCU KaJl Upecesumo Urpate oBe
urpe Ha jgpyraduje tadiie: Tpoyraony u miecroyraony. lIpasmia ocrajy ckopo mc-
ta. 'PaBo y cBoM more3y jese jesno nosbe, 10K Anheo cuare k Moxke Ja mpeJsieTH
JI0 ToJba yaasbeHor 3a Hajsuire k. To ject, Auheo cuare k MoxKe ja mpesieTu Ha
om0 Koje moJbe Ha Koje ou Kpasb jgomao y vajsumie k moreza. Auheo rydou ako je
3apo0JbeH, Tj. aKO jeMHO II0Jbe HA KOje MOXKe Ja MPeJIeTH TPEHYTHO IOJbe.

Momndukyjyhu j10ka3 3a KBaJIpaTHY TadJIy U3 MPETXOJHOr IOIJIaB/ba, JIOKa-
zahemo ga Ha Tpoyraonoj tadau Kpasb modehyje, a 3aTuM Ha OCHOBY TOTa Jia HA
mecToyraonoj tTabsm Arbheo crare 2 modehyje.

YAVAVAVAVAN
\VAVACAVAVA
/N NN N\
\VAVAVAVAVY:

Ciuka 4.1. Kpam na tpoyraonoj tadan

4.1 Tpoyraona Tadia

Jlokaz u3 mpeTXoHOT TOTJIaB/ha Ce TEOMETPUjCKHU OC/Iama Ha ojpeheny Heje-
HaKOCT JIa TTOBE3AaHM CKYI OJ M M0Jba HE MOXKE MMATH ITPOU3BOJFHO BEJIMKHA OOWM.

19
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Ha kBajgpartHoj Tadiu, ropma rpaHuia oomma je 2n -+ 2. Ymuopehyjyhm ca mre-
CTOYTaOHOM M TPOYTaHOM TadJIOM, CXBAaTaMO Jia je KoedHIdjeHT 2 3ampaBo Opoj
cTpaHuIa 1mojba mMunyc 2. Ha mecroyraonoj tadaum ojarosapajyha ropma rpaHura
je 4n + 2 5ok je Ha TpoyraoHoj n + 2. Yumenuia ja je rpanuia 00/ba 3a TPOYTJIO-
Be cyrepuiie jia ce Moxke Hahu ciaduju modeaunyaku Anheo HA TPOyTraHO] TAdJIH.
[Tokazahemo 1@ Ha Tpoyranoj tadim Auheo na ciunu nmodehyje (Kpass).

Jlema 4.1. Heka S Sysne ckyn n tpoyriosa u3 Z? (n > 1). Ako je S mosesan, onjyia
ce rpanuria ckyma | J.S cacroju ox HajBuie n + 2 crpanutie (jeIUHUIHUX JIy2KH).

/loxas. Jlako ce mokazke MHIyKIMjoM. 3a n = 1 ounriemno Bazku. Ilocmarpajmo
cKyI n + 1 moBe3aHuxX TPOyryioBa. Tajia CUTYPHO IMOCTOjU TPOYTAa0 YUjUM yKJIAIba-
beM OCTATaK OCTaje MmoBe3aH (aKo mocMarpamo Kao rpad, nzadbepemMo Impous3BosbaH
quct pasanuibyher cradsa). [lo mHIYKTHBHO] XUTIOTE3M OCTATAK MM HAJBUIIE 7142
crpanuiia. Bpahamem npeTxoqHo YKIOHEHOT TPOYTJIa ¥ MIOBE3aH! CKYII TPOYTJIOBA
Opuriemo (HajMame) jeJIHy CTpaHUILy U JI0JIajeMo HajBulre jBe HoBe. [lakie, cKym
n + 1 noBesanux TpoyryioBa uMa Hajsuine n + 2 — 1+ 2 = (n+ 1) + 2 crpanura,
quMe CMO JIOKa3aJu TBpheme Jieme. [

[Tocmarpamo urpy @unor Dasosna n Kpama Koju npumemyje cTpaTernjy HajanK
Tpkaueoj. [Ipso hemo ouwtuje nokazaru Teopemy 3.2, u npedopmysucaru B(IN)
y OMJI0 KakaB KOHAYaH CKYIN 10/ha S, Jla OMCMO MOTJIA Jia je IPUMEHHMO U Ha
TPOyTraoHy TadJIy.

Hedbunnunuja 4.1. ITorez DaBona Ha mo/ke Ha KoM je panuje dmo Anbeo, wam
nojbe Ha Koje je Ambheo Hekaja MOrao Jia CKOYM ajid TO HHUje YUYMHHO Ha3UBAMO
3acega.

Ilocaemuna 2. @unu Haso je Dao Koju He MpaBu 3aceje.

Hedbunnunuja 4.2. Axo je S Komadan CKyI II0/ba, OHJIa Ce CTpareruja bhasosia
Koja rapanTtyje fa Aubeo Hukaja He HaIycTH S Ha3UBa S-TIOOETHUIKA.

Ouwnrsenuo (comuno jemu 3.1) HaBo mma ModeTHUYKY cTpaTernjy ako u CaMo
aKO 3a HEKO KOHAJIHO S mMa S-TI0OEHUYIKY CTPATETH]y.

Jlema 4.2. Heka S Oyne xomadan ckymn mosba. Ako DaBo mma S-1odeHIIKY
crparerujy, nMa je u @unn Haso.

/loxas. Jloxkazahemo jgemy maayknujom. IIpermocraBumo ma Baso mma S-modes-
HUYKY cTpaTerujy © Koja He IpaBu 3acejly y IpBUX n moTe3a. Jlokaxkumo oHa j1a
OCTOju S-TTO0ETHUYIKA CTPATErnja Koja He MPaBU 3ace/ly y IpBux n + 1 moresa.
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Hexka Baso urpa npema © upsux n nore3a. lIpernocrasumo ga y n + 1 nore-
3y O ox Daposa 3axTeBa a HAIpaBHU 3ace/ly Ha MOJbY a (MHAYE HEMAMO IINTa Ja
JIoKa3yjemo). Y ToM ciydajy, MoAu(UKYjeMO CTPATErnjy TAKO Ja Y TOM IOTe3y
Bao oaurpa mpomsBosbaH TOTE3 KOjU HUje 3aceia. 3aTuM, PaBo urpa mnpema O
nokJte rox Aubeo we sohe y a. Kag roxg Aubheo mobe y nosbe a, Baso ce mpedairyje
Ha Urpy Kako dou urpao npema O 1a je Auheo jo1rao Ha MO/be @ TPBU MyT KaJja je
MOTao0.

Bak/bydyjeMo Jia He MOCTOju N 3a Koje je DHapo mpumopaH Jj1a HAIIPABU 3acery
TOKOM TIPBHUX 7 TOTe3a Kako om 3ajip:kao Awnbena yuyrap S. [lomro DHaso mma
caMo KOHa4HO MHOTO pasymuuz noresa (fiemuje y S u one ;0 kojux Auheo moxke
qohu jemuum more3oM o S), ciaenu TBpherme Jieme. ]

Hedbunnmnuja 4.3. Tpoyray (z,y) € Z* oforopapa Tpoyrao y paBHH cTpaHute 1
4qmje je CpeJIUIITe BUCHHE HA XOPU30HTAJIHY CTPAHUILY Y TAUYKU (%x, \/Tg + %gy) € R2.
3a mapHO X + Yy TPOyrao je yCMepeH Ha J0Jie, a 3a HelapHO Ha rope.

[Ipe moueTka urpe 3amosumo Punor HaBosia 1a 1mojeie cBe TPOYTJIOBE JIEBO OJT
npase y = —2v/3 (1j. {(z,9) | y < —2v/3}). To My cBakaxko He MOYKe ITKOIUTH.
3a namre morpede je moBosbHO Jda Puam Dapo He jeme Tpoyriaose koje je Kpasmb
KOPHUCTHO.

Kpasm he na ce monama cianano kao Tpkad uz nperxoauor ngena. Vzmene cy To
na Kpass Mmoxke fa nipehe Ha ¢BaKo 110J/be KOje MMa, 3aj€THUYKO TeME Ca TPEHYTHUM
(amp. ox (0,0) mo (—1,1)), n HapaBHO caMo 3a jeJHO HOJbe 1O more3y (cHara 1).
Hapasno, Kpasb ce yBek Hajiazu Ha 10Jby KOje €U UBUILY Ca IOjeJeHUM II0JbEM,
JIOK My JieBa PyKa pyKa JoJupyje u Ooju 3us.

Jlako je mposeputu Kpass oboju majmame 1 3ui y cBakoMm moresy. lakite, y
t more3a OoH 000ju HajMmame € 3uaoBa (padyHajylin BuIIeCTpyKOCTH, aKO je Io-
Tpeduo). Kako najrusrce Teme tpoyria (0,0) omroBapa KOODJMHATHOM IOYETKY,
KpasbeBa 3esiena jmnnja nountbe u3 (0,0) € R2,

Jlako je mpoBeputu Jia Jiema 3.3. Baxku u 3a Kpasba U meroBy 3ejieHy JIMHU]Y
(camo moka3s Tpeher nena je npyraumjn). Jakie, cee 1ok KpaspeBa 3esena jmHuja
IIOHOBO HE JIOCTUTHE x-ocy, Kpasb He MOXKe J1a JIBaIyT 000ju 31 KOjU je 000juo Ha
caMOM II0YeTKY UT'pe, U IIPUTOM CBaKMU 3] 000ju HajBuile jegnoM. Kacuuje hemo
KOPUCTUTHU OBY UNHHCHUILY.

Teopema 4.1. Kpaspesa 3esieHa JuHIja HUKa1a Hehe TIOHOBO JOCTUTHYTH Z-OCY.

Jloxas. TlocmarpajMo TIpBE IyT KaJa je 3eJieHa JIMHUja JOCTUrIa r-ocy. lIpermo-
CTaBUMO Jia ce To joroamio y t-tom norely Kpaspa. /lakie, Punu Hapo je mojeo
Beli (majsumie) t Tpoyriosa, a Kpasm je Beh obojuo Hajmame t 3umosa. VI3 mper-
XOJIHOT je JIaKO 3aKJby4YUTH JIa ce PaJu O pa3aunduTuM 3ujgouma. Heka je d Opoj
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TpoyryoBa Koje je @Punu Daso nojeo y odmactu {(z,y) |z >0 A y > —x}. Heka a
OyJie Opoj pazmuuuTHX 3uJ0Ba Koje je Kpasb 000juo JIOK meroBa 3ejieHa JIMHU)A
HHje JocTuryia r-ocy. imamo

d<t n a>t. (5)

Xaje Ja MpEeKWHEeMO UTI'Py Yy OBOM TPEHYTKY U Jia U3DPUIIEMO CBE Ca JOIhe
IIOJIOBUHE TadJle: TO jecT, U3OPUINMO CBe IOjeJileHe TPOYIJIOBE U CBe TPOYIJIO-
Be mojesene npe noderka urpe ca {(x,y) | y < 0}. (Hema 3esene nunuje y
0BOj moJtypaBHu.) 30purumMo u cBe TPOYIJIOBE I0jeJIeHe TIPe MOYeTKA UIPE OCUM
{(z,z) | 0<ze<N—-1}u{(r,z+1)| 0< 2z <N —1} 33 Heku JOBO/BHO BEJUKH
eo opoj N (mocra Belin o KoopauHaTa HUI0 KOT TPOYIJIA HA KOM je OMO HEeKH Off
urpada). /akse, na tabau je ocrasno tauno 2N + d 10je/ileHUX TI0JbA.

Cana 3amonumo Kpaspa J1a HAcTaBH CBOj IMyT U CBOje DOjerme Kao IITO je TO
quHano panuje. Ay wehemo nozsommu ja @unan Daso jeae Buire Tpoyriosa. [Ipe
nim Kacuuje Kpass hie ce Bparutn Ha cBojy moduerny mosunujy y tpoyriy (0,0), a
sesiena imaKja hie ce spatuTn y taduky (0,0). Crora he 3esena qunanja dbopMupaTu
kpyr. O3HAYMMO HeHy JyzKuHy ca | (0BO je m yKymaH Opoj 000jeHuX 3uj0Ba).

Jlema 4.3. 3a ayxuny | nedunncany u3Ha BaxKu
l>a+2N +3.

Zloxas. Aubheo je TOKOM peryyiapHe urpe 0oOOjUO PA3JIMIUTE 3UJI0BE CBE JOK 3eJie-
Ha JIMHUja HHje JOCTHIJIA T-0Cy, PEIUMO y Tauku (Tg,0) € R% lakje, HajMambe
mTOo X9 MOxke ja oyzae je 0 mam 1, asm y oda ciaydaja 3ejieHa JUHHUja IIPOJIa3n
kpo3 (1,0), Bumern cauky. JIok 3eneHa auHUja He Jg0bhe 110 (—%N , \/7§N ), OH& MO-
pa ma npebe myT najmame gyxuue N + 1. 3atum 3ejieHa JIMHAjA TOKPUBA Iy KU
[(—iN, 2N, (—IN=1,8N)], [(-1N—1,2N), (~1,0)] u [(—1,0), (0,0)]. Tpena
Tomel 2a+N+1+1+N+1=a+2N + 3. O

(@) (b)

Cnuka 4.2. Kipyune Tatuke 3eseme JIuHmje

JIako je mpoBepuTH /1a Cy II0je/IeHN TPOYTJIOBU YHYTAD 3€JIeHe JINHIje TTOBE3aHM.
OBaj moBe3aHW CKyIl MMa HajMame | CTPaHWIa Ha CBOjOj TpaHuiy (MOXKJa MHOTO
Buire). Jlakse, 5poj TpoOyryioBa y OBOM CKyIly je HajMmame | — 2 npema Jjiemu 4.2. C
JIpyre cTpaHe, y OBOM cKyIiy uMma Hajsuiie 2N + d TpoyrjoBa, 1a

2N +d>1-2.
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W3 neme 4.3. gajpe uMaMo
2N+d>z2a+2N+3—-2=2N+a-+1.

U3 (5) caenn
ON +¢>2N +t+1,

mTo je KoHTpagukimja. Crora 3ejeHa JUHUja HE MOXKE IIOHOBO JOCTHNH X-0CYy
TOKOM HIDeE. L]

Ha ocnoBy Teopeme 3.5. u jeme 4.2. nodujamo

Teopema 4.2. Kpasb Moxke j1a modeiu BaBosia Ha TpOyraoHoj TadJIu.

4.2 Illecroyraona TadJa

VAVAY\VAVERd N (e

Ciauka 4.3. 1-1 npeciinkaBambe

Pertumo ma Aubeo mma jauuny j ako je HEroB MaKCHUMAJIHH OPOj JIETATHUX
rore3a u3 ouyao koje nosuiuje j. [Ipecimkapamem 1-1 u3amely Tpoyraone m kBa-
JpaTHe TadJie mpukKazaHe Ha caunu, Kpasb Tpoyraone tadje ce TpaHCHOPMHUIIE
y Anbena jaunne 12 Ha KBajpaTHOoj pemerku. Odpasar; Kperama oBor Aubesna je
OrpaHWYeH, aJii HUje WHBapujanTan npu Tpaucaaruju. Ca crangap M dojememM
mraxoBcke Tadse, oBaj Anbheo he ce kperarn kao Ha canru 4.4(a) ca nosba jemne
6oje, a kao Ha cyumiu 4.4(b) ca mosba apyre Soje. 13 rora cienu ga Anbeo ca
ciuke 4.4(c), Koju MOXKe Jla ce OMEPHU Ca CPeJIber KBaJIpara Ha OUJIo KOju Jpyru
KBaJIpaT mMpaBoyraoHuka 5 ca 3, moxke mooehn ox Basoma. OBaj Aubeo jaunne 14
je Hajcaduju mosHaTu modeIHUYKN Anheo MHBaApHWjaHTAH MPU TPAHCIAIUjU, AJIH
BepyjeMo J1a TIOCTOje 3HATHO caduju modeauakn Auhesn.
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— O

()

Ciuka 4.4. Aubheo jaunne 14

Hedununuja 4.4. [ecroyrany (x,y) € Z* oarosapa MecToyrao y paBHH CTpPa-
mune 1 auju je nenrap y (3z, nep(x) - \/73 +/3y) € R?, rae je nep(z) = ﬁ

[IpecukaBamem 1-1 uzmely mecroyraone um KBajpaTHe TadJe TpUKA3aHe HA
caur, Kpass mecroyraone tadie ce Tpancdopmuire y Anhena jaamne 6 Ha KBa-
npartHoj pemerku. Cirenu j1a je oH ciaduju on Kpasba kBajpartHe Tadie, ma u3
TeopeMe 2.1. 1upeKkTHO j00ujamo ciiejehe.

Teopema 4.3. Daso moxke ja nmodeaun Kpasba Ha mecroyraonoj tadJim.

Wctum oBuM nipeciimkaBameM ce Auheo cHare 2 Ha IIECTOYTAOHO] TaOJIN CJIUKA
y Anbena jaumne 18 ma kBajparHOj Tadsu (ciuka). IIpumernmo na je on omja
crpukTHO jaun oj Anbesa jaunne 14 ca ciuke 4.4(c), na cieau cienehe.

Teopema 4.4. Aunbheo cuare 2 moxe j1a moden THaBosa Ha MeCTOYTa0HO] TAOJIMH.

Cauka 4.5. 1-1 npecimkaBarme



5

3akJbydak

Y oBOM pajly je MpBO MPeJCTaB/beH JOKa3 Ja Ha KBaJpaTHo] Tadau Anheo
cHare 2 mMa MoOEJHUYKY CTPATErnjy. 3aTUM je TTOKAa3aHO JIa Ha TPOYTaoHO] TadJim
Haso ne moxke na yxsaru Kpaspa. Ha kpajy je BermruMm nmpecinkaBambuMa yCTaHOB-
JbEHO JIa TOCTOju modeHnIKr AHDeo Mame jaunHe Ha KBaJIPATHO] Tad/IM, Kao U
Jla Ha IecToyraonoj tadsu camo Kpasb Moxke dOutu yxsaheH.

Uckopuctro dux oBy NpWINKY Jia ce 3axBajnumM cBoM MeHTopy Jp Comu HYykuh
Ha U3/IBOjJEHOM BpPEMEHY W OPOjHUM KOPHUCHUM KOMEHTApUMa U CyrecTHjaMa.
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