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1

YBOI

PemzujeBy Teopujy je npsu passuo dpurancku maremarndap Openk 11. Pemzn
noueTkoM 20. Beka. OH ce KOHKPETHO DABUO IPOOJIEMOM ITOCTOjarha U N3PATyHABA~
a PeM3ujeBux dpojesa. Y3 momoh apyrux maremarudapa momnyT Ilosra Epmomra,
Andpena Xejica u Pahumosckor, Tokom 20. Beka Pem3sujeBa Teopmja ce mupw,
[OTIyJIapu3yje U caMuM THM JI0JIa3U JI0 HOBUX OTKpuha yHyTap me. OBa Teopuja
KOHKPETHO UCTPaKyje ycJIoBe I0J, KojuMa ojipeheHa cTpyKTypa Mopa IOCTOjaTu
YHyTap BEJIUKHUX U JOBOJHHO CJOXKEHUX CHCTEMa, IOIyT rpadoBa MJIN CKYIOBa U
caMHUM THM HaM TapaHTyje Jia TOTaJHU Xa0C HUKa I Hje MOryh, Yak HU Y HAU3IJIe]
BEJIMKUM CHUCTEMUMa 663 NKaKBOI' pela.

Pem3zujeBa Teopuja He caMo ja mpyka JayOOK YBUJ Y KOMOMHATOPHE CTPYK-
Type, HETO MMa W 3HA4YajaH yTHUIA] HA Pa3B0Oj MaTeMaTUKe U HEeHUX IIpUMEHA.
Ona uMma MUpoKe IpuMeHe, He caMo y mMareMarui, Beh u y nndopmaTuiiu, KOH-
KPETHO Y JIN3ajHy KOMYHHKAIIMOHUX MPeXKa, Teopuju urapa u craructuiiu. Fbena
CIIOCOOHOCT Jia TIpoHabhe peJi y Hau3rje]l XaOTUIHUM CUCTEMUMa YUHH je TT0CEOHO
MHTEPECAHTHOM 32 IIPOYYaBabe.

Y upBom ey pajga hemo npukasatu 1mta cy Pem3ujeBu OpojeBu, mokazaTu
IbUXOBO IOCTOjarbe, Hajdo/be MPOoIeHEe KOje TIOCTOje Y Be3U IhUX U U3PAdyHaATH Hap
IMO3HATUX BPEJIHOCTU. ¥y JpyroMm Jiery hemo ce daBuTHM KOHKpeTHO Pem3ujeBom
TEOpUjoM, TJIABHUM TeOpeMaMa y 0] U TOC/IeIUTiaMa KOje UMajy y TeOpHju urapa,
KOHTKDETHO y TeHepau3oBanuM (m,n, k)-urpama.
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YBOAHU II0jMOBHU

2.1 I'pad

Hedbuuuuuja 2.1. I'pad G je ypehenu nap (V, E) tae je V ckyn uBoposa, a E
ckyt rpana, rje Baxu F C {{z,y} | z,y € V}.

Bugumo ga, ca oaksBoMm aedununmjoM, usmely cBaka IBa 4BOpa MOXKE 1A
HOCTOju HajBuIe jejna rpana. I'pany {u, v} hemo o3nagaBatu u ca uv.

Hedbununuja 2.2. I'pad je npocr ako uu 3a jegno x € V He Baxu {z} € F.

Y HacTaBKy paJjia MmojipadyMeBaMo Jia Cy CBU I'padOBU IPOCTH.

Hedbununuja 2.3. Crenen uBopa v je Opoj rpaHa Koje Cy mmoBe3aHe 3a IBOPOM U
1 o3HaYaBaMo ra ca deguv.

Hedununmja 2.4. [oarpad rpada G(V, E) je rpad G'(V', E') tae cy ckymnoBu
V', E' noxckymnosu ckymoBa V, E pemowm.

Hedbununuja 2.5. ['pad je xomiuteran ako usmel)y cBaka JBa 4uBopa rpada
roctoju rpana. Kommieran rpad ca n 9BopoBa o3HadaBaMo ca K.

2.2 DBojeme rpada

Hedbununmja 2.6. Ca [n| o3HauaBaMo CKyl IPBUX N IPUPOJHAX OPOjeBa.

Hedbununmja 2.7. r—oojeme ckyma A je dynkiumja f Koja ciauka CBe YJaHOBE
ckyna A y Heke exemente u3 [r] (tj. f: A — [r]).

Hedbunnnmja 2.8. r—6ojemwe rpada G(V, E) je r—6ojeme ckyma E.

Hedbunannuja 2.9. Monoxpomarcku rpad je rpad y KoMe je cBaka rpaHa UCTe
ooje.
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Hedununmja 2.10. Pemsujes opoj R(ny,no,...,ng) je HajMamu TPUPOJIAH OPO]
TaKaB Jla 38 CBaKWU IPUpOaHU 0poj m = R(ni,na,...,n;) BaXKu Ja 3a OHIIO KAKBO
k—bojeme rpada K, mocroju mpuposan opoj i, 1 < ¢ < k, TakaB Ja IOCTOjU
MoHOXpoMaTcku rpad kK, doje i kKoju je moarpad ox K.
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Pem3ujeBu O6pojeBu

IIpumep 3.1. Heka ce mecropo Jbyau Hajasu y codou. llokazatu ma mMoxkemo
n3adpaTu Tpoje JbYJIM TaKBUX Jla ce OHM miu cBU Melycobmo mosmajy miam He
ITO3HAJYy.

/loxas. IlpeBemumo oBaj mpobsiem y cBer rpadosa. ,HoBu” 3amarak mam je na
JIoKakeMo Ja cBaku Ky oDojeH y nBe Ooje, perMO IPBEHY U ILIABY, CaJpIKU
MOHOXPOMATCKU TpOyrao. [IpeTmocTaBuMo CynpoTHO U MOCMaTPajMO HEKHU IBOP A.
Iberos crenen je 5 Tako ma 0e3 ymMamema ONINTOCTA MOKeMo pehn ja mva Makap
3 maBe rpaHe, HA30BUMO OJiroBapajyhe daBopoBe ca Kojuma ux npasu B,C u D.
Axko je duno koja ox rpana BC, C'D unu BD mnaBa, 3ajeqHo ca temenom A ou
YUHUIN [JIABU TPOYTao, IITO 3HAYHU JIa CYy CBE TPU IPBEHEe, U3 dYera CJeJn Ja je
tpoyrao BC' D npseH. [

Axo oBo npeBejiemo Ha jesuk PemsujeBe Teopuje, podujamo na je R(3,3) < 6.
[IIra Bume, ucnocrasuhie ce ga R(3,3) = 6 u ga je uspauyHaBame Pem3ujeBux
OpojeBa 3a Behe OpojeBe 030M/baH MIPOOJIEM.

Cauka 3.1. Ilpumep koju nmoxasyje ga K5 Huje moBoban
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[Ipso hemo nokazaru ma Pem3ujeBu OpojeBu 1mocroje 3a mpou3BosbHE OpOjeBe u
opoj Ooja.

Teopema 3.1. Bpeanocr R(n,m) je KoHauHa 3a CBe IPUPOJIHE OpOjeBe n U m.

/loxas. Jloka3 n3BpiraBaMo HHIYKITHjOM 110 1.+ m. JacHo je j1a 3a n+m = 2 ycJioB
Baxku jep je jeaunu moryh ciaydaj n = m = 1. OBaj ycj0B TPUBHjAJIHO HCITYHaBa
rpad ca jeHUM IBOPOM.

Cajt permiocraBumo Ja nocroje R(n — 1,m) u R(n,m — 1). Tepaumo 1a je

R(n,m) < R(n—1,m)+ R(n,m —1). (3.1)

Heka je t = R(n — 1,m) + R(n,m — 1). Ilocmarpajmo mpousBosbHO 2-000jer K,
U M3a0epuMO IIPOM3BOJhaH YBOP v. PenmMmo na je on noee3an ca N miaaBux u M
npeennx rpana. Kako je N + M = degv = R(n —1,m) + R(n,m — 1) — 1, ciean
majemwm N > R(n—1,m) wimu M > R(n,m — 1). Be3 ymamema onmrrocrun pehu
hemo ma je N > R(n—1,m). Cazn 3uaMo /1a je v JUPEKTHO [TOBE3aH WX Ca IIJIABUM
K, 1, rie 3ajenno npase miasu K, nwim ca npBeHuM K, mTo je Kpaj jokaza. [

Teopema 3.2. [Pemsu/ Bpenuocr R(ni,ns,...,n;) je KOHAYHA 3a CBe 0Jadupe
opoja k u dpojeBa n; 3a cee 1 <17 < k.

Jloxas. Jloka3 m3BpImaBaMoO HHIYKIMjOM 10 Opojy 0oja (omHOCHO 1o Opojy k).
Cnyuaj k = 2 je mokasan y Teopemu 3.1.

[Tox mpeTmocTaBKOM J1a je TBp/iba TadHa 3a k — 1 U npomsBo/baH uU30Op 1y
nokazahemMo 1a BaxKu

R(nl, No, ... ,nk) < R(nl, gy ..., NEg_2, R(nk_l, nk)) (32)

Axo jet = R(ny,no, ..., ng_o, R(ng_1,nx)), k—0dojumo rpacd K,. [Tocmarpajmo do-
je k—1u k xkao ucre. Y Tom caydajy umamo rpad ca R(ni, ng, ..., ng_o, R(ng_1,n))
gBopoBa u (k — 1)-0DojeH 1mITO 3HAYM Ja WM MOCTOjU MOHOXPOMATCKH TOArpad
K,, 3a neko i u3 oncera 1 < ¢ < k — 2, nm noarpad Krge,, ,n,) 000jeH TOM
y3ajeHnakoM” 00ojoM. AKO je TIpBU CjIydaj y HUTAy JIOKa3 je 3aBpIieH. Ako je
JIPYTH CJIyda] Y TUTAIby, PA3/IBOjUMO CaJl OreT Te doje Ha opurunaany k—1 u k—ry
6o0jy. Cax mmamo KomiuieraHn rpad Besmamne R(ng_i,ny) Koju je 2-000jeH MITO

3HAYH Jla IOCTOje MOHOXpoMmaTcku K,  mm K, mTo je n Kpaj JoKasa. ]

Hoxkazaysm cmo mocrojarmbe Pem3sujeBux OpojeBa, aiu jorr He 3HAMO Yy KOjUM
rpaHullaMa ce HaJja3e, ’hbUXOBe KOHKPEeTHE BPEJIHOCTU U CJAUIHO.
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3.1 OrpannyaBame Pem3ujeBux dpojena

[Tpobsem mporiere R(ny,...,ny) je U3y3eTHO TeKak. Y OBOM Jiejly pajia hemo
[IpUKa3aTh HeKe OCHOBHE orieHe Pem3ujeBux OpojeBa 1 MPUKa3aTH KAKO Ce JI00jajy
npenusauje ornene 3a R(n,m).

m+n—2>

JIema 3.1. 3a cBaka jBa npupojgna opoja m u n Baxu R(m,n) < ( 1
n J—

/loxas. Jloka3 m3BpIaBaMo WHIYKIIHJOM 110 1o + m. 3a m = 2 TPUBHUjAJIHO BaxKu
R(2,n) < n. Kopunihemem ycioBa 3a n + m — 1 nokazahemo u 3a n + m. U3
jemnaunne (3.1) 3HaMO 1a je

R(n,m) < R(n—1,m) + R(n,m — 1)
m+n—3 m+n—3

< +

n—2 n—1
-2

_ (m +n ) 0

n—1
Jlema 3.2. 3a cBaku 0poj k € N u npousBosban u3dop d0pojeBa n; € N Baxku

ny,...,Ng

Zloxas. 3naMo 1a BaxKu

R(ny+1,...;n+1) < R(ny,...,ng+1)+--+Rny+1,...,n) — (k—2)

U3 WCTUX pasjora Kao u jeanaqdwnna (3.1) camo 3a Buie dpojeBa. 3anemapyjyhu
wran (k — 2) (mTo mMoxkemo jep je k > 2), ucto Kao y jemu 3.1 HHIYKTHBHO
JIOKa3yjeMO OBY OIIEHY. 0

w[3

JIema 3.3. 3a cBaku opoj m € N Baxku R(m, m) > 2

Jloxas. Jloka3 m3BpImaBamMo MpOOMIHCTUIKOM MerojgoM. Heka je n = R(m,m).
Ako macymmaHo obojumo rpad K, y aBe doje, 3HAMO Ja 00e 0oje MMajy Bepo-
BaTHONY IOjaB/bUBaA P = % u 1a je BepoBarHOha ma K, Oyae MOHOXpOMAaTCKU

m
: m
2p(2) (Mozke BuTH Heke o JiBe DOje, JOK rpaHa y rpady uMa yrupaso (2)) Kako
noarpadoBa BeJIMYUHE M UMa, (:;) TO 3HAYM JIa aKO je BepoBarTHOha IOCTOjamba
MOHOXPOMATCKOT MoArpada BeJUInHe 1M HajBUIIE

" op(3) = (7 )21 (%).
()2 = ()
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Kax ou oBa BpemnocT Omiia mama o 1, 3HAJIM OM Jia IIOCTOjU OOjeHme y KOM He
IIOCTOjX MOHOXPOMATCKH I'pad, IIITO 3HAYHU JIa

P (;)y—@) >

[IpernoctaBumo caj ja je n < 2%.

2
nm 21+3 2%  9l+% 91+

SV T S v T T oy
m! 9% m! 9% m)!

HIyKIHjOM ce JTako MOKe mokasaru ja je m! > 2172 3a m > 3 mro 3uaun 1a 3a

m > 3 3uamo ja P < 1 mro je KOHTpaIuKIuja. JOIn HaM ocTaje Jia JTIOKaXKeMo J1a
. 2 .
TBpheme Baxu 3a m = 2, a Kako je R(2,2) =2 = 22, 1o Kpaj J0Ka3a. O

3.2 TomacoHoBa oleHa

MozkeMo ja IpUMeTUMO JIa HaM OBa OIleHa YOIIIITE He Jlaje MPEIUu3Hy TOPIbY
IpaHMUILy, jep Ipe cBera KOPUCTUMO TJI00AJIAH YCJIOB KOjU BaxK! Ha 11eJIoM rpady u
[IPpUMEIbYjeMO I'a Ha caMo jeJIaH jeanHu 9Bop. A, ucrocraBulie ce ja je Hajoosba
OlleHA 3a caJ HaMa II03HaTa UCTOr pea Kao y jemn 3.1.

Tomacon je oneny Tpazxuo y odmuky R(n+1,m+1) < f(m,n)("™). Hajupe,
MOTHUBAIIMja 38 OBAKO HEIITO je IITO Ce OJApyKaBa pejl BeJIMYNHE, a OIEHA YOIIIITe
HUje npenu3Ha 3a f(n,m) = 1 Te mokymasamMo Ja je ,TIOmpaBuMo”.

Jlema 3.4. Heka cy 7 u 0 peasnu OpojeBu u neka je n = |[f(k,l) (kH)] =
£*(k, 1) (*). Hpernocrasmo ma 3a m € {1,2} Baxu

R(k+1—m,1+1) < f(k—m,k) (k m“),

R+ 1,0+1—m) < flk,l—m (“l_ )

f(k—m,l)
fr(k, 1)
f(k, 1 —m)
fr(k, 1)
Axo 3a cBako s € [—10, k7] Baxu

3(k+1—1)s2 +23<(k—l)(k;+l— 1) — k(k — 1)y

. 1)5) kL= 2K2(k — 1)y — 2021 — 1)8 > ¢,

< 14+ my,

< 1+ md.
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5:—((k+l—1)(2l—k:—3s)—l(l_l)(1+25)_ (k:+l)(l+k_1)),

n

OH/JJa BazKH

k—+1
R(k+1,1+1)<n< f(k,l)( " )
/loxas. IlpermocTaBuMO CyIpoOTHO, U ITOCMaTpajMo dojeme K, TaKBO Jia He ITOCTOjH
uu nupsenn Ky, vu wiasun K. Heka npsenn cremnen (Opoj IpBeHUX TpaHa Koje
Cy moBe3aHe ca THM YBOpOM) 4Bopa i oyie d;. Onjga 3HaMo 11a
—1
k+1 ) o kn

(1+7).

Takobe, Ha uCcTH HAYMH TTOCMATPAjyhu ILJIaBU CTEIEH J00UjaMO
n—1—-d; <R(k+1,0)—1,

OIHOCHO

dizn—Rk+1,1)>n—

nl f(k:,l—l)> kn (I—E)

k+1 (k1) = k+1 k
Hedbunnmunvo d u s kao » . d; = nd = %(1 + 7). Omasne nodujamo na je s

J100po JtebUHICAHO OJIHOCHO CIIaJla y TpaKkeHu mHTepBas. lIpeko oBux BpennocTn
" Opojarba MOHOXPOMATCKUX ITyTeBa JIy’KUHE JIBA MOXKEMO J1a JIOOUjeMO J1a je OpOoj
MOHOXPOMATCKHUX TPOYTJIOBA

S50 -6)
A1)

Takobe 3HaMO j1a HujejHA IpBeHa rpaHa He cme dutn y R(k — 1,1+ 1) upsenux
TPOYIJIOBA U HUje/IHA IJIaBa rpaHa He cme outn y R(k+1,]—1) miaBux Tpoyriosa,
I1a, OHJA BaXKU

T < é <gdi(R(k—1,l—i—1)—1)—|—i(n—di—1)(R(l€+1,l—1)—1)>

n (dnk(k — 1) f(k —2,0) + (n —11:1— dnl(l — 1) f(k,1 - 2)
gé( k+ D)k +1—1)f (k1) _(”_1))

(dk(k—l)(1+27) + (n—l—d)l(l—l)(1+25)) .

2

o n n(n—1)
= 6(k+) (k+1-1) '

6
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Kana omy3smemo oBe jaBe HejeITHAKOCTU KOje ¢MO J00un 3a ', IOMHOXKHUMO HX Ca

2
SUH=DAD” 3 samenumo d ca dopmyIoM TPEKO § J00MjeMO

n3
3(k+1— 1) +2s<(k (k1= 1) — k(k — 1)y +1( — 1)5)
+kl —2K*(k — 1)y — 21*(1 — 1)§ < e.
MITO je KOHTPAJNKITN]a ca MOIYETHUM YCJIOBUMA. O]

V3 noroman u3dop dyHKnuje f Tako Ja Cy UCIYH€HU CBU yCJaoBHU Jieme 3.4
MOKEeMO WHJIYKTHBHO J1a JIOOUjeMO Jla OBaKBa rpaHuiia Baxku 3a cse (k,l). Tomacon
je mokaszao ma mocroju koedwurmjeHT A Tako ja ciegeha GyHKIMja UCIymaBa CBe
yCJIOBE U yjeJHO Jlaje Hajoosby Io3HaTy oreHy PemsujeBux OpojeBa

l k+1
R(k’+1,l—|—1)Sexp{—%logk—l-fl\/logk}( ;— )

3.3 MNzspauynaBame Pem3ujeBux d6pojeBa

Kao mTo cmo Beh peksn, nzpadyHnaBame caMux BpegHocTn PemsujeBux Opoje-
Ba je Beoma Teriko. [losbcku Maremaruuap Pahummoscku, Koju Beh Buiie Jierienuja
npoy4daBa Pem3ujeBy Teopujy m PemsujeBe OpojeBe, je cakymnuo ciegehe mporieHe
(1Ba Dpoja y MOJBY IPEJICTABIBA]Y JIOHY U MOPHY TDAHUILY ):

{ 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
k
3 6 9 14 18 23 28 36 40 7 i o0 o ?4
42 50 59 68 77 87
36 49 59 73 92 102 128 138 147 158
+ 18 2 41 61 34 115 149 191 238 291 349 417
5 43 58 80 101 133 149 183 203 233 267 275
| 48 | 87 143 216 | 316 442 633 848 1138 1461 1878 |
102 115 134 183 204 262 294 347 401
6 165 298 495 | 780 1171 1804 2566 3703 5033 6911 |
205 219 252 292 405 417 511
! 540 1031 | 1713 2826 4553 6954 10578 15263 22112 |
282 329 343 457 817 873
8 1870 | 3583 6090 10630 16944 27485 41525 63609 |
9 565 581
6588 12677 22325 38832 64364
0 798 1313
23556 45881 81123

Cauka 3.2. Tadena nmozuarux BpegHoctu PemsujeBor Opoja

Kao mro moxkemo Bujeru, ocum tpusmjasaux R(1,k) = 1 u R(2,k) = k us-
padyHaTO je joIn caMo HeKOJIMKO OpojeBa. Mako je omcer 3a na mpumep R(5,5)



3.3. UzpauynaBame PemsujeBux dpojeBa 11

JIoCTa MaJid, BeJudnHe Tor rpada, Opoj rpaHa u 0poj KOMOMHAIja KOje Ou MOpa-
Jie Jla ce MPOBepe Cy BeoMa BeJIMKe, 300r dera je u Temko Hahu taj opoj. 3jasa
mabhapckor maremarudapa lloma Epjoma nam jocra npudiimkaBa caMy TEKUHY
n3padyHaBama PemsujeBux OpojeBa. Ou je pekao: ,Kaj Ou BaH3eMasbIin JIOILIN
Ha 3eMJby ¥ PEKJIU Jla UMaMO ToauHy gaHa Ja nahemo Bpeguocr R(5,5) mwin hemo
OUTH YHUINITEHN KAO paca, y3 CBe BPXyHCKEe MaTeMaTudape u wHdopMaTuiape Ha
CBETY MUCJIUM JIa JbYJCKa paca nMma Joope miance. nak, Kaji O HaM TPaxKuJin Jia
Hahemo R(6,6), Burme cpehe du mmasm y Tpakermy opyzKja 3a 00pOy MPOTHUB HuX.”.

Ha mouerky pasa cmo nokaszasu jga je R(3,3) = 6. Cama hemo uspaaynaru jorr
map BpeaHoctu Pem3ujeBux dOpojesa.

ITpumep 3.2. Baxu R(3,4) = 9.

Jloxas. Moxkemo jokazaru Jjiako ja je R(3,4) > 8. Ungekcupajmo usopose of 1
70 8 1 0DOjUMO y IJIABO CBe TpaHe ij Tiae Baxku |i — j| = 2 wmm |[i — j| = 3, a
ocraje y TpBeHO. 3a KOMILIETaH JI0Ka3 HaMm Hegocraje R(3,4) < 9 mro MoxkeMo
Ja nodujemo Ha kopuihemeM ciesielie TBpamwe: ako ¢y u R(k — 1,1) u R(k,l — 1)
napuu ouyna R(k,l) < R(k—1,1) + R(k,l — 1) — 1.

Heka je R(k —1,1) = p, R(k,l — 1) = q. Ilocmarpajmo K1, 1. 3HaMO 18 aKo
je d; I1aBu cTereH CBAKOT YBOpa OHJA je CyMa CBUX IHUX MApHA, a KAKo je p+q—1
HerapHo, 3HAYH Ja HOCTOju x TJe je d, napuo. degx =d, +(p+q—1—-1—d,) =
p — 2+ q omakJjie 3HaMO Jia je i d, > p— 1 wm p+ q — 2 — d, > ¢, a Kako je
p — 1 HEmapHO, MOYXKEeMO TOIPABUATH apryMeHT Ha d, > p, Ia OHJa HA UCTU HAYUH
Kao U y TeopeMu 3.1 3aBpIiiaBamMo JOKa3. O

IIpumep 3.3. Baxu R(4,4) = 18.

Jlokas. 3unamo na je R(4,4) < 2R(3,4) = 18 mro 3Ha4n aa HAM je JOBOJHHO Jia
mokaxkemo nma je R(4,4) > 17. IlpernocraBumo na je R(4,4) = 17. O3maunmo
yBopoBe OpojeBuMa o1 0 10 16 m 0bojuMo y ILIABO TPaHy vivUs aKo je |v; — vl
KBaJpaTHU OCTATaK 10 MOIYIy 17, a y CYIpPOTHOM y IIpBeHO. 3HAMO Ja uMamo 4
qBOpa rJe cy cBa 4 mope3aHa mcTom O0joM. To 3Ha4YM Ja mMamo Opojese a, b, c,
a—b,b—c, ¢c— a KOju Cy CBU WJIM KBaJIPATHU OCTAIlA WUJIUA KBAJIPATHU HEOCTAIIH.
Jeman ox a, b, ¢ je CUIypHO Pa3JIMUNT OJ HyJia, 0€3 YMabeha OIIITOCTH PEIIMO
1a je To a. IIoMHOXKIMO cBe IBHX ca a ! 1mo Moayay 17, U BUAUMO J1a HaM ce CaJ
rpaxe (x,y) Tako ma cy 1,z,y,1 —x,1 — y,x — y KBaJpaTHU OCTAIN, AJU JIAKO
MOZKEMO J1a TIPOBEPHMO Jia je To Hemoryhe 3a cBe uzdope (z,y). ]

ITpumep 3.4. R(3,5) = 14.

Jokas. R(3,5) < R(3,4) + R(2,5) =9+ 5 = 14.
Ocraje HaMm jomr ma mokazkemo na je R(3,5) > 13. IIpernocraBumo ma R(3,5) = 13.
Nunexkcupajmo pesiom aBopoBe o K13 1 000juMo 11aBo rpane ab ako je a—b KyoHu
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octaTak 1mo Momaysy 13, omHOCcHO ako a — b maje Heku ox ocrataka {1,5,8,12} 1o
moyiy 13.

Jlako je BujieTH Jla HE IIOCTOjU IIJIABH TPOYTao, OCTaje joIl BHUJIETU IIOCTOjU
s 1pBeHn K5. MoxkeMo Jlako BUJIETH Jla HE IIOCTOjH jep y3 IPOBEPY CJIydajeBa
jodujamo ja he yBek durn uzabpanu weku (a,b) tiae a — b € {1,5,8,12}. ]



4

PemMm3ujeBa Teopuja

Pemzujesu OpojeBu cy 3amnoqesin Pem3ujeBy Teopujy, ajau cy OHU CaMO MAJIH J€0
we. Pem3ujeBa Teopuja ce 6aBu NpoyvaBambeM HAW3TJIE], XAOTHYHUX CTPYKTypa U
HaJIa3u MPABUJIHOCTHU y bUMA, Hajuelhe HHTePIPETUPAHO Y CMUCIY OOjerba.

4.1 IIlypoBa Teopema m IIOCJIEeIUIIE

[lyposa Teopema je mocienuiia Pem3sujeBe Teopeme (Teopeme 3.2) mako Ha
U3IJIe/] HEMAjy TpeTepaHe CAUIHOCTH.

Teopema 4.1. [IIlyp] 3a cBaku npupojan 6poj n, mocroju npupogan o6poj S(n)
TaKo Ja ako je ckymu [S(n)] obojen y n boja, Tama mocroje x,y,z € [S(n)] Tako na
BaXKu & + Yy = z W CBa TPH Opoja Cy UCTe doje.

Jloxas. lokazahemo na t = R(mqy,ma,...,m,), vae je m; = 3 3a cBako 1 < i < n,
ucnymasa ycios. Obojumo ckyn [t] y n 6oja u nocmarpajmo rpad K. O3naunmo
YBOpOBE IPHUPOIHUM OpojeBuMa oi 1 10 t m obojumo rpane Ha ciegehn HadnH:
rpana {x,y} je ucre doje Kao u |x—y| y opuruHaarHoM dojersy cKyta [t] (mpuMeTHMo
Ja je oBo t—oojeme rpada K;). Ilo neduHunmjn mocToju MOHOXPOMATCKHE TPOYTa0
ca remennMa a — b, b —c u a — ¢ 3a HeKe a > b > ¢ mTo 3HaYU Ja cy OpojeBu a — b,
b—cu c—a ucre 6oje. Heka jex =a—b, y =b—cu z = a — ¢, Kpaj 10ka3a. [l

[IpumernMo 1@ x u y He MOpajy OUTHU PA3IUIUTH OPOjeBU

]
G
L=
o
=

Cumnka 4.1. Ilpumep Sojema 3a n = 2 Ha ckyny [R(3,3)]

13
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ITocneanna 1. 3a durcupano m € N mocroju ¢ Tako Jia 3a CBe IPOCTE P = (¢,
jennamuna ' + y™ = 2™ uma pememe y Z,.

Jlokas. Jlokazahemo na ¢ = S(m) + 1 ucnymasa yciaos. Hek g dyue reneparop,
OJIHOCHO NPMMHTHBHU KOPEH 110 MOJIYJIy p. 3& CBaKO T € Z; BaXKu T = g' rnet e N.
[Ipeacrasuhenmo t kao t = myj + i e je i < m, ognocuo x = g™+, Can Gojumo

* . . _ + . -_ . .
esleMenTe 7, ca m boja e je r = g’.“J " 0bojen y i—Ty 60jy. Ilo IIlypoBoj Teopemu
1ocToje ucTodojun a,b u ¢ Tako ga je a + b = ¢. OaHOCHO

gm]a+z +gm]b+z — gmjc+2
IITO aKO IIOMHOXKHIMO 00€ CTpaHe Ca g_i ce CBOIM Ha
Ja \m Jo\M — (qde\™

(g)" + (g")" = ()

IITO je Kpaj J0Ka3a. [

4.2 Xejac—IlyBer Teopema u mocJeauiie

Jenno oy HajouTHEjUX TBphema y Pem3ujeBoj Teopuju je Xejiac—Ilyser Teopema.
[Tomohy me ce pemiaBajy MHOTH IIPOOJIEMU y TEOPHUjU UTapa, U JOKa3yjy OCTaJe
outHe Teopeme y camoj PemsujeBoj Teopuju. Muoru cmarpajy s1a de3 oBe Teopeme,
cama Pem3ujeBa Teopuja He OM 3arkKMBejia HUTH MMAaJia TOJUKO ITPUMEHa Kao IITO
UMa Ca/l.

Hedbunnnmja 4.1. t-cnosuu andader je cKyt of ¢ eJileMeHaTa, oIpa3yMeBaHo |t]
aKo ce He Ha3HAYU JIpyraduje.

Hedununuja 4.2. n-cjaoBHa ped je HU3 n cjaoBa u3 ajadadera. Ha mpumep 41321
je b-coioua peu u3 {1,2,3,4} andadera.

Hedbununuja 4.3. CKyn cBUX N-CJIOBHUX pedn U3 t-CJIOBHOT ajihadeTa ce O3HaA-
qaBa Kao ([t])".

Hedbunnunmja 4.4. Kopen 7 andadera A je ped uz AU {x} Koju campu Makap
jemny *. Ha mpumep 7 = 41 % 2 % 3 je kopen asndadera {1,2,3,4}. 7(a) je ped koja
HACTAje 3aMEHOM CBUX * Ca CJIOBOM d.

Hedunnnnuja 4.5. 3a gar kopen 7, ckyn peun {7(1),7(2),...,7(t)} ce 30Be
KOMOMHATOpPHA JINHUja TeHEepUcaHa O CTPAHE T.
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MozkeMO IPUMETHTH JIa je CBaKa JIMHUja JedUHUCAHA Ca TOYETHOM TadKOM U
axWueHuM CKyTioM KoopauHaTa I y [t] Koje ce KoHCTaHTHO TOMepajy 3a 1y cBakoM
Kopaky (Hasasze ce y omcery on 1 o t). TakaB HaIMH pasMaTparmba KOMOUHATOPHE
JIMHUje JIOCTa OJaKInaBa JdoKas ciegaehe Teopeme.

Teopema 4.2. [Xejac—Ilysewi] 3a naru t-ciosau andader u r 5oja, HOCTOjU TPU-
poman opoj HJ(r,t) Tako ja 3a cBaku npupogasn opoj N > HJ(r,t) u duio koje
r-00jere CBUX peun JyxKuHe N, TMOCTOju MOHOXPOMATCKa KOMOWHATOPHA JIMHU]jA
reHepucaHa Off T.

Jloxas. 3a caky sunujy L ozHaunmo ca L~ noderax (7(0)) u ca LT kpaj (7(t—1)).
Jlunnjy L; 30BeMo uentpuparom y f ako LT = f, a obojenom y f axo je MoHo-
xpomarcka sanemapyjyhn L = f.

[usb HaM je j1a mokazkemo J1a ako je speanoct H.J(m,t—1) konauHa 3a cBako m,
Jia je onya u Bpegaoct HJ(r,t) KoHadHa.

Ha du oBo ycnesn mokazahiemo mocrojame npupoguor opoja FHJ(r,s,t) 3a
Vs < r Tako Jia IOCTOjU WA

® KOMOWHATOpHA JIMHUja WJIN

® 5 000jeHUX JIMHU]A.

[Tocrojamwe FHJ(r,r,t) du ounryieiHo 3HAYMIIO U TIOCcTOjarbe camor H.J(r,t).

[Tocrojamwe F'HJ(r,s,t) hemo mokazatn uHAyKTHBHO. JIako ce MoOxKe BuIeTH
maje FHJ(r,1,t) = HJ(r,t — 1) mrro HaMm je caydaj s = 1.
[Tpernocrasumo 1a je speguoct FHJ(r,s — 1,t) = n konauna. /Tokazahemo na je

FHJ(r,s,t) < FHJ(r,s — 1,t) + HJ(r"" t — 1) =n+n' = N.

[Tocmatpajmo - Gojeme f ma ckymy [t]V. TIpso hemo ga ra mocmarpamo xao 1! -
Gojeme f’ ma [t]” Tako mTo ceakm enement b € [t]" momcrosehyjemo ca mesom
f-o0dojerom korkom {(a,b) | a € [t]"}. ITo nedununuju &poja n’ mocroju uuuja L
y [t]" ca ckymom axTusHuX KoopmuuaTa I Tako ma je L oBojena y Lt y Gojemy f.
To 3uauu na 3a dojeme f, cBako a € [t|" u cako b, b’ € L\{L"} u ueko dojeme f"
ckyma [t]" Baxku
f((a,0)) = f((a, b)) = f"(a).

[To wHayKTUBHO] XunoTe3n nocroju s — 1 obojenux jsmuuja Ly, ..., L, 1 y [t]", ca
AKTHUBHUM CKYIIOM Koopauuata [, ..., [, | y HeKOj Tadku .

CaJi 3aBpIIaBaMo TakKo IITO 3a cBaky JunHjy L; medunumemo L y [tV ca
upBoM TadkoM y (L;, L™ ) u akTuBHUM cKynoMm Koopaunara I U [, a smuanja L), 1a
Oyne munuja y [t]Y ca npsom taukom (I, L7) u akKTMBHUM CKyIoM KoopjauHata I.
Cnenu @ ako He TMOCTOjU TEJIOKYITHA MOHOXPOMATCKA, JINHUjA, TIOCTOjU S 0D0jEHUX
muanja y (I, L) mro je kpaj Jokasa. O
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OsBa Teopema ce cmarpa IyIaBHOM 1 HajsehoM y mesoj Pemsujesoj Teopuju. Kao
mITo je ciydaj u ca camuM PemsujeBum dpojeBuma, camu dpojesu H.J(r,t) He Mory
JaKo Ja ce onpene u opes, HJ(1, k) = 1 nosuaru cy jemuso jom HJ(2,2) =2 u
HJ(2,3) = 4.

Cunuka 4.2. llpsena jmnuja je KOMOMHATOPHA JIMHEja KOja OAroBapa Kopery ***. Benena
JITHKja je KOMOMHATOPHA JIMHUja Koja oarosapa Kopeny 02*. Ilnasa jmHuja mpoJsasu Kpo3
tauke (0,2,0),(0,1,1) u (0,0,2) mrro HEje KOMOMHATOPHA JINHUjA.

Teopema 4.3. [Ban gep Bapgen| 3a cBe r,t € N nocroju npuponan 6poj W (r,t) =
n TAKO Jla 3a CBAKO M > n u r-0ojerme CKyla [m| mocroju Makap jejiHa MOHOXPO-
MaTCKa apUTMETUYKa IIPOTrpecHja Jy2KuHe t.

Joxas. Yamumo M = nt + 1 rne je n = HJ(r,t). Jokazahemo na 3a M Baxke
ycosu 3agarka. Jleduuummmo dyukuujy f : [t]" — [M] xao

3

@) = f((@r,e ) =

i=1

Hedunmmumo r-6ojeme ¢ ma [t]". JTodujamo omma u Hojeme ¢ ckyma [M] 3a Koje

saxcu 6(z) = B(f()).
[TocmaTpajmMo OmJI0 KOjy MOHOXPOMATCKY KOMOWMHATOPHY JIMHU]Y JIy2KuHe t

L, = {r(1),...,7(t)}
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Koja mocroju mo Teopemu 4.2. Pazmuka f(7(i + 1)) — f(7(i)) je TadHO KOIMKO
ce * HaJa3u y KOPEHY T, OJaKJje CJIeJU Jia je OBaj Op0j KOHCTAHTAH OJIHOCHO

f(r(2) = f(r(1)) = f(73)) = f(7(2)) = --- = F(z (1)) — f(r(t = 1)).

[IITo 3Ha4u ga ce L, ciuKa y apuUTMETUYKY IPOTPECH]Y JLy2KHUHE t OJHOCHO

{f(7(9))|]1 < i < t} je mepmyTanumja apurmerndke nporpecuje. Kaxko 3mamo na je
#(x) = ¢(f(x)) mMoxemo ma modbujemo const = ¢(7(i)) = ¢(f(7(7)) mTo je Kpaj
JIOKa3a. O

Kaxko rpanwnia 3a came H.J HEKOHTPOJIMCAHO OP30 pacTe, MOXKEMO BUJIETH JIa je
To ciiy4daj u 3a Ban nep Bapienose opojese. Takobhe, ncre mpobdieme nuspadyHaBamba
nMaMo Kao u ca PemsujeBum OpojeBuma, amn kao u 3a H.J OpojeBe HUXOBO caMo
IIOCTOjarhe HAM je MHOTO OUTHO.

Teopema 4.4. Axo je N maprunmonucan y r ckymnosa 0e3 npeceka C,,...,C,
OHJIA MaKap jeJaH CAJIPIKU IMPOU3BOJLHO JYTAUKY APUTMETUIKY IIPOTDECHU]Y.

Jloxas. 36or Teopeme 4.3 3a cBako t mocroju M; = nt+ 1 rue je n = HJ(r,t) Tako
na nocroju ckyn C; Koju caip:Ku apUTMeTHUKy Iporpecujy myzkuse t. Kako je
BpeHOCT Opoja r KOHa4YHa, 3HAMO Ja 3a Makap jeman ckyn () BaxKH Jja IOCTOjH
OeckoHAaIHO MHOTO t 3a koje Cj caJIp:Ku apUTMETHUKY IIPOTpechjy mykuHe t (y
CYIPOTHOM OH JIOOMJIN KOHTPAIUKIN]Y ca dnibeHunoM Ja je N deckonadan). Oma-
TJIe CcJIeJ Ja CUTypHO noctoju ckyn C; y KOM UMaMO apUTMETHUYKY IIPOTDECH]y
[IPOU3BOJbHE JTyKUHE. [

4.3 MHNrpe Be3aHe 3a Pem3ujeBy Teopujy

4.3.1 Tenepasmzanmja Ukc-Oxkca - (m,n, k)-urpa

Ukc—Okc je urpa Kojy urpajy 2 urpada, CBaKu ca CBOjUM CUMOOJIOM (Tpajiuiii-
onasino X u O) Koju Urpajy Hau3MEHUIHO OCTaB/bajyhu 1o jejan cuMOosI Ha 3 X 3
tadity. [IpBu Koju ycre jia cTBOpU 3-KOMILIETHY JIMHH]Y CBOT CUMOOJIA (BepTUKAJI-
HY, XOPU30HTAJHY WU JujaroHany) je nodeauo. Cranmapaan Ukc-Oke Moxe 1a
ce TeHepasuiyje Kao Urpa rje je Iib Jia Urpad CTBOPHU Kk-KOMILJIETHY JIMHU]Y Ha
m X n tadeau (nosuaro kao (m,n,k)-urpa). MoxkeMo 4ak reHepasM30BATH OBY
Urpy KOpak jgajbe, Kao (mg,..., My, k)-urpa: Tpaxun ce k-KOMILUIETHA JIMHUjA HA
n-npumMensujasnoj tadbuau. [enepanmsanuja Mke—Oxkca (o7 caz a Hajame ckpaheno
rl10) kojom hemo ce Ha masme daBuTH y oBoM pauy je (t,t,...,t, k)-urpa.

Hedbununmja 4.6. , Tadbay” na kojoj nBa urpada urpajy rliO oznagasamo ca [t]|”
(ma npumep, knacuuan Uke-Oke ce urpa ma [3]2).

Hedbununnmuja 4.7. Kombunarujy cumbdosia Ha TadJIM 30BEMO T03UUUJA.
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Hedbunnunuja 4.8. Ilosunuja koja cajp:Ku MOHOXPOMATCKY JINHUJY je T0OegHU KA
TO3UUUIG, TAJ, KAXKEMO J1a je UI'pad I00eIno.

Hedbunnunuja 4.9. llozunuja Koja HUje MOOETHUIKA, & CBa M0Jba CY IOIMYIHEHA je
Ua TO3UUUJa, TaJ] KazKeMOo J1a je HepeIIeHo.

[Ipumerumo mma HUCY cBe mo3uiije Ha Tadean Moryhe 300r mpasuiia Urpe.

Hedunaunuja 4.10. [losunuja kojy je moryhe moctuhu 1o/ mpaBuinMa urpe je
NETANHG TO3UU)E.

[Tpumerumo na je TIO urpa rie cy cBe nndopMmaliyje mo3HaTe u jeJHOM U JIPYyTOM
urpady (cajanimba ¥ NpeTXojHe MO3UInje, YCJoBU 3a 1modely. . . ). Takohe, Kako je
Tad/ia KOHAYHA MPUMETHMO Jia je M Urpa KOHadHa (3aBpIlnaBa ce y Hajsurie [t|”
noresa).

Teopema 4.5. ¥V r11O urpama ako 1mocroju modeIHIIKa CTpATEernja, nMa je IpBU
urpad.

/oxas. Pagu KOHTpaJMKIMje MPETIOCTABUMO Jia JIDYTU UTPAd UMa TOOETHUUKY
crparerujy S. IlpBu urpaqa he oBy crparerujy npeTrBOpuTu y CTPATETUjy 3a IHEra,
TaKoO IITO he OaurpaTH HaCyMUYaH TPBU MOTE3 W O Cajl y3eTH cTparerujy S m
npatuTu my. AKo S TpaxKmn Jia y HEKOM TPEHYTKY UI'Dad OJUrpa Ha I0J/be Koje je
HACyMUYHO 0/1adpao y NMPBOM KOpaky, camMo he OIurpaTu HEKH JIPYTH HACYMHUIHU
[I0T€3 U HACTABUTHU JIaJbe Ca CTPATETHjoM S, jep jeJaH BUIIle IerOB 3HAK Ha TadJIu
BEeMY HUKAKO He MmKoju. Kako cMo q1o0uin j1a aKo IOCTOjU MMOOe THUIKA CTPaTernja
3a JIpyror urpada, Jia OHJIa MOCTOJU W 3a MPBOT, 3aBPITaBaMO ca KOHTPAIUKITI]OM.

]

Mozkemo npuMeTuTH /13 je 3anpano musb urpe r10 HarpaBuT MOHOXPOMATCKY
muanjy Ha [t]" ayxwube k < t. Kopumhemem Xejic—IlyBer Teopeme mMoxkemo sa
BHJIMMO JIa JIM IIOCTOjU MOOEIHNYIKA CTPATErnja 3a MPBOT, OJHOCHO J1a BUINMO KaJl
je memoryhe durn Hepemeno. Kaj rog je n > HJ(2,t) 3aamo ja je Hemoryhe duru
HepereHo, jep 30or gedwunuimje camor dpoja H.J(2,1) 3HaMO ma Kako roj OHU
HOIYHWJIK Ty TadJIy, IIOCTOJU MOHOXPOMATCKA JIMHUja JIyKUHE k.
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4.3.2 CxkpuBeHa Pem3mujeBa Teopuja y urpama

Urpa tM1O moxke dutm TpaHcdOpMEUCaHa y HAW3IJIEN BeOMa Jpyraduje Urpe
KOje Ha MPBHU MOIJIe/] HEMAa]y HUIITA CJIMTHO Ca HBUMA, JIOK Cy 3alpaBo n30MopdHe.

IIpumep 4.1. J/Ipa urpaua nHansmeHudHo dupajy dpojese u3 ckyma [9] 6e3 mona-
Bsbama. [IpBu urpau koju omadepe 3 dpoja Tako j1a um je 30up 15 je modeHUK.
[TocmaTpajmo Marmynu KBajpar JuMeH3uje 3 X 3.

= O N
w Ot
oo = O

MozkeMo J1a BUJIUMO J1a je Urpad Mmode o, aKo je HAIPABUO 3-KOMILJIETHY JIUHU)Y
Ha Tadmu [3]%, OJJHOCHO MOXKEMO YUTaBy WIPY Ja IOUCTOBETHMO Ca KJIACHIHUM
Nkc—Oxcom.
Kako maruvne kBajipaTe MOXKeEMO Jla YOIIIITUMO Yy 71 JIMMEH3HUja, MOXKEMO JIa
reHepaJin3yjeMo YUTaBYy UI'PY:
Urpa rze 1Ba urpada Han3MeHHIHO dupajy dpojese u3 ckyna [t"]| u rje mpBu urpad
(1)

Koju omabepe ¢ dpojesa, Tako Ja uM je 30up M, = ——— je modeano je 3ampaso

(myq,...,my,,t)-urpa, rue je m; =t 3a ceako 1 < i < n.
IIpumep 4.2. /IBa urpada urpajy urpy Ha rpady Kg. CBaku urpad mma CBOjy
omadbpany 00jy, m mHOM Ooju 1O jeany rpany y cBoM notesy. IIpBu urpad koju
HAIIPABU MCTOOOJHU TPOyrao cBoje doje je nodeauuk. (Ilosuaro kao urpa Cum).
U3 uctux aprymenara Kao y Teopemu 4.5. (KiacmaHU aprymeHT Kpabe cTpa-
Teruje) MOKeMO Jia BUIAMMO Jia aKO [OCTOjU MTOOEHUIKA CTPATErrja, UMa je MpPBU
urpad . Takobhe 3HaMO Jia je Hepemena nosuruja Hemoryha jep je R(3,3) = 6 tako
Jla Kako 1oj1 odojusin Kg octoju MonoxpoMmarcku Tpoyrao. rpa rakohe mozxke ma
ce rerepasm3yje Tako mrTo ce urpa Ha K; rue je t > R(k, k) rae monoBo Baxke cBH
apryMeHTH Jia MTOCTOjH MOOEIHNYKA CTPATEruja 3a MpBOT UI'pada.
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