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YBOI

»Jlyro je duma moja akcuoma, Ja Cy MaJie CTBapu OHE HajBaxKHUje”, pedn cy
jennor on HajBehWX MeTEKTHBA U KIHLUKEBHUX JINKOBA YOIIIITE, MO3HATOL, 3aCH-
TYPHO CBUMAa IO CBOjOj T€HUJAJHOCTU JAEJIYKTUBHOT 3aKJ/byUMBaHa U YHUKATHOM
Ha4YMHYy CXBaTama cBeTa. YHUcCTuHy, ynTajyhu npude Ilepsoka Xoamca n merosor
BepHOI MoMOhHUKa JIokTOpa BoTcona, HIKO HUje MOrao OCTaTH PaBHOYIIAH IIpe-
Ma IbUXOBOj HAM3IJIe ] HEPEIINBO] OTPA3K 33 UCTUHOM, KOja Ce YBEK CBOJIMJIA Ha
[TaK/bUBO KOPHUIITNEHhe CUTHUX U CKOPO HEIIOBE3AHWX UUIHLCHUIA U Olfakama. Han-
Me, Yy MaTEMATHUIIN OBAKBUX JIOKA3a jeé jAKO MHOT'O U YECTO Cy Oalll TAKBH, OHU KOJU
Hac HajBuIle ojyiieB/baBajy. Mu hemo ce, y oBoM paJiy, yIpaBo muMa U OABUTH.

Henpekuane dpyukiyje, mo3Har cy mojaM y MaTeMaTHIIN, JOIIT O/ JaBHUHA, MaJa
je crpora medunuimja gata ek y 19. Beky. Muoro npe tora, pasuu $uyio3zodu u
MaTeMaTu4Iapu, OABUJINA Cy Ce OPOjHUM T'€OMETPUjCKUM IIPodIeMumMa, Mehy Kojum
je HapaBHO ¥ KBaJIpaTypa Kpyra. Hayduuim Tor BpemeHa, MPETIOCTAB/HAJIHN CYy
Jla 3a CBaKH KPYT' MOpa IOCTOjaTH KBaJIpaT jeHake nopiuHe. [[pBu puroposnu
JIOKa3 TeopeMe KOja pelllaBa TO IHUTame U3/aT je y jucty 1817. rogune of cTpane
Bepnapga Boauana'. OBa Teopema Kao 1 joIII IIap HUX I'PaJie TeMe/b MHOIUX HOBUX
JieMa, TeopeMa U IOCJIe/INIA, T1a CTora U OuBa jegHa o1 MyHIaAMEHTATHUX KapUKa
y OBOM DaJry.

Y cnenehem 3ammcy, mokpuhemMo jeJiHe OJT MHOTMX T€OMETPHjCKHUX ITOCJIe -
I1a KOHIIENITa HEIPEKUTHOCTH Kao IITO Cy OINCHBAHE KBaJIpaTa OKO ITPOM3BOJb-
He durype, npooseM Jiesbeba PUrype Ha TPH Jiejia Mamber JujaMeTpa Wid, Iak,
Ha YeTHPH JieJ1a jeJIHAKUX IMOBPIINHA Y3 moMoh jBe Mel)ycodHO HOpMaJiHe TpaBe.
Yuorpedbom HenpekuaHUX (QYHKIMja U HBUXOBUX CBOjcTaBa JoKazahemo mo3HATY
,CEHJIBUY~ TeOpeMy y JIBe JUMEH3Hje U JIaTH BPJIO KpaTKa U jacHA MOTKPEIJberha
3a pa3Ha ymnpoinhema Mo3HATUX TBphema U3 00J1aCTU TOIOJIOTH]E.

! Bernard Bolzano (1781-1848), urajujaHcKin MaTeMaTHIap
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Teopeme o0 HeNIpeKUIHUM
dbyHKIIjaMma

Kao mTo je pedeno, u Hajcjajuuje mocyieauiie MOpajy UMaTU CBOj Y3POK W3
KOTa IpIle TIOTKPEIJbehe, CBOjy UCTUHUTOCT W 3aIIPABO CMUCAO, T€ heMO HmUX Ha
noyeTky u Hasectu. [IpBo, camy nedununujy menpexwuae pyHKIHje, 1A 3aTUM
u cBe TeopeMe Koje he HaMm OuTHM HOTpedHE 3a Jlajbe JTOKA3UBAE PAIMIUTUX
reOMeTPHUjCKUX TBphema.

Hedbununuja 2.1. Heka je f : D — R, D C R. Tauka x( je Tauka HAroMuIaBama
nomena D axko Baxkm jna 3a cBako € > 0 Baxu A = (xg — e, 20 +¢)\{zo} N D # 2.

AKo je xg Tauka HarommaaBama gomena D C R, oH1a IpUMETHMO J1a Ha3HAYEHN
CKyll A y mpeTxojiHoj JedUHUIjU, He caMO Jia HUje Ipa3aH, Beh nMa OeCKOHAYHO
MHOI'O eJIEMEHATA.

Hedbununuja 2.2. @yukmuja f : D — R, D C R je HenpekuaHa y TadKd I
aKO T( HUje TadKa HaroOMUJIaBarba IeHOr JOMeHa WJIN aKO Ty jecTe TadKa HarOMU-
JIaBama HEHOI' JOMEHa U BasKH:

lim f(x) = f (o).

T—T0

JacHo je Jia U3 oBe jeIHAKOCTHU BaXKU:

lim (f(z) = f(20)) =0 1. lim (f(z + Az) = f(z)) = 0.

T—T0

Bumie ce myra moxke nanhum u Ha cjeiiehy mpoBepy HEIPEKUIHOCTH (DYHKIIH]je
y TadyKW HArOMHJIaBama CBOI JIoOMeHa. AKO je Ty Tadyka HArOMHJIaBama JOMEHa
dyuKIMje f, OHA je HENPEKUHA ¥ TAYKHN T( aKO BAXKU:

lim f(x) = lim f(z) = f(a0)

{l‘*}{bo .’E*)%O
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Tj. KaJia Cy U JIEBU U JIECHU JIIMEC y TadKU To jeJHaku u usnoce f(xg).

JacHo je na je dyuknmja f HeIpeKuIHA HA HEKOM HUHTEPBAJY aKO je Helpe-
KHJIHA y CBAKOj TAYKU TOI' mHTepBasia. Konauno, dyHKINja je HEMPEKUTHA aKO je
HEIIPEKHUHA y CBAKO] TAYKHU CBOT' JIOMEHA.

I'paduukn mocmarpano, pyHKIMja je HEMPEKUHA Ha HEKOM IOIMHTEPBAJIY
CBOT JIOM€Ha akKo IpTajyhu meH rpaduk HUujeJHOM He JUTHEMO OJIOBKY Ca MAIUPA.
Hapagmo, oBO je camo 37paBopa3yMCKO OOjalllibeibe KOoje HHje yIOTPEOUBO IIPHU
JIOKa3UBamby TeopeMa U HBbUXOBUX ITOCJIETUIIA.

Teopema 2.1. (Kowu'-Boauano) Heka je f : [a,b] — R nedunucana u Henpexu,i-
Ha Ha [a,b]. Ako Baxku f(a)- f(b) < 0 onma nocroju ¢ € [a,b] Tako ma je f(c) = 0.

Ogo je uaTynTuBHO cacBuM jorndno. Hamwme, ako cy rauke (a, f(a)) u (b, f(b))
ca pa3IMYUTHUX CTPaHa r-0ce OHJA je jacHo Ja he HenmpekuaHa GyHKIHja f MopaTh
0ap jemanmyT npehu mpeKo x-oce, KaKo O OJI jeJiHe TadKe ,JI0MLIa” JI0 JIpyre Tj.
umalie Sap jejHy Hysly HA TOM WHTepBaJy (BujeTn ciauky 2.1).

SaMuUCIIMO J1a TIOCTOJU jeTHa OTPOMHA IIy-

CTUIbA U HETJIe y Ib0j JIaB KOora TpedaMo IIpo- \
nahu. [Ipu pynu mmMmaMo camo MaIry myCTHIbE U
JIETEKTOP KOjU HAM TaIHO OJI'0Bapa ca ,,j1a” uin
»He” KaJia ra nmuramo omiio mTa. Kako mpornahn
smaBa? Jloka3 Harre TeopemMe ce, y CyIITHHU, Oa-
3Upa yIpaBo Ha OBOM ITO3HATOM IpodseMy. EBo
IITa Ce UCIIOCTAaB/ha Kao HajepUKaCHU]ja TAKTH- Couka 2.1

Ka: MOJIeJINMO Mally Ha JBa Jeja U IMUTAMO Jie-

TEKTOD JIa JI Ce JiaB HAJA3W y IMPBOj/JIPYroj

[IOJIOBUHU ITYCTUHE. 3aTUM, Y3MEMO IIOJIOBUHY y KOjOj Ce HAJIa3W JIaB, by JIEJTUMO
Ha JIBa JiejIa W MOCTaB/baMO UCTO MuTamke. VICTo moHaB/haMO 3a HAPETHY TOJIOBUHY
7 Tako peaoM. JacHo je j1a heMo y HEKOM TPeHYTKY, OBAaKBHM ITOCTYIIKOM, ITpoHahn
HaIler Jiasa.

———4a

Jloxas. Ako je f(a) =0 wmu f(b) = 0, noka3s je 3aBprien. Ako, aK, TO He BaXKH,
0e3 ymamema ommroctu, npernocrasumo ga je f(a) < 0 u f(b) > 0. Heka je
2o = (a + b)/2. Umamo tpu moryha ciyuaja:

f(zo) < 0: Heka je a1 = xg, by = b;

f(xo) > 0: Heka je a; = a, by = xp;

f(zo) = 0: moKa3 je 3aBpIIEH.

Hasbe, Heka je 1 = (a1+by)/2. CupoBeieMo Jin UCTH MOCTYIIAK Ca X1 J100uheMo
HOBe ao U by. CBaku cienehn Kopak usriesahe nCTo OBaKo:

Y Augustin Louis Cauchy (1789-1857), dbpaniyckn MaTeMaTHIap
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f(xr) < 0: HeKa je apq1 = Tk, bpg1 = by
f(xg) > 0: Heka je agy1 = ag, b1 = Tk;
f(zx) = 0: mokas je 3aBpueH,

rie k + 1 mpejcraBiba pegHn Opoj crpoBejieHOr Kopaka. Jloka3 cMo 3aBpiimim y
KOHAYHO MHOTO KOPaKa akKO je y HeKOM KOopaky Baxkmo Tpehwm ciydaj. [Ipermocra-
BUMO JIa C€ TO HHje JECWJIO, Tj. Jla HUCMO yCIeau Jia HaheMO TparkeHy HYJIy Y
KOHAYHO MHOT'O KOpaKa. 3HAMO Ja BarKu:

[a,b] D [ay,b1] D [ag, bs]... D [ag, bk] 2 ...

[To KarnTopoBOM TPUHITUILY YMETHYTHUX OJIC€YaKa, IIOCTOJU IPECEK CBUX OBUX 3a-
TBOPEHUX WHTEPBAJa, Tj.

ﬂ [ak, bk] 7é .
k=1

Jaspe, kKaza je y IuTamy Jy?KHHA HHTEPBAJIA, OHA CE CMAmbyje [[Ba IIyTa Ca CBAKUAM
HOBHM KOPAKOM, 11a je: |b, — a,| = 5+|b — a|. Baxu:

1
lim |b, — a,| = lim —|b—a|=0.
n—00 n—oo 21
JlakJjie, HaIll TIpECEK je jeJIHOUIaHU CKYIl Ca €JIEMEHTOM C M BaryKU:

lim a, = lim b, = ¢
n—oo n—oo

Kako je dynknuja f menpexujana, Baxku:

lim f(a,) = lim f(b,) = f(c).

n—oo n—oo

Buamo ja 3a cBako n Baxu Ja je f(a,) < 0 u f(b,) > 0. To du 3HaunIO Na HU3
HEraTUBHUX OpOjeBa W HU3 MMO3UTUBHUX OPOjeBa TeXKe MCTOj TPAHUYIHO] BPETHOCTU
mro je jeauno moryhe ako je ona jeanaka nyau Tj. f(c) = 0. [

Teopema 2.2. (Boauano-Bajepwiipac?) Heka je f : [a,b] — R nedunucana u
HerpekuaHa Ha [a, b], Taja:

(B, M € [a,b]) (Vo € [a,b]) f (1) < f(z) < F(M).

Hpyrum peunma, Tajga dyHKnuja f 10CTHXKE 1 MEHEMYM U MAKCHUMyM Ha UHTED-
Bauty [a,b.

2Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), HemMadakm MaTeMaTHuap



Permumo, ma meramMo HEKOM ILJIAaHWMHOM, KOja MMa CBOje YJIOJIMHE W Y30pIuIle.
Hexka je majimopcka BucwHa (DYHKIIHja HAIEr TPEHYTHOT IMOJIoXkKaja. VHTYyuTUBHO
je jacuo ma je Ta (pyHKIMja HEIPEKHUJHA W Jia he mcTa, Ha CBAKOM HAIeM IIPOU-
3BOJHHOM IIyTY, JOCTU3ATH Oap jeJIHOM MUHHUMYM M MakcuMym. Mehyrtum, goka3
OBe TBP/IIb€ HUje TaKO TPUBUjAJIaH.

Zloxas. JlokaxkmMmo TIpBO Jia je dyHKIHja f orpaHudeHa.

[TpermocTaBUMO CyNPOTHO, Jla HUje OrPAHUYEHA OJI03r0 (AHAJIOIHO Ce JO0Ka3yje
u apyru cay4aj). To 6u 3Haunno na 3a ceako M > 0 mocroju x € [a, b] Tako na je
f(z) > M. OBo ducmo morsm Jia npedOPMYJIHIIIEMO Y eKBUBAJEHTAH MCKA3 Ja 32
ceako n € N nocroju x,, € [a,b] Trako na je f(x,) > n. Hus (z,) je orpanuden, mna
o bosmmano—BajepmrpacoBoj TeopeMu 0 HU30BUMa, OH UMa KOHBEPTEHTAH O THU3.
Hpyru peanma, mocroju Hu3 dpojesa (&, ) 38 KOjU BasKH:

lim z,, =c

k—o00
U BaXu ¢ € [a, b] (mro He du OO cirydaj ca OTBOPEHUM HHTEPBAJIOM, jep OH He Ca-
JIPXKU CBe CBOje Tauke Harommiasama). Kako je dykiuja f HelpekuHa, TO BaxKu
limg 00 f(2n,) = f(c) € R. Ilo xkoucrpykimju vusa f(z,), Baxu lim, o f(z,) =
+o00, ma je ouma u limy_, f(x,,) = +00, mro nuje moryhe jep cmo Beh gokazanu
na je uu3 f(x,,) KoHBeprentaH. /13 mpeTxoJHOr 3aKJ/bydIyjeMO Ja je CKyI BpeJi-
Hoctu dyukimje f (HasBaliemo ra S) orpanmden ozosro. IIpema Tome, oH uMma
cynpemyM Koju hemo o3nauutu ca s. I[lutamo ce jma s je s € S 1j. J1a i 11ocToju
x € [a,b] Tako ga je f(x) = s. Ba cynpemyM s BaxKe JiBe CTBapH:

(Vo € [a,0]) f(z) <s
(Yn € N)( 3y, € [a,b]) flyn) > s — % (2.1)

[Tonoso, Hu3 (y,) je orpaHuyeH, a UMa KOHBEPreHTaH MOAHU3. Baku:
lim y,,, =d, d€ [a,b)].
m—0o0
U3 menpekumnocTu ceu: lim,, o f(yn,,) = f(d). ITo (2.1) 3aamo ga Baxu:

5_E<f(yn)<5;
a 110 TeOpeMHU O JiBa MOJIUIAjIia U JIOMOBY, BaxKmm: lim, . f(y,) = s. JacHo je ma
je limy, o0 f(Yn,,) = lim, o f(yn), ma Mopa na Baxku f(d) = s, ogakie BUAUMO J1a
MIOCTOJM MAKCUMyM CKyTa S, mTo je u Tpedaso jokazaru. Jlokas 3a MuUHUMYyM je
BPJIO CJIMYAH. [ |

ITocnemguma 1. Heka je f : [a,b] — R nedunucana n venpekunnna Ha [a, b] n Heka
je 0 mpomssosbHa BpegaocT mamehy f(a) u f(b). Tama mocroju t € [a, b] Tako na je

F(t) = 0.
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Jloxas. Be3 ymamema ommrroctu npernoctasumo na je f(a) < f(b). Hedbunummmo
HOBY GyHKIWH]Y ¢ : [a,b] — R, g(x) = f(z) — 0 koja je Takohe Henpeknana. Kako
je fla) < 0 < f(b), mako je g(a) = f(a) =0 < 0 m g(b) = f(b) =6 > 0 =j.
g(a) - g(b) < 0. Hakme, no teopemu 2.1 mopa nocrojatu t € [a,b] Tako ma je
g(t) =0m1j. f(t)=0. |

[Mrapwure, 3a ceako 0, p < 0 < M (3a pu M u3 Teopeme 2.2) mocToju BPETHOCT
t € [a,b] Tako ma je f(t) = 6, mro je JOKA3UBO HA jAKO CAMYAH HAYLH.
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I'eoMmeTpujcke mocJieguiie

Hakon 1mTo cMo HaBesnm u 00PA3JIOKUIA CBe MOTPedDHE TeopeMe, MOYKEMO I0-
9eTH ca JJ0Ka3WBambeM IhbUXOBUX I'€OMETPHjCKUX rocseauria. [Ipe cBera, Tpeda Ha-
IIOMEHYTH JIa C€ Y OBOM IOIJIaBJ/by HeheMo OaBUTH OaIll CBUM IIPOM3BOJAHUM (DU-
rypama. ¥ ciegaehum mocseanriama mojipadyMeBahemo Jia cy purype ckymnoBu Oe3
Tavgaka caMoIIpecerara KOju CaJpzKe CBOjy I'DAHUILy U UMAajy MOBPIIUHY. 3a MpPBY
[IOCJIEJIUILY je TIOTPEDHO MO3HABAIbLE jeTHOT HOBOT IIOjMA.

Hedbununuja 3.1. IIpasa ocaonua guiype F y tpasuy a je m0j mapaJesHa mpaBa
qnju je mpecek ca F' HempasaH, m Koja JieJin paBaH Ha J(BE MOJyPABHU TAKO JIa Ce
y jeJTHOj OJ1 IhUX HaJsia3u 1esa durypa F.

Jlema 3.1. 3a cBaky orpanuveny ¢urypy F u npasy [ ocToje jIBe paBa OCJIOHIIA
durype F' y upasiy .

Zloxas. Be3 ymamema OMIITOCTH, PEIUMO Ja [
He cedye durypy F. YBeauMo 0] HOPMaJIHY
opaBy m, Tako Ja HU oHa He cede F' (comka
3.1). TlomaTpajmo oBe jiBe mpaBe Kao KOOD/IHU-
HaTHe oce U yBeaumo MyHKIujy y : F' — R, Ta-
KO Jla OHA TpeJicTaB/ba opanHaTy Tadke A € F|
rje je m IocMaTpaHa oca. YBeaInuMo (QYHK-
majy r @ F — R xoja Mmepm pacrojame Ta-
Cauka 3.1 uke durype F on rtauke A. Jacno je ma je

r(A’), 3a duno kojy tauky A’ € F, Behe wmin

jemmako on |y(A) — y(A’)|, ma mo Teopemm o JBa TOJHUIAjIA U JIOIOBY BaXKH

(zlélir)n . ly(A) — y(A")] = 0, mrTo 3HAYM Ja je y HENPEKHUHA HA 3aTBOPEHOM CKY-
r(A)—

my Tadaka durype F'. [Io Teopemu 2.2 nocroje tauke M; u M, Tako ja 3a CBaKO
A € F Baxn y(M;) < y(4) < y(M,), na camum tum niena durypa F mMopa na
ce Hanasu usMmely npasux ! u [” napanennux mnpasoj [ kKoje caapxke M, omHO-
cuo M. [ |
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Teopema 3.1. (Vpucon') Oxo ceake orpanuuene ¢gurype moryhe je onucatu KBa-

JIpar.

/loxas. Heka je durypa I orpanmdyeHa u HeKa
je | mpaBa Koja ca x-OCOM IpaJil yrao « U Ty
durypy ne cede. Ilo memu 3.1 mocToje nBe Mpase
" u l"” ocionna durype F' y npasiy [. (ciauka
3.2, ropma).

ITocmarpajmo caga dyukimjy h(a) nedbunun-
caHy Kao pacrojame nu3Mely JaBe mpaBe OCJIOHIIA
durype F'y npasity [ Koja ca MO3UTUBHUAM Jie-
JIOM z-0ce rpaju yrao «. Ilpumernmo na je ona
nedunncana 3a cBako o € R, kao u 1o 11a je ne-
puoanyHa ca nepuojioM m, Tj. h(a+ ) = h(«).
Hac he, ycTrBapmu, 3anumaTy j1a JOKazKeMO He-
IIPEKUTHOCT OBe (DYHKITH]E.

Heka je ABCD mnpaBoyraoHuk, Takas Ja Cy
npase AB u CD upase ocyionna ¢urype F'y
npasity | u npase BC' u AD mpaBe ocjioHIa
dburype F' y npasiy Hopmase Ha [ (ciuka 3.2,
J0ma). ¥Yamumo Ja je BD = d u <ABD = §.
Bugumo na je h(a) = dsin f.

Cnuxka 3.2

>,

A Y

Canuka 3.3

Caga, yBehajMo o 3a HEKH jaKo MaJju yrao
¥ KOHCTPYHUIITAMO IIPaBe OCJIOHIA Y HOBOM 3a/1a-
TOM IIpaBILy IpaBe b Koja 3akJjama yrao a+ 9 ca
2-0COM. 3aThUM, KOHCTPYHIIUMO J[Ba Mapa mpa-
BHUX IapaJieTHUX MpaBoj b o Kojux jeaHa wus
mpBOTr mapa cajapxku Tadky A, a apyra C, uc-
TO TAKO W 3a JPYTU Hap MPAaBUX, jeIHA CAIPKI
tauky B, a apyra D (ciuka 3.3). Youumo Ja je
pacrojame m3Mmehy mpBor mapa mpaBux jeIHaKO
dsin(f8 — ¢), a usmehy apyror dsin(s + 9). Ca
CJIUKE Ce BUJIU 18, BAXKU:

dsin(f —9) < h(a+9d) < dsin(5 + 9).

Hasbe, mpornennmo pasiuky h(a + §) — h(a):

dsin(p — §) — dsin(f) < h(a+ 6) — h(a) < dsin(B + ) — dsin(B).

asea Camyuunosun Ypuicor (1898-1924), pyckn mMaTeMaTHIap



Yuorpedumo i TPUTOHOMETPHUjCKe TpaHC(OpMaIije pa3jiuKe y IPOu3BOJI

sina — sin 8 = 2 cos (aTw) sin (a;ﬂ)

nooumhemo caenehe:

—2d cos (5 - g) sin (g) < h(la+96) — h(a) < 2dcos (ﬂ + ) sin (g) :

Kaxko 3a cBaku yrao x Baxu |cosz| < 1, oHJ1a BaxKu u:

s (5 )in (2) 5 20 (2)
stcos (542 i (2) < 205 (1)
— atin (%) <t 5 o) <29m (1)

Hapasno, mopahemo y3zeru u y od3up kaga je 6 < 0. CIM9IHUM OCTYIIKOM
nodujamo xa Baxu 2dsin (2) < h(a+ ) — h(a) < —2dsin (£). Konauno:

0
2 )

|h(a 4+ §) — h(a)| < 2dsin

I1a 10 TEOPEMU O JIBa IMOJIUIIAJIA U JIOIIOBY BaXKU:
lim h(o + 6) — h(8) = 0
6—0

oJakJie jJooujamMo Jia je h HempekujiHa (QYyHKIIH]A.

ITocmarpajmo, cana, dyuxnujy f(a) = h(a+ %) — h(a). 35up aBe nenpekumme
dyuknuje je nenpeknana dyHKImja, Te je f Takohe menpekuana. [Ipumernmo 1a
sakn: f(a+35) = —f(a). To snaum na cy f(a+ 3) n f(a) pasmmauror 3Haka, ma
1o Teopemu 2.1 mocroju 0 € [a, o + 5| Tako ma je f(6) =0 1j. h(0) = h(0+7F). N

Hakon oBakBe Teopeme, mMHOTH Ou ce 3amutanu ciaenehe: /la au ce y ceaxy
orparuveny Guiypy mooce yuucatiu keagpat? 1Ipodiem ynucuBama KBajpaTa y
cBaKy orpannyeny (burypy ocraje u Jiajbe HepelleH 11podsem y reomerpuju. Muoru
cy ra Jokaszaju Ha onpehenoj rpymu dburypa, mehy xojuma je u JI. I ITnupesmar?.
Om je mebhy npBuMa JT00MO MO3UTHBHE PE3yJITaTe 33 KOHKPETHO KOHBEKCHE (urype,

aJIu TeHepaJIHO TBpheme ocTaje 1moJi 3HAKOM IUTaba U JIAHAC.

2 Jles T'enzuposuy Inupesvman (1905-1938), Sestopyckn MaTeMaTugap
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3a caenehe jeme he Ham TpedaTu MO3HABAHE jEJIHOT TOjMA KOjU je MHTYUTHUB-
HO jacaH, a To je aujametap ¢durype. To je pactojarme n3Mmehy jBe Hajyna/beHU]je
Tauke Ha urypu. Kpyry 6u To Ouo nmpednuk, TpoyriLy HajIyKa CTPAHUIA, KBa-
apaty jaujaronadia... Hajmasbe hemo ra obenexkasatu ca diam F', u odbuwano hemo y
JIOKa3uMa y3UMAaTH Jia je IeroBa BpeJaHoCT jeanaka d, diam F' = d.

Jlema 3.2. Heka je F' orpanundena cdurypa aujamerpa d. ITocroju npaBuinu mre-
CTOYTAao 4uje je pacTojarbe u3Mel)y nmapasesnux cCTpaHuIia jeJIHako d 1 KOjU CaJIPKU

nesy burypy F.

Jloxas. Heka cy nipase [y u ly mapaJiesine rmpa-
Be OCJIOHIIA Y HEKOM MpaBily gare ¢urype F.
JacHo je sa pacrtojame usmely mux Hehe Hu-
K&/ IpeMaIuTA d, Ma y KOjeM IpPaBIy OHe Ou-
Jse. /lasbe, 1o1IpTajMo joIr JIBe IapaJiesiHe TpaBe
OCJIOHITA M1 U My, TAKO Jia ca mpaBama l; u ly
zakJianajy yrao oz 60°. OBe yeTupu mpase rpa-
e napajgenorpam ABCD koju caap:Ku IeJio-
kynuy durypy F (cauka 3.4). IloroBo yBeaumo
HOBe IIpaBe OCJIOHIA P; W Pg Koje he 3ak/ama-
1 yrao ox 120° ca mpasama l; u ly. Heka cy
tauke M u N, peJsioMm, IOJIHOXKja HOpMaJia U3
tagaka A u C Ha p; Tj. po. Mu hemo mokaza-
THU JIa TIOCTOjU oJipeheHun TpaBall mpaBux [y u ly
(KOju CMO Ha TIOYETKY y3€eJIH ITPOM3BOJHHO) Ta-
ko 1a je AM = NC. Be3 ymamema OIIITOCTH,
npermnoctaBumo, jfa 3a Hame AM u NC' Baxn Cauka 3.4

AM # NC u na je AM < NC.

Yeequmo dbyuxmujy f : [0,27] — R,
fla) = AM — NC, koja 3aBuCH 0/ 110-
YeTHOr npasia (yria KOoju 3akJjala ca
x-ocoMm) mpase [;. ITokazahemo ma je Ta
dyHKIMja HEIPEeKUIHA, Tj. Ja pa3/inKa
ayxuHa AM n NC HenpeKuaHo 3aBU-
cu OJ1 TIpaBlia Ipase ;. 3ampaso, J10-
KazaheMo caMO HENPEKUIHY 3aBUCHOCT
moJIoXkaja Tadke A o TOr mpasIa, 0K
je 3a Ttauke M, N,C noka3 BpJiO CJIH-
JaH.

Heka ce mama mpasa [; Koja, perumo
3aKJIala yrao o ca I-OCOM, 3apOTUPA
3a HEKH MaJIk yrao 0.
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Hosonobujere ogrosapajyhe npase o3naunmo ca ly, Iy, m}, mb, py u py (cauka 3.5).
Cama, IIOBYIIIMO IIpaBe M4 U Mmp KOje, peaoM, caapxke Tadke A u B u mapaJsieHe
cy ca m). Bugumo ma mpasa my cede F, a mpaBa mp ca ECTOM HEMa JIOUPHAX
Tavaka, OCUM MOXKJa Tadke B, mro 3Ha4n Ja m) Mopa dutn nzmehy mwux. Cimdno,
KaJ1a JIoIpTamMo mpase l4 u lp Koje, pesiom, cajpxke tauke A u D u napaJeise cy
ca l}, Bupumo jia tpasa I, mopa outu m3mehy te nBe mpase. Oryma, Tauka A’y
K0joj ce ceky m) u l), MOpa OHTH y HapaJsesiorpaMy KOr I'paje Ipase M4, mp,la
u lp. IIto je mamu yrao d To Cy JAUMEH3Hje TOT MapaJjeorpama Mambe, Ia Cy H
rauke A u A’ cBe damzke. To ynornymyje Hamr goka3. Kaga je To gokasaHo u 3a
cBaky o tadaka N, M u C, nokazano je u ja je dyHKIUja f HENPEKUTHA.

Jaibe je, KaKO CMO TIPETIIOCTABUJIN
paunnje, f(a) < 0. Kaga ce nama npa-
Ba 3apoTupa 3a yrao w, ayxu AM u
NC' he zameHUTH MecTa, IITO 3HAYN:
f(a+m) = —f(a) < 0. ITo Teopemn 2.1,
nocroju 6 € [0, 27| rako ga je f(6) =0,
1j. AM = NC. Kaga yBegemMo HOBe
mpase [y 1 [, ca TUM IIpABIIEM, & Ca -
Ma U OCTajie, MeCTOyrao KOju OHe Tpa-
Jie dbuhe cuMmeTpuvaH y OJHOCY Ha CBOj
nenrap (ciauka 3.6). Hberosu yriosu cy
120° u pacrojame n3amehy HacpamMHUX
cTpaHa He mpemarryje d. Ako je pacro-
jame u3Mehy mpaBuxX p; U Py Mambe O]l
d, yra/jbaBaMO WX 33 jeJHAKO pacToja-
b€, CBE JIOK pacTojambe u3Mehy mux He
oyne jennako d. To ypamumo u 3a 1pa-
Be [; u [y m mpaBe my 1 my. Caga, HaII
IIeCTOyrao mMa CBe yrjose oj 1o 120°
U CBa pacTojarba n3Mely HacIpaMHIX L2
CTpaHUIA jeIHaKA d, IIITO Ta YUHU IPa- Cauka 3.6
sustauM. OH cajpxku meny ourypy F,
na je JI0Ka3 3aBPIeH. |

Teopema 3.2. (Bopcyx®) Buio koja orpanndena ¢gpurypa ce MoxKe HOJIGTUTH HA
TPU JleJIa ca JIujaMeTpUMa MarmbuM O/ JIMjaMeTpa MoYeTHe (purype.

/loxas. Heka je durypa F' npomsBosbHa orpanmdena cdurypa aujamerpa d. [lo
IPeTXOIHO] JieMu, rnoctoju npauanau mecroyrao ABCDFEF [uja cy pacrojama
n3Melhy HacrpaMHUX CTpaHa jeJiHaKa d 1 Koju cajpxku 1eny durypy F. Heka cy

3 Karol Borsuk (1905-1982), mojbckn MaTeMaTHIap
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Al

Ciauka 3.8

P,Q u R, penom, cpemumita crpanuna AB, CD u EF, u Heka je O Wmeros IeH-
tap. dujamerpn nobujeHnx meToyrioBa (Bujeru Cauky 3.7) Cy YCTBApDHU JIyKHUHE
PQ,QRu RP. Heka je L cpemumre crpanutie D E. [Tocmarpajmo Tpoyrao APQL.
Omn je mpaBoyrym ca npasuMm yryioM <{PQL. To 3unaun na je PL = d > PQ, nia cy
JFjaMeTpu OBa TpU merToyria Mamu of d. lujamerap cBakor of mux, je Behu of
aujaMeTpa aesa (purype Kojy oH odyxBara, I1a je Halla (purypa mojae/beHa Ha TPH
JeJla MalkbUX JInjaMeTapa o1 HeHOT. [ |

burno je momenyTtm, na je memoryhe csa-
Ky ¢urypy mnomennTm Ha TakKBa JIBa Jeja U B A
TO je OYHUIJIEJIHO Ha IpUMepy Kpyra W jeaHa-
KocTpanmvyHoOr Tpoyria. Hamme, Bopcyk moka-
3yje 1933. nma ce To MoOXKe CIIPOBECTH KaJa CY c t
TpU Jiejia y NUTamby. 1e rojiuHe, OH TOCTaBJ/ba R
jom jemmy 3aHMMJbMBY xwurnoredy: ,CBaka n- O\
JIUMEH3u0Ha (PUrypa ce MoxKe moAeuTn Ha n+1 oL oE
JIe0 Mamber JmjaMeTpa oJl IoJjasHe durype.”. Cauka 3.7
MebhyTum Ta xunore3a BpJo Op30 OUBa OMOBPI-
HyTa, npeMaa je 1955. enrneckn Maremarndap I. Eiiction' mokazao TBpheme 3a
n=3.

Jlema 3.3. Cpaka kouBekcHa durypa gaumjamerpa D = 1 moxke ce ,TIOKpUTH
jeTHAKOCTPAHIYIHIM TPOYTJIOM CTPAHHIE a = v/3.

Y H. G. Eggleston (1921-?), eHriecku MaTteMaTHdap
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Jloxas. Heka je F orpanmuena durypa mujamerpa D = 1. Heka je AABC jen-
HAKOCTPAHUYHHU TPOyrao 4Yuje Cy CBe CTpaHuile IpaBe ocjoHia durype F. Taj
TPOyTao IMOCTOjU, IITO MOXKEMO Op30 W JoKa3aThu. AKo, IaK, HAI[PTaMO ITPOU3BO-
JbaH jeIHAKOCTPAHUYIHH TPOYTao W IIpaBe ocJIoHIa dhurype F', mapaJesne meroBuM
npasama (o jemu 3.1, oHe moctoje), modum ducmo Hamt Tpoyrao. laske, Heka je
AA'B'C’ jom jeman Tpoyrao ca CTpaHHIIAMa Koje Cy HapaJjieHe CTPAHUIAMA TPO-
yrina AABC u koje Takobe npejcraBibajy npase ocaoHIa Ha durypy F (1o jgemun
3.1, mocToje ;1Be mMpaBe ocJIoHIIa (DUType y TIPaBILy JaTe Ipase, Ia MOCTOJU U JIPYTH
oBaKaB TpoOyrao, ciuka 3.8). 3a Oujio Kojy TauKy y YHYTPAIIHOCTH jeTHAKOCTPa-
HUYHOT TPOYIJIa 3HAMO Ja je 30Up pacTojara Te TadKe OJ] CBaKe CTPAHUIIE jeTHAK
BUCUHH TOI' TPOyIJia. ¥YBEIUMO jeJIHy TaKBY IPOM3BOJbHY Tadky P Koja mpurma-
na durypu F, ma yjeano u tpoyrnosuma. Heka cy hy, ho, hg, b, hi, by pacroja-
wa o1 Tauke P 1o crpanuna AB, AC, BC,A'C', A’B’', B'C" tpoyrnosa ANABC u
AA'B'C’. Jacuo je ma Baxku hy + by < 1, ha + k) < 1, hs+ hi < 1, jep cy TO
pacrtojama n3mely napaJjesHuX MpaBuX OCJIOHIIA, Ta:

hi + Ry + ho + hy + hs + hy < 3,
3

h+h <3 = min{h,h'} < 5
V3
2
min{a,a’} < V3. |

Teopema 3.3. 3a cBaky orpanudeny nosesany ¢urypy F'y xOy paBHE mocToju
IpaBa HOpMAaJIHa HA T-0Cy Koja jiesim F' Ha ;Be dburype jeHaKuX MOBPIITUHA.

a KaKo je KOJ jeJJHAKOCTPaHUIHOT TpoyTria h = % a, 3aK/bydyjemMo Jia je:

/loxas. Kako je peueno ja je F' orpanudena,
TO 3HAYH JIa IIOCTOj€ BPEJIHOCTH @, b, ¢ 1 d Tako
d na je durypa F' cagprkaHa y TPaBOYTaOHUKY
Kojer 4ymHe mpase x = ¢, x = d,y = a,y = b.
Heka je T, = {(z,y) | = < z(} noaypasan
,JI€BO” OJ TIpaBe & = xg. ¥YBeaAUMO (DYHKIH]Y

e f :la,b] = R rako ma je f(x) = P(T, N F),

e je P dynknuja nospmmue. Pynkimja f

c je mempekugHa - 3a cBako £ > ( mocroju
a X4 b= 0 = 7= > 0 mako ma 3a |h| < § Baxnm
|f(xo + h) — f(zo)| < |h|(d —¢) (cmka 3.9).

Ciiuka 3.9 Buamo ga je f(a) = 0, a f(b) = P. Kako je

P/2 wamely Tux BpemnocTH, 10 mocsaeaum 1,
nocroju t € [a,b] Tako na je f(t) = P/2. N

Hapagno, oBo Mozxke u j1a ce maJio nipedpopmysuiie. JIpyrum pednma, 3a CBaKy
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orpanmndeny mnose3any ¢purypy F'y paBHEU 1 HEKY IpaBy [ IOCTOjU IIpaBa HOPMaJIHA,
Ha [ Koja genn jary GuUrypy Ha gBa jena jeanakux nospinuaa. OHta, CIUIHO, 32,
CBaKy IIpaBy IOCTOjU IIPaBa O] MapaJiesiHa, Koja JIeJu JaTy pUurypy Ha ImoJia.

Teopema 3.4. Cpaka KOHBeKCHa (puUrypa y paBHHU C€ MOXKe, Ca JBe HOPMAJIHe
IpaBe, MOJIEJIUTH HA YeTUPH JIeJ1a jeITHAKUX TOBPITIHA.

/loxas. Heka je F' mpomsBo/bHA KOH-
BeKcHa ¢durypa y pasuu. Ilogeaumo Ty
durypy ca aBe HOpMaJIHE IIpaBe T U Y
(cimka 3.10). YBemaumo HeKy mpasy [
KOja ca IpaBOM Yy 3akJjiama yrao «. Ilo
Teopemu 3.3, IIOCTOjU IIpaBa x’ HopMaJI-
Ha Ha [, TakBa Ja JieJin J1ary urypy
Ha JIBa JieJia jeJIHaKuxX noBpinuHa. Mc-
TO TaKo, ITIOCTOjU MpaBa y§' HOpMaJIHa Ha
x' koja jenu ¢urypy Ha mnona. Cana, Cauka 3.10

MMaMO JIBe HOpMaJiHe IpaBe Koje Jeje

Jary purypy Ha 4eTHPH JeJia dhje Cy

nospimae: S1(a), Sa(a), S3(a), Si(a), rae je o yrao koju mpasa [, OJJHOCHO ¥/,
3aKJIala ca IPBOOMTHOM IpaBoM y. Kako je

Sl (Oé) + SQ(Q{)
Si(a) + Sy(a)

S3(CY) + S4(C¥)
Ss(ar) + Sa(a),

TO OJy3UMarheM Te JBe jeaHaunne jpodoujamo ga je Sp(a) = Sz(a) n Sz(a) = Sy(a).
OBo, mak, HUje JOBOJHHO JIa TBPJAMMO jEJHAKOCT IOBPIIMHA CBA YETUPH JIEJIA.
Tpeda mokazartu Ja mocToju HEKO « 3a Koje je S1(a) = Sy(a). YBemumo, omHia,
dbyurmujy f(a) = Si(a) — Sz(). Bpito ciamdno Kao y J0CAIAIIBEM H3JIararby
Jnokazyjemo 1a je f HenpekmaHa dyHKInja. Jlabe, mpuMeTnMo 1 BasKH:

Sy (a + f) — Su() = Sy(a)

2
s
S (a+ 5) — Sy(a) = Sy (),
mTo, ycrsapu, 3naun ga je f(r+ 5) = —f(x). Kaxo je dynkmuja f nenpexuma
ua unrepsaiy [0, 7] To mo Teopemu 2.1 ciemu ja mocroju Hexu yrao o € [0, 5] 3a
koju Baxku f(a) =0 1j. Si(a) = Sa(a). [

OHO mMTO je HEBEpPOBATHO je Ja OBa TeopeMa BaKW W y CBUM BelnMm JTuMeH-
sujama. CBako Teso ce moxke mpecehm ca Tpum MmelycoOHO HOpMaJiHE paBHU Ha,



15

8 menoBa jeaHake 3alpeMuHe, Te€ CBaKO [N-ITUME3HOHO ,TeJI0” MOXKe OUTU TI0-
nesseno Ha 2V nenoBa jenHake 3ampemune” ca N MehycobHo HoOpMasHEHX N-
JIIMEH3UOHUX ,,DaBHU .

Teopema 3.5. (Cengsuu weopema) Heka cy A u B nse durype y pasuu. Taza
[IOCTOjU TIpaBa KOja cedye Te JiBe (DUI'ype UCTOBPEMEHO Ha JBa Jejia jeTHAKUX
[IOBPIIUHA.

Cauka 3.11

/loxas. @ukcupajmo Heky mnpaBy | y pasau. Ilo Teopemu 3.3 mocroju mpasa p
Koja ca | 3akjama HeKH yrao « W Koja genun ¢urypy A Ha JaBa jeqHaka jesia.
[IpaBa p he Takobhe nenuru noBpiuny japyre durype B #Ha Hekn HaunH. O3HAIIMO
nospiuny durype B ca jenne crpane npase p kao Pi(a), a ca apyre Py(«) (ciuka
3.11). Hamme, ako mpaBa p HeMa IpeCEYHUX Tadaka ca B Wim je mpasa OCJIOHIIA
durype B, jemna on oBux mnospmnHa Ooumhe 0, g0k he apyra mMaru BpeIHOCT
nestokynHe nopprmae durype B. Cana ysenumo dyukuumjy: f(a) = Pi(a) — Pa(a)
rie je a € [0,27]. Ako « ysehamo 3a 7 Taja ce mpaBa caMo ,BpaTHia” y CBOj
[IPBOOUTHU IIOJIOXKAj, C TUM Jia Cy CaJia IOBPIINHE 3aMerheHe. 10 3HaYM Ja BaXKu
flx+m)=—f(x), 1j. fx+m)- f(z) < 0. Kako je dynnuja f nenpexunna ua [0, 7,
no teopemu 2.1 nocroju « € [0, 7] 3a koje Baxku f(a) =0 1j. P(a) = Po(a). M

Jokazaym cMO y paBHU, IO3HATY TEOPEMY KOja je TaKohe reHepaJIm30BaHa Ha,
cBe numensuje. ¥ Tpehoj numensuju mozuata je mom umeHoMm Cengeuy Weopema
jep cy IIyHKa u JIBa THapUeTa xJieda TPHU Tesla Koje je/iHa paBaH MoxKe rpecehn
MCTOBPEMEHO Ha J[Ba JieJIa jeJTHAKUX TOBPIIMUHA 0e3 003upa rjie ce OHU HAJIA3WIN
U Kako obpazoBasin cenpBud. Y N-toj numensuju N ,Tejra” ce MOXKe CUMYJITAHO
IIPEIoJIOBUTH ca [N -TUMEH3MOHOM ,,DaBHHI .
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Teopema 3.6. 3a cBaky moBe3aHy (buUTypy y paBHU IIOCTOjU IIpaBa Koja JIeJIu
EHY MOBPIIUHY U T'PAHUILy Ha JIBa je/THAKA JIea.

/loxas. Heka je F' mpown-
3BOJbHA TOBE3aHA (GUrypa
y paBHH u HeKa je P
TadyKa Ha HE€HO] T'DAHUIIA.
[TocmaTpajmo  dyHKIH]Y
g(X) xoja mpeicraBiba
JIy>KUHY WCEYKa TPAHUIE
durype ompebenor Ta-
ykama P u X, rme je X
Takohe HekKa Tadka Ha
rpanuiiu.  PyHKImja ¢
je HempeKujIHa Ha CBOM
nomeny. Kako nocroju rauka T Ha rpanunu 3a kojy je g(1') > O/2, rue je O odum
Jmare urype, TO 1Mo mocjaeauI 1 3HAMO Ja OHJIa MMOCTOJU TadkKa () Ha TpaHUIN
dburype F usmehy” P u T 3a kojy je g(Q) = O/2.

Cauka 3.12

[ToBymuMmo u cdukcupajMo jeaHy npaBy Kpo3 IPOU3BOJBHY Tadyky P U meHy
onrosapajyhy tauky () Tako jia Jiejie TpaHuIly Ha JiBa jeHaka jesa. Jlokazusamem
Jla TaKBa IpaBa 3a HEKYy TadKy P e/ U MOBPINIUHY Ha J(Ba je/IHAKA Jieia, JTOKa3
om Oomo 3aBpieH. Ako yamemo tadky P u ,meramo” ca oM 0 TPAHWUIN, HAPABHO
naszehn 7ga momepamo u Tadky () Tako Ja ce Iojea T'DAHUIE Ha I0Ja O4YyBa,
jnodouhemo pa3He mpase Koje Jiejie TOBPIIUHY Ha pasjanaute HaduHe. CJIUTIHO Kao U
y MPEeTXOJHUM JioKasuMa, yBeaumo yurnujy f(«) xoja he ompehusaru pazmuky
IIOBPIIIIHA JIeJIOBA JOOMjeHUX JieJbemheM (purype F' mpaBoM p Koja 3aKJjala yrao o
ca npeodutHOM tpaBoMm PQ. Ta dyukiuja je menpekuaHa Ha waTepBasy [0, 7] u

3a wy Baxu f(a+m) = —f(«), mrro 3uaqun (o Teopemu 2.1) ma nocroju « € [0, 7]
3a koje je f(a) = 0 1j. mocroju mpasa p Koja mesu gary urypy Ha JBa jesa
jeTHAKMX TIOBPIIMHA, W YjeJHO JIeJIn TPAHUILy Ha JIBa je/IHaKa Jea. |

IIpumep 1. (Jlema o wewmusu) Heka je dynkmumja f : [0,2] — R menperngaa u
dbyukmumja 3a kojy Baxku f(0) = f(2). HJokasaru ma taga mocroje a,b € [0, 2] Tako
nmajea—b=1wu f(a) = f(b).

Jpyrum peunma, jroka3atn jia rpaduk OBaKO 3ajare GpyHKIHUje [ mMa TeTUBy
nyxkute 1 mapasenty ca z-ocom (ciuka 3.13).
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Zloxas. Tlocmarpajmo byHKIHM]Y:

9:10,1] =R, g(z) = f(z +1) — f().

Kako je dyuknuja f Henpekuana, To je
u g HenpekuaHa. [Ipumernmo qa BaxKu:

Cauka 3.13

mrro 3Haun 112 je g(1) - g(0) < 0, ma mo Teopemu 2.1 nocroju x € [0, 1], Tako na je
9(x) =01j. f(z) = f(z +1).

Teopema 3.7. Heka je f : [a,b] — R menpexkngna dynknumja 3a kojy Baxu f(a) =
f(b). Tazma 3a csako n € N nocroju z € [a,b] Tako xa je f(z) = f(z + =2).

OBa TeopemMa, CIMIHO Kao U IIPETXOTHU IIPUMED, TBPIH Ja rpaduK cBake PyHK-
I¥je, HelTpEeKuIHe Ha MHTepBay [a,b] 3a kojy Baxku na je f(a) = f(b), mma TeruBy
napaJiesty z-ocu jyxkuHe (b — a)/n 3a dusio Koju npupojaH 6poj n.

Aoxas. Ciuyuaj rie je n = 1 je TpuBujasias, Tj. 0JMax ce BUIU Jia TAKBO T [IOCTOjU
u ja je x = a. ame, cirydaj Kajia je n = 2 pelneH je y npumepy 1.
3a n > 3, nokas je Bpso ciamdan. Hamme, mocmarpajmo dyHkImjy:

) - fw)

[Tormrro je g 36up jiBe HenpekuHe PyHKIHje, OHA je u cama HerpekuaHa. OdpaTumo
mazkmy Ha caejehe:

g(a+k-b;a> :f(a+(k+1)~b;a)—f(a+k:-b;a),ke[n—1].

CyMupameM OBHX jelHAKOCTH jJooujaMo ciemaehe:
n—1
b— b— b— b—
Zg(a+k a)=f(a+ a)—f(a>+f(a+2 a)—f(a+ a)+
pr n n n n
b— b—
—|—...+f(a+n a)—f(a—l—(n—l) a).
n n

Kana ce ogrosapajyhu enemenTn mokpare 1001jamo:

g: a,b—b_Ta} — R, g(:v):f(sc—k

n—1

2.9 (a+kb;a) — () = f(a) =0,
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a MOYKEMO J1a TBPJIUMO J1a TI0CToje 4, j € [n — 1] Tako Ja BaxKn:

. b—a . b—a
glatu- <0<gla+y- .
n n

Axko cy cBu enementn cyme jeanaku 0, oHza je moka3 3aspiieH. MHade, mocro-

ju jemam ox mHTepBana [a + i - =% a4 j - I’_Ta], [a + 7 - I’_Ta,a +i - b_Ta], Ha-
sealiemo ra I. Konauno, mo teopemu 2.1 mocroju = € I, takBo ja je g(z) = 0
1. f(z) = f(z+ =2). [

Teopema 3.8. (Bpayep®) Buso xoja nenpekunna dbyukuuja f : [a, b — [a,b] uma
0ap jeaHy (PUKCHY TadKYy.

Jloxas. Tlocmarpajmo dyukimjy g(x) = f(x) — x. [omro npescrasba 30up jse
HenpekuHe (QYHKIMje, OHa je W caMa, HempeKHuJHa. YOUUMO Ja MOpa Jia BarKH:
f(b) < bwu f(a) > a, e je g(b) < 0 < g(a). Teopema 2.1 HaMm OHJA HAJIAKE JIA
Mopa mocTojatu x € [a,b] Tako ga je g(x) =0 1j. f(x) = . |

Ogo 0m dm1a camo ymuporrheHa Bep3uja IIpaBe TeopeMe Koja BaXKu 3a n-INMeH3MOHe
IIPOCTOPE YUju OU JIOKa3 3axTeBao Behe 3Hambe MaTeMaTHUKe.

Teopema 3.9. (Bopcyx-Yaam®) Heka je f : K — R nenpekuana gyHKIuja Koja
kpyr K cmuka y ckyn R. Taja mocroje nse anTunonasne tauke A u B kpyra K
tako na je f(A) = f(B).

Zloxas. TloBynumo pon3Bo/bHY IpaBy Kpo3 1entap Kpyra K, koja he cehu kpyr y
raukama A u B. ledunummmo woy byukiujy d(a) = f(A) — f(B), koja 3aBucu
oJ yIjla IIpaBe KOjU OHa I'pajd ca HEKOM (PUKCHPAHOM I-0COM. AKO ce IpaBa

3apoTupa 3a yrao m, tadke A u B he 3amenntn mecta, mro 3uaqn d(a+m) = —d(w).
Oyukiyja d je HenmpekuHa, ma mo teopemu 2.1, mocroju a € [0, 27| d(a) = 0 Tj.
f(A) = f(B). u

Bopcyk-¥YimamoBa Teopema je jegHa 0J1 HaJBayKHUJUX TeOPEMa Yy TOIOJOTH)U, a
0BO je caMo yripornheHa Bep3uja Koja ce 0aBu 1podsemMoM y paBuu. Vctu je oBoMm
TEOpeMOM pellieH y ¢cBUM Behnm guMensujama.

Ha xpajy, HaBerhemo jorn jesian jako 3aHUMJ/bUBH, aJId Yj€ITHO TEMIKH ITPOOJIEM
y MeXaHUI KOjU Ce HEeBEPOBATHO JIAKO JIOKa3yje M pellaBa yIoTPedOM CIIoMe-
HyTUX Teopema. lIpermocraBumo j1a HeKH BO3 myTyje oi mecta A 10 mecra B,
0e3 ckpetama, paBoM JuHujoM. OH He MOpa HYXKHO IIyTOBaTH PABHOMEPHOM Op-
3UHOM HUTU MMaTH PaBHOMEPHO yop3ame. Bo3 ce MoxKe KperaTu Ha OWJIO KOjU
Ha4YMH: yOp3aBaTH, yCIOpaBaTU, YaK W MNU yHA3aJ IIpe HEero ITo CTUTHE Ji0 B.

5 Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), xomanackn MaTeMaTuIap
6 Stanistaw Marcin Ulam (1909-1984), mo/bcKE MaTeMaTHIap
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Asn, mpernoctaBiba ce Jia je KpeTambe BO3a YHAIPE] [MO3HATO, OJHOCHO JaTa je
dbyukmmja f(t) = s, koja 3a garTo Bpeme t oapebhyje pacrojame s ox mecra A. Ha
IIOJTy jeJTHOT BaroHa BO3a IOCTaBJ/bEHA je IIUIIKA, TaKO Jia je jeJlaH HeH Kpaj (HuK-
cupal 3a 1oj, a aApyru Huje (cimka 3.14). Ilunka ce moxke Ge3 Tpema Ju3aTH,
CIyIITaTH, Mhu HAIIpe U Ha3a. MehyTuMm, Kajia ropmu J1e0 jeTHOM JIOTAKHE IO,
ocTaje y TOM IIOJIOXKajy 710 Kpaja myTa. Moxke jin ce yBek HahM MOYETHU MOJI0XKA]
mTalia, Tako Jia Ha Kpajy IIyTa rOpPIbU JIe0 OCTaHe Yy Ba3/IyXy, aKO Ce KPeTao CaMo
IOJT, JIEjCTBOM T'paBUTaIlije n Kperama Bo3a? OBa IpeTnocTaBKa, HA MPBU MO
u3rJie/ia, Kpajibe HeMoryha, a oBaj mpodJseM mnapaJiokcagan. YuHu ce Kpajibe He-
BEPOBATHUM JIa Ce 3a OWJIO KOjU PACIIOpE]l U HAYMH KpeTama BO3a, y3 y3ajaMHO
JIeJIOBAIbE TPABUTAIIMOHUX U MHEPIIUjAJTHUX CHUJIA, IITAIl MOXKE OJIPYKATHU Y Ba3ILYXY
Ha Kpajy IIyTa camMoO TadyHUM OJaOUPOM IOYeTHOr moJioxkaja. Ho, ympkoc Tome,
jeTHOCTaBHA MaTeMaTHhKa JoKa3yje ja je To Teopercku moryhe. Ilpu jokasusa-
By HHCY ITOTPEOHN HUKAKBU CJIOKEHU AJIaTH MeXaHUKe M KOMILJIEKCHO 3Hame U3
JUHAMHUKE, CaMO jeJIHOCTaBHA IPETIOCTaBKa pusmyke npupoje: Kperamwe mrrama
HEIPEKWUHO 3aBUCU OJI HerOBOI' IMOYETHOr moJiozkaja. O3HadmMo ca x yrao Koju
IITAIl 3aKJIala €a IMOJOM Yy IIOYEeTHOM TPEHYTKY, Ca Y yrao KOju I'paJii Ca IIOJ0M
Ha Kpajy myTta. Ca movYeTHUM yTIJIOM T, 110 HAIOj TPETIIOCTABIN, Y j€ jeIMHCTBEHO
onpeben dbyuknujom g(x) = y, Koja je y3 TO U HENPeKUHA 1 uMa BpeaHocT iy = 0
3ax =0uy=m73az=mn Ilonocregumu 1, 3a y = 7/2, nmocroju = € [0, 7]
Tj. mocrojahe movyeTHW yrao ImiTana 3a KOjU he IITam Ha Kpajy OuTu HOpMaJiaH
ca mmogoMm. OBO je, HapaBHO, YUCTO TEOPETCKO PE30HOBaIbe IIpodjeMa, Koje je y

A ) © B

Ciauka 3.14

mpakcu rotoBo Hemoryhe. Ako je myt AB MHOro jyradak m KpeTame BO3a BeOMa,
HeCcTaJHo, nHTepBaJs Moryhux moderHux yriosa z 3a koje g(x) mehe duru 0 min
7w duhe jako masmm. To je jacHO cBUMa Koju cy Oap jeaHOM ITOKYIIAJIN Jia Ha CTOJY
OJIp2Ke UIJIy y YCIPABHOM IIOJIOXKAjJy Ha HEKO BpeMe. bBe3 od3mupa Ha TO, OBakaB
J0Ka3 HaM JOII jeTHOM CaBPIIEHO MOoKa3yje HEeNPeIBUIUBY KOPUCHOCT TEOPEMa O
HeNpeKUIHUM (DYHKIIjaMa U BUXOBY YIIOTPEDY V PA3IMIUTHM OJ/HbUMa HAYKE.
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