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IIpearosop

Kpos getnpu rogune 'mMHa3mWje BUAeTa caM U HaydWJIa MHOTO TOTa, a WUITAK
Me HajJemnma cehama Be3yjy 3a 00J1aCTH TeOMeTpHje Y PAHUjUM TOIHHAMA IMTKOJIO-
Bama. OHa Me HHCIHPHIIE /14 jOj ce cajla BpaTHM U 0] IIOCBETHM MATyPCKH PaJI,
Kao CIENHjaJTHO MECTO YYBAHO 3a jeJHy, 0Jf MHOTHX (haCUMHAHTHUX O0DJACTH O
KOjuMa, MOYKe JIa ce TTUTIe.

Yaumajyhu y 003up MIUPUHY TeoMeTpHje W PA3HOJIUKOCT HeHUX O0JacTH,
OMJI0 je BeoMa TEeIIKO OJJIYUIUTH ce KOojy TeMy omabparu. Hakon mcrpazkubarma
0 objiacTuMa MHBEp3Uje, UIAK Ce OJJIydyjeM 3a reOMeTpHjy y pPaBHH, YIPKOC
HPBOOUTHO] YKE€JbU J1a ITUIIEM O T€OMEPTPUJU Y HPOCTOPY .

Kpos paj je onmcana cama mHBep3uja U HeHE TPUMEHE Ha HEKe ITpodJeMe.
NuBepauja je 3aucta obuMHa 001aCT U O 10j OM MOIJIO JIa C€ MHIIe MHOTO, MHOT'O
BHIIIe 07 OBora. Kako HHcaMm Moryia Jja MOKPHjeM CBe, KPeHyJIa caM IIyTeM OHUX
obJjiactu koje he nosako Bojuru npuuy ka lllrajuepoBom nopusmy.

Y eyKJINJCKO] PaBHU MHBEP3Uja Ce OCTaB/ba HEeJIe(PUHICAHOM Y EHTPY Kpyra
nHBep3uje. 3aTo je y MPBOM TOIJIaB/by yBeleHa OECKOHATHO JAJIeKa TadKa y KOjy
ce IEHTAp WHBEP3Hje MPUPOTHO CAUKA. ¥ JIPYTOM TOIJIaBJbY Ce Hajla3e OCHOBHE
ocobune mupBepsuje. Takohe, jeqHa BazkKHa IIPUMEHA MHBEP3Hje je y PellaBamby
AnoonnjeBux mpobdeMa, KojuMa caM mocseTuaa Tpehe mormasbe. Y 4eTBPTOM H
HETOM IIOIJIaB/Iy YBOJM Ce PaJIMKaJIHa 0Ca, & Y3 MOMON Ibe U IPaMEHOBU KPYroBa.
Ceu oBu momosu omoryhyjy moka3 IllTajaepoBor mopmsma y IMecToM MIOTIAB/bY.
Hbera cam netapHO 00pania, Kao 3aBPIIHUILY CBOT PaJa.

Cge camke cy nprane y codTBepy ['eoredbpa n JIHHKOBU Ha HajOUTHHUje aljieTe
ce Mory Hahm Ha caMOM Kpajy.

Hastam ce j1a he 3amnTepecoBann 4uTaoly ca JIAKONOM M Y KUBAHEM YHTATH
0OBa] pas.
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1 HWHaBep3uBHaA paBaH U HE€HU €JIEMEHTU

UcniocTasipa ce j1a obudHa, eyKJIUJACKA paBaH, HUje MPUPOJaH aMOUjeHT 3a WHBe-
p3uje, jep v Hb0j HHBEp3Uja ocTaje HejeduHucana y neHTpy kpyra. To ce Mozxke
PEITUTHU TAaKO IITO Cce eyKINJICKO] PaBHU J0Ja OECKOHAYHO JlajleKa TavdKa y KOjy
he ce ciaukarTu neHrap Kpyra.

Beckona4Ho najseky Tadky (00) y paBaH YBOJMMO HHTYUTUBHO, KAO je IHH-
CTBEHY Ta4Ky KOja je 6eCKOHAYHO JIAJeKO 0/ KOOPAUHATHOI 110YeTKA.

Nupep3uBry paBaH F? nedunumemo Kao eyKJHACKy pasan E? Kojoj je
JofaTa OeCKOHAYHO JaJjleKa TadKa, Tj.

E? = EB* U {o0}.

On cana ieMo HHBEP3UBHY paBaH MOCMATPATH KaO0 aMOUjeHT 3a WHBEP3W)Y U CBe
o yemy hemo Hajla/be NPUUYATH OJUIPABA CE Y 1H0].

Hanmomena: luBep3uBHa paBaH ce GpOpMajHO MOXKe YBECTH IpeKo T3B. Pu-
manose cdepe (Bugeru [6]), amm ce mu rume nehemo HGaBuT.

Hamwe, yaumajyhu y 0063up j1a 6eCKOHAYHO JajIeKa TauKa IOCTOjU, MOKEMO IIpUMe-
THTH Ja je IpaBa 3alpaBo KpyT oapehen ca aBe Tauke u TpehoM Koja je HecCKOHAUHO
najeka. Crora yBOAUMO 10jaM KOju 0bje/iuibyje KPyTr U IIpaBy.

YoumiTeHn Kpyr je Kpyr WM IIpaBa Ko0joj je jojara OECKOHAYHO JlajieKa
Tadka (Kpyr OECKOHAYHO BEJMKOD MPEYHUKA).

CmaTpamo Ja cBakKa IIpaBa CaJp:Ku OECKOHAYHO JIAJeKy TauKy. 3aTo IIpaBe Koje
ce CeKy y KOHAYHO] TAYKH MOZKEMO IIOCMATpaTh Kao YOIIIITeHe KPyroBe Koju ce
CeKy y JiBe TadKe, a mapaJie/iHe mpaBe Kao YOIIITeHe KPYTroBe KOju ¢e J0aupyjy.



2 OcHoBHe 0ocoOOMHE MHBEP3Uje

Hedbununuja 2.1 Hexa je k npousdsoman kpye eykiudcke pasHu ca UEHMPOM
O u noaynpeunurom r. IHBEP3UJA ) j€ NPECAUKABAILE UHBEPIUCHE DAGHU

(kaE2—>E2

koja maury X # O, X # oo npecaurasa y mauxy X' noaynpase OX, maxsy da
8a9HCU

OX -0X' =% (1)
u dodamno, pr(0O) = oo, vi(c0) =0 .

Jlako ce youaBajy cienehe ocodnHe mHBepauje:
e lI3Bep3uja je OMjeKTUBHO MPEC/TIUKABAILE;
e UuBepsmja je uuBOMYIHja, Tj. 0 = Id;
e lluBep3uja Mema OpHUjeHTAIN]y PABHU;

e IluBepauja y onHocy Ha Kpyr k(O,7) mpecinKkaBa yHYTPAIby 061aCT TOT
KpPyTa y EeroBy CHOJBAIIY 00JaCT; W OOPHYTO, MPECAUKABA, CIIOJbATITEY
00J1aCT TOr KPyra y HeroBy yYHyTpaIlby;

e Tauka mHBep3uje je WHBapHjaHTHA aKO W CaMO aKO Ce Haja3h Ha KPyry
WHBep3Hje.

Jlema 2.1 Hneeps nexe maure X ean wpyea k(O,r) y unsepsuju ¢ ce Harasu
y npecexy dyotcu OX u PQ), 2de cy P u Q) mauke dodupa marzenmu u3 mauke
X na xpye k.

Joxkaz: Hexka je A npecek nyxu PQ u qyxu OX (CJH/IKa. Kako je OP = 0Q
u XP = XQ@Q, cieqn ga je OPX(Q) menroum, Te cy My AnMjaroHaje HOpMaJHe,
tj. PQLOX. Tana je AOPX ~ AOAP (u3 jemHaKOCTH YIJIOBA), Ma BaxkKu
8—); = %. Onarne suaumo ja je OX - OA = r?, a kako je A € OX, Tauka A
Mopa ouTn nHBep3 Tauke X, 1j. X' = A. O
N3 nare jgeme MOKeMO HPUMETUTH KaKO Ce KOHCTPYWIILY WHBEP3HE Tadke. Y
caydajy na je tauka X BaH Kpyra WHBep3uje, HHBEP3 Ao0mjamo y mpeceky OX
ca JdyKW KOja cIlaja JOUpHe Tadke TAHTeHTH U3 X Ha KPYT; y CYIPOTHOM, aKO
je X yHyTap Kpyra, HOCTyIaK je OOpHYT.



Cauka 1: KoncTpyknuja nuHBep3ne Tauke, Jlema

Hanmomena: llHTepecaHTHO je HAIlOMEeHYTH Jla Ce MHBEP3HA TadKa MOYKe KO-
HCTPYHUCATH CaMO IecTapoM, 6e3 ynorpebe Jewnupa. Hanve, Bayku MHOTO BHIIIE,
Mop D—MaCKepOHﬂjeBaﬂTeopeMa KazKe JIa ce CBaKa KOHCTPYKIM]a KOja ce U3BOJIu
JIEEHAPOM | IIECTAPOM MOKe N3BECTH CAMO IEeCTAPOM.

Jlema 2.2 Hexa cy dame mauxe A u B maxee da cy A, B, O uexoauneapre u
neka cy A" = pr(A), B' = pr(B). Tada sasrcu:

1) AOAB ~ AOB'A';

2) A, B, A", B' cy xonuukauune.

Comka 2: Cnuka y3 Jlemy

! Jgrgen Mohr, (1640 - 1697), nancku mMaTemMaTuaap
2Lorenzo Mascheroni, (1750 - 1800), ntasujancKki MaTeMaTHIap



Hoxaz: 1) Kako A’ = pi(A), B' = pi(B), 10 je OA-OA' =r* = 0B - OB/, 1j.
94 — 98 (Cnuka , oakJe caean 1).
2) U3 nokazane camunoctu Baxku 1a je ZOAB ~ ZOB'A', na je ZAB'B =

180° — ZOAB, na tBpheme BaKm. O
Teopema 2.1 [lpu uneepsuju pr YOnwmeny Kpyez ce CAUKG Y Yonwmenu Kpye.

Hoxkaz: Cayuaj 1. [IpeTnocraBuMo a je yONIITEHN KPYT MpaBa p KOja CaIpKu
nerrap O (Ciuka , neBo). Ilo nedununuju nHBep3uje, cBaka Tauka A mpase p
cimka ce y rauky A’ koja taxkohe npunasga npasoj p. Jlakie, upu uHBEp3uUju Oy,
mpaBa Koja CaJipKu IeHTap Kpyra k, cuKa ce y camy cebe.

Cayuaj 2. IlpermocraBumo ja je yONIITEHW KPYT MpaBa p KoOja HE CANPKH
nearap O (Cnuka [3) necuo). Heka je A momnoxkje HOpMase m3 O Ha TpaBy
pu A" = ¢pr(A). Heka je B mpousBospbHa Taduka mMpase p TakBa na B # A u
B' = ¢(B). Taga je, na ocuosy Jleme 2.2) AOAB ~ AOB'A’, 1j. ZOAB =
ZOB'A" = 90°. 3ak/byuyjemo jga Tauka B’ npunaja kpyry Haja npeaaukom OA’.
Cruenujanno, mo gedunnnuju, 66CKOHATHO IajIeKa TaYKa MPaBe p ce MPecInKaBa
y nearap O. HakJje, mpu HHBEP3UjU ), IpaBa Koja He mpoJia3u Kpo3 rmearap O,
ce IpecJauKaBa y KPYyr Koju caapxu O.

Cnuka 3: Cinke npasux npu unsepsuju (Teopema )

Cayuaj 3. [IpernocraBuMo n1a je yommTeru KpyT KpyT [ ca meaTpom (), TakaB
na O € | (Couka {4 1eBo). Kako je uupep3uja unBoayiuja u Baku Ciyuaj 2,
caMKa Kpyra Koju cajapxku tadky (O, npum uHBEp3uju @i, Ouhe mpasa koja He
caapxu TadKky O.

Cayuaj 4. TlpernocraBumo ja je yommreHu Kpyr Kpyr [ ca mearpom (O Takas
aa O ¢ | (Cnuka {4l neso). Heka cy A uw B npecenn npase OO; ca Kpyrom | u
reka je C' nmpomsBosbHa Tauka na kpyry [. Ozmaunmo /BAC = au LZABC = §.
Heka cy A" = pp(A), B = ¢p(B), C" = ¢x(C). Kaxko je AB upeunux xpyra
I, ZACB = 90°. Jlokazahemo na je ZA'C'B’ = 90°. Ha ocuosy Jleme [2.2]



ANOAC ~ NOC'A’, 1. LZOC'A' = LZOAC = 180° — a u AOBC ~ ANOC'B’, T1j.
Z0C'B" = ZOBC = . Kako je

/AC'B = /0C'A' — ZOC'B' = (180° — o) — B = 90°

caenn ja ce rauka C' Hastasu Ha kpyry nag upednuxkom A'B’. Vcro ce nokasyje
3a CBaKy Tadky Kpyra [ u mwen uaBep3. Jlakse, cimka kpyra koju ne cagapxku O,
pu WHBEP3UjU Qy, je KPYT Koju Takohe we canpxu tadxky O. U

Comka 4: Cnuke kpyrosa npu unsepsuju (Teopema

W3 Cnyuaja 4 Takobhe cienn:

IIpumenda 2.1 Ilpu unsepsuju ¢, koja cauka kpye l y kxpye ', uenmpu xkpyzo6a
k, 1l cy xoruneapru.

Teopema 2.2 Unsepsuja wysa yaaose udmehy yonumenur Kpy206a.

Hoxka3: PasMorpumo ciaydajeBe. Yrao m3amely aBa Kpyra cBOAM ce Ha yrao
u3Mely TAHTeHTH y HUXOBUM 3ajeJHIYKIM TadKama, J0K ce yrao usMehy npase
¥ Kpyra CBOAM Ha yrao m3melhy npaBe W TaHreHTe Kpyra y IPECeYHOj TavKh
ca mpaBoM. /lakse, MOBOJBHO je JIOKa3aTH TEOPEMY y CJIyYajy Jla Cy YOUIITeHU
Kpyrosu jpe mpase. Crora, y3aMuMo mpase p u ¢, Takse ga pNq = {A}, A # O.
Heka cy k1(O1,7r1) u ko(Oa,79) pesoM ciuKe MpaBUX p U ¢ TPU UHBEP3UJH Q) U
vr(A) = A’. Ha ocuoBy Teopewme ki Nky ={0,A’}. Heka cy P u @ penom
OJTHOKja, HOpMaJIa U3 MEeHTpa Kpyra k WHBep3uje Ha npase p u ¢ u ¢i(P) = P/,
1j. ¢p(Q) = Q' (Coukald]). IIpernocrasumo na cy P u ) ca pasuux crpana Ipase
OA (ako ¢y ca ucrux crpata jokas je camdan). Oznaanhemo yriope ZOAP = «
nu ZOAQ = B, 1j. 6ulie Z(p,q) = o+ 5. Ha ocuoBy Jleme U3 CJAUIHOCTH
tpoyriosa, ZOA'P' = ZOPA = 90° u ZOA'Q)) = ZOQA = 90°, na Baxu ja
Cy OBO YTJIOBH Ha/Jl mpedHuimma u fa cy tauke P/, A" u () xonmuneapue. Ogarie
W W3 CJAMYHOCTH TpoyrioBa sugaumo na ZOP'Q) = ZOP'A" = ZOAP = a n
LOQ'P = LZOQ'A = LZOAQ = B. Tana ce uz AOP'Q)’ sunm na je Z(ky, ko) =
£01005 = 180° — (a + ), 1j. L(k1,ke) = L0100 = o + (3, miT0 je u Tpedao

HOKa3aTH. 0



Cimmka 5: Ciimka y3 Teopemy

Teopema 2.3 Hexa je dama maurxa X u pp(X) = X'. Axo sa yonwmenu xpye
[ saoreu {X, X'} C I, mada je pi(l) = 1.

Hoka3s: Axo je [ mpasa X X', taga [ caapzku nenrap O kKpyra k uHBep3suje, ma
Axo je | eykmuacku Kpyr koju caapxku X u X'. Tama [ ve caapxu O, ma je
I' = pr(l) xkpyr. I3 X €1 nobujamo X' € I, a uz X' € | pobujamo ¢ (X') € I/,
1j. X € l'. lHenrpu kpyrosa [ u I’ npunanajy cumerpanu ayxu X X', a xkaxo cy,
uHa ocuoBy llpumesnbe 1, tu neurpu xoqauneapuu ca O, oHE MOpajy OMTH UCTH.

Haxne [ = 1. O

Teopema 2.4 Hexa je | yonwmenu xkpye. Tada eascu Lk axo u camo axo

Hoka3z: VY cayuajy na je | npasa taga je () = [ ako u camo axo [ caapxu
HeHTap Kpyra uasepsuje, Tj. [ Lk.

Cana mocMaTpamo caydaj Kaja je | Kpyr.

(=) Heka je [Lk. Ha ocnoBy Teopeme or(D) Lok(k), 1j. U'Lk. Kako cy
KpyroBu [ u k HOpMaJIHM, OHH Ce CeKy y Taykama X u Y, 3a Koje Takohe BazKu
{X,Y} € l'. Kako je kpyr koju cede Kpyr k y Taukama X u Y U HOpMaJaH je
Ha hera jeauncrser, mopa 6uru ' =1, 1j. pr(l) = 1. O
(<) Heka je caga pp(l) = . Kana 6u ce Kpyr | Hania3zuo yHyTap, Tj. W3BaH
Kpyra k, mweroBa cjuka Ou Ouja u3Bad, Tj. ynyrap kpyra k. /lakse, Mopa Ouru
INk ={X,Y}, na ranrente t; u ty Ha Kpyrope k u [ y taukn X rpajie HEKH yrao
a. Kako cy kpyrosu k u [ (pukcHU TTPU UHBEP3UjH ©f, (DUKCHE Cy U TAHTEHTE, A
ce yrao o Ipec/iuKaBa y WBeMy ToaydapaH Hamopeaau yrao o/, Jlakie, « = o' u
a+ o =180° na je a = 90°, 1j. [ Lk. O



/!

Jlema 2.3 3a ceare dse mauke A u B u wuzose cauke A = oi(A), B’ = oi(B)

6aHCcU.

7,.2

AB:AB-—OA_OB. (2)

Hoxkaz: Pasmorpumhemo nBa ciayuaja. Ilpso, meka cy tauke, A, B u O xojmu-
Heapue. Hexka je, 6e3 ymamema ommrocTd, Tadka A msmehy tawaka O u B.
Tana he rauka B’ 6urn n3melly rauaka O nu A') na Baxu ja je

r? r? (OB — OA) -r? r?

AB =04 =08 =62-65~"oa.0o8 P oiom

Axo cy A, B u O HekoJHeapHe, Ha OCHOBY Jleme NOAB ~ NOB'A’, 1j.

A'B OB %5 r?

AB OA  OA OA-OB’




3 AmnosoHmjeBu mpodyjemMu o0 JO0AUPY Kpyrosa

Anogounje E] je Ouo aHTHYKYU MaTeMaTudap, acCTPOHOM M reomMeTrap. Y Marema-
THIIW, eroBa HAJMO3HATHja IpoyUuaBama ¢y Omia y obJIacTu KOHYCHUX IMpeceka,
a O] BEJIUKOT 3HA4Yaja Cy EerOBH MPOOJEMU O JIOJUPY KPyroBa. AIMOJOHH]eBH
pobJIeMu O JI0JUPy KPyroBa CBOJIE ce Ha KOHCTPYKIU]y KpyTla KOju 3a/10BOJbaBa
TPU YCJIOBA KOjU Cy OOJIMKA:

® KDYT CaJpKU JaTy TAUKY;
® KpYI JIOJHpY]e JaTy HIpaBy;
® KpYT JIOAUpYje TaTh KPYT.

JeJan oJ] HauMHA pellaBamba OBUX Ipobsema je yupaso y3 IOMOh mHBep3uje.
Y macraBky hemo mapecTn jecer AmosionujeBux mpobsemMa, a 3aTHM U Pererba
HEKWUX O] ThUX.

1. Koncrpyucaru Kpyr Koju CajpzKu TPH JiaTe TadKe.

2. KoncTpyucaTn Kpyr KOju caJpzKu JIBe JaTe TadKe W JOJUpYyje JaTy MpaBy.
3. Koncrpyucaru Kpyr Koju caJipzKu JiBe JaTe TadKe U JOJUpYje JaTH KPYT.
4. Koncrpyucaru Kpyr KOju CaJipzKu JIaTy TauKy U J0/UPYje JBe JaTe Mnpase.

5. Koncrpyucaru Kpyr Koju caJipKu JaTy TadKy W JOJAUPYje JaTy TpaBy U
JIATH KPYT.

6. Konctpyucaru Kpyr Koju caJIpKu /1aTy TauKy M J0/IUPYje JaTa JIBa Kpyra.
7. Koncrpyucaru Kpyr Koju J0Jupyje jare TpH IIpase.
8. Koncrpyuncarn Kpyr Koju jJoaupyje jgare jiBe IpaBe u JJaTu KPyr.
9. Koncrpyucaru Kpyr Koju J0Jupyje JaTy NpaBy W jJaTa JBa KpyTa.
10. Koncrpyucarn Kpyr Koju J0/upyje jaTa TpUu Kpyra.

3a moderak, IPUMETHMO 13 Ce TPBU MPOOJIEM CBON HA KOHCTPYKIIA]Y OMUCAHOT,
a CceJIMH Ha KOHCTDPYKIIHMjy VIIMCAHOI Kpyra Tpoyria. Takohe, apyru um Tpehwu
npobJieM ce MOTY pelInuTH Jiako, 6e3 npumene uupepsuje. Ocrtaau npobyeMu ce
HajJIaKIIe pelraBajy IpuMeHOM WHBep3Huje, YIVIaBHOM Ha cJIndHe HaumHe. [Ipuka-
3ahemo pernieme miecTor npodsemMa, JIOK peliaBaibe OCTAJUX IMPeIylnITaMO Yu-
TAOITY.

$Anoldvioc 6 Hepydioc, (240 m.u.e. - 190 n.u.e), TPYKU MaTeMaTUYaD
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IMlectu AnomonujeB mpobiaem: Koncrpyucaru Kpyr Koju cajapku tauky A u
JoAMpyje mara aBa Kpyra ki u ko, A & ki, A & k.

Pememe: Heka je £ Kpyr Koju 3a/10BO/baBa YCJI0BE 33aTKA, Tj. TPAZKEHHU KPYT.
Heka je | xpyr ca meaTpoM y Tadku A MPOU3BOJHHOT TOJYIPEYHUKA U (0 WHBE-
p3mja y omHocy Ha Kpyr [. Kako kpyr k caapxku mentap A Kpyra wHBep3Hje,
ou ce mpeciaukasa y npaBy k', A ¢ k. Kpyrosu k; u ky me caapxke A, ma ce
OHM lIpecjuKaBajy y kpyrose ki u kb. Ilomro xpyr k moaupyje kpyrose ki u
ko, npaBa k' nonupyje kpyrose ki u ko, Tj. Ouhe muX0oBa 3ajelHIYKA TAHTEHTA.
Haxme, kpyr k ce nobuja Kao NHBEP3 3ajeTHHIKNX TAHTEHTN KPyroBa k) u k), upn
WHBEP3UjU ;. Y 3aBHCHOCTH O] MOJIOXKAja Kpyrosa k| u kb, mobuhemo pazmmaumr
Opoj perierba. YKOJIUKO je Kpyr k] yHyTap Kpyra k) win oOpHYTO, pelieme He
MOCTOJU. YKOJWKO ce KPYTOBH JIOANPY]Y U3HYTPA, MOCTOjU jeaHo perteme. Kama
ce KPYrOBU CEKY ITOCTOjU JIBa Pellerba, a KaJa ce J0AUPY]jy CHo/ba TPH. Y KOJIHKO
Cy KPYTOBH JHUCJYHKTHU W HUCY jeJIaH YHyTap APYTOT, MOCTOJU YeTUPH PeTermha.
(Cnuka @ CJIydaj MOCTOjama CBA YeTHPH pellleha, KOja Cy IpeJIcTaB/beHa Pa3Jin-
auTuM Gojama)

Cnuka 6: Pememe 1mector AnmosionujeBor mpobsema



4 PaamkajHa oca

Y oBoM morsias/by hemo nmpwyatu 0 paJIMKaaHoj ocu jep he mam oHa OUTH O]
BeJIMKE BaXKHOCTH 3a HapeHa morjassba. Jla 6ucmo objacHmIn mojaM paIuKaiHe
oce, 3a TTOYeTaK MOPAMO YBeCTH T0jaM MOTEHIIH]e.

Heduunuuja 4.1 Hexa je k(O,r) xpye u M mavka. Ilorenumja rauke M y
OZHOCY Ha KPYT k je 6poy:
p(M, k) == MO? — 1% (3)

[Tpumerumo j1a je:

e p(M,k) >0, ako je M u3Ban Kpyra;

e p(M, k) =0, ako M mpumnama Kpyry;

e p(M,k) <0, ako je M yuyTtap Kpyra.
Axko je M w3Bam kpyra mw T nmommpra Tadka Tanredte w3 M wHa k, Tama mo

[Turaropunoj Teopemu axu p(M, k) = MT?.

M T

Comka 7: lloTenmnuja Tauke y ofHOCY Ha KPYT

Hedunnunnuja 4.2 Pagukaana oca kpyzosa ki(Oq,71) u ko(Og, 1), O1 # Os,
je 2eomempujcko mecmo mavaxa M xoje umajy ucmy nomenyujy y 00HOCY Ha
o6a wpyea, mj. p(M, k1) = p(M, ky).

UcnocTasiba ce Ja je paJuKaina oca Kpyropa ki u ko yjeJHO HOpMAaJIHA Ha ITPaBy
010,. [a 6ucmo To mokazaau gokazahemo cienehy gemy.

Jlema 4.1 Hexa cy X,Y pasauvume mauke pasnu u d > 0. Teomempujcko
mecmo mavakae M pasnu maxeux da eaxrcu:

MX? — MY? = d? (4)
je npasa ynpasra 1a dysc XY .
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Hoka3z: Heka je M, tauka npaBe XY u Z Tadka paBHU TakBa ja je ZY = d,
ZY 1L XY (Cauka . Ha ocuoBy Ilutaropune teopeme 3a AMyY Z Baxu:

MoX? — MyY? = My X? — (MZ? — ZY?) = Mo X? — My Z* + d°.

[Tocieamu u3pas je jennax d? axo u camo ako My upumaja CUMeTpan JyKu
XZ, na je {My} = s N XY jennucrsena tauka npase XY Koja 3aJ0BobaBa
YCJI0B M3pasa . [Tokaxkumo J1a je mpaa m ynpaBua y tauyku M, Ha npaBy
XY TpaxkeHO reOMeTpPHjCKO MECTO TavdaKa.

(=) Ako je M € m, Ha ocHoBy Ilutaropute TeopeMe BazKu

MX? — MY? = MoX? + MogM? — (MoM? + MyY?) = Mo X? — MyY? = &,

ma M 3amoBo/baBa uspas (4).
(<) O6puyro, meka M 3anosomasa ycnos umspasa ([{). Hexa je M; momnmoxje
nopmaJie u3 M na nupaBy XY. Tana

d>=MX? - MY?=MM? + M X?* — (MM? + MY?) = M} X* — M,Y?,

na je My = My. Jlakne, MMy L XY, na M € m, Te je J0oKa3 3aBpIIEH. O
m
lIM
| /'Z
d
X-
MO Y

Cnuka 8: Cnuka y3 Jlemy

[Ipumerumo j1a je 3a d = 0 TpaxKeHO I'€OMETPUjCKO MECTO TadaKa cHMeTpaJia
ayxu XY

[Iperxo/Hy JieMy MOXKEMO IPUMEHUTH Ha JiepUHUIU]Y paluKAJIHE OCce p KPyroBa
k1(O1,71) 1 ka(Og,13). Takne M € p ako

MOY —ri = p(M, k) = p(M, k) = MO; — 3.

Axo je, 6e3 ymamema onurrocru, 12 > ri, raga MO — MO3 = r? —r2 = d*> > 0,
na je pajuKaJjHa oca IIpaBa, a JIOKa3 JeMe HaM OMOryhaBa HeHy KOHCTPYKIIU]Y.

ITocrenuna 4.1 Padukaana oca kpyeosa ki(O1,11) u ka(O2,13) je npasa ynpa-
erna na O10,.
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Teopema 4.1 Paduxaane oce mpujy kpyz06a npunadajy jeoHoMm npamery.

Joxkaz: Heka je p; paaukanna oca Kpyrosa kg u k3, po paJiiKaIHa O0ca KPYroBa
k1w ks, ps pagukaina oca Kpyrosa ky u k. Ao ce p; u pg cexy u {M} = p1Npy
raga p(M, ko) = p(M, ks) = p(M, k1), na M € p3 u pagukaine oce MpuUIaaajy
paMeHy KOHKYPEHTHHUX ITPaBUX.

Heka je p1 || pa. Ako 6u p3 cekJa mpaBy po Vv Hekoj Tauku M, Taja 6u Ha
OCHOBY JIOKA3aHOT W p; cajp:xkana M, ma 6u ce m p; u py cexkae y M mTo je

KoHTpaaukiuja. lakie py || pa || ps. O

Kako xoHCcTpyuncaTu pagukajaHy ocy?

Cayuaj 1. (Couxa [9] seso) Kpyrosu ki u ke ce cexy, 1j, ky Nky = {A, B},
Taga je pagukanna oca p = AB jep je p(A, k1) =0 =p(A, ko) u p(B, k1) =0 =
p(B, k), naje A, B € p,1j. p=AB.

Cayuaj 2. (Cuuxa [9) necmo) Kpyroeu ki u ko ce momupyjy y rauku 7', 1j.
k1N ko = {T}. Pamgnkanna oca p je HUXOBA 3ajeHNYKA TaHTeHTa (KOja CaapyKu
T), jep je ona Hopmasana Ha 0105, a T € p.

Crauka 9: Pamgukanane oce KpyroBa KOju ce CeKy, Tj. TOAUPY]Y

Cayuaj 3. (Cnuka[l0) Kpyrosu ki u ko ¢y aucjynxrau, tj, ki Nke = (). Hexa je
ks nmpou3Bo/baH KPYT Koju cede Kpyrose ki u ky. Heka je po pajukaina oca Kpy-
roBa ki u ks, p1 pagukKasHa oca Kpyrosa ks u k3. AKO je p TpakeHa paInKaJHA
oca Kpyrosa ki u ks, na ocaoBy Teopeme [4.1]3namo na p, p1, po npunagajy jeanom
npameny. /lakye, p je mpaBa Tor npamena Koja je Hopmaana Ha 010y U caapKu

raaxy {X} = p1 N pa.
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Cmuka 10: Pagukasaa oca AUCjyHKTHHX KPYTroBa
Jlema 4.2 Heka je p padukanna oca kpyeosa ki(Oq1,r1) u ka(Oq,19), O # Os.
Tada easrcu caedehe:

1) Taneenwmue aunuje us mawke C na kpyeose ki u ko cy jednaxe dyscumne
axo u camo axo C' € p.

2) Axo sa xpye k(C,r) eaorcu k L ki, mada je k L ky axo u camo axo C € p.

Hoxka3z: 1) Heka cy C'Ty u CT;, taurentHe aunuje u3 tauke C' € p Ha Kpyrose ki
u ko. IIpBO TBpheme je ounrjieiHo jep Cy MOTEHIUje jeHAKe KBaIpaTy JyKUHA
TAaHTeHTHUX JIMHUT]A.

Hokaxumo cana 2). Heka je k(C,r) xpyr takaB jga Baxku k L ky, 1j. OGulie
CO? =r? 412 Axo je k L ko, Tj. CO3Z =13 + r?, Tana Baxkn

p(C. k1) = COY =1} =1* = CO; — 5 = p(C. ky),

1j. C' € p. Camano ce gokasyje obpuyto, nauz k 1L ki u C € pcnequ k L ky. [J

13



5 IIpamenoBu Kpyrosa

Hedbununuja 5.1 Maxucmanna damunuja x kpyzoea makea da ceara 086 kpy2a
me damunuie umajy ucmy paduraiHy ocy p, 306€ ce MPpaMeH KPyrosa.

(a) Esmnrnuku (6) ITapabosnuku

() Xunepboamaku

Crmka 11: TIpamenosu kpyrosa

JacHo je 1a cBaka jBa HEKOHIEeHTpHUYHA Kpyra ki um ko oapehyjy paamkaany
ocy p, a TuMe u 1eay damuaujy. 3aro mocroje 3 THma mpaMeHoBa Kpyrosa (y
3aBUCHOCTH OJ1 TIOJI0Kaja ki u ko):

1. Enuntuuku nmpameH Kpyrosa ojapeben je npama kpyrosuma ki u ko,
koju ce cexy. (Couka[ll] (a))

[Ipumerumo nma m 3ajeHUYKy pajukaany ocy p = AB, takohe mozxkemo
cvarpartu (YOIITeHHM) KPYTOM TpaMeHa.

2. Ilapabosngykm nmpaMeH KpyTroBa ojpehen je jnBama Kpyrosuma ki u ko,
Koju ce poaupyjy. (Cnuka[l1] (6))
HbuxoBa 3ajenmyka pajuKaana oca p je Tanrenta y tauku 1. Fby Takohe
MOYKEMO CMaTpaTH KPYyroM ITpaMeHa.

3. Xunepboandyku mmpamMeH Kpyrosa ojpelhen je aBama Kpyropuma ki u
ko, ®oju cy mucjynkrau. (Ciuka ()

Panukamay ocy p Takohe MOXKeMO cMaTpaTw KPyroM TOT ITpaMeHa.
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[Toka3zyje ce jma je TPUPOIHO yBECTH JOII JBa THUIA IPAaMeHOBA YOUIITEHUX KPY-
roBa, 3a Koje paJuKajHa oca Huje JepUHUCAHA.

(a) Konnenrpuaau Kpyrosu (6) KoukypenTHe mpase

Commka 12: IlpamenoBu kpyrosa 6e3 pajukajiHe oce

4. Ilpamen koHmeHTpuuHUX Kpyrosa (Cimka (a))

5. Ilpamen koHKypeHTHuX npasux (Cinka (6))
[Ipumernmo ma ce cBake JBe IpaBe IpaMeHa MPaBUX KOHKYpeHTHHX y O
CeKy U Yy TA4KU OO, I1a MpaMeH KOHKYPEHTHHUX IPABUX MOYKEMO CMaTPaTH
EJIMIITHYKUM HPAMEHOM KPYIOBa.

IMTpumenda 5.1 Ilenmpu xpyeosa jedHoz npamena Y KONUHEGDHU.

IMpumenda 5.2 Heka je p padukanrna oca npamena xkpyeosa X u k xpye ca uye-
nwmpom C' € p, ynpasar wa jedan kpye npamena x. Tada je, na ocnosy Jeme[].9,
k ynpasan Ha cee kpyz06e npamena .

Heka cy ki(C1,7r1) u ko(Cy, 79) KpyroBu Koju oapel)yjy mpamen x ca paJIuKagTHOM
ocom p. Heka cy k[ (C1, 7)) n k5(CY, 1)) KpyroBu OpToronasnm Ha Kpyrose ki u
ko. Onum onpebyjy npamen X’ ca pagukaaaom ocom p’. Ha ocrory IlpumenGe
sakn C1,ChL € p, 1j. p = C1CY, a rakohe n C1,Cy € p', 15. p' = C1C,. Ha
ocHoBy IIpumente CBH KPYTOBH IIpaMeHa Y Cy OPTOIOHAJHHU Ha CBE KPYIOBe
npameHa X', ma ce xy ¥ X' Ha3WBajy OPTOrOHAJHU TPAMEHOBH.

IIpumenba 5.3
1) Padukanne oce opmo2oHaNHUT NPAMEHOBA CY OPMOLOHANHE.

2) Ceu kpy206u Hekoe NPAMEHG HOPMAAHY CY HG C6E KPY208e HeMy 0PMmo20-
HAAHO02 NPAMENHG.

3) Ilpamen Kpyeo06a je ckyn c6UT KPY206a 0OPMOZOHAAHUT Ha Jama 064 Kpy2a.

15



IMocnenumna 5.1 Uneepsuja npecaukasa npamer Kpy206a y npamer Kpyz06a (ha
ochosy Ilpumedbe 4.3)).

Teopema 5.1 Heka je x npamen xpyzosa u X' remy 0pmo2oHaiGH TNPAMEH.
Tada sasicu:

e axo je X wunepboiuuku, X je eAunmuuru;
e aKo je x eaunmuuku, X je xunepborunk;
e aKo je x napaboauuru, X' je napabosuvku;

® KO je X Npamen KOHKYPEWMHUT Npasux, X je npamen KoHUeHMPUUHUL
KpYy206a U 06pHYymo.

n
5

(a) XumepOonIKe - eTUNTHIKA (6) ITapabomuuku - napaboIMIKu

(n) KoHuenTnaam - KOHKYpeHTHE

Cauka 13: YrupaBHu mpamMeHOBH KyTOBa
Hoxas: ITocnentsn ciyuaj je ounrnenan (Couka [13) (1)) . Iocmarpajmo yupa-

BHe mpamenose kpyrosa x u X' (Cinka[13] (a), (6)). Hexa je R npecex muxoBuX
pajukasnux oca u Heka cy k(O,r) n k'(O',;r") Hekn KpyroBum THX TPaMEHOBA,
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pegom (Cmuka [14). Kako je k L k' u panukamme oce cy MehycobHo HOpMasHe
BazKH:

OR*+ O'R* = 00" = r* + 1"
Tj.
OR? —r* = —(O'R* — ).

Hakie, ykoauko je OR? —r? > 0, taja R npunaja kpyry k, Tj. kpyr k npunaja
emunTHYKOM npameny. Tana je O'R? — r"? < 0, na R ne npunaga kpyry k', Tj.
k' npunana xunepboJnuKOM IIPaMeHy U 00paTHO. Y CHENUjaJHOM CJIYy4a]y, KaIa
je OR? —r? =0n O'R? —r'"? = 0, naTa 1Ba IpaMeHa cy mapabomdKa, 3aT0 IO
JIOJINPYjy CBOje paJnKaJiHe oce y Tadku K. U

- H

Cauka 14: Jlokas oproronananoctu oapehennx nmpamenosa
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Cana hemo nokazaTu JemMy 3HaA4ajHY 3a ciejehe moriasbe.

Jlema 5.1 Ilocmoju uneepsuja xoja dsa ducjynrmmna kpyea ki u ko npeciurasa
Y 068G KOHUEHMPULHG KPY2a.

JMoka3z: 3ampapo hemo mokasaTu 1a MOCTOjU HHBEP3Hja KOja XUMEPOOJTMIKI Tpa-
MeH Kpyrosa X ojpeheH JHCjYHKTHUM KPYroBHMa ki U ko NpecHKaBa Ha Ipa-
MEH KOHIEHTPUYHUX Kpyrosa (mwiasu u upsemn kpyr na Comuu [15). Hexka je
X' eIUIOTHYKHU IIpaMeH KpPyroBa OpTOTOHAIAH Ha Y U HeKa ¢y A u B 3ajegnuuke
Tauke CBUX Kpyrosa npamena Y. Heka je k mpousBosbaH Kpyr ca meHTpoMm A.
NuBepsuja ¢, npecankasa Tauky B y tauky B’. Kako ¢Bu kpyrosum mpamena
X' cazpzKe IeHTap HHBEp3Hje A, OHHU ce CJIUKajy y KOHKYpEeHTHe mpase Kpo3 B’
Kpyrosu npamena x, mel)y kojuma u ki u ko, ce CJIMKajy y KPYTOBe OPTOTOHAJIHE
Ha Te TpaBe, Tj Y KOHIEHTPUIHE KPYToBe. [

Hamomena: [IpmMmeTrnMo 1a CMO yMeCTO IIPOM3BOJBHOI KPyra ca ImeHTpoMm y A
MOTJIN y3€TH MPOU3BObaH KPYT ca MeHTpoM v B.

Ciauka 15: Cnuka y3 Jlemy 6
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6 IllTajuepoB mopusam

IMopuzam je mamemamuury npobaem KOHCMPYKMUBHE NPUPOJE 30 KOJU UAU HE
NOCMOJU PEULLHHE UAU UL NOCTNOJU DECKOHAYHO MHOZ0.

IMTrajuepos E] mopu3am: Hexka cy k; u ky XKpyrosu Taksu ja je ko yHyTap
k1. Hexka je ks Hekm Kpyr Koju momupyje ki m ko. AKO mOCTOjH HH3 KPYroBa
ky, ks, ..., knio TakaB ma k; nomupyje ki ko w ki1, 1 =4,5,...,n+2u na k.o
jpoaupyje ks, Taja, Takas HU3 MOCTOjU 3a Ma KOju u300p Kpyra k.

Hus k3, ky, ks, ..., koo o1 n Kpyrosa koju momupyjy ki u ky m mehycobHO ce
nonupyjy 3oy ce IIltajuepos sanan,. (Ha Counnm JIEBO IIPUKA3AH j& CIy4aj
kasza [Ilrajuepos manal He moctoju, a Ha Crnmm JIECHO Ka/1a MOCTOjH)

Cnuxka 16: (He)nocrojame [rajaepoBor Janra

Hoka3z: Ha ocuosy Jleme [5.1] mocroju kpyr k Takas ma ce MHBEP3UjOM @ KPY-
roBu ki u ko npeciiukaBajy y KoHueHTpuuHe Kpyrose ki u kb ﬂ Ako mocroju,
[MTrajuepos snanan ks, kg, ks, ..., k,1o Kpyrosa k; u ko npeciaukasa ce y [Ilra-
juepos mamarn kpyrosa ks, ki, ki, ... k), kpyrosa ki m k3. Jacmo je ma Ilra-
juepos saman Kk, kjy, ki, ... k., mocToju He3aBHCHO 01 m300pa Kpyra kj, jep
cy nobujeHn KpyroBH JaHI@a noaynapuu. U36op npyror kpyra kj camo porupa
jganar. 3aro u JjaHai ks, kg, ks, ..., kyy1o, aKO IOCTOjH, MOCTOJH HE3ABUCHO O
n3bopa Kpyra ks. O

Jlakne, nocrojame [lTajaepoBor JaHia 3aBUCH caMO 01 KpyroBa ki u kg, Tj. 01
ofiHOCA TIOJynpednnka kpyrosa ki m k}. Takobe, ogmoc monynpeunnka a m b
Kpyrosa kj u ki) me 3aBucu ox kpyra k taxksor na cy kj = (k1) n k) = pg(k2)
konnenrpuaau. To hemo mokasaru y ciaenehoj igemu.

4Jakob Steiner, (1796 - 1863), mBajuapckn MaTeMaTHIap
SHakoH JI0Ka3a TeopeMe [OKa3yjeMo Jia OBaj JIOKA3 He 3aBHUCH oJ, u3bopa Kpyra k
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Jlema 6.1 Hexa cy ki u ko ducjynxmuu xpyeosu, a xpye k maxas da cy k) =
or(k1) u ky = or(ks) woruyenmpuunu. Odnoc § noaynpennuxa Kpyzosa ki u ky
He 3asucu 00 usbopa kpyea k.

Hoxka3z: JacHo je ma TakaB Kpyr k Mopa ma uMa meHtap y tauku A wim B, e
Cy TO Tauke Koje ofpeljyjy mpaMeH eTUNTHYKUX KPYroBa OPTONOHATHUX Ha ki U
ko. Jakie, MOKeMO IpeTnocTaBuT na Kpyr k(A, r) uma nenrap y tadku A, Kao
nITo ¢Mo u ypajaman y pokasy IlrajuepoBor mopusma.

Hexa je k(A7) xpyr ca enTpom y A, pazmuaut o kpyra k. Hexa cy k= op(k1)
u kY = ¢i(k2), a @ u b momynpeynunu kpyrosa ki u k.

Kako je nnBep3mja WHBOJIYIHja, KOMIIO3UIIA]A O - P MPECTUKABa Kpyrose k) u kb
y kpyrose k] u k. Mebhyrum, ucnocrasipa ce j1a je Ta KOMIIO3UIIAja XOMOTETH]a Ca
nentpom A. Bamcra, ako je M mpoussosbHa Tauka 1 M’ = (M), M’ = @ (M),
TaJa Ha OCHOBY jedUHUINje UHBEP3Uje BaKU

B 2 72 2
AN’ = _ T _am =
AM' AT]2\/[ r2’

na je o - @ xomoreruja. Jlakie, BaxKu % = %, Tj. OJHOCHU TIOJIyTIPEIHUKA CIMKA

KpyroBa ki u ko IIpU UHBEP3UjU (o) HE 3aBHCE 0] u3dopa Kpyra k. 0

Cmuka 17: Chouka y3 Jlemy

Kakas mopa 6uTu oaHOC IOJynpedYHUKa a u b KpyroBa k) u k), na 6u
nocrojao IllTajuepos manar oa n Kpyrosa?

Heka je C' nenrtap kpyrosa kj un kb, a C3 u Cy nentpu kpyrosa ki u kj u T
JOIMPHA TadKa Kpyrosa k4 u kj, 1j. cpeaumire ayxu C5C). (CﬂHKa Tpoyrao
CTC}3 je mpaBoyTJIH, TIa BayKu

a—>b a-+b

, CCs = 5

LCTC3 =90°, CsT =
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Cnuka 18

Bato je sin ZTCCs = L& = 9=t [rajrepoB JaHaIl MOCTOjI AKO W CAMO aKO je

C3C ~ a+b b
—2r _ = a=b _ G T
LTCCy = 57 = 7, OAHOCHO KO BaxKH ;= sin 7, 1j.
1—sin®
b=a—2. 5
14sinZ® (%)

n

[Ipumerumo ma 3a n = 1 m3pa3 Hema cMmucaa, a n = 2 gaje b = 0. 3aro je
HajMame n 3a Koje Illtajuepos janai uma cmMucaa n = 3.

Cnuka 19: obujame ITITajuepoBor sania
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7 3akJpy4ak

Yurajyhu paji Moxke ce TPUMETHUTH JIa je aKIeHAT OMo Ha OCHOBAMa WHBEP3Uje
u TBphemuMa Koja Bojie Ka jokasy Llrajueposor nopusma. Ilopen LlTajueposor,
MOCTOje U HEeKU JPYTH HHTEPECAaHTHU HU30BU KPYTOBa KOjU Ce TOAUPY]Y, Kao IITO
je Ianocos ganan. Buire o Tome moxke ce nponahu y ainaunky [7].

Taxobe, npuka3ana je npuMeHa WHBED3Uje HA pPellaBambe ATNOJTOHUjEBUX MPO-
osema. MehyTum, nHBep3Hja WMa MHOTe JpPyTe aclieKTe W npumMene. Pemumo,
MOCTOJW WHBEpP3Hja KOja CJUKa YeTUPU MPOW3BOJbHE TadKe PaBHU y TeMeHa Ia-
paJjieiorpaMa, IiTo je TpeaMer MaTypekor paja [3].

Beowma je Baxkna 1 mpuMeHa WHBep3HUje Y KOMILIEKCHO] TeoMeTpuju. Ha mpumep,
obrvaH MHBEP3 KOMILIEKCHOT Opoja je KOMIIO3UIMja WHBEP3Uje Y OJHOCY Ha je-
JUHUYHE KPYT U peduiekcuje — BugeTn Kiury [6].

Moryhe je mpupo/IHO YONIIITHTH II0jaM MHBEP3Hje Yy OJHOCY Ha KPYT y PaBHU
Ha II0jaM HHBEpP3Hje Y OJHOCY Ha chepy y IpocTopy.

3aHUM/bUBA je W TpUMeHa WHBEP3Uje Y MEeXaHUIM U POOOTHIH, PENUMO Ha
[Tocesme-JIunkunoB mexanuzam — Bugern [8].

NuBep3upna reomeTpuja Takohe Urpa BaxKHy yJAOTY Y JIM3ajHUPALY OMTHYKHX
CUCTeMa, Ha TPUMED 3a OTKJarmbare JUCTOP3Hje counBa. Takohe ce KOpucTu y
KOMIIjYTEePCKOj rpaduil 3a 00paJIy CJIUKa U CTBapame aMOUjeHaTa y BUPTYETHO]
peaTHOCTH.
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JImcra Ba>KHUjUX arjera

e lluBep3uja Koja cjwWKa JUCjyHKTHE KPYTOBe y KOHIleHTpHudHe, Jlema 6,
https://www.geogebra.org/classic /xnbygkn2

e HesaBucHoct ojHOcCa nmpeyHnKa Kpyrosa oj1 wHBep3uje, Jlema 7,
https://www.geogebra.org/classic/ftseuqpp

e [llectu Anosionujes upobsem, https://www.geogebra.org/classic/d3rknjxp

e [llrajuepos mopusam, https://www.geogebra.org/classic/h2qq3xwp
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