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Predgovor

Kroz qetiri godine Gimnazije videla sam i nauqila mnogo toga, a ipak
me najlepxa se�a�a vezuju za oblasti geometrije u ranijim godinama xkolo-
va�a. Ona me inspirixe da joj se sada vratim i �oj posvetim maturski rad,
kao specijalno mesto quvano za jednu, od mnogih fascinantnih oblasti o
kojima mo�e da se pixe.

Uzimaju�i u obzir xirinu geometrije i raznolikost �enih oblasti,
bilo je veoma texko odluqiti se koju temu odabrati. Nakon istra�iva�a
o oblastima inverzije, ipak se odluqujem za geometriju u ravni, uprkos
prvobitnoj �e	i da pixem o geomertriji u prostoru.

Kroz rad je opisana sama inverzija i �ene primene na neke probleme.
Inverzija je zaista obimna oblast i o �oj bi moglo da se pixe mnogo, mnogo
vixe od ovoga. Kako nisam mogla da pokrijem sve, krenula sam putem onih
oblasti koje �e polako voditi priqu ka Xtajnerovom porizmu.

U euklidskoj ravni inverzija se ostav	a nedefinisanom u centru kruga
inverzije. Zato je u prvom poglav	u uvedena beskonaqno daleka taqka u koju
se centar inverzije prirodno slika. U drugom poglav	u se nalaze osnovne
osobine inverzije. Tako�e, jedna va�na primena inverzije je u rexava�u
Apolonijevih problema, kojima sam posvetila tre�e poglav	e. U qetvrtom i
petom poglavlu uvodi se radikalna osa, a uz pomo� �e i pramenovi krugova.
Svi ovi pomovi omogu�uju dokaz Xtajnerovog porizma u xestom poglav	u.
�ega sam deta	no obradila, kao zavrxnicu svog rada.

Sve slike su crtane u softveru Geogebra i linkovi na najbitnije aplete
se mogu na�i na samom kraju.

Nadam se da �e zainteresovani qitaoci sa lako�om i u�iva�em qitati
ovaj rad.
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1 Inverzivna ravan i �eni elementi

Ispostav	a se da obiqna, euklidska ravan, nije prirodan ambijent za inve-
rzije, jer u �oj inverzija ostaje nedefinisana u centru kruga. To se mo�e
rexiti tako xto se euklidskoj ravni doda beskonaqno daleka taqka u koju
�e se slikati centar kruga.

Beskonaqno daleku taqku (∞) u ravan uvodimo intuitivno, kao jedin-
stvenu taqku koja je beskonaqno daleko od koordinatnog poqetka.

Inverzivnu ravan Ē2 definixemo kao euklidsku ravan E2 kojoj je
dodata beskonaqno daleka taqka, tj.

Ē2 = E2 ∪ {∞}.

Od sada �emo inverzivnu ravan posmatrati kao ambijent za inverziju i sve
o qemu �emo nada	e priqati odigrava se u �oj.

Napomena: Inverzivna ravan se formalno mo�e uvesti preko tzv. Ri-
manove sfere (videti [6]), ali se mi time ne�emo baviti.

Da	e, uzimaju�i u obzir da beskonaqno daleka taqka postoji, mo�emo prime-
titi da je prava zapravo krug odre�en sa dve taqke i tre�om koja je beskonaqno
daleka. Stoga uvodimo pojam koji objedi�uje krug i pravu.

Uopxteni krug je krug ili prava kojoj je dodata beskonaqno daleka
taqka (krug beskonaqno velikog preqnika).

Smatramo da svaka prava sadr�i beskonaqno daleku taqku. Zato prave koje
se seku u konaqnoj taqki mo�emo posmatrati kao uopxtene krugove koji se
seku u dve taqke, a paralelne prave kao uopxtene krugove koji se dodiruju.
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2 Osnovne osobine inverzije

Definicija 2.1 Neka je k proizvo	an krug euklidske ravni sa centrom
O i polupreqnikom r. Inverzija φk je preslikava�e inverzivne ravni

φk : Ē
2 → Ē2

koja taqku X ̸= O, X ̸= ∞ preslikava u taqku X ′ poluprave OX, takvu da
va�i

OX ·OX ′ = r2. (1)

i dodatno, φk(O) = ∞, φk(∞) = O .

Lako se uoqavaju slede�e osobine inverzije:

� Izverzija je bijektivno preslikava�e;

� Inverzija je involucija, tj. φ2
k = Id;

� Inverzija me�a orijentaciju ravni;

� Inverzija u odnosu na krug k(O, r) preslikava unutrax�u oblast tog
kruga u �egovu spo	ax�u oblast; i obrnuto, preslikava spo	ax�u
oblast tog kruga u �egovu unutrax�u;

� Taqka inverzije je invarijantna ako i samo ako se nalazi na krugu
inverzije.

Lema 2.1 Inverz neke taqke X van kruga k(O, r) u inverziji φk se nalazi
u preseku du�i OX i PQ, gde su P i Q taqke dodira tangenti iz taqke
X na krug k.

Dokaz: Neka je A presek du�i PQ i du�i OX (Slika 1). Kako je OP = OQ
i XP = XQ, sledi da je OPXQ deltoid, te su mu dijagonale normalne,
tj. PQ⊥OX. Tada je △OPX ∼ △OAP (iz jednakosti uglova), pa va�i
OX
OP

= OP
OA

. Odatle vidimo da je OX · OA = r2, a kako je A ∈ OX, taqka A
mora biti inverz taqke X, tj. X ′ = A. □
Iz date leme mo�emo primetiti kako se konstruixu inverzne taqke. U
sluqaju da je taqka X van kruga inverzije, inverz dobijamo u preseku OX
sa du�i koja spaja dodirne taqke tangenti iz X na krug; u suprotnom, ako
je X unutar kruga, postupak je obrnut.
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Slika 1: Konstrukcija inverzne taqke, Lema 2.1

Napomena: Interesantno je napomenuti da se inverzna taqka mo�e ko-
nstruisati samo xestarom, bez upotrebe le�ira. Naime, va�i mnogo vixe,
Mor 1-Maskeronijeva 2 teorema ka�e da se svaka konstrukcija koja se izvodi
le�irom i xestarom mo�e izvesti samo xestarom.

Lema 2.2 Neka su date taqke A i B takve da su A,B,O nekolinearne i
neka su A′ = φk(A), B

′ = φk(B). Tada va�i:

1) △OAB ∼ △OB′A′;

2) A,B,A′, B′ su koncikliqne.

Slika 2: Slika uz Lemu 2.2

1Jørgen Mohr, (1640 - 1697), danski matematiqar
2Lorenzo Mascheroni, (1750 - 1800), italijanski matematiqar
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Dokaz: 1) Kako A′ = φk(A), B
′ = φk(B), to je OA ·OA′ = r2 = OB ·OB′, tj.

OA
OB

= OB′

OA′ (Slika 2), odakle sledi 1).
2) Iz dokazane sliqnosti va�i da je ∠OAB ∼ ∠OB′A′, pa je ∠A′B′B =
180◦ − ∠OAB, pa tvr�e�e va�i. □

Teorema 2.1 Pri inverziji φk uopxteni krug se slika u uopxteni krug.

Dokaz: Sluqaj 1. Pretpostavimo da je uopxteni krug prava p koja sadr�i
centar O (Slika 3, levo). Po definiciji inverzije, svaka taqka A prave p
slika se u taqku A′ koja tako�e pripada pravoj p. Dakle, pri inverziji φk,
prava koja sadr�i centar kruga k, slika se u samu sebe.
Sluqaj 2. Pretpostavimo da je uopxteni krug prava p koja ne sadr�i
centar O (Slika 3, desno). Neka je A podno�je normale iz O na pravu
p i A′ = φk(A). Neka je B proizvo	na taqka prave p takva da B ̸= A i
B′ = φk(B). Tada je, na osnovu Leme 2.2, △OAB ∼ △OB′A′, tj. ∠OAB =
∠OB′A′ = 90◦. Zak	uqujemo da taqka B′ pripada krugu nad preqnikom OA′.
Specijalno, po definiciji, beskonaqno daleka taqka prave p se preslikava
u centar O. Dakle, pri inverziji φk, prava koja ne prolazi kroz centar O,
se preslikava u krug koji sadr�i O.

Slika 3: Slike pravih pri inverziji (Teorema 2.1)

Sluqaj 3. Pretpostavimo da je uopxteni krug krug l sa centrom O1, takav
da O ∈ l (Slika 4, levo). Kako je inverzija involucija i va�i Sluqaj 2,
slika kruga koji sadr�i taqku O, pri inverziji φk, bi�e prava koja ne
sadr�i taqku O.
Sluqaj 4. Pretpostavimo da je uopxteni krug krug l sa centrom O1 takav
da O /∈ l (Slika 4, levo). Neka su A i B preseci prave OO1 sa krugom l i
neka je C proizvo	na taqka na krugu l. Oznaqimo ∠BAC = α i ∠ABC = β.
Neka su A′ = φk(A), B

′ = φk(B), C ′ = φk(C). Kako je AB preqnik kruga
l, ∠ACB = 90◦. Dokaza�emo da je ∠A′C ′B′ = 90◦. Na osnovu Leme 2.2,
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△OAC ∼ △OC ′A′, tj. ∠OC ′A′ = ∠OAC = 180◦ − α i △OBC ∼ △OC ′B′, tj.
∠OC ′B′ = ∠OBC = β. Kako je

∠A′C ′B′ = ∠OC ′A′ − ∠OC ′B′ = (180◦ − α)− β = 90◦

sledi da se taqka C ′ nalazi na krugu nad preqnikom A′B′. Isto se pokazuje
za svaku taqku kruga l i �en inverz. Dakle, slika kruga koji ne sadr�i O,
pri inverziji φk, je krug koji tako�e ne sadr�i taqku O. □

Slika 4: Slike krugova pri inverziji (Teorema 2.1)

Iz Sluqaja 4 tako�e sledi:

Primedba 2.1 Pri inverziji φk koja slika krug l u krug l
′, centri krugova

k, l, l′ su kolinearni.

Teorema 2.2 Inverzija quva uglove izme�u uopxtenih krugova.

Dokaz: Razmotrimo sluqajeve. Ugao izme�u dva kruga svodi se na ugao
izme�u tangenti u �ihovim zajedniqkim taqkama, dok se ugao izme�u prave
i kruga svodi na ugao izme�u prave i tangente kruga u preseqnoj taqki
sa pravom. Dakle, dovo	no je dokazati teoremu u sluqaju da su uopxteni
krugovi dve prave. Stoga, uzmimo prave p i q, takve da p ∩ q = {A}, A ̸= O.
Neka su k1(O1, r1) i k2(O2, r2) redom slike pravih p i q pri inverziji φk i
φk(A) = A′. Na osnovu Teoreme 2.1, k1 ∩ k2 = {O,A′}. Neka su P i Q redom
podno�ja normala iz centra kruga k inverzije na prave p i q i φk(P ) = P ′,
tj. φk(Q) = Q′ (Slika 5). Pretpostavimo da su P i Q sa raznih strana prave
OA (ako su sa istih strana dokaz je sliqan). Oznaqi�emo uglove ∠OAP = α
i ∠OAQ = β, tj. bi�e ∠(p, q) = α + β. Na osnovu Leme 2.2, iz sliqnosti
trouglova, ∠OA′P ′ = ∠OPA = 90◦ i ∠OA′Q′ = ∠OQA = 90◦, pa va�i da
su ovo uglovi nad preqnicima i da su taqke P ′, A′ i Q′ kolinearne. Odatle
i iz sliqnosti trouglova vidimo da ∠OP ′Q′ = ∠OP ′A′ = ∠OAP = α i
∠OQ′P ′ = ∠OQ′A′ = ∠OAQ = β. Tada se iz △OP ′Q′ vidi da je ∠(k1, k2) =
∠O1OO2 = 180◦ − (α+ β), tj. ∠(k1, k2) = ∠O1OO2 = α+ β, xto je i trebalo
pokazati. □
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Slika 5: Slika uz Teoremu 2.2

Teorema 2.3 Neka je data taqka X i φk(X) = X ′. Ako za uopxteni krug
l va�i {X,X ′} ⊂ l, tada je φk(l) = l.

Dokaz: Ako je l prava XX ′, tada l sadr�i centar O kruga k inverzije, pa
je φk(l) = l.
Ako je l euklidski krug koji sadr�i X i X ′. Tada l ne sadr�i O, pa je
l′ = φk(l) krug. Iz X ∈ l dobijamo X ′ ∈ l′, a iz X ′ ∈ l dobijamo φk(X

′) ∈ l′,
tj. X ∈ l′. Centri krugova l i l′ pripadaju simetrali du�i XX ′, a kako su,
na osnovu Primedbe 1, ti centri kolinearni sa O, oni moraju biti isti.
Dakle l = l′. □

Teorema 2.4 Neka je l uopxteni krug. Tada va�i l⊥k ako i samo ako
φk(l) = l.

Dokaz: U sluqaju da je l prava tada je φk(l) = l ako i samo ako l sadr�i
centar kruga inverzije, tj. l⊥k.
Sada posmatramo sluqaj kada je l krug.
(⇒) Neka je l⊥k. Na osnovu Teoreme 2.2, φk(l)⊥φk(k), tj. l′⊥k. Kako su
krugovi l i k normalni, oni se seku u taqkama X i Y , za koje tako�e va�i
{X, Y } ∈ l′. Kako je krug koji seqe krug k u taqkama X i Y i normalan je
na �ega jedinstven, mora biti l′ = l, tj. φk(l) = l. □
(⇐) Neka je sada φk(l) = l. Kada bi se krug l nalazio unutar, tj. izvan
kruga k, �egova slika bi bila izvan, tj. unutar kruga k. Dakle, mora biti
l∩k = {X, Y }, pa tangente t1 i t2 na krugove k i l u taqki X grade neki ugao
α. Kako su krugovi k i l fiksni pri inverziji φk, fiksne su i tangente, pa
se ugao α preslikava u �emu podudaran naporedni ugao α′. Dakle, α = α′ i
α + α′ = 180◦, pa je α = 90◦, tj. l⊥k. □
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Lema 2.3 Za svake dve taqke A i B i �ihove slike A′ = φk(A), B
′ = φk(B)

va�i:

A′B′ = AB · r2

OA ·OB
. (2)

Dokaz: Razmotri�emo dva sluqaja. Prvo, neka su taqke, A, B i O koli-
nearne. Neka je, bez uma�e�a opxtosti, taqka A izme�u taqaka O i B.
Tada �e taqka B′ biti izme�u taqaka O i A′, pa va�i da je

A′B′ = OA′ −OB′ =
r2

OA
− r2

OB
=

(OB −OA) · r2

OA ·OB
= AB · r2

OA ·OB
.

Ako su A, B i O nekolinearne, na osnovu Leme 2.2, △OAB ∼ △OB′A′, tj.

A′B′

AB
=

OB′

OA
=

r2

OB

OA
=

r2

OA ·OB
.

□
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3 Apolonijevi problemi o dodiru krugova

Apolonije 3 je bio antiqki matematiqar, astronom i geometar. U matema-
tici, �egova najpoznatija prouqava�a su bila u oblasti konusnih preseka,
a od velikog znaqaja su �egovi problemi o dodiru krugova. Apolonijevi
problemi o dodiru krugova svode se na konstrukciju kruga koji zadovo	ava
tri uslova koji su oblika:

� krug sadr�i datu taqku;

� krug dodiruje datu pravu;

� krug dodiruje dati krug.

Jedan od naqina rexava�a ovih problema je upravo uz pomo� inverzije.
U nastavku �emo navesti deset Apolonijevih problema, a zatim i rexe�a
nekih od �ih.

1. Konstruisati krug koji sadr�i tri date taqke.

2. Konstruisati krug koji sadr�i dve date taqke i dodiruje datu pravu.

3. Konstruisati krug koji sadr�i dve date taqke i dodiruje dati krug.

4. Konstruisati krug koji sadr�i datu taqku i dodiruje dve date prave.

5. Konstruisati krug koji sadr�i datu taqku i dodiruje datu pravu i
dati krug.

6. Konstruisati krug koji sadr�i datu taqku i dodiruje data dva kruga.

7. Konstruisati krug koji dodiruje date tri prave.

8. Konstruisati krug koji dodiruje date dve prave i dati krug.

9. Konstruisati krug koji dodiruje datu pravu i data dva kruga.

10. Konstruisati krug koji dodiruje data tri kruga.

Za poqetak, primetimo da se prvi problem svodi na konstrukciju opisanog,
a sedmi na konstrukciju upisanog kruga trougla. Tako�e, drugi i tre�i
problem se mogu rexiti lako, bez primene inverzije. Ostali problemi se
najlakxe rexavaju primenom inverzije, uglavnom na sliqne naqine. Prika-
za�emo rexe�e xestog problema, dok rexava�e ostalih prepuxtamo qi-
taocu.

3
Ἀπολλώνιος ὁ Περγαῖος, (240 p.n.e. - 190 p.n.e), grqki matematiqar
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Xesti Apolonijev problem: Konstruisati krug koji sadr�i taqku A i
dodiruje data dva kruga k1 i k2, A /∈ k1, A /∈ k2.

Rexe�e: Neka je k krug koji zadovo	ava uslove zadatka, tj. tra�eni krug.
Neka je l krug sa centrom u taqki A proizvo	nog polupreqnika i φl inve-
rzija u odnosu na krug l. Kako krug k sadr�i centar A kruga inverzije,
on se preslikava u pravu k′, A /∈ k′. Krugovi k1 i k2 ne sadr�e A, pa se
oni preslikavaju u krugove k′

1 i k′
2. Poxto krug k dodiruje krugove k1 i

k2, prava k′ dodiruje krugove k1 i k2, tj. bi�e �ihova zajedniqka tangenta.
Dakle, krug k se dobija kao inverz zajedniqkih tangenti krugova k′

1 i k′
2, pri

inverziji φl. U zavisnosti od polo�aja krugova k′
1 i k′

2 dobi�emo razliqit
broj rexe�a. Ukoliko je krug k′

1 unutar kruga k′
2 ili obrnuto, rexe�e ne

postoji. Ukoliko se krugovi dodiruju iznutra, postoji jedno rexe�e. Kada
se krugovi seku postoji dva rexe�a, a kada se dodiruju spo	a tri. Ukoliko
su krugovi disjunktni i nisu jedan unutar drugog, postoji qetiri rexe�a.
(Slika 6, sluqaj postoja�a sva qetiri rexe�a, koja su predstav	ena razli-
qitim bojama)

Slika 6: Rexe�e xestog Apolonijevog problema
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4 Radikalna osa

U ovom poglav	u �emo priqati o radikalnoj osi jer �e nam ona biti od
velike va�nosti za naredna poglav	a. Da bismo objasnili pojam radikalne
ose, za poqetak moramo uvesti pojam potencije.

Definicija 4.1 Neka je k(O, r) krug i M taqka. Potencija taqke M u
odnosu na krug k je broj:

p(M,k) := MO2 − r2. (3)

Primetimo da je:

� p(M,k) > 0, ako je M izvan kruga;

� p(M,k) = 0, ako M pripada krugu;

� p(M,k) < 0, ako je M unutar kruga.

Ako je M izvan kruga i T dodirna taqka tangente iz M na k, tada po
Pitagorinoj teoremi va�i p(M,k) = MT 2.

Slika 7: Potencija taqke u odnosu na krug

Definicija 4.2 Radikalna osa krugova k1(O1, r1) i k2(O2, r2), O1 ̸= O2,
je geometrijsko mesto taqaka M koje imaju istu potenciju u odnosu na
oba kruga, tj. p(M,k1) = p(M,k2).

Ispostav	a se da je radikalna osa krugova k1 i k2 ujedno normalna na pravu
O1O2. Da bismo to pokazali dokaza�emo slede�u lemu.

Lema 4.1 Neka su X, Y razliqite taqke ravni i d ≥ 0. Geometrijsko
mesto taqaka M ravni takvih da va�i:

MX2 −MY 2 = d2 (4)

je prava upravna na du� XY .
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Dokaz: Neka je M0 taqka prave XY i Z taqka ravni takva da je ZY = d,
ZY⊥XY (Slika 8). Na osnovu Pitagorine teoreme za △M0Y Z va�i:

M0X
2 −M0Y

2 = M0X
2 − (M0Z

2 − ZY 2) = M0X
2 −M0Z

2 + d2.

Posled�i izraz je jednak d2 ako i samo ako M0 pripada simetrali du�i
XZ, pa je {M0} = s ∩ XY jedinstvena taqka prave XY koja zadovo	ava
uslov izraza (4). Poka�imo da je prava m upravna u taqki M0 na pravu
XY tra�eno geometrijsko mesto taqaka.
(⇒) Ako je M ∈ m, na osnovu Pitagorine teoreme va�i

MX2 −MY 2 = M0X
2 +M0M

2 − (M0M
2 +M0Y

2) = M0X
2 −M0Y

2 = d2,

pa M zadovo	ava izraz (4).
(⇐) Obrnuto, neka M zadovo	ava uslov izraza (4). Neka je M1 podno�je
normale iz M na pravu XY . Tada

d2 = MX2 −MY 2 = MM2
1 +M1X

2 − (MM2
1 +M1Y

2) = M1X
2 −M1Y

2,

pa je M1 = M0. Dakle, MM0⊥XY , pa M ∈ m, te je dokaz zavrxen. □

Slika 8: Slika uz Lemu 4.1

Primetimo da je za d = 0 tra�eno geometrijsko mesto taqaka simetrala
du�i XY .
Prethodnu lemu mo�emo primeniti na definiciju radikalne ose ρ krugova
k1(O1, r1) i k2(O2, r2). Dakle M ∈ ρ ako

MO2
1 − r21 = p(M,k1) = p(M,k2) = MO2

2 − r22.

Ako je, bez uma�e�a opxtosti, r21 ≥ r22, tada MO2
1 −MO2

2 = r21 − r22 = d2 ≥ 0,
pa je radikalna osa prava, a dokaz leme nam omogu�ava �enu konstrukciju.

Posledica 4.1 Radikalna osa krugova k1(O1, r1) i k2(O2, r2) je prava upra-
vna na O1O2.
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Teorema 4.1 Radikalne ose triju krugova pripadaju jednom pramenu.

Dokaz: Neka je ρ1 radikalna osa krugova k2 i k3, ρ2 radikalna osa krugova
k1 i k3, ρ3 radikalna osa krugova k1 i k3. Ako se ρ1 i ρ2 seku i {M} = ρ1∩ρ2
tada p(M,k2) = p(M,k3) = p(M,k1), pa M ∈ ρ3 i radikalne ose pripadaju
pramenu konkurentnih pravih.

Neka je ρ1 ∥ ρ2. Ako bi ρ3 sekla pravu ρ2 u nekoj taqki M , tada bi na
osnovu dokazanog i ρ1 sadr�ala M , pa bi se i ρ1 i ρ2 sekle u M xto je
kontradikcija. Dakle ρ1 ∥ ρ2 ∥ ρ3. □

Kako konstruisati radikalnu osu?

Sluqaj 1. (Slika 9, levo) Krugovi k1 i k2 se seku, tj, k1 ∩ k2 = {A,B}.
Tada je radikalna osa ρ = AB jer je p(A, k1) = 0 = p(A, k2) i p(B, k1) = 0 =
p(B, k2), pa je A,B ∈ ρ, tj. ρ = AB.
Sluqaj 2. (Slika 9, desno) Krugovi k1 i k2 se dodiruju u taqki T , tj.
k1 ∩ k2 = {T}. Radikalna osa ρ je �ihova zajedniqka tangenta (koja sadr�i
T ), jer je ona normalna na O1O2, a T ∈ ρ.

Slika 9: Radikalne ose krugova koji se seku, tj. dodiruju

Sluqaj 3. (Slika 10) Krugovi k1 i k2 su disjunktni, tj, k1∩k2 = ∅. Neka je
k3 proizvo	an krug koji seqe krugove k1 i k2. Neka je ρ2 radikalna osa kru-
gova k1 i k3, ρ1 radikalna osa krugova k2 i k3. Ako je ρ tra�ena radikalna
osa krugova k1 i k2, na osnovu Teoreme 4.1 znamo da ρ, ρ1, ρ2 pripadaju jednom
pramenu. Dakle, ρ je prava tog pramena koja je normalna na O1O2 i sadr�i
taqku {X} = ρ1 ∩ ρ2.
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Slika 10: Radikalna osa disjunktnih krugova

Lema 4.2 Neka je ρ radikalna osa krugova k1(O1, r1) i k2(O2, r2), O1 ̸= O2.
Tada va�i slede�e:

1) Tangentne linije iz taqke C na krugove k1 i k2 su jednake du�ine
ako i samo ako C ∈ ρ.

2) Ako za krug k(C, r) va�i k ⊥ k1, tada je k ⊥ k2 ako i samo ako C ∈ ρ.

Dokaz: 1) Neka su CT1 i CT2 tangentne linije iz taqke C ∈ ρ na krugove k1
i k2. Prvo tvr�e�e je oqigledno jer su potencije jednake kvadratu du�ina
tangentnih linija.
Doka�imo sada 2). Neka je k(C, r) krug takav da va�i k ⊥ k1, tj. bi�e
CO2

1 = r21 + r2. Ako je k ⊥ k2, tj. CO2
2 = r22 + r2, tada va�i

p(C, k1) = CO2
1 − r21 = r2 = CO2

2 − r22 = p(C, k2),

tj. C ∈ ρ. Sliqno se dokazuje obrnuto, da iz k ⊥ k1 i C ∈ ρ sledi k ⊥ k2. □
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5 Pramenovi krugova

Definicija 5.1 Makismalna familija χ krugova takva da svaka dva kruga
te familije imaju istu radikalnu osu ρ, zove se pramen krugova.

(a) Eliptiqki (b) Paraboliqki

(c) Hiperboliqki

Slika 11: Pramenovi krugova

Jasno je da svaka dva nekoncentriqna kruga k1 i k2 odre�uju radikalnu
osu ρ, a time i celu familiju. Zato postoje 3 tipa pramenova krugova (u
zavisnosti od polo�aja k1 i k2):

1. Eliptiqki pramen krugova odre�en je dvama krugovima k1 i k2,
koji se seku. (Slika 11, (a))

Primetimo da i zajedniqku radikalnu osu ρ = AB, tako�e mo�emo
smatrati (uopxtenim) krugom pramena.

2. Paraboliqki pramen krugova odre�en je dvama krugovima k1 i k2,
koji se dodiruju. (Slika 11, (b))

�ihova zajedniqka radikalna osa ρ je tangenta u taqki T . �u tako�e
mo�emo smatrati krugom pramena.

3. Hiperboliqki pramen krugova odre�en je dvama krugovima k1 i
k2, koji su disjunktni. (Slika 11, (c))

Radikalnu osu ρ tako�e mo�emo smatrati krugom tog pramena.
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Pokazuje se da je prirodno uvesti jox dva tipa pramenova uopxtenih kru-
gova, za koje radikalna osa nije definisana.

(a) Koncentriqni krugovi (b) Konkurentne prave

Slika 12: Pramenovi krugova bez radikalne ose

4. Pramen koncentriqnih krugova (Slika 12, (a))

5. Pramen konkurentnih pravih (Slika 12, (b))
Primetimo da se svake dve prave pramena pravih konkurentnih u O
seku i u taqki ∞, pa pramen konkurentnih pravih mo�emo smatrati
eliptiqkim pramenom krugova.

Primedba 5.1 Centri krugova jednog pramena su kolinearni.

Primedba 5.2 Neka je ρ radikalna osa pramena krugova χ i k krug sa ce-
ntrom C ∈ ρ, upravan na jedan krug pramena χ. Tada je, na osnovu Leme 4.2,
k upravan na sve krugove pramena χ.

Neka su k1(C1, r1) i k2(C2, r2) krugovi koji odre�uju pramen χ sa radikalnom
osom ρ. Neka su k′

1(C
′
1, r

′
1) i k′

2(C
′
2, r

′
2) krugovi ortogonalni na krugove k1 i

k2. Oni odre�uju pramen χ′ sa radikalnom osom ρ′. Na osnovu Primedbe 5.1
va�i C ′

1, C
′
2 ∈ ρ, tj. ρ = C ′

1C
′
2, a tako�e i C1, C2 ∈ ρ′, tj. ρ′ = C1C2. Na

osnovu Primedbe 5.2 svi krugovi pramena χ su ortogonalni na sve krugove
pramena χ′, pa se χ i χ′ nazivaju ortogonalni pramenovi.

Primedba 5.3

1) Radikalne ose ortogonalnih pramenova su ortogonalne.

2) Svi krugovi nekog pramena normalni su na sve krugove �emu ortogo-
nalnog pramena.

3) Pramen krugova je skup svih krugova ortogonalnih na data dva kruga.
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Posledica 5.1 Inverzija preslikava pramen krugova u pramen krugova (na
osnovu Primedbe 4.3)).

Teorema 5.1 Neka je χ pramen krugova i χ′ �emu ortogonalan pramen.
Tada va�i:

� ako je χ hiperboliqki, χ′ je eliptiqki;

� ako je χ eliptiqki, χ′ je hiperboliqki;

� ako je χ paraboliqki, χ′ je paraboliqki;

� ako je χ pramen konkurentnih pravih, χ′ je pramen koncentriqnih
krugova i obrnuto.

(a) Hiperboliqki - eliptiqki (b) Paraboliqki - paraboliqki

(c) Koncentiqni - konkurentne

Slika 13: Upravni pramenovi kugova

Dokaz: Posled�i sluqaj je oqigledan (Slika 13, (c)) . Posmatrajmo upra-
vne pramenove krugova χ i χ′ (Slika 13, (a), (b)). Neka je R presek �ihovih
radikalnih osa i neka su k(O, r) i k′(O′, r′) neki krugovi tih pramenova,
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redom (Slika 14). Kako je k ⊥ k′ i radikalne ose su me�usobno normalne
va�i:

OR2 +O′R2 = OO′2 = r2 + r′2

tj.
OR2 − r2 = −(O′R2 − r′2).

Dakle, ukoliko je OR2− r2 > 0, tada R pripada krugu k, tj. krug k pripada
eliptiqkom pramenu. Tada je O′R2 − r′2 < 0, pa R ne pripada krugu k′, tj.
k′ pripada hiperboliqkom pramenu i obratno. U specijalnom sluqaju, kada
je OR2− r2 = 0 i O′R2− r′2 = 0, data dva pramena su paraboliqka, zato xto
dodiruju svoje radikalne ose u taqki R. □

Slika 14: Dokaz ortogonalnosti odre�enih pramenova
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Sada �emo dokazati lemu znaqajnu za slede�e poglav	e.

Lema 5.1 Postoji inverzija koja dva disjunktna kruga k1 i k2 preslikava
u dva koncentriqna kruga.

Dokaz: Zapravo �emo pokazati da postoji inverzija koja hiperboliqki pra-
men krugova χ odre�en disjunktnim krugovima k1 i k2 preslikava na pra-
men koncentriqnih krugova (plavi i crveni krug na Slici 15). Neka je
χ′ eliptiqki pramen krugova ortogonalan na χ i neka su A i B zajedniqke
taqke svih krugova pramena χ′. Neka je k proizvo	an krug sa centrom A.
Inverzija φk preslikava taqku B u taqku B′. Kako svi krugovi pramena
χ′ sadr�e centar inverzije A, oni se slikaju u konkurentne prave kroz B′.
Krugovi pramena χ, me�u kojima i k1 i k2, se slikaju u krugove ortogonalne
na te prave, tj u koncentriqne krugove. □

Napomena: Primetimo da smo umesto proizvo	nog kruga sa centrom u A
mogli uzeti proizvo	an krug sa centrom u B.

Slika 15: Slika uz Lemu 6
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6 Xtajnerov porizam

Porizam je matematiqki problem konstruktivne prirode za koji ili ne
postoji rexe�e ili ih postoji beskonaqno mnogo.

Xtajnerov 4 porizam: Neka su k1 i k2 krugovi takvi da je k2 unutar
k1. Neka je k3 neki krug koji dodiruje k1 i k2. Ako postoji niz krugova
k4, k5, . . . , kn+2 takav da ki dodiruje k1, k2 i ki−1, i = 4, 5, . . . , n + 2 i da kn+2

dodiruje k3, tada, takav niz postoji za ma koji izbor kruga k3.

Niz k3, k4, k5, . . . , kn+2 od n krugova koji dodiruju k1 i k2 i me�usobno se
dodiruju zovu seXtajnerov lanac. (Na Slici 16, levo prikazan je sluqaj
kada Xtajnerov lanac ne postoji, a na Slici 16, desno kada postoji)

Slika 16: (Ne)postoja�e Xtajnerovog lanca

Dokaz: Na osnovu Leme 5.1, postoji krug k takav da se inverzijom φk kru-
govi k1 i k2 preslikavaju u koncentriqne krugove k′

1 i k′
2

5. Ako postoji,
Xtajnerov lanac k3, k4, k5, . . . , kn+2 krugova k1 i k2 preslikava se u Xta-
jnerov lanac krugova k′

3, k
′
4, k

′
5, . . . , k

′
n+2 krugova k′

1 i k′
2. Jasno je da Xta-

jnerov lanac k′
3, k

′
4, k

′
5, . . . , k

′
n+2 postoji nezavisno od izbora kruga k′

3, jer
su dobijeni krugovi lanca podudarni. Izbor drugog kruga k′

3 samo rotira
lanac. Zato i lanac k3, k4, k5, . . . , kn+2, ako postoji, postoji nezavisno od
izbora kruga k3. □

Dakle, postoja�e Xtajnerovog lanca zavisi samo od krugova k1 i k2, tj. od
odnosa polupreqnika krugova k′

1 i k′
2. Tako�e, odnos polupreqnika a i b

krugova k′
1 i k′

2 ne zavisi od kruga k takvog da su k′
1 = φk(k1) i k′

2 = φk(k2)
koncentriqni. To �emo pokazati u slede�oj lemi.

4Jakob Steiner, (1796 - 1863), xvajcarski matematiqar
5Nakon dokaza teoreme pokazujemo da ovaj dokaz ne zavisi od izbora kruga k
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Lema 6.1 Neka su k1 i k2 disjunktni krugovi, a krug k takav da su k′
1 =

φk(k1) i k′
2 = φk(k2) koncentriqni. Odnos

a
b
polupreqnika krugova k′

1 i k′
2

ne zavisi od izbora kruga k.

Dokaz: Jasno je da takav krug k mora da ima centar u taqki A ili B, gde
su to taqke koje odre�uju pramen eliptiqkih krugova ortogonalnih na k1 i
k2. Dakle, mo�emo pretpostaviti da krug k(A, r) ima centar u taqki A, kao
xto smo i uradili u dokazu Xtajnerovog porizma.
Neka je k̄(A, r̄) krug sa centrom u A, razliqit od kruga k. Neka su k̄′

1 = φk̄(k1)
i k̄′

2 = φk̄(k2), a ā i b̄ polupreqnici krugova k̄′
1 i k̄′

2.
Kako je inverzija involucija, kompozicija φk̄ ·φk preslikava krugove k

′
1 i k′

2

u krugove k̄′
1 i k̄′

2. Me�utim, ispostav	a se da je ta kompozicija homotetija sa
centrom A. Zaista, ako jeM proizvo	na taqka iM ′ = φk(M), M̄ ′ = φk̄(M

′),
tada na osnovu definicije inverzije va�i

AM̄ ′ =
r̄2

AM ′ =
r̄2

r2

AM

= AM · r̄
2

r2
,

pa je φk̄ · φk homotetija. Dakle, va�i
ā
b̄
= a

b
, tj. odnosi polupreqnika slika

krugova k1 i k2 pri inverziji φk ne zavise od izbora kruga k. □

Slika 17: Slika uz Lemu 6.1

Kakav mora biti odnos polupreqnika a i b krugova k′
1 i k′

2 da bi
postojao Xtajnerov lanac od n krugova?

Neka je C centar krugova k′
1 i k′

2, a C3 i C4 centri krugova k′
3 i k′

4 i T
dodirna taqka krugova k′

3 i k′
4, tj. sredixte du�i C3C4. (Slika 18) Trougao

CTC3 je pravougli, pa va�i

∠CTC3 = 90◦, C3T =
a− b

2
, CC3 =

a+ b

2
.
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Slika 18

Zato je sin∠TCC3 = TC3

C3C
= a−b

a+b
. Xtajnerov lanac postoji ako i samo ako je

∠TCC3 =
2π
2n

= π
n
, odnosno ako va�i a−b

a+b
= sin π

n
, tj.

b = a
1− sin π

n

1 + sin π
n

. (5)

Primetimo da za n = 1 izraz nema smisla, a n = 2 daje b = 0. Zato je
najma�e n za koje Xtajnerov lanac ima smisla n = 3.

Slika 19: Dobija�e Xtajnerovog lanca
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7 Zak	uqak

Qitaju�i rad mo�e se primetiti da je akcenat bio na osnovama inverzije
i tvr�e�ima koja vode ka dokazu Xtajnerovog porizma. Pored Xtajnerovog,
postoje i neki drugi interesantni nizovi krugova koji se dodiruju, kao xto
je Paposov lanac. Vixe o tome mo�e se prona�i u qlanku [7].

Tako�e, prikazana je primena inverzije na rexava�e Apolonijevih pro-
blema. Me�utim, inverzija ima mnoge druge aspekte i primene. Recimo,
postoji inverzija koja slika qetiri proizvo	ne taqke ravni u temena pa-
ralelograma, xto je predmet maturskog rada [3].

Veoma je va�na i primena inverzije u kompleksnoj geometriji. Na primer,
obiqan inverz kompleksnog broja je kompozicija inverzije u odnosu na je-
diniqni krug i refleksije { videti k�igu [6].

Mogu�e je prirodno uopxtiti pojam inverzije u odnosu na krug u ravni
na pojam inverzije u odnosu na sferu u prostoru.

Zanim	iva je i primena inverzije u mehanici i robotici, recimo na
Poselie-Lipkinov mehanizam { videti [8].

Inverzivna geometrija tako�e igra va�nu ulogu u dizajnira�u optiqkih
sistema, na primer za otkla�a�e distorzije soqiva. Tako�e se koristi u
kompjuterskoj grafici za obradu slika i stvara�e ambijenata u virtuelnoj
realnosti.
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Lista va�nijih apleta

� Inverzija koja slika disjunktne krugove u koncentriqne, Lema 6,
https://www.geogebra.org/classic/xnbygkn2

� Nezavisnost odnosa preqnika krugova od inverzije, Lema 7,
https://www.geogebra.org/classic/ftseuqpp

� Xesti Apolonijev problem, https://www.geogebra.org/classic/d3rknjxp

� Xtajnerov porizam, https://www.geogebra.org/classic/h2qq3xwp
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[8] D. W. Henderson, D. Taimiņa, Experiencing Geometry: Euclidean and Non-
Euclidean with History, Books By Independent Authors, 2020.

25


	Inverzivna ravan i njeni elementi
	Osnovne osobine inverzije
	Apolonijevi problemi o dodiru krugova
	Radikalna osa
	Pramenovi krugova
	Shtajnerov porizam
	Zakljuchak
	Lista vaz1nijih apleta
	Literatura

