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1

YBOAHHU IIOjMOBHU

[IpBo hemo yBecTn HeKe OCHOBHE OjMOBE Teopuje rpadona.

Hedunnnmja 1.1. Ipocw pag G je ypeben nap (V) E), tae je V koHadan ckyr
yeopoea, a E ckyn pana, Tj. Heypehennx maposa pazjmautux usopona u3 V. Peg
paga je Bpoj ememenara ckyma V u o3HadaBamo ra ca |G|. 3a uBopoBe u U v
KaxKeMo JIa Cy CYyceghu ako Cy ToBe3aHu rpanom. I'pany {u,v} mumemo uv. 3a
TPaHy uv Kpajru 46oposu cy u u v. JIBe rpane cy cycegrne aKO MMajy 3aje IHITIKH
Kpajibu 9BOp. ['paHa U meH Kpajibu 9BOP Cy UHUUGEHTLHU.

Y Behem ey oBor pajia ce daBuMO TpocTuM rpadoBuMa, ma hemo ux jeaHo-
CTaBHO 3BaTH rpadoBUMa, a HATJIacCKheMOo KaJia JI03BO/baBaMoO BHIIE rpaHa u3melhy
JIBa, UCTa YBOpa WU I'PAHy KOja MOBe3yje YBOP Ca CAMUM COOOM.

Hedbununuja 1.2. Cuweten wsopa v je Opoj IBOPOBa KOJU CYy CYCEIHU IBOPY ¥ U
o3HavIaBaMo ra ca d(v).

Hedbununnmuja 1.3. ['pad je k-peiyaapar ako je creneH CBAKOr HETOBOI YBOPA
tagHo k. Crernujasiao, 3-peryiapan rpad 9ecTto 30BeMO KyoHuM TpadOM.

Hedunummja 1.4. I'padosu G(V, E) u G'(V', E') cy usomopgru ako mocroju
dujekimja ¢: V — V' rakBa na xy € E ako u camo ako ¢(x)p(y) € E'.

Hedbununuja 1.5. I'pad G'(V', E') je aogipagp rpada G(V, E) ako je V' CV u
E’' C E. Kaxemo na G caapxu G'. Ako E’ caapzku cBe rpate u3 E koje crajajy
nBa uBopa u3 V', ouga je G’ ungyxosan ckynom V' u G’ je ungyxosan togipag
rpada G.

Hedbununuja 1.6. lewirwa W je uus xg,e1,x1,€9,...,€, T, TIE je € = XT;_1X;,
3a cBako 1 < i < [. Kaxxkemo na je W xg—x; merma u o3HavaBaMo je ca Toxy . . . Xy
Ayorcuna merme W je (.



2 1. ¥YBomum nojmoBm

Hedbununuja 1.7. [lyw je merwa xoxy ... T; y KOjOj CY Lo, T1,...,T; ME)YCOOHO
Pa3IuYIUTH.
Hedbununuja 1.8. [[uxayc je merwma rory...x; Tae jel > 3 urme cy 1, Ta, ..., T

MehycobHo pazmmuntu U Ty = ;. ['pad Koju je MUKIIyC JyzKUHE N O3HAYABAMO
ca C,. Cremnujaano, mukiayc C3 9ecTo 30BEMO Wpoyiao.

Hedbunuuuja 1.9. I'pad G(V, E) je komtrelian ako cy cBaka jBa 4Bopa u3 V'
roBe3ana rpanoM. Komiuteran rpad ca n uBopoBa o3HadaBamo ca IK,.

Hedbuuunuja 1.10. 'pad G(V, E) je dutuapmuiuusar ca kaacama Vi u Vy ako
ViuVy, =V, ViNVy, =@ u cBaka rpaHa craja HEKM YBOp U3 V] ca HEKMM YBOPOM
u3 V5.

Hedbununuja 1.11. Komtretwar dutapiiuiiucar rpad je dOumapTuruBan rpad
ca kymacama Vi u V5, rme je cBaku 9BOp m3 Vi CIIOjeH ca CBaKUM IBOPOM m3 Va. AKO
je |[Vi| = n u |Va| = m, xommneran dunaprurusan rpad oznadaBamo ca K, p,.

Hedbunnunuja 1.12. I'pad G(V, E) je uwosesan ako mocroju myt usmehy duiio
Koja JBa pazanmumTta uBopa m3 V. Makcumasjan moBe3an moarpad rpada G je
rxomuornenta rpada G.

Hedbununuja 1.13. I'pad je ciadbno ako je moBe3aH U HE CAAPKU ITUKJIIYC.

Hedbununuja 1.14. I'pana je moci ako ce HEHUM OpHcameM IoBehaBa Opoj
KOMIIOHEHTH rpada.

Hedbununuja 1.15. Vruja pagosa G4, ...,G, G1U... UGy, je rpad ca ckyrnom
YBOPOBA Ule V(G;) u ckymom rpaxa Ule E(G)).

Cajta hemo j1okazaTu HEKOJIMKO jeIHOCTaBHUX TBphema Koja heMo KacHuje Ko-
PUCTUTH.

Jlema 1.1. 3a csaku rpad G(V, E) Baxu ) . d(v) = 2|E|.

Joxas. Cyma S =3 _ d(v) dpoju KOIHKO je IyTa CBAKU YBOP KPajibU YBOP HEKe
rpase. [Tomro cBaka rpana mMa TadHO JBa Kpajiba dBopa, S = 2|E|. O

Jlema 1.2. Csako cTadiio cajip:Ku 9BOp creneHa 1.

Jloxas. Heka je S crabio u meka je P = x; ... 2 Hajayxu myT y S. Axo d(z;) # 1,
OHJIa T, TIOpeN x;_1, uMa cycega y. llomro je myr P makcumasne jay:kwuHe, P
CaJIpKU Y, ajii OHJIa S cajp:Ku IUKJIyC, mTo je Hemoryhe. lakie, d(z;) =1. O



JIema 1.3. Axo je G crabno u |V(G)| = n, ouna je |E(G)| =n — 1.

Zoxas. Jlokazyjemo mHIYKIMjOM 110 1. AKO cradsio mma 1 9BOp, OHIa OHO HEMa
HUjeIHY TPaHy.

[IpermocraBuMo cajia j1a TBpheme BaxKu 3a cradJia Koja umajy n—1 aBop, n > 1
u Heka je G ctadso ca n uBoposa. Ilo nperxoauoj semu, G caIpKu 9BOP T CTEIEHA,
1. Bpucamem x u3 GG ocraje HaMm cTadao ca n — 1 YBOPOBa KOje MO0 WHYKTUBHO]
xurnoresu uMa n — 2 rpane. [lomro je d(z) = 1, odpucanu cMo caMo jesiHy rpamy,
na Bpaliamem 4Bopa  podujamo na je |[E(G)| =n — 1. O

Jlema 1.4. I'pad je ynmja nuksyca ca MehycOOHO MCjYHKTHHM CKYIIOBAMAa I'DaHa
aKO M CaMO aKO je CBAK! YBOP IIapHOI CTeIleHA.

Zloxas. Axo je rpad yHHja IIUKIyca ca Me)yCOOHO IMCjyHKTHIM CKYIIOBIMA I'DaHA,
OHJIa je YBOP KOju je cajpxKaH y k 1ukiyca crenena 2k. CBakum 4BOp IpHUIaja
HEKOM ITUKJIYCY, I1a je CBAKW YBOD IApHOI CTEeIeHa.

[IpernocTtaBumo cajia fga je cBaku 9Bop rpacda G mapHor crerena. Jlokazahemo
tBphewme uuaykiujom mo m = |E(G)|. He mocroju rpad umju cy cBu creneHn
[IapHU, & KOjU MMa Ta4vyHO jedHy Wjiad ABe rpaHe. Axko je m = 3, ouua je G = Cs.

[IpernocraBumo cajia Jia TBpheme BaxKu 3a CBe OBaKBe rpadoBe KOju UMajy
Marbe O m rpaHa, m > 3 u Heka je |E(G)| = m. Ilo memn 1.2 cBako cradmo
caJIpKU IBOp crerneHa 1. 3Ha4yu HUje/Ha KOMIoHeHTa rpada G HHje cTadso, ma
G caapxu weku nukiayc C. Y rpady G\ C cBaku 9BOp je WIM HUCTOI CTEIEHA
kao y G uianm je 3a 2 mamu, 1a je CBaKW IBOp MapHOr creneHa. 1o mHIYKTUBHO]
xumnoresn, G \ C je yHHja IUKIyca KOjU Cy JUCJYHKTHH 110 rpaHama. | padosu
G\ C u C nemajy 3ajeJ[HUYKNUX TpaHa, na Kaj Bparumo C, modujamo na je u G
VHHUja TUKJIYCA Ca JUCJYHKTHUM CKYIIOBUMA I'DaHa. 0

Jlema 1.5. I'pad He cajipk;m MOCT aKo U caMO aKO CBaKa IberoBa I'paHa IIPUIa/ia
HEKOM FHETOBOM ITHUKJIYCY.

Zloxas. Tlpernocrasumo ma rpad G He caapKu MOCT U HEKA je € = Ty IPOU3BOJHHA
rpana Tor rpada. Ilomro rpana e Huje MOCT, KaJia je OOPHUIIEMO U JIaJbe IIOCTOjU
nyT x —y. Taj myT x —y 3aje/IHO ca TPAHOM e YMHU IUKJIyC KOMe I'paHa € IIPUTa/Ia.

[IpernocTtaBumo cajia jga cBaka rpaHa rpada G npuiajia HekoMm 1ukaycy. Heka
je e mpou3BoJbHA I'paHa Koja npunajia HekoM 1ukaycy C. smehy cBaka jBa 94Bopa
nukiayca C' mocroje JBa IyTa, O/ KOJUX jeJlaH CaJPXKU I'paHy e, a JPYyru je He
caapxku. [Ipema Tome, ako cy Heka jBa uBopa rpada (G moBesaHa, OHIA MOCTOjH
u myT u3Mehy Ta JgBa IBOpa Koju He caiapxku rpany e. Omasie jpodoujamo j1a rpad
G — e uma ucTH OpOj KOMIIOHEHTH Kao u rpad (i, ma rpaHa e HUje MOCT. [
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IInanapau rpadpoBu

Cama hemo ce mo3adaBuTH THMe KaKO ,u3rienajy’ rpadOoBU Kaja ce HaIpPTaj
7
YV PaBHU.

Hedbununuja 2.1. I'pad je aaanapar ako MO¥kKe J1a ce HAIPTA Y PABHU TAKO Jia
ce rpaHe He CeKy, N3y3€eB CyCeTHNX I'paHa Koje ce CeKy Y KPajlbUM YBOPOBHUMA.

MauJto mperusnuje, YBOpoBU I'pacda oaroBapajy pasanduThM TadKaMa y PaBHU,
a rpaHe KpuBaMma Koje cliajajy Tadyke KpajibHux YBopoBa rpana. Mu hemo mocma-
TpaTu IpTama y KOjuMa Cy TpaHe M3JIOMJbeHe JIMHU]E.

Axo 3aHeMapuMO Te TaUKe U KPUBE, PABAH je MOJe/beHa Ha 00JIACTH KOje 30BEMO
ctpare rpada. Caku rpad mMa TavIHO jeHY HEOTPAHUIEHY CTPaHy, a CBe OCTaJje
cy orpanmdeHe nukjaycuma rpada. OBrme ce ocimamamo Ha 2KopaaHoBy Teopewmy,
KOja HaM TOBOPH Jia 3aTBOPEHA KPUBA y PpaBHU O€3 TavdaKa CaMOIIpecerara JIejIn
paBaH Ha JIBe 00JIACTH; YHYTPAIIHOCT U CIOJballbocT. CKYII rpaHa KOju OrpaHnda-
Bajy CTpaHy 4uHe Zpanuyy ciipare. IlomTo nukiyc pa3asaja paBaH, CBaka I'DaHa
IUKJIyCa je Ha TPaHUIM JiBe cTpaHe. KaxkeMo Jia cy JiBe CcTpaHe cyceghe ako UMajy
3ajeJTHNYKY I'paHy Ha I'DaHUIIA.

2.1 2KopaaHoBa Teopema

ObnacTu Ha Koje je paBaH TOJie/beHa Cy ojpeheHe CKyMOBUMa Tadaka Ha CJie-
Jehu HauMH: HEKa je | 3aTBOpeHa KpUBa y paBHU O€3 Tavaka caMolipecerama u P u
() Tauke y TOj paBHU KOje He NMPUIAIajy KPUBOj. AKO MOCTOjU U3JI0MJbEHA, JIMHHja
on P 1o Q xoja ue ceue [, ouga P u () npunanajy ucroj odnactu. Unage, P u )
[IPUIIAJIA]y PASIUIATHM OOJIACTUMA.

[Ipe nmokasza Teopeme, yBemtheMo umgexc Upeceuarba, Koju heMo KOPUCTHUTH Yy
beHoOM JT0Ka3y. Heka cy a u b nBe my:Ku y paBHU TakBe Jia HUjEIHA HE CAJPIKU
KpajeBe Jipyre jyxKu. Ako ce one ceky, nucahemo I(a,b) =1, a ako we I(a,b) = 0.

5



6 2. IlLnamapuu rpadosu

Axo myxx a caapxku Kpaj ayxku b win odpuyro, I(a,b) Huje nedunucano. Bpoj
I(a,b) 30BeMO umngercom Tpeceyarva.

Heka cy X = {x1,22,..., 2} 1Y ={y1,%2,...,Ym} JABA CKylla Iy’KI y DABHH
Taxo Ja je I(z;,y;) Aebunucano sa caxo i € [n],j € [m]. Axo je >, ;i I(xi,y;)
Henapha, [(X,Y) = 1, unaue I(X,Y’) = 0. IIpso hemo nponahin unzekc npecerarma
JIBA MHOTOYIJIA KOJU HEMajy Tadke caMollpecenama (CKylnoBU JyKu cy oapehenn
CTpaHUIIAMa MHOTOYTJIA).

Teopema 2.1. Heka cy X u Y aBa muoroyryia 6e3 tauaka camoripecernama. Taja
je wuxos unHjekc npecenama [ (X,Y) = 0.

Aoxas. Ckymnose X u Y MOKeMO Jla CXBATUMO KAO IUKJIYCe KOjU Cy HAIPTAHU Kao
mranapan rpadosu. aeja je ga rpancaupamo X Tako jga He cede Y U J1a BUIAMO
KaKo ce mpu T0j Tpanciaanmju Mema (X, Y'). Manaum nomepamem 4BoOpoBa Tako Ja
ce I(X,Y) He mpoMeHH, MOYKEMO JIa TIOCTUTHEMO PACIIOpE]] Yy KOMe HUje/[Ha IDaHa
nukayca X HUje IapaJjesiHa HujeaHoj rpanu mukiayca Y. Heka je £ mpaBa koja
HUje TapaJiejiHa HUjeJHOj IpaBoj Koja cmaja usop u3 V(X)) ca usopom u3 V(Y).
[Tocmarpamo Tpancaanujy 1mukiayca X unapasenny mpasoj £. Bpemnocr [(X,Y)
MOXKe JIa ce TpoMeHn KaJja 9Bop u3 X mnpebhe mnpeko rpane m3 Y win Kaja rpaHa
u3 X mpehe npeko uBopa u3 Y. Usop 3 X He moxke npehu mpeko uBopa un3 Y
300r n3dopa mpage . Heka je y mpousBosbaH 4Bop u3 Y Mpeko kKora mpebhe rpana e
n3 X u Heka cy a u b rpane u3 Y ca kpajwum uBopoMm y. IIpe mpemacka mpeko ),
e MOXKe Ja ceve m a u b, TauHo jemaH ox a u b wau Hu a HE b. OHIA HAKOH
mpeJjiacka, € He cede HU a HU b, TayHO jejgaH om b u a wiau u a u b, pegom. Y
CBa TPHU CJIydYaja MapHOCT Opoja Tadaka Ipecelamba ce Huje IMPOMeHuIa, Ia ce HU
nnjeke npecenama I(X,Y) nuje npomenno. Comano 3akspydayjemo ga ce I(X,Y)
He TIpoMeHH HU Kaja uBop u3 X upelhe npeko rpane u3 Y. 3uaun I(X,Y) je ucru
y TOKY Ilejie TpaHCJallje, Tj. Ha MOYEeTKY je MCTU Kao Ha Kpajy. Ha xpajy ce X
u Y He ceky, na yBek Baxku [(X,Y) =0. O

Ucnurajmo cajia mraHapHOCT HEKUX T'padoBa MPUMEHOM WHJIEKCA TTPECEIaba.

ITpumep 1. I'pad K5 auje mmanapa.

/oxas. Tlocmarpamo npou3BosbHO 1pTamke rpada K5 y paBHU, KOME Cy CBe TPaHe
U3JIOMJbEHE JIMHUjE U HEeKa Cy My, - . . , M5 IBopoBu. O3HaunMo ca J cymy mHIEKCa
mpecernama 10 CBUM HeypeheHHM mapoBuMa HecyceaHmx rpana mod 2. Ako Oom
K5 duo mranapan rpad, ouno ou J = 0. 3Hauu, JI0BO/BHO je Ja JOKaXKeMo Jia je
J = 1. IlpermiocTaBuMO Ja CMO I'paHy MMy 3aMEHUJIM HEKOM JIPYTOM U3JIOMJBEHOM
JIMTHUJOM KOja ca MPETXOJHOM HeMa 3ajeIHUIKUX Tadaka OCHM 1M, U meo. Heka je
T TPBOOWTHA M3JIOMJbEHA JIMHMja KOja je cuajaja mi U ms, a x' Hosa. Te ase
JIMHU]je 3ajeJTHO YrHe MHOToyrao X KOju HeMa Tadaka caMolipeceriama. Hecycemane
TPaHU 1M11Mo CY 1314, T35 W My 1M5. T']:BOpOBI/I ms, My, M5 saje,uHo Ca I'paHaMa



2.1. 2Kopnanosa Teopema 7

Cauka 2.2. K333
Ciuka 2.1. K;

mgMmy, M3Ms U Myms 9uHe MHOrOyrao Y. AKo Heke JiBe O/l Te TpU TI'paHe He
MOXKEMO HaIIPTATH TaKO Jia ce MehycoOHO He ceKy, OHJa OoJMax Jjooujamo ja K
Huje aHapaH. Ao je MHOTOyTrao Y 0e3 Tadaka caMmoIpecenama, mo Teopemn 2.1,
uHJIeKC mpeceramba MHOroyriaoBa X u Y je 0. Cuemn ma cy I(z,Y) u I(2,Y)
ucTe mapHocTH, ma J ocraje UCTO IpU 3aMeHu I ca r'. 3HauUM Ja je 3a CBAKO
nptame rpada Ky, Bpeanoct J ucra, jep oJ1 IpOM3BOJHLHOT IIPTAha MOYKEMO CTHNHT
JI0 TIPOM3BOJBHOT TpTama pefaoMm Mmemajyhu rpane. Ca ciuke 2.1 Buaumo na K
MO2KEMO HallpTaTU ca HeIMapHUM OpojeM Ipecerama, mna je J = 1, ma omarie Kj
HUje IJIaHapaH. A

IIpumep 2. I'pad K33 Huje naaHapas.

Zloxas. IlocMarpaMo TPOM3BOJHLHO IIPTalhe Y KOME My, M3, M5 YUHE jeTHY KJIACY
YBOPOBA, & Mo, My, Mg APYTy. CIUIHO KAO MAJOIIPE, TOCMATPAMO TPaHy MMy U
IIUKJIYC M3M4M5Mg U 3aKJ/bydyjeMo Jia J He 3aBHCH OJ] TOra KaKO CMO HAIPTAJIN
rpad. Ilomro K33 MOXKeMO HampraTH ca HEHapHUM OpojeM Ipeceramba (CImka
2.2), OH HUje TTAHAPAH. AN

Cama hemo nokazatu zZKopaanoBy teopemy. OHa BayKu 3a MPOU3BOJHHY 3aTBO-
peHy KpUBY KOja HeMa Tadaka camonpecenama. Mu hemo mokazaTtu mojeanocra-
BJ/bEHY BEP3UjY V KOjOj je Ta KpuBa MHOI'OYTAO.

Teopema 2.2 (ZKopaanosa). Muoroyrao y paBHu 0e3 Tadaka caMOIIpecenama
JIeJTA paBaH Ha JIBe 00JIACTH.

/oxas. Y oBoM 10Ka3y KaJjia KayKeMO MHOIOYTao I0/Ipa3yMeBaMo J1a je OH 0e3 Ta-
JaKa camorrpecenama. Heka cy by, by, ..., b, cTpanuiie mpon3Bo/bHOI MHOTOYTJIA [.
V3MHUMO TIPOM3BOJbHY JIy2K KOja cede by M Ha 10 jaBe Tadyke P u P’ Ha jeaHakom
pacrtojamy o1 by 1 ca paznmumauTux crpana. Koncrpyuiiemo 1y u3 P, napaJjenny
ca by, 10 TauKe HEHOT IIpeceKa ca cuMerpaJjoMm yria udmehy by u by. I3 Te Tauke
IpeceKka KOHCTPYUIIIEMO JIy2K TapaJsiesiny ca by 0 Tadke IeHOr Ipeceka ca ChuMe-
TpasioMm yriia usmely by u bz, uria. OBako q00MjaMO M3JIOMJBEHY JUHU]Y X GHje
Cy CTpaHUIle Ha jeJITHAaKOM pacCTOjamby O O/IroBapajynux cTpaHuIa MHOTOYTJIA [ 1
mapaJiesiHe muMa. AKO je Tadka P 1oBo/bHO O3y by, OHIa X1 He cede | M HAKOH



8 2. IlLnamapuu rpadosu

mTo jegnoMm mupohe mayxK [ crmke po P mwim P'. Ako x cruxke no P, onpma x4
3ajesiHo ca ayxku PP’ auHu MHOTOyrao Koju ca | mMa TadHo jeJHy TadKy HpeceKka
mro je Hemoryhe mo teopemu 2.1. 3Hauu, x; cTuke Ha3ad 10 P u HEeKa OHU IUHE
MHOTOYTa0 . AHAJOrHO j100ujaMo MHOroyrao ' us tadke P’.

Heka je ¢ npousBospHa Tauka kKoja Huje Ha [. Tajga ¢ moxkemo na crojumo ca P
wnu P’ tako na He npecedemo [. JIOBO/BHO je Jia CIOjUMO ¢ ca HajOIUKOM TadKOM
TaYKM C KOja je Ha T WK ', a Ta Tadka je crnojeHa ca P wim P’y 3aBucHOCTH OJ1
TOTa JIa JIU je Ha T Win .

AKo u3 ¢ mocroje JiBe W3JI0MIbEHE JIUHUjE i U Z, KOje ce He CeKy ca [, TakBe Ja
y canpxku P, a z P, onga vy, z u gyxx PP’ auHe MHOTOyrao KOju nMa TadHO jeIHY
TavuKy Ipeceka ca [, mTo je Hemoryhe.

Heka cy cama U u V ckynosu tadaka Koje Mozkemo cuojutu ca P u P’ pemgom,
tako ga He mpecedemo [. CkymoBu U m V' cy mucjyakTHEH. AKO Tadke ¢; U Co
NIpUIa/1ajy UcToj obsacTtu, Ha mpuMmep U, OHJA MOCTOje U3JIOMJbEHE JIMHUjEe Koje
cuajajy ¢; u ¢ ca P u He ceky ce ca [. buxosa yHmja je Tajia u3joM/beHA JIMHIjA
KOja ToBe3yje ¢ U C U He ceve [. AKO €] U ¢y IPUIIAJIAJY PA3IUIATHM 0DJIACTUMA,
OH/Ia, OHE HE MOT'Y OMTH ITIOBe3aHe MHOIOyTaOHOM JIMHHjOM KOja He cede [, jep Ou
Kao MaJIolpe IIOCTOjad0 MHOIOyrao Koju Ou cekao [ y TadHo jeaHoj Tauku. Jlakiie,
JIBe obJyiacTu Ha Koje [ jnenu paBan cy ojapebhene ckynosuma U u V. [

JlokaxkmMo cajia MaJio Jipyraduje U MOXKJla WHTYUTHBHHUje Jia rpadosu K5 n
K3 3 HECY TIIaHApHM.

ms 4 My 3

Cauka 2.3. K33 Cmuka 2.4. K5

IIpumep 3. I'pad K33 Huje mranapas.

Hoxas. Ilpumernmo na Kjs caapKy IUKIYC KOjU CaIpzKH CBe YBOpoBe Tpada.
[Tpeo manpramo Ttaj mukiayc M u aBopoBe my,...,mg (cauka 2.3). Tpeba na
JI0JTAMO JOIIT TpaHe miMmy, MaoMms, Mamg. Llomro M pasnsaja paBaH, OBe Tpu r'paHe
cy win yuyrap win ussan M. Heka je mymy yuayrap M (ako je wsBan M paju ce
ucro). Tana je yayrap M, ms pa3aBojeHO OJ1 M5 TPAHOM MMMy, 1A MMy IPTAMO
m3Ban M. Ouma je mgz yayrap M pas3BojeHO OJT Mg TPAHOM MMy, a u3Ban M
IPAHOM MyMs, T1a HE MOXKEMO HAI[PTATH CBe TpaHe 0e3 Ipeceramba. A



2.2. OjuepoBa dopmyiia 9

IIpumep 4. I'pad K5 HEuje miaHapaH.

Jokas. Kao n K33, n K5 caap:Ku IUKJIIyC KOJU CaIPXKU CBEe IBOPOBe rpada (cIuka
2.4). CanaHO Kao MAJIONpe, aKo M1M3 HAIPTAMO YHYTap, MMy MOPAMO BaH, Ia
msms Mopamo yHyTap u mymq BaH. Ocraje HaM T'paHa MyMs KOjy HE MOYKEMO
HaIPTATA HU YHYTap HU BaH. A

2.2 QOjaepoBa dopmysia

Jemna on kapakTepucTuka ItaHapHuX rpadosa je OjmepoBa dopmyria Koja
rmoBe3yje Opoj YBOPoOBa, rpana u crpana. OHa HaMm Takohe roBopu Ja je Opoj cTpana
KOHCTaHTaH, Tj. HE3aBUCTAH OJ TOTa KAKO CMO HaIpTaju rpad.

Teopema 2.3 (Ojaepoa dhopmyna). Axo moesan ranapan rpad G uMa n IBo-
poBa, m rpaHa u f crpana, oHma je n —m + f = 2.

Joxas. okazahemo uumaykimjom o f. Ako je f = 1, onma G He caJip:Ku IUKJIYC,
ma je G cradyio u TBpheme Baxku 1o Jiemu 1.3.

[Ipernocrasumo caga jga je f > 1 u ja TBpheme BaXkKu 3a Mambe BPeJHOCTH f.
Heka je e rpana mpousBo/bHOT 1uKIyca rpada G. [lomro nukiyc pasnpaja paBaH,
e je Ha rpaHuNU jaBe crpane, permmo S u T. V3bamuBamem rpane e u3 rpada
G nmodujamo mnanapas rpad G’y kome S u T uuHe jeqHy cTpaHy, a CBe OcTajie
crpane cy ucre kao y G. 3uaum, ako cy n',m’ u f’ 6poj uBoposa, rpaHa u crpaHa
rpada G’ penom, ouga je n’ =n, m' = m —1wu f' = f — 1. [lo uHayKTUBHO]
XUIOTE3M 3aKkbydyjeMo n —m+ f =n' —m/ + f/ = 2. ]

Cama hemo openTi KOJIMKO HAjBUINE T'PaHa MOXKE JIa UMa ILIaHApaH rpad.
[TocmaTpamo ntanapan rpad y KOMe cy CBe CTpaHe TPOyrJioBu. Takas rpad 30Be-
MO WPUAHIYAGuUja. AKo XoheMo J1a 101aM0 rpaHy OBOM Irpady TakKo Jia OH OCTaHe
ILUTAaHAPAH, IheHU KPAjibi YBOPOBHU MOpPAjy Ja MMPUNaJIajy TPAHUI UCTE CTPAHE Ja
He Ou JIONILIO 710 HApyIIema wianapHoctu. IlomTo cy crpane TpoyriioBu, HUje MO-
ryhe momaru rpaHy Koja je pa3jandmuTa OJ CBUX Koje cy Beh y rpady. 3akbydyjemo
Ja, 3a puKcupaH OPOj YBOPOBA, TPHAHTYJIAIM]jE MMa]y MaKCHMaJaH Opoj TpaHa.
Axko mokaxkemo Ja 3a Tpuanryaanujy G ca n 9BOpoBa U m I'pPaHa BayKu HEKO TOPIHE
OorpaHnyYerhe 3a M, OHJA TO BayKW W 3a OWJIO KOju JApPYyru rpad ca n 4BOpoBa jep
ce oH joduja dpucamem rpana u3z GG. Heka rpad G uma f crpana. Ilomro cBaka
cTpaHa UMa 3 rpaHe Ha I'DAHUI, & CBAKA IpaHa je Ha rpaHulu 2 crpane, 2m = 3f.
N3 Ojnepose dpopmyne cama 2=n—m+ f =n—m+ %m =n— %m, a ojarie je
m = 3n — 6. 3ak/pydyjemMo /1a 3a cBakHU IIaHapaH rpad ca dap 3 UYBopa BaxKu

m < 3n —6 (2.1)

7 Jia ce jeJTHAKOCT JIOCTHKe 3a Tpuanryianuje. OBo HaAM Jf1aje jeTHOCTaBaH HATUH
JIa yTBPJIMMO J1a HeKU I'padoBU HUCY ILIAHAPHU.
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IIpumep 5. I'pad K, Huje nanapan 3a cBakKo n > 5.

/loxas. I'pad K, uma n aBopoBa u (Z) rpana. Ako ou K, Ouo miaHapaH, BasKuJIO

ou (5) = @ < 3n — 6 mro je ekBuBasienTHO ca (n — 3)(n — 4) < 0, mwTo He

BaxkKd 3a 1 = . AN

ITocmaTpajmo casa rpad Ks 3 kKoju nma 6 usoposa n 9 rpana. IlomTo Baxkn na
je 9 < 3-6—6, onasje He MOXKeMO 3aKJbyIuTH Ja K3 3 Huje manapan. Mcrnocrasrba
ce Jla TOpIbe OrpaHUdYerhe 3a OpOj paHa MOXKEMO OjadaTh aKO Yy3MEeMO y 003up
nyxuny Hajkpaher mukiyca y rpady. Baxn cieneha reopema.

Teopema 2.4. Heka je G mranapan rpad ca n > 3 Y4BopoBa U m rpaHa, KOju HUje
cTadjio u HeKa je jmyxKuHa Hajkpaher mukiyca dap g. Taga je m < g%(n —2).

/oxas. Tlomro je mykuna najkpaher nuksayca dap g, n > ¢g. Ako je n = g, G je
IWMKJIyC €& m = g TpaHa, 1a Baxu m < 45 (n — 2).

[IpernocraBumo j1a TBpheme Baxku 3a rpadoBe pejia Mamber o 1. be3 ymamema
OTIIIITOCTA MOYKEMO TIPETIOCTaBUTH J1a je rpad G mosesan. Hemosezane rpadose
mocMaTpaMo Kao yHHjy OBE3aHMX, [1a cabuparbeM HEejeHAKOCTH 3a IoBe3aHe JI0-
OmjaMo HejeTHAKOCT 3a HEIOBE3aH.

Axko G canpxku mMocT e, oHsa je rpacd G — e yHuja aBa moarpada rpada G ca
JIUCjYHKTHUM cKynoBuMa uBopoBa. Heka cy To G u G,. Heka GG; uma n; uBoposa
u m; rpana, i € {1,2}. Ako uu G Hu G5 HuCy cTabiio, oHjA je JayKuHa Hajkpalier
IUKJIyca 3a 00a rpada dap g, 1ma 1o WHIYKTUBHO] XUIIOTE3N

+2
(ng —2) + J (n2—2)+1:L(n—2)—zT2

— 1<
m=my+mso+ J—2 g—2 J—2

g
g—2
Axo je jeman on G; u Gy cradiio, Heka je To G, onga je o jgemu 1.3 my = ny — 1,
I1a 110 MHYKTHUBHO] XUIIOTE3U

<

(n —2).

m=m;+my+1<n —1+

g
ng —2)+1= n—2)—
-2 1= T2

9

<
g—2

(n —2).

He mory oda rpacda G u Gy dutn cradiio, jep je onga u GG ¢tadiio, a TO je CyIpoTHO
[IPETIIOCTABIIH.

Axo G He cagp:Ku MOCT, HEKa je f; Opoj cTpaHa KOje MMajy TadHO ¢ WBUIA HA
rparnmy. CBaka rpaHa je Ha IDAHUIM JIBe CTpaHe, a je 2m = »y . if;. Omnna

2m =3 ifi>g) fi=9f = 9(2+m—n).
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Onasgne je m < (n —2). O

g—2
[Tpumernmo na je 2.1 ciayuaj kama je g = 3.
IIpumep 6. I'pacd K33 nuje mmanapa.

Jlokas. 3a Ks3n =6 m=29, g=4umneBaxn9 < ﬁ-((j—?) = 8, na K33 Huje
ILJIAHAPAH. A

Csaku mozckyn manapHor rpada je miranapan rpad. [Ipema Tome, ako HeKkn
rpad canapxku Ky nmn K3, OH He MOXKe OUTHU IVIaHAPAH.

Hedbununuja 2.2. I[logena tpare uv je 3amena Te rpane u — v nyreM. ['pad H je
taogena Tpaga G axo je H nodujen mnojiestama HeKuX rpana rpada G.

Axko je monena rpada G miaanapha, onga je u G mwinanapas. Iyt x — y koju
umamo y nojesu rpada G, rue cy z,y € V(G), he vam duru rpana zy y G. 3uadn
Ja axo rpad caapxku nozery rpada Ky nin K3, onia oH HHUje IjanapaH. Baxkn
n odpaT. Ako rpad HHuje IIaHApaH, OHJIA OH caJprKu nozeny rpada Ky nmm K ;.
To je Teopema KyparTosckor kojy Hehemo JloKa3uBaTH.

2.3 lyamau rpad

VBemtheMo cajia KOHIENT gyaanol tpaga Koju he Ham OuTH 3HaYajaH KOJ OO-
jema. /la dbucmo To ypamuiau mossosimhemo ja u3Mely Ba YBOpa IOCTOjU BUIIE
OJ1 jeJlHe rpaHe M Jia IIOCTOje Uellibe, Tj. IBOPOBHU KOJU Cy CIIOJEHU CAMH Ca COOOM.
Hyamau rpad G* rpada G je rpad Takas ja 3a cBaky crpaHy u3 G MOCTOjI IBOP
n3 G*. /Isa uBopa jayasHOr rpada cy moBe3aHa IPaHOM aKO Cy CTpaHe KOje MM
onrosapajy cycenre. lyasau rpad mpramMo Tako MTO y YHYTPAIIHOCT CBAKE CTPa-
me X u3 (G craBuMoO 4BOp x*. 3a cBaky I'DaHy e Koja je Ha rpaHunu X HaIlpTaMo
U3JIOMJbEHY JINHUJY OJ1 ¥ J10 OUJI0 Koje Tavuke Ha e, Koja He Hamytrra X . Te junuje
ce mehycobHO He ceKy M HUje/IHa JIMHKja KOja HeMa 33 KPajibu YBOP I* He IPoJias3u
kpo3 X. Ako cy X u Y crpane Koje nmajy 3ajeIHUIKY IpaHy €, OHJIa H3JIOMJbEHE
JUHAje 13 ¥ U y* IpTaMo TakKo JIa UM je JAPYTHU Kpaj Y UCTOj TaYKUA Ha €, Tj. TaKO
Jla Te JIBe JIMHUje MOYKEMO CIIOJUTHU y jeJHy Koja he dutu rpana y G*. Bumumo ma
je G* Takobe IraHapan U IpU OBAKBOM I[PTaiby CBaka rpana n3 G* cede TavHO
jenny rpany u3 G u 00puyTo. [IpuMeTnmo j1a BUIIeCTpyKe rpaHe y JIyaJTHOM rpady
JI00MjaMo KaJia JBEe CTpaHe y IMOYeTHOM T'pady MMajy BUINE O] jeJHe 3ajeTHUIKe
rpame, a Ja IeT/by J00MjaMO KaJia MOYeTHHU I'pad CaapzKU MOCT.



12 2. ILnanmapuu rpadoBu

Jlema 2.1. Axo je rpad G nosesan, onja je ayaJ ox G*, rpad G**, uzomopdan
ca G.

Joxas. Ako cy oko uBopa x rpacda G crpane X, ..., Xy, oHga je x] ... x; DUKIYC
y G* Koju orpanmvaBa CTpaHy y KO0joj ce Haja3u T U HUjeJaH Japyru gaBop u3 G.
Suaun cBaka crpana u3 G* caap:ku TadHo jemaH uBop u3 (. CBaka rpana m3 G
cede TagHO jenny rpany u3 G*. Omasne je G ayan om G, 1j. G** je mzomopdan ca
G. [

[IpernocraBka 1a je G moBe3aH HaM je oTpedHa, jep ako ou G Ono HermoBe3aH,
HeorpanndeHa cTpana rpada G* du cajprkasia Buie oj1 jeaHor dBopa u3 (.

Jlema 2.2. /lyasnu rpad Tpuanrynanuje je (mpocr) KyoHu rpad 6e3 MocToBa.

/loxas. Heka je G tpumanrymnanuja. CBaka cTpaHa WMa 3 TpaHe Ha TPAHUIM, 14
je crenen cakor uBopa u3 G* jemnak 3. Ilomro je G Tpmanrynaimja, cBake JiBe
cyceJiHe CTpaHe UMajy caMo jeJHy 3ajeJHHYKy rpany, na y G* HeMaMO BHIIECTPY-
Kux rpata. Ako ou G* mmao Mocrt, onja ou jgyasanu rpad 3a G*, mro je G, nmMao
meTsby, a To Huje TauaHo. lakime, G* je KyOnu rpad 0e3 mocToBa. [



3
Bbpoj npecenama

Cse rpadose, 1 OHe KOjU HUCY IJIAHAPHU, YECTO KEJIMMO J1a HAI[PTAMO y PABHU.
[IpuposamHo je mpTaTy UX ca MITO Marbe MPECenaba.

Hedunummja 3.1. bpoj upeceyarva cr(G) rpada G je Hajmamu Opoj mpecerama
y IJIaHApHOM ITipTamby rpada G.

Jacuo je na je cr(G) = 0 ako u camo ako je G mianapan. Ciesieha Teopema Ham
roOBOPH KOJIMKO DapeM IIpecerama MOPaMO UMATH Yy IPTamby IPOU3BOJLHOT Ipada.

Teopema 3.1. Heka je G rpad ca n aBopoBa n m rpana. Ako je k mHajsehu 0poj
rpana y miaanapHom mojarpady rpada G, oHIa BaXKu:
(1) er(G) = m — k,

m2 m

(2) er(G) = TR

/oxas. Heka je H mmanapan nojckyn rpada G Koju uma HajBuine rpana, Tj. k
rpana. CBaka oy ocraymx m — k rpana mopa ja cede dap jeaHny rpany un3 H,
nnade H nema maxcmmasian opoj rpana. Onarie ciaeau or(G) > m — k.

[Tocmarpajmo caga G; = G\ H. ITnanapan nojckyn rpada G uva najsuiie k
rpana, na no (1) Baxu cr(Gy) = |[E(G1)| —k = m —k —k = m — 2k. Jame
nocmarpamo Go = Gy \ Hi, rae je Hy nnamapan noarpad ox G ca Hajsurie
rpana. Ha wcrn waunn modujamo cr(Gsy) > m — 3k. Urepanujom godbujamo a je
cer(Gy) =2 m— (i + 1)k, tne je G; = G4 \ Hi_1, a H;_; je nuianapan moiarpad
on (G;_, ca majBuire rpana. CBa oBa Ipecenama cy MehycoOHO paSJII/I‘{I/g{‘ta,l)Ha je

+

cr(G) = Z;Zl(m —ik), rme je t = |7*|. Bpemnocr ose cyme je mt — k=——. Jla

ducmo 00w Apyry Hejeanakoct Hanucahemo m = tk+r, rioe je 0 < r < k. Caza

je t = ™" ¥ Kaj1a TO yBPCTUMO JIOOUjaMO

m—r m-—r/m-—r m—r m?> m r(k—r)
> — _m-r = _m e
cr(G) = m ? 5 < T 1) 5% (m+r—k) or 2 T ar

[Tomrro je r < k Baxku (2). O

13
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ITocnenuna 1. Heka je G mnanapan rpad ca n uBopoBa m m rpana. Tama je
cr(G) = m — 3n+ 6.

/loxas. Hajsehu Opoj rpana mmanapaor moarpada ox G je 3n — 6, ma je k <
3n — 6. [

Hejennakoctu Koje jaje oBa Teopema cy jake ako rpad G mma ,MaJio” rpaHa.
Ha npumep, 3a normyne rpadose u3 (2) godujamo na je cr(K,) = P(n), tae je P
nosmHoM Tpelier cremnena, jep je k = cn, tue je ¢ Heka KoHcraHTa. Mehyrnwm, 3a
cr(K,) MOKeMO JIOOUTH U jady HejeTHAKOCT.

WV

1
IIpumep 7. 3a n > 5 Baxu cr(K,) R (Z)

Zloxas. Ilprame rpada K, cagpxu n mprama rpadosa K, ;. CBako mpecename je
onpeheno nekum nBeMa rpanama ab u cd. Heko mpecenambe je npecernaibe u y rpady
K,_1, 1j. monrpacdy kKoju je modujeH OpucarbeM jeIHOr YBOpPa, aKO je OOpucaH
9BOP pas3Ju4uT of a,b,c,d. 3Haun ga je cBako Ipecername n3 K, caaprKaHO y
n — 4 pazmmantux noarpadosa K, 1. Y csakom ox K, 1 umamo dapem cr(K, 1)
npecenama. [Ipema Tome, Baxkn (n — 4)er(K,) > ner(K,—1). OBa Hejegaaxkoct
HAM je JIOBOJbHA Jia 3aBPIMNMO HHAYKIWjoM. Ako je n = 5, cr(K;) = 1 > %(Z)
[IpermoctaBumo j1a TBphewme Baxku 3a n — 1 rie je n > 5. Kopucrehu nnayKkTuBHy
XUTIOTE3y W MPETXOJIHY HEjeTHAKOCT JT0OMjaMO

er(K,) > n er(Ky 1) > n 1 m-1(n-2)n-3)(n—-4) _ 1(”) A

n—4 n—4 5 24 5\4

Hajemo u jeman npumep ojipehuBarba ropmer orpaHuverha 3a Opoj IIpeceria-
a. | opmbe orpaHnydemne HAJIA3UMO TAaKO IITO IMPEOPOJjUMO Tpecelama y OUJI0 KOM
[pTamby, jep OHJa Taj rpad MOXKEMO CUTYPHO HAIIPTATHU Ca TOJHUKO IIpeceramba, a
MOK/Ia U Marbe. JeIHO Topihe orpaHnyee 3a rpad ca n 9BOpoBa je (Z), jep 4Bo-
pOBe MOXKEMO PaCIOpPeInTH Ha KPYr U cBaka 4 4Bopa JOIPHHOCE HAjBUIIE jEIHO
Ipecername.

—1 —1
IIpumep 8. 3a rpad K, , Baxu cr(K,,,) < {%J LmTJ LgJ VL 5 J

Zloxas. Ypagauhemo cirydaj Kaja cy m W n IMapHHU, OCTaJIu ce pajie ciamyano. Heka
je m = 2a,n = 2b. Pacopeanmo a Tadaka Ha IMO3UTUBAH JI€0 T—OCE U @ TadaKa Ha
HeraTwBaH J1e0 r—oce. Ha mern Haumna pacnopeanmo 2b tauaka Ha y—ocy. ['pane
HaIPTaMO Kao Jy:KU. YKYIaH Opoj Ipecelnama je 4 myTta Behu o Opoja mpecerama
y mnpBoM KBajspaHTy. CBaka YeTBOpKa Tadaka, IJjie Cy JBe ca MMO3UTHBHOT JIeJIa,
T—o0cCe W JIBe ca MO3UTHUBHOT Jejia y—oce, oapehyje taano jeman mpecek. OBakBy

YeTBOPKY OMpaMO Ha (‘21) (g) HagyuHa. [Ipema Tome,

i) 4(3) (8) ot o = (27 3125
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Cneneha Teopema maje Jiome orpaHuverme 3a rpadose ca ,,MHOrO” IpaHa Koje
3a Bojiehu wian mma cn?, T7e je ¢ Heka KoHcTanTa. JlajeMo 1Ba J10Ka3a; MPBH je
CJIMYaH IMPUMePY 7, a JAPYrd KOPUCTHU TEXHUKE M3 BEpOBATHONE.

Teopema 3.2. Heka je G rpad ca n gBopoBa m m rpana. Ao je m > 4n, oHza
3

) m
je cr(G) = 6t

Zloxas 1. Pagumo naayknujy o n. Ha 6u douto m > 4n, mopa Baxkutu 4n < (;‘),
Tj. n > 9, ma HaMm je dazan = 9. 3an =9, Baxu 4n = 36 = (g), ma je m = 36. Ilo

nocemum 1, er(G) 2 m—3n+6=15>9 =4 - %%3.

[IpermocraBumo caja 7@ TBpheme Baxku 3a cBe rpadose ca n — 1 YBopoBa, 3a
HeKO n > 9, m Heka (G mMma n YBopoBa W m rpana. [locmarpamo nprame rpada G
ca cr(G) ragaka npecernama. CBaka Tadka Ipecerama ce HajJasn y n — 4 nprama
KOja Cy JI00MjeHa TaKo INTO OOPHUIIEMO MPOU3BOJbaH 4BOp y ImpTamy (. Hakon
[ITO OOPHINIEMO YBOP ¥ OCTaje HaM Iprame rpada G — v ca dap cr(G — v) Tadaka
npecenama. Cremu na je (n — 4)er(G) 2 3 cy(g cr(G — v). o naaykrushoj

xunoresu cr(G —v) = & (m —d(v))*/(n — 1)%. Buaun Baxku

(n = 4)er(@) > Z 6i4(nzn_—d§1))3) B 64(n1— 1)? Z (m = d(v))"

veV(Q) veV(G)

3

[Tomro je dyukumja f(r) = z° xousekcHa Ha RT, no Jencenosoj nejemnakoctu

BazK1

S (m—d@) >n

veV(Q)

(EUGV@(m - d<v>>)3 . (nm - Qm)s (n—2)'m*

n n n?

Cama nmamo 1a je

(n—2)3m?
(n—4)er(G) > m7

Tj.

(n —2)3m3
(&) Z 5an = 0 (n = 122

[a GucMo 3aBpITHIM JI0Ka3 HOTPedHo HaM je fMa Baxku (n — 2)% > (n — 1)%(n — 4),
IITO je eKBUBAJEHTHO ca 3n > 4, a TO je TadHo. 0

Jloxas 2. Tlocmarpamo tprame rpada G ca cr(G) npecernama. Bupamo uHIyKOBaH
noarpad H rpada G tako mro dupamo uBopose koju he npumnagaru ckymy V (H)
ca BepoBaTHONOM p HE3aBHCHO jeJlaH OJ JApyror, rie je p ¢dukcupan opoj u3 (0, 1]
Koju hemo kacuuje onpeautu. 3padynahemo ouekmBanu Opoj IBOpOBa, IrpaHa U
npecenama y H. Heka H nma N uBopoBa u M rpana u Heka je C' Opoj mpecernama
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rpana rpadga H y npramy rpada G xoje nocmarpamo (C' > cr(H)). IIpoussosbHa

rpana rpada G npumnaga rpady H ako cMmo uzadbpasm 0d0a Kpajiba YBOpa U TaIKa

npecenama rpada G nmocroju u y rpady H ako cMo m3adpasm 0da Kpajiba IBOpa

obe rpame kxoje oapehyjy npecename. Onasge caemn na je EN = pn, EM = p’m

u EC = pler(G). To nocnemuiu 1 saxku C > er(H) > M — 3N. Ysumajyhu

OYeKHBaIbe 00€e CTpaHe W Kopuctehnm JIMHeapHOCT OYEeKUBAIbA, ;:LognjaMo EC >
m n

EM — 3EN, onmakne p'er(G) > p?>m — 3pn, 1j. cr(G) > R Ja Gucmo

JIOOMJIM TITO OOJbe JIOIbe OrpaHmyere Xohemo Jia Hahemo mMakcuMyMm (yHKIHje

3 . . 2 9
f(p) = 75—~ ma (0,1]. Wason dymumje f ma (0,1) je f/(p) = ——5 + 7 n mva
HYJy Y g . % MebhyTum oBo HEje yBek Mame o7 1. Ako y3memo p = 4% < 1,
J1001jaMo
m 3n  m* 3nm® 1 m?
cr(G) =z 5 ——5 = s — = —.
D D 16n 64n 64 n
(3 rpacose 32 oj > I, aobufa ce ar(@) > o) 0
a rpadoBe 3a Koje BaxKu m = —n, J00uja ce cr > — - —.
P ) g OO 243 " n?

3.1 IlpmMmeHa y AUCKpPETHOj TeOMeTpuju

Teopema 3.3 (Szemerédi—Trotter). Heka je maro n Tauaka u m npaBux y PaBHU.
Taza je dpoj unmeHyja, Tj. maposa odyuka (A, £) rjue je A tauka, a £ upasa u
A € ¢, majsumme 2°/3n3m?/3 4+ 4n 4+ m.

/loxas. Be3 ymamerma OIIITOCTH, IIPETIIOCTABAMO JIa CBaKa IIPaBa CaJIPKu dapeM
jeJIHy TavuKy, MHAYe je MOXKEeMO OOPHUCATH jep He JIONPUHOCU OpPOjy WHITUJICHIIH]A.
Hexka je P ckyn n Tavaka, L cKynl m npaBuX y PaBHU U HEKA je OpOj UHITU IeHTH]a 1.
Yeoaumo rpad G ca ckymom usopoBa V(G) = P, rme cy a,b € P cycemHu ako
puIagajy Hekoj ucroj npasoj ¢ € L u mujegna npyra tadka u3 P ce He Haa3m
na ¢ u u3mehy a u b. Pacnopen tagaka u npaBux ojpehyje mprame rpada Gy
paBHU, ca Ha]BUIIIE (Tg) pecerama, jep cBake JBe mpase oapehyjy HajBuIme jeiHo
npecename. [IpaBa u3 L koja cagpxku k tadaka u3 P naje k — 1 rpana. OnaBie
zakJbydyjeMo Ja je |E(G)| = I —m, jep kajg cymupamo Opoj Tadaka Ha MpaBoj, TJe
je cyma mo cBuM npasama u3 L, modujamo damr I. Snamo na je |V(G)| = n. Ako
je |E(G)| < 4n, ouna je I < 4n + m, na cMO JOOHIIN FOPH-E OIPAHIYEHE MAHE O
253023 m2/3 4 4n + m. Axo je |E(G)| > 4n, npuMersyjeMo IIPeTXOIHy TeopeMy:

m? m (I —m)3
—_— = > = —.
> ( ) > cor(G) > e

Muozxkehin ca 64n? u satum ysumajyhin Tpehin Kopen obe cTpane 100HjaMo Ja je
I < 253023 m2/3 4 m < 25/3n2/3m2/3 4+ An + m. O
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Teopema 3.4 (Spencer—Szemerédi—Trotter). Heka je naro n rauaka y pasau. Tama
je 6poj jeauHnmuHEX pacrojarba n3Mely mux Hajsuire 4n*/3.

/loxas. MozkeMoO IIPEeTIIOCTAaBUTH JIa je CBaKa Tadka Ha pacTojamy 1 o dap jeiHe
Jpyre Tadke, MHAYE Ty TadKy MOXKEMO oOpucaru. AKO MocTtoje jBe Tadke a u b
KOje Ccy Ha pacTojamy 1 camo jesHa oJ1 JIpyTre, OHJla UX MOYKEMO IIOMEPUTH TaKO Jia
3aj€eJIHO Cca JOIIl jeJTHOM TadyKOM Oy/y TeMeHa jeIHaKOCTPAHUYIHOT TPOYTJIa,Tj. Jia U
a u b Oymy Ha pacrojamy 1 ox Dap JBe Tadke. AKO IOCTOju TadKa a Koja je Ha
pacrtojamy 1 camo o Tauke b, a 3a b mocroju jour jejiHa TadKa ¢ Ha pacTojamy 1
o b, oHzIa MOYXKeMO poTuparu a oko b 10k He Oyze Ha pacrojamy 1 o c. OBakBUM
IIOMEPAEM T1apoBa TavaKa MJIM CAMO Tavdaka He CMarbyjeMo OPOj jeIMHUIHUX pa-
CTOjarba, IMa aKO yCIOCTABUMO IOPIhe OIpAaHUYEIbe KOje BasKU 33 OBaKaB PaCIIOPE]T
Tavaka, OHJIa Ne OHO BaXXUTU U 38 IMOYETHH.

Heka mam je HakoH cBUX OpHcama W IIOMeparmba Tadaka ocTao cKyun P om n
ragaka. Heka je C' ckyn n Kpyrosa ca eHTpuMa y Tadkama u3 P noJsymnpedruka 1.
Ha cBakoMm kpyry mmamo dapem 2 tauke u3 P. Heka je 0poj nnnuaennuja uamehy C'
u P jeqnak I. Taga je I jemnak JIBOCTPYKOM OPOjy jeIMHUYHUX PacTOjarba n3Melhy
ragaka u3 P. YBomumo rpad G (Koju He MOpa duTH IPOCT) ca CKYIOM YBOPOBa
V(G) = P rue cy p,q € P cyceann ako npunajajy HeKoM uctom Kpyry u3 C' u ako
ce Ha Dap jeaHOM JIYKYy pg TOT Kpyra He HaJa3u Huje/Ha Apyra Tadka u3 P. Ako
ce Ha HEKOM KPYyTy HaJia3e TadHO JBe TadKe OHJA m3MeDy HBUX MMaMO JIBe T'DAHe.
N3mehy cBux ocrajamx Tadaka MMaMO HajBuile jeany rpany. ¥ rpady G onma
nmamo [ rpana. 3a cBakm map Tadaka u3Mmely Kojux cy JiBe T'paHe, OOPHUIIEMO
jeqaHy o BuX W Tako godujamo mpoct rpad G'. OBako cMo odpucaM HajBUIIE
noJIoBuHY cBUX rpana us G, na Baxu |E(G')| > |E(G)|/2 = 1/2. Ako je I/2 < 4n,
onga je I/2 < 4n*/3. Axo je 1/2 > 4n, ouna padymamo 6poj mpecenama. Cpaxa
aBa kpyra us C' ce cexy y Hajpuute jse Tauke, na je cr(G') < 2(3). Io Teopemn
3.2
Z/2° I
64n2  29n2

n? > 2<Z) > cer(G) =

Omasne crenu na je I < 8n*/3, a momro je Spoj jeIMHUYHEX PACTOjarba jeIHaK
1/2, on je majsume 4n*/>, O
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IloBpim

[ITa je Topyc? Topyc MoxKeMO JOOUTH TaKO IITO POTUPAMO KPYT KOjU ce Ha-
JIa3W 110 M3HaJ[ £—Ooce OKO r—oce. JIpyraunju HaYMH Ha KOJU MOXKEMO JTOOUTH
TOPYC je JIeI/beheM HACIIPAMHUX CTPAHUIA IIPABOYTaOHUKA ca cjauke 4.1, Tako 1a
ce cTpesure nokKJjaanajy. Jlemmemem ,ropme” U ,,10Hbe” CTpaHUIE TPaBOyTraOHUKA
JooujaMo nuanHap oe3 dasa. ,,/lecna” u ,JyeBa” cTpaHuIla IpaBOyraoHUKa Cy Cajla
KpY2KHe JIMHWje Ha ,,JIECCHOM W ,,JIEBOM  Kpajy IMJIUHJIPA, 11 IbUXOBUM JIEIL/HEIHEM
nooujamo topyc. ITokazaheMo Kako CJIMIHUM IOCTYIIKOM MOYKEMO JIOOUTH I[PTabe

rpacda Ha TOpyCYy.

J

Ciauka 4.1

Heka je G(V, E) rpad. dedunumemo G? kao rpad ca ckynoMm usoposa V2 =
{(z,y) | z,y € V} e je (x,y)(u,v) rpana ako Bayku HeKu oJ cieaehux yciosa:
T=UWUYUVCY CYyCeJHI WU i = U U T U U Cy CyCEHHU.

V3mumo npBo 1a je rpad G uyr ayxkuue n, osnadaBahemo G = P,. Heka cy
4BopoBu Tor Tpada pegom obenexenu ca 0,1, ..., n. Isoposu rpada P? hie Gurn
tauke (z,y) rae x,y € {0,1,...,n}, npu gemy je (z1,y;) cyceaHo ca (xz,ys) aKo
jexy=mzou |y —yo| =1 wm y; = yo u |z — 22| = 1. I'pad P? he usriegaru kao
n X n Tabia ca n? jeJUHUYHUX KBaJpaTa.

Hexka je cama rpad G nuknyc nyxune n, G = C,. Obeyexkumo 1uBopose rpada
C,, penom 0,1,...,n— 1. Usop (x1,41) je cama cycenan ca (xz2,ys) aKo je x3 = Xo
uly; —yo| =1 wm y; = yo u |21 — 29| = 1, re paznuky mocmarpamo mod n.
[Tocmatpajmo omer P2. JTa ducmo pobuau C?, BuINak cy HaMm Tavke obsuka (1, 1)

19
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u (i,n) 3a i € {0,1,...,n} jep C,, mema usop n. Vcro tako, tauke (n — 1,i) u
(i,n — 1) Tpeda ma dyay cmojene ca taukama (0,4) u (i,0), pexom. Ilpumernmo ma
cy Tauxe (n — 1,4) u (i,n — 1) nosesane ca (n,i) u (i,n) y P? oHako Kako ducMo
xesenn ja Oyny mosesane ca (0,i) u (4,0) y C2. Kako ducmo permmam oBa jiBa
poodsiema ujaeHTudukoBahemMo ,ropwy” U ,, 10y, ,JIEBY W ,,JIeCHY HUBHILY TadJIe,
Tj. Tauke (n,i) u (i,n) hemo nnentudurosarn ca ratukama (0,7) u (7,0), pegom 3a
cBako i € {1,...n — 1}. Tauake (0,0),(0,n), (n,0), (n,n) nocrajy ucra raika. Kao
pesynrar jpodujamo rpacd C? na Topycy.

[Tpumernno jom ja je C? mampran Ha TOpycy Tako ja My ce rpane MehycobHo
He ceKy (OCHM CyCeJIHUX I'DaHa y KPajlbUM YBOPOBHMA). AKO OUCMO IOCMATpaJI
C? y pasnu, umayu ducmo npecenama. I'pad C? uma n? usoposa u 2n’ rpana u ne
caapIKu MEKILyC AyxuHe 3, 3a n > 3. Ilo Teopemu 2.4, 2n® < 45 (n*—2) = 2n®—4,
ITO HUje TadHO, Ta rpad Huje mianapan. [Ipumehyjemo j1a ymecro na rpadose
[[PTAMO y PaBHU Ca ITO Make Mpeceramba, MOKEMO UX IIPTATH HA HEKUM JIPYTHM
[OBPIIHAMA.

(0,n) (n,n)

(0,0) (n,0)

Cnuka 4.3. C? na Topycy
Cuuka 4.2. P2 "

[Tozunara nam je Ojneposa dpopmyna 3a miaanapue rpadose. M3padynajmo cajga
komko je V(C?) — E(C?)+ F(C?), rae je F(C?) 6poj crpana rpada C? manpranor
na Topycy. [ponahumo nipeo F'(C?). Iomro HacnpaMHe CTpaHUIE PABOYTAOHUKA
nerumo, rpad C? uMa jeany mame crpany o rpada P2, jep Ha Topycy HeMaMmo
Heorpanuyeny crpany. Jlakme, C? uma n? crpana. BpegHocT TpaskeHor uzpasa je
n? — 2n? +n?, mro je 0.
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Bojeme

Teopema o weTupu O0je je jeaH oj1 IPBUX IIPOOJIEMa KOjHU je J0BEO JI0 IIpoydaBa-
Ba IIaHapHuX rpadosa. 3apaj BEHOT JI0Ka3a, KOji U Ja/he KOPUCTH KOMIIjyTepe
Kao TIOMOh, OTKPUBEHO je He caMO MHOI'O OCOOMHA ILTaHApHUX rpadoBa, Beh je u
IIeJIOKYIIHA Teopuja rpadoBa pa3BujaHa.

5.1 DBojeme uBOopoBa

Hedbununmja 5.1. Bojewe rpada G je dynkuuja koja csakoMm usopy u3 V(G)
JiojieJbyje 00jy Tako Jia Cy CYCEHH YBOPOBH PA3JIUYUUTUX OOja.

Hedbununmja 5.2. Oyukuuja c: V(G) — {1,2,...,k}, tae je k € N, Taksa ja
je c(u) # c(v) 3a cBe cycemne u u v, HasuBa ce k-bojere rpada G. Ako TakBa
dyukimja mocroju, Kaxkemo ja je G k-odojus.

Axo je A majBehu cremnen uBopa Hekor rpada (G, oHja HaM je 0Bo/bHO A + 1
0oja na odojumo G. OBO MOXKEMO JIAKO JOKa3aTH WHJIYKIMjoM 110 peay rpada G.
Ako G uma caMo jejaH 4BOp, OHJIA HaM je IoTpedHa caMo jeaHa d0oja. Heka je caua
|G| > 1 u meka TBpheme Baxku 3a rpadose pega |G| —1. Ako je uBop x crenena A,
OH/Ia je 1o mHIyKTUBHO]j xunore3u rpad G —x (A + 1)-0dojus. 3a cycee uBopa
CMO MCKOPHUCTHUIN Hajuiie A pasamauTux 00ja, ma mpeocraje jeana om A + 1 6oja
y KOjy MOXKEMO ODOjUTH .

Bbpoj doja y koje dojumo rpad keammo Aa Oyae mTo je mMoryhe mamm, 3aTo
YBOJIIMO XPOMATCKH OPOj.

Hedununnmja 5.3. Xpomatwicrku 6poj rpada G, x(G), je najmame k 3a koje je G
k-obojus. Kaxxemo na je G k-xpomaiticku.

2Kenmumo 1a ojipemMo XpomMaTcKu Opoj miaanapHor rpada. IIpso hemo moka-
3aTH JIa je XPOMATCKHU OpOj IIaHapHOr rpada HajBuie 6, a 3aTUM MOOOJbITATH HA

21



22 5. bojeme

HajBuIne 5. 3a JOKa3UBalbe TUX TeopeMa IMOTPEeOHO HaM je Jia 3HAMO MUHMMAJTHU
CTerneH YBOpoBa y rpady.

Jlema 5.1. Caku mwaHapas rpad caJip:Ku 9BOpP CTEeHa HajBUIIE b.

Jloxas. TlpernocraBumo cymnporso, Heka je d(v) > 6, 3a ceaku uBop v € V(G).
Ako rpad G mma n 9UBOpOBa M M TIpaHa, OHJIA BaxKU M = %ZvGV(G) d(v) >
%Zyev(@ 6 = 3n > 3n — 6, mro je memoryhe mo Teopemu 2.4. O

Teopema 5.1 (O miecr 6oja). Ceaku mianapan rpad je 6-000jus.

Jloxas. Kopuctuhemo unaykimjy mo pemy mianapaor rpada G. Axko je |G| < 6,
rpacd G je 6-000juB jep cBaKm YBOP MOXKEMO ODOJjUTH y pazjuduty 00jy. [Ipermo-
craBuMo caza Ja je |G| > 6 u na cy cBu rpadosu pena |G| — 1 6-0bojuu. 3HamMO
na G cagp:ku 9BOp x crernena Hajsuie 5. [lo muaykTuBHoj xunoresu, rpad G — x
je 6-obojus, a momrro je d(x) < 5, mocroju jemana of 6 Hoja KOjy HHCMO MCKOPHCTH-
JIX 3a OOjeme cycejia UBOpa &, Ia T MOXKEMO 000juTu y Ty 00jy. Tako jiod0mjamo
6-0ojeme rpada G. O

Teopema 5.2 (O ner doja). Caku mianapan rpad je 5-000jus.

/loxas. TlpermocraBumo f1a TBpheme Huje TadHO W HeKa je rpad G MUHUMAIHN
6-xpomarcku mranapan rpad. (Ilox murnMamanM rpadom cMarpaMo rpad MUHU-
MAaJTHOT pejia.) 3Hamo ga G cajapzku 9Bop z creneHa Hajsure 5. Heka je H = G—x.
Onna je rpacd H 5-obojus, perumo dojama 1, 2, 3, 4, 5. CBaka o1 oBuUX 00ja Mopa
ouTu umckopwuiiheHa 3a 0ojeme dap jeHOr cycesa UBOpa T, WHadYe OU & MOLJIA Jia
000juMO OHOM 0OjoM KOja HHje mckopuirhena, ma ou G dmo 5-odojus. IlomTo je
d(x) < 5, 4BOp T MMa TAYHO jeJIHOI Cycela y CBakoj ox mner 6oja. Heka cy o
YBOPOBH Z1,...,%5 KOjU Cy mopehanum y TOM peJiocjiesly OKO YBOpa T U HeKa je
uBop x; 0oje i, 3a i € {1,...,5}. Heka je 3a 4,5 € {1,...,5},i # j, H(i,7) rpacd
WHYKOBAH CBUM YBOPOBUMA 0Oja 7 U j.

[IpernocTaBuMO MPBO J1a YBOPOBU T1 U T3 NPUNAJAJY PA3TUIUTHM KOMIIOHEH-
tama rpada H(1,3). Ako 3amernmo doje 1 u 3 y KOMIOOHEHTH KOja CAIpKU T,
JodnjamMo HOBO b-0ojerbe rpada H. VY oBakBoM Oojemy 1 U x3 cy Ooje 3, mma doja
1 muje uckopumihena 3a 0ojeme HEUjegHOr cyceqa dBopa x. OHmIa T MOXKEMO Ja
odojumo y 0ojy 1 u Tume modujamo 5-dojeme rpada G, mro je memoryhe.

[Torrro YBOPOBY T U T3 MpUNaajy ucroj kommnonentu rpada H(1,3), mocroju
uyr Pi3 y H ox x1 10 3 4uju cy 4BOPOBH Ham3MeHHYHO Ooje 1 m 3. AHaJorHo,
nocroju nyr P4 y H on xy 10 x4 4uju cy YBOPOBM HaU3MEHUYHO Ooje 2 n 4.
ITomro nukmiyc y rpady G, xora duHe xx1, P 3, T3x, pa3aBaja IBOPOBE Ty U Ty,
a nyresu P, 3 u P, 4, He MOry UMaTH 3ajeJHIYKHU 9BOD, OBO je HeMmoryhe, jep je G
miaHapas rpad.

0
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Cauka 5.1. Ciimka y3 Teopemy 5.2

Kao mro cMo Ha moYeTKy pekJin, BaXKu U TeopeMa O d4eTupu 0oje, Tj. Xpomat-
cKH Opoj cBakor mtaHapHor rpada je najsuie 4. JacHo je j1a ce 0BO HE MOXKe
noboseriatu jep je x(K4) = 4. Obume hemo ce KpaTko OCBpHYTH Ha U]y JIOKa3a.
Bpatumo ce 3a TpenyTak Ha TeopeMy o mer 0oja. Fby cmo mokazasm Ha OCHO-
By ciiejiehe Be YuMibeHUIle: MUHUMAJHA G-XPOMATCKU IJIAHAPDHU I'pad He MOKe
CaJIpKATHU YBOP CTEIleHa HAjBUIlE b U CBAKU IJIAHAPHU I'pad CaJIpKU TaKaB UBOP.
OpaBrie cMo 3aKk/byImn Jia 6-XpOMATCKU TJIaHAPHU Irpad HE MOXKe Jia MOCTOjH.

Jloka3z Teopeme o derupu Ooje mMma camdHy wujejy. Kowduiypayuja je mose-
3aH rpad 3ajeaHo ca crerreHuMa YBopoBa. Kondwurypanuja je pegyuuduara axo
je HujeJlaH MUHUMAJIHA 5-XPOMATCKU IjIaHapaH rpad He moxke cajgpxkartu. CKym
KOH(UTypanuja je He3a00ura3ah aKo CBaKH ILIaHapaH rpad cajpku dap jegaHy
KoH(burypamnujy m3 tor ckymna. Illumk je nmponahu He3zaodmazaH CKyn KOHQUIY-
panuja koje cy peaynuomiaHe. Tako mpodmjamMo KoHpuUTypalmje Koje MUHUMAJTHU
b-XpoMaTcKu TIaHapHu rpad Mopa W He cMe cajpxKkartu y ucrto Bpeme. Omasie
OMCMO 3aKJbYyUUIN JIa H-XPOMATCKU ILIAHAPHU T'pad He IMOCTOjH.

IIpumep 9. Koudurypanuja kojy ynnu 9Bop creneHa HajBuiie 4 je peyinonIHa.

/loxa3. AKO HEKM MUHUMAJIHA 5-XPOMATCKU TIJIAHAPHU I'pad CaIpKu 9BOP CTere-
Ha Marber oj1 4, OHJ/Ia OOPHUIIIEMO Taj YBOp, 000juMO ocTaTak rpada y 4 doje u oHa
000juMO n3daYeHN IBOP y jeIHy o1 ipeocTatnx ooja. [Ipema Tome, konduryparmja
KOjy YMHU YBOp CTelleHa Mamber o 4 jecTe pelylnuOnIHa.

[IpermoctaBumo j1a je G MUHUMAJHU 5-XpOMATCKN TIaHapHu rpad n ga G
caapku uBop x creneHa 4. Heka cy mwerosu cycemm YBOPOBU T, Xy, T3, T4, KOJH
cy nopebhanu y ToM peJiociesy OKo mera. 3a X MOPajy OUTH HCKOpUIheHe CBe
4 doje. Heka je uBop z; obojen y dojy i 3a i € {1,2,3,4}. Ha ucrtu naumn xao y
JI0OKa3y TeopeMe O IeT 00ja, JI0OMjaMo Jia MOCTOJU MyT OJ T1 JO T3 HAU3MEHHYIHO
0oja 1 u 3, Kao U IyT OJT T JI0 T4 HAM3MEHNIHO O0ja 2 u 4. OBU yTEBU ce MOpajy
cehu, a To Huje moryhe jep je G mianapas. A
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ITpumep 10. Koudwuryparuja ca ciauke 5.2 je peaynuduIHa.

/oxas. TlpernocraBumo 1a je G MUHHMAJHU 5-XPOMATCKU ILUIAHAPHU Tpad KOju
caJIpKu J1aTy KoHpurypamnujy. AKo odpuiemMo 4BOpoBe T, Iy, . . ., L5, OCTATAK I'pa-
da je 4-0dojus dojama 1, 2, 3, 4. Heka nBa o1 4BOpoOBa Y1, . . . , Y5 MOPAjy OUTH UCTE
0oje. To mopajy dutu Hecycemau yBopoBu. Heka cy 0e3 ymamema OMIITOCTH TO 1o
U Y5 U HeKa cy OoHHU 0oje 2. 3a i, ys3, Y4+ HaM Tpedajy joir dapem jBe 0oje. Paaumo
caydaj y KoM je aBop y; doje i, i € {1,3,4}. Ako cy Heka aBa O Ta TpPH YBOpA
nucre doje, pagu ce canaro. OdojumMo m3davdeHe IBOpPOBe Ha cjeenn HAYUH: X1 y
3,20y 4, z3y 1, x4y 3, x5 y 4. OBakBo Oojerbe HAM OCTaBJ/ba CJIOOOIHY O0jy 2 3a
4BOp x, 11a rpad G Huje H-XPOMATCKH. A

Canka 5.2. Ciuka y3 npumep 10, 9BopoBH ¥, . . ., Y5 Cy IPOU3BOJHHOT cTemeHa Beher o
3, a YBOPOBHU T, X1,...ZT5 Cy CTEIEHA D.

Ha je Heku cKyn KoHMUrypaluja He3ao0u1a3aH JI0Ka3yjeMO TaKo IITO CBAKOM
YBOPY JIOJICJINMO HEKY Wedtcuhy. 3a MoYeTak MOXKEMO CBAKOM YBOPY ¥ JIOJIEJIHU-
tn Texkuny 6 — d(v). Tako je ykymHa Texkuua rpada ca m UBOpPOBa U M I'paHa
ZUeV(G)(G —d(v)) = 6n — 2m. AKo mocMaTpamMoO TPUAHTYJIAIH]e, OBO Jaje YKYIIHY
rexkuny 6n — 2 - (3n — 6), mro je 12. ame ,ipemernramMo” TeKUHY 0 YBOPOBHUMA,
JIOK He J00mujeMo ja rpad cajp:Ku HeKy KoHduryparmjy n3 garor ckyma. OBaj
IIOCTYTAK je TOo3HAT Kao ,,discharging method”.

JloBOJ/bHO je TIocMaTpaTh TPUAHTYJIAIUje, jep aKO 3a TPHAHTYJAIje BaxKH J1a
cy 4-obojuBe, OH/Ia TO BaXKU U 3a CBe OCTaJje IJaHapHe rpadose.

ITpumep 11. Csaka TpuaHry/aiuja ca MUHAMAJHUM CTEIIEHOM D CAJIPXKHU TIBOP
cTelleHa H KOJU je cyceJaH YBOpY cTemneHa b min 6.

/loxas. IlpernocraBuMO CympoTHO, HEKA CY CYCeJIM CBAaKOI' YBOPA CTEIEeHa D CTe-
nena dap 7. CBakoMm uBopy v jofesnmumo texkuty 6 — d(v). Tako cy jeauuu 1uBopoBu
ca MO3UTHUBHOM TE€XKUHOM OHHU creneHa 5. Cajga CcBakKu 4BOp cTeleHa b ,aaje” 1o %
CBAaKOM CBOM cycejty. YBopoBu crerena b caja nmajy texkuny 0. [locmarpamo cajia

qBopoBe crereHa dap 7. Ilomro y rpady HemMaMo j1Ba cyce/iHa YBOpa CTEIEeHA 5,
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d(v)

CBaKMU YBOD v CTelleHa dap 7, Ma HajBHIIe —~ cycesa crenena d. Fberosa Texkuna

je OH/Ia HajBUIIE

1 9 9
== =. <6— — . .
= =05 dw) <6 7<0

YsopoBu crenena 6 HeMajy cycejle cTelleHa H, Ia je HUXOBa TexkmHa octasia (.
VYkynHa TexXuHa je U jasbe 12, a cBaku YBOp MMa TexkuHy HajBuire (, ma je oBo
KOHTPAIUKIIH]ja. A

OpuruHaJsian J0Ka3 TeopemMe O JeTHpu Ooje caiapxkao je purne ox 1900 pemy-
nmuonHnx KoHdwuryparuja u Buire o 300 mpaBumiia 3a J0/e/bUBaIbe TEXKUHE U
cuposejieH je y3 nmomoh kommjyrepa. lokazamm cy je Kenneth Appel u Wolfgang
Haken 1976. romume.

5.2 Jomur jeman mokas Teopeme o 1eT doja

Ymecro ja cBaku 4BOp Oyjie mpousBosbHe doje u3 ckyma {1,2,... k}, Moxkemo
Jla IIocMaTpaMo Oojere y KOM 0Oja |IBOpa T MOpa Jia IMPUNajia HEKOj JUCTH 0oja

L(x).

Hedbununuja 5.4. Heka je L dyuknuja koja cBakom uBopy x rpada G mojesbyje
ckyn L(x) koju npezcrasiba Moryhe doje 3a taj usop. Bojeme ¢ rpada G TakBo na
c(x) € L(x), 3a ceaku uBop = € V(G), nasusa ce L-bojere rpada G. Ako TakBo
dojere mocToju, Kaxkemo Ja je rpad G L—obojus.

Hedbuuuuuja 5.5. Xpomatucku 6poj 3a bojerve auctiom rpada G, x(G), je Haj-
mame k € N takBo ma je, 3a cBaky dyuknujy L 3a xojy je |L(x)| > k, 3a cBakn
usop = € V(G), rpad G L—odojus.

Axo je x(G) = k, onpa je k najmamu npupoJiaH Opoj 3a Koju nocroju L—oojerme,
kaja je L(x) = [k], 3a cBaku uBop = € V(G). 3aro je x;(G) = k, 1j. xi(G) = x(G).

Cajta 2KeJuMo J1a BUIUMO IIITa OJT Pe3y/ITaTa 3a 00jerbe U JIa/be BayKu 3a 00jerhe
qucrom. Jlokazahemo 1a je x;(G) < 5 3a ce mnanapue rpadose G. Ilocmarpahemo
IJIaHAPHU Ipad KOMe je CIo/ballliba CTPaHa IUKJIYC, a CBE YHYTPAIIHbhe TPOYIJIO-
Bu. Takas rpad 30BeMoO ckopo-twpuaniysauyuja. Takohe hemo po3BouTH 18 HEKU
YBOPOBH MMajy JIUCTE ca Mame o1 b eynemeHaTta. OBUM IIPETIIOCTABKAMAa 3aIIPaBO
Jlokazyjemo jade TBpheme o TBphema aa je x;(G) < 5 3a cBe mwianapue rpadose

G.

Teopema 5.3 (Thomassen). Heka je (G cKOpo-TpHaHryJAllja Ca CIIOJHAIIEUM
mukiycom C' = 125 ... %, U Heka je 3a cBaku uBop = € V(G) L(z) nucra Hoja
gBopa x, Tako Ja je L(xi) = {1}, L(zy) = {2}, |L(x;)| > 3, 3a cBako 3 < i < k u
|L(z)| > 5, 3a cBako z € V(G \ C). Taxa je G L—obojus.
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Jloxas. Jdoka3z ciipoBoguMo HHAYKIWjoM 110 pey rpada G. Axko je |G| = 3, onua
je rpad G Tpoyrao m mera MOXKEMO OOOJUTHU Ha TPasKeHH HAYMH.

[IpermocraBumo cama ga je |G| > 3 u Heka TBpheme BaxKU 3a CBE CKOPO-
TpuaHryanuje pega Mamwer on |G|. Pasmukyjemo nBa caydaja: kama G caapiku
HJIMjaroHasy”’ m3 xj U KaJa je He CaJIPKU.

ITpermocrasumo mpso na rpad G caap:Ku rpaHy Tr;, 3a HeKo 2 < j < k — 2.
On1a MOXKEMO J1a, IPUMEHUMO UHIYKTUBHY XUIOTE3y Ha rpad HopMHUpaH IHKIY-
COM ZjX1%2...T; U WberosoM yHyrpammomhy. Hakon mro cmo dukcupann doje
38 Ty U Tj, MOXKEeMO Ja IPUMEHUMO UHJIYKTHUBHY XHUIIOTe3y Ha Ipad dopmupan
IUKJIYCOM T4T;Tj41 - .. Lp—1 U HETOBOM yHyTpammbonlly. OBako nodujamo dojerme
rpacda G aucrom L.

ITpermocTaBumo cana Ja G He caJprKu HUjeIHy IPaHy OOJHKa T, 3a 2 < J <
k—2. Heka cy xx_1,Y1,Y2, - - - , Y1, 1 CYyCEJIHU 9IBOPY T, y OBOM pejocieny. Ctpane
ospeheHe MUKIyCUMA TpTr_1Y1, TrY1Y2, - - -, LY L1 CY YHYTpaIllibe cTpaHe rpada
G. Heka cy a u b doje y mucru L(xy,) pasmuanre ox 1. [uss HaM je 1a uckopuctumo
jemrHy om 00ja a u b 3a dojere UBOpa Xj, HAKOH IIITO 000JUMO ocTaTak rpada. 300r
TOTa 2KEJIMMO Ja YBOPOBU Y¥;, 3a cBako 1 < ¢ < [, dyay Ooje pazmuaure of a
u b. Heka je L'(y;)) = L(y;) \ {a,b}, 3a cBako 1 < i < [ u L'(z) = L(x), 3a
ceako = ¢ {y1,y2, ...,y }. Onna rpadp G' = G — xp, ca CIOANIHLUM IUKJIYCOM
T1T2 . .. Tp_1Y1Y2 - - - Y 38J0BOJbABA YCJIOBE MHIyKTHBHE xurorese jep je |L'(y;)| >
5—2=3,3acsako 1 < i < [. Jlakie G’ moxemo odojuru aucrom L'. Cana bojeme
jqucroM L jobujaMo Tako mro dojemwy suctoMm L' momamo ja uBop x, uma 00jy a
Wik b TaKo Ja YBOPOBU Ty U Ty_1 OYJ/Ly pasjmdute doje.

>

g

€1

O

Tp—1

<

€3

Ty

(NS

()
Cuuka 5.3. /lpyru ciaydaj y goka3y Teopeme 5.3
Kao nocsieuity ose Teopeme nmamo jia je x(G) < 5, 3a cBaku mianapan rpad

(. 3a pasnmkKy OJ1 CTaHJIAPJHOT OOjema, MocToju maanapad rpad H 3a koju je
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5.3 ExBuBajieHTaH 00JIMK TeopeMe O YeTupu doje

Bojeme rpana u crpana nianapHor rpada ce geduHUIIE HA UCTH HAYUH Kao
0ojeme uBopoBa. CycesHe rpane, OJHOCHO CTpaHe, He cMejy outu ucte doje. Bojeme
CTpaHa MOYXKEMO Ja MOCMaTpaMo Kao O0jere IBOpoBa IyasHor rpada. 300r Tora
HaM He O/IroBapajy rpadoBU KOjU MMajy MOCT, jep HBUXOB JyaJl UMa IeTJby. 1BOpD
IeT/be je cyceJlaH caMOM ceDH, I1a ra He MOXKEMO OOOjUTU TaKO Jia OyJle UCITYHEH
YCJIOB JIa Cy CYCEJHH YBOPOBH pasjmanTux 0o0ja. Orpammamhemo ce Ha Oojembe
CTpaHa IUIaHApHUX I'padoBa 0e3 MOCTOBA.

Kao mro cmo magonpe mocmarpasu rpadoBe KOju Cy CKOPO-TPUAHTYJIAIH]e,
casia heMo rmocMaTpaTu TpUAHTYJIAIUje. ¥ MECTO 0Ojerba YBOPOBAa TPHUAHTYJIAIIN]E
MOXKeMO Ja 00juMo cTpaHe rpada Koju je ayasiaH Tpuanryiaamuju. Jlema 2.2 Ham
rosopu fa je To Kyouu rpad 6e3 mocrosa. Cieneha Teopema mmokasyje Besy u3mehy
Oojerba rpaHa M CTpaHa TaKBOr I'pada.

Teopema 5.4 (Tait). I'pane xkybHOr mranapHor rpada 6e3 MocToBa cy 3-000juBe
aKO U CaMO aKO Cy IberoBe cTpane 4-o0ojuBe.

/loxas. Heka je G KyOHu mmanHapau rpad 0e3 MOCTOBa M HMPETIOCTABUMO J1a CY
merose crpane 4-odojuse. Obojumo crpane rpada y ooje 00, 01, 10, 11. I'pamne
0ojuMo Ha ciegehn HaYUH: TpaHy KOja je Ha IPaHuIl cTpaHa 0oja by u by 000juMo
y 00jy by + by, rze je cabupame 110 ,KoopiamHaTtama’ m mod 2. Jlokaxkmmo caja
J1a je 0BO mpaBMIIHO Oojemse. Ilomro rpad G He caapku MOCT, CBaka I'paHa je Ha
IPaHUIM JBe pa3jIndure crpane, na ooja 00 nukasia Huje kopuinihena. Heka rpamne
€1, €9, €3 KOje Cy MHIIJIEHTEe UCTOM YBOPY IPHUIAIajy rpaHurnama crpana fi, fo, f3
Koje cy obojene y doje by, by, by (cimka 5.4). Te tpu doje cy mehycodno pazmmuanre
jep cy cBake jBe o crpaHa f1, fa, f3 MehycodbHo cycemme. AKo cy Heke jBe 01 'paHa
€1, ez, €3 joduse ucty 00jy, ouma je b; + b; = by + b;, vae je {i,j,k} = {1,2,3}.
Onasze je b; = by, mTo Huje Moryhe.

fi
€3 €1
I3 fa
€2
Ciauka 5.4

[IpernocraBumo cajza sa cy rpane rpada G 3-odojuse Kopucrehu doje a, b, c.
Heka cy E,, Fy, E. ckynosu rpana 0oja a, b, c, penom. Korcrpyucahemo 4-d6ojeme
crpana rpada G dojama 00, 01, 10, 11. Tlomro je G kydum rpad, cBaka Ooja
ce TI0jaBJbyjeé KOJ CBAKOI YBOPA W TO TAYHO jeJIHOM. YHHjOM OHJIO KOja JIBa OJI
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ckynoBa F,, E,, E. nodujamo 2-perynapan rpad, ma je oH, mo Jiemu 1.4, yHHja
IUKJIyCca ca JUCjYHKTHUM cKyrioBuMa rpana. Heka cy Hy u Hy noarpadosu rpada
G ca ckynosuma rpana F, U F, u F, U E,. penom. Caka crpana rpadosa Hi u
H, je yamja crpana rpada G. Bojumo Ha ciemehn HaumH: cBakoj crpanmu rpada
G nonesbyjeMo 00jy Unja mMpBa KOOPJWHATA IIPEJCTaB/ba IMAPHOCT OpOja CTpaHa
rpada H; Koje je caapxke, a Apyra KOOpJAuHaTa IapHOCT Opoja crpaHa rpada Hs
koje je cajpzxke (0 3a napas, 1 3a Henapas).

Casa jomr Tpeda ja yTBpAMMO 3aIlTO je 0BO TpaBmJIHO Oojeme. [locmarpamo
nBe cycenne crpane rpadga G, F u F'. Ilo nemu 1.5, rpanune crpana F' u F' cy
IUKJIycH, a nomTo je rpad G KyOHM, TH IUKIIYCH UMAjy TA9HO jeTHY 3aje/IHHIKY
rpany. Heka je e 3ajenmnmyka rpana Ta JiBa IukKJyca. |'pana e mpurajia muKIycy
C'y dapem jeanom o rpacdosa Hi u Hy (y 0da ako je e doje b). ITo ZKopaanosoj
Teopemu, jemaHa on crpana F' u F' je yuyrap C, a apyra je Ban C. He mory
IIOCTOjaTu JiBa IMukJyca u3 Hy; wiam nBa mukiyca u3 Hy Koja pasasajajy cTpane
F u F' jep cy cBu mukiycu rpadosa H; u Hy JUCJyHKTHU [0 TpaHAMA, a TAKaB
IUKJIYC MOPA Jia CaJIPKU I'PaHy e. 3JHAYM Jia he 3a CBaKU OJ OCTAJIUX IUKJIyCca U3
H, u H,, crpane F' u F’ 0be dutn min cnosba win yuyrpa. Onga he, ako je rpana
e doje a,c nau b, mapHOCT OpOja CTpaHa Koje cajipxke cTpaHy F' OuTu pazjimanTa
0/ TIApHOCTH Opoja cTpaHa Koje cajp:ke crpany F’,y Hy, Hy niu y oba, peaom.
Onasgie cy crpane F' u F' paznuaure doje. 0

Cauka 5.5. [Ipumep dojema crpana, d0oja a - noaed/pane juHuje, 0oja b - TaHke JuHUTje,
0oja ¢ - ucupekuaHe JUHA]jE

Jlakite, TeopemMa 0 4eTHPH O0je je eKBUBaJEHTHA TOMeE Jla Y CBaKOM KyOHOM
waHapHoMm rpady 0e3 MocToBa, rpaHe MoxKemo odojutu kopucrehum 3 doje. OBa
TeopeMa je TOJICTaKJIa Jla/be IpoyvaBame dojera rpana rpadosa.
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