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YBOI

Y oBoMm maTypckoM pajy daBumhemo ce IllepaepoBoM JieMOM U F€HUM IIpUMeE-
nama. Carsenajyhu teme n3 odsactu kombuHaTopuke, [llnepraepoBa Jjiema u3aBo-
juna ce Kao M3a30B Ha JIBA HUBOA: HA HUBOY INPOyYaBaibha M PasyMeBarba CaMOT
TBphema U Ha HUBOY IbEHUX MPUMEHA Yy PA3JIUYUTHM I'DAHAMa MaTeMaTuKe, HaJjla-
3ehn mpuMeHy u y CTBapHOM YKUBOTY.

TBopar oBe eme je memauku matematudap Emanyen IlInepuep, mo Kojem ona
nocu ume. IIpescraBibara je 1e0 JOKTOPCKe Te3e 1o/ Has3uBoM ,,HoBu mokasum mH-
BapUjaHTHOCTU Opoja JuMeH3uja u nospinune”, odjaBpene 1928. roaune. Jlema je
HajIIpe MocTaJja MomyJiapHa Mehy MaTeMaTndapuMa KOjU Cy ce OABHUJIN TOIIOJIOTH-
jOM, a CBOjy NPUMEHY je KacHHje HAILIa U y IIPOOJIeMUMa PABHOIIPABHE TOIEIIE.

[Mum pasa je ga MpUKazkKeMo:
(1) mesokymHO TBphEme jeMe, 3aje[HO ca JT0Ka3UMa, TAKO IITO NeMo IpBO Ipei-
CTaBUTHU HAjjeTHOCTABHUJU CJIyYa]j, & IOTOM T'a, YOIIITUTH;

(2) mpumene jieme Kao MOMONHO CPEJICTBO 3a JIOKA3 JAPYIUX TEOpeMa, a 3aTUM U
y pelaBamy TPAaKTUIHUX TPOOJIEMA.
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IHInmepuepoBa jiema 3a TPOYIJIOBE

1.1 IloTrpebHu mojmoBm

Hedbununuja 1.1. Tpuanrynanuja 7 je xonawaH CKYIl TPOYIJIOBa HACTAO IOJIE-
JIOM TIOYETHOT TPOYTJIA 33 KOjU BaXKMU:

e (CBaku MHOTOyTao y 4UMjoj YHYTPAIIOCTH U HA YUjUM CTPAHUIAMA, HE pa-
JyHajyhn mwerosa TeMeHa, HeMa TeMeHa JIDYTUX MHOTOYTJIOBA je TPOyTao;

e 3a cBaka JiBa TaKBa TPOYIJIa BaXKM JIa UM je IIPeCceK Mmpa3aH CKYII, 3] THIIKO
TeMe WIN 3aje/ITHNYKa CTPAHUIIA.

Temena Tpuanrynamuje 7 cy TeMeHa CBUX TPOYIJIOBA T€ TPHAHTYJ/IAIM]E.

U3 U3
c c
d d
e e
U1 a b V2 U1 Qa b V2
(a) Huje Tpuanrymanumja Tpoyria vivavs (6) IIpumep Tpuanrysamnuje TpOyria vqvsvs

Cauka 1.1. Y nozenn (a), npecek Tpoyriosa vsdf u vaed je ayK df Koja je crpanura
Tpoyryia vsdf, ajm He u Tpoyriaa vecd, crora mojena (a) Huje Tpuanrysanuja. Jlogasmm
crpanuity ve f, nodujamo mnojeny (6), koja jecre jexna oj Moryhinx TpuaHrysmanuja
TPOYTJIa V1Va03.



4 1. IImepuepoBa jlema 3a TPOYIJIOBE

3a nedunucame IllmeprepoBe JtleMe HEONXOIHO je JaTW ycJIOBEe 3a KOje OHA
BaskM. Bojeme Tpoyria vivovs ca TpUaHTYIAIEjoM 7 je JojebuBaibe jeaHe 0oje
CBAKOM TeMeHy, BUjIeTu cjejiehy pedunurujy.

Hedbunnunuja 1.2. [Hlnepueposo dojeme TpOyTIIa v1v2U3 Ca TPUAHTYIAIIjoM T je
TaKBO JIA:

(1) xopuctumo Tpu Hoje 3a Hojerme TeMeHa,

(2) Temena vy, vy M V3 Cy CBa 0D0jeHA PA3IUYUTO;

(3) cBako TeMe Koje MPHIAJA CTPAHUIM TPOYIJIA U1U203 j€ ODOJEHO y HEKY O/

00ja KpajeBa Te CTpaHUIIE.

Paju jennocraBHOCTH, TEMEHA vy, Vo U V3 000juheMo pemom dojama 1, 2, 3. IIpume-
TUMO &, HE3aBUCHO OJT TPUAHTYJIAIAje, TEMEHA Y YHYTPAIIOCTA TPOYTJIA U1UaUs3
MOry OUTH 000jeHa ITPOU3BOJHHO.

1.2 TBpheme y ciaydajy aBe AUMeH3Hje
Teopema 1.1 (Illuepreposa aema y gee gumensuje). Heka je vyvovs Tpoyrao u T

TpuaHryaamnuja ucror. Heka je nayg T npumemeno [Ilnepueposo dojeme. Taga y T
[IOCTOjU TPOYTAo 4Hja Cy TeMeHa 00ojeHa y cBe (Tpu) Hoje.

1 1 1 2 1 2 1 2
Cauka 1.2. JIsa npumepa dojema, 3a koje Baxku lllepaepoBa jgema
[TocToju BuIilte HAYMHA JIOKa3UBaba oBe JieMe. Jlokas Koju cjie/iu je je THOCTaBHO

pa3yMeTH jep ce 3aCHUBA Ha MAPHOCTH, a1 He IIPY2Ka ITPOHAJIA3aK TOT PA3HODOJHOT
TpoyTIJyia, Beh caMo JioKa3yje HeroBO IIOCTOjarbe.



1.2. Tspbheme y cay4dajy JBe quMeH3U]je )

/loxas. [loxkazahemo jade TBpbhembe, Jia je Opoj TaKBUX TPOYIJIOBA HElapaH, a ca-
MHM THM Oap jeJilaH MOCTOjH.

Cuauka 1.3. Hamnprane Tadke ca odbe cTpaHe CBUX CTpPaHHUIA-12; IpBEHE CYy ¥
CIIOJBAIITEFOCTH, & IJIaBe V¥ YHYTPAIIEBOCTH TPOYIJIa U1U2V3

[TocmaTpajmMo TpPOYTJIOBe Yy 4Mjoj YHYTPAIIHOCTA W HA YMjUM CTpaHUIAMa He-
Ma TeMeHa JIPYTUX TPOYyIJIoBa, Kao y jedununuju 1.1, 1 HA30BUMO UX 0OJIACTHMA.
[TocmaTpajmo camo cTpaHuile CBUX ODJIACTH YHjU Cy KpajeBu odojenu y Ooje 1 u 2
U HA30BUMO UX cTpaHuiie-12. ¥V paBHU TPOyIJ/ia MOCTABUMO II0 jeJIHY TAUKY Ca 00€
CTpaHe TUX CTPAHUILA.

[Tomermmo Tavke HA OHE KOje TPUNIAIA]Y YHYTPAIILOCTH U OHE KOje ITPUIIAJIa]y
CHOJBAIIIELOCTH TPOYTJIA U1U2V3. 1adKa MOXKe MPUMAIATH CIOJHAIEOCTA CAMO aKO
je mweHa crpanuna-12 na odbomLy TPOyIa vqUsvs.

Cpaka 00JlacT MOYKe caJIp:KaTU HajBUIIE JIBe TadkKe, jep je Hemoryhe jia Tpu
crpanurie-12 cauumanajy Tpoyrao. OdacTu Koje cajpKe TaUHO je/IHY TAYKy UMa-
jy TadHO jeJIHy CTpaHuILy-12, mTo 3Ha4u Jia je Tpehe TeMe odacTu 000jeHo dojom 3,
I1a TaKBE OOJIACTU OJIrOBApPajy TPOYIJIOBHMA Ca CBUM TEMEHUMa PA3JIUIUTHUX O0ja.

[Ipedpojmo Tatke Koje MPUITAIajy CIOJHAIOCTH. 300T OIPAHUYEha Y DOjerny,
crpanuiie-12 kKoje TpaKUMO MOTY TPUIIAIATA CAMO CTPaHUIM v1vs. [locmarpajmo
HU3 TeMeHa O] v; J0 V9. Kako je Teme vy 0d0ojeHO Oojom 1, a vy Dojom 2, 3aKJby-
qyjeMo je Opoj mapoBa CyceJHUX TeMeHa KOju ¢y pa3Hodojuu (Opoj crpanuria-12)
HETapaH.

Kako cBakoj crpanuiiu-12 oarosapajy 1mo 2 tadyke, yKymnaH Opoj Tadaka je Ia-
pan. Bpoj Tavaka y CHo/palllmboOCTH je HelapaH, Ia je U Opoj Tadaka y yHyTpa-
mmoct Hemapad. Ako ca a; (i € {0,1,2}) osHaummo Opoj odsactu y Umjoj je
VHYTPAITIbOCTH TAYHO ¢ Tadaka, 3aKJ/bydyjeMo Jia je a; + 2ao HelapaH, a CaMUM
TUM ¥ @ HEIAPaH, IITO je U Tpedasio JOKa3aTH. [
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IHInmepuepoBa jema y Buiiie
AVMEH3Mja

Kaxko ducmo dpopmysmucaiu IlnepaepoBy jeMy y 1mejaocTu, mOTPedHO je BUIETH
Ha/T KOjJIM NeOMETPHjCKUM ODjeKTHMa je cMeMo ImpuMeHuTu. BarkHo je mcrahu ma
y ciaydvajy JiBe JUMEH3Uje HUCMO PaJIujfd ca IMPOU3BOJLHUM MHOIOYTJIOM, Beh ca
TPOYTJIOM.

2.1 edunuinuje 3a Buille AUMEH3HUja
Osnaka 1. Pajau jennocraBnocru, Heka je [n] = {1,2,3,...,n}.

Hebunnmuja 2.1. Cxyn Tavaka {vy,vs,vs,..., Upy1} y npocropy R je y
OLIITEM TI0JIOKA]y aKo cy Bekropu {v; — vy | ¢ € [n+ 1]\ {1} } suneapuo He-
3apucHu y R.

Hedunumuja 2.2. Heka je {vy,ve,v3,...,V,41} CKyI Tauaka y npocropy Ry
ommreM 1oJa0xkajy. Taga je n-cumiiiexc CKyI Tadaka

n+1 n+1
{Zaivi (‘v’ie[n—i—l])ai}O/\Zai:l}.
i=1

=1

Osnaka 2. Ca V(C) hemo o3nagaBuru ckyi temena n-cumiuierca C.

Hedunummja 2.3. 3a naro D C V(C) kapaunanuoctu d + 1, d-crpana ox C' je
d-cuMILIEKC ca TeMeHnMa n3 ckyna D.

Crernujasso, (n — 1)-cTpaHy n-CUMILIEKCA HA3UBAMO AUUEM.

Osnaka 3. F) je crpana ca temeHumMma u3 ckymna D.

7



8 2. IlnepuepoBa Jjiema y BuUIlle JTUMEH3Hja

Ako 3a cTpaHy HHUje HATIOMEHYTa JUMEH3Wja, [MOApPa3yMeBa ce Jia je MPOU3BOJb-
Ha.

Y 1peTxoHOM IIOTrJIaBJ/by II0jaM TPHAHTYJIAIU]je je JeUHNUCAH je TTPEKO Io/IeIe.
Ca nmedwHUCAHIM HOBHUM IIOjMOBHUMA, Te Jedunuimje je Mmoryhe mpeodsmkoBaTn.

2.2 IloTrpedHu nmojmMoBH

Hedbununuja 2.4. Cummunujanana mnojgena T n-cumiuiekca C' je xKonauar CKyI
n-cumiutekca T = {5y, 52,53, ..., 5,} 3a Koju BaxKm:
e Vuuja ceux S; (1 <i<m) je C,

e 3a cBaka JBa n-cuMiuiekca u3 ckyna {Si,Ss,Ss,...,S,} Baxu ga um je
[peceK IMpa3aH CKyIl WX 3ajeJHUYKa CTPaHA.

Temena cumiumuirjaaae mogesae 7 Cy TeMeHa CBUX N-CHMILIEKCa Te MOIeIe.

Kana je y nuramy ciydaj IllneprepoBe jieme y n JuMeH3Hja, 3a O0jerbe n-
CUMILTIEKCa je Ha pacnojaramy n + 1 doja. Orpanndemsa 3a npumeny [lnepaepose
JieMe U Jjajbe TIOCTOje, cCaMO Cy IPaBUJIa CJIOZKEHMU]a.

Cimnka 2.1. IIpumep no3BosbeHnx 00ja HA 3-CUMILIEKCY

Hedununuja 2.5. [Mlnepueporo 6ojeme n-cumiiekca C' ca CUMILIAIIT]aTHOM T10-
nesiom T je TakBO gda:

(1) xopuctumo n + 1 Soja 3a bojerse TeMena;
(2) Temena vy, vy, ..., Uy41 CY CBA PA3IMINTO ODOjEHA,;
(3) cBako Teme u3 T koje npunaja crpauu Fp, tiae je D C V(C), odojeno je y

HeKy oJ1 00ja TeMeHa ckyra D.

Panu jenrocrasHOCTH, Teme v; obojuhemo dojom i (1 <@ < n+1).



2.3. Tspheme 9

2.3 TBpbeme

Teopema 2.1 (llaepneposa aema). Heka je C' n-cumiuiekc u 7 CUMILIAIMjaTHA
nojiesia ucror. Heka je a7 npumerseno [Ilnepaeposo 6ojemwe. Taga y T mocroju
N-CUMILJIEKC YHja Cy TeMeHa 0DojeHa y cBe Ooje.

/loxas. Jlokazahemo jaue TBpheme, ma je OpPOj TaKBUX N-CHUMILIEKCA HeEIapaH, a
caMUM TUM Oap jeJaH MoCToju. ¥y JoKa3y heMOo KOPUCTUTH WHJIYKIIH]Y IO 7M.
(Basa ungykuyuje) n = 1. Y nuramy je IyxK vivsg, rje je vy obojeH dojom 1, vy
0ojoM 2, a TemeHa n3Mehy MpPOU3BOEHO. 3aK/bydyjeMo Ja je OpOoj mapoBa CyceTHuX
TeMeHa KOja Cy pa3HOOOJHU HellapaH, I1a je W Opoj TparKeHuX l-cumiuiekca y T
Herapas.
(Ungyrwmuena rutowesa) N3adbepumo npoussosbro k > 1. [IpernocraBumo ma 3a
n = k BaxKu TBpheme.
(Hngyrwmuenu xopax) Jokaxkumo ma TBpherse Baxku 3a n = k + 1.

HaszoBumo cge (k + 1)-cummuiekce u3 T ocum C' cobama. Hazosumo suie cobe
BpaTHMa aKo je CKyl Doja TemeHa Tor Jinia jennak [k + 1].

3
1 b
3 5 3
N\ 1 3
1 2 1 1 9

Cuauka 2.2. Ilpumep n = 2, 1j. k = 1: rparnvna BpaTa cy 000jeHa IIPBEHOM,
ocTaJia IJIABOM; TpaXkeHe code cy 0D0jeHe CUBOM

Hazosumo Bpara Ha jumuma cumiuiekca C' ipanuyhum 6patiuma. Y TBPIAMO
ITApHOCT Opoja 'paHUYHUX BpaTa. JeJ uHO JIMIe Koje MOXKe caJipKaTu Bparta je Fi,
K = {v; | i € [k+ 1]}, 36or orpanndema IIInepueposor dojema. Mehyrum, To
Jintie ucnymwasa yciose [llepaeposor 6ojema 3a k-CUMILIEKC, 1A TI0 WHYKTUBHO]
XUIIOTE3U Ha TOM JIUILY MTOCTOjU HEMAPaH OpOj k-CHUMILIEKCA 9rja Cy TeMeHa 000jeHa
y cBux k + 1 6oja. Tu cumiuiekcu oxarosapajy Bpartuma cuminiekca C'.



10 2. IlnepuepoBa Jjiema y BuUIlle JTUMEH3Hja

YTBpauMo MakcuMaJsiaH Opoj BpaTa Koje coda Moxke cajp:kaTu. IIpermocrasu-
MO J1a coba mMa, dap jesHa BpaTa. Boja mpeocTtasor TemMena MOXKe OUTHU Pa3TuInTa
ox duito Koje Beh mckopumihiene (Tasr coda nMa TavHO je/IHA BpaTa) WU OUTU UCTA
kKao Heka Beh nckopuihena. Y ToMm ciydajy, OMIO Koje JIuiie Koja CaJpKU Ta JIBa
UCTOOOjHA TeMeHa He MOXKe OUTH Ha3BaHO BpatuMa. I[locToje camo aBa juia Koje
He CaJIp2Ke 00a MCTOOOjHA TeMeHa, a KaKO Cy Ta JIBa JINIA YjeTHO W BpaTa, MaKCHU-
MaJiaH Opoj BpaTa jeiHe code je 2.

VTBpauMO ocoduHe IyTa KOjU ce CACTOjU O/I IIpoJia3aKa Kpo3 BpaTa. CBaku ImyT
3aIll0YUHEMO Ol CIIOJhAIllIbe CTpaHe MPOU3BOJHPHUX BpaTa Ha Fy UHje cMO IOCTO-
jame mokazasu Mmajodac. [Ipohumo kpo3 Bpata u yhumo y cody ca Jpyre cTpaHe.
Nnu coba mma jeana BpaTta, Ima CMO IIPOHAILIN COOY C& CBUM TEMEHUMA Pa3JTUYU-
TUX 00ja, WJIM MOCTOje JApyra BpaTa Kpo3 Koja MOXKeMmo mpohu. AKo MmOHaB/baMO
MIPOTIEIY Py, IIPU YEMY Y TPEHYTHOM KOpPaKy He MOXKeMO Ipohu Kpo3 BpaTa KOjuM
CMO YIIPaBO YIILIN, HUKa HeheMo mmoceTuT ucTy cody BHUIIE O jeTHOM, jep je 0poj
BpaTa cBake cod0e MakcmMaJiHO 2. 300r orpaHmyerha Opoja BparTa, IpOIeaypa ce
OJ/IBUja Ha jJeIMHCTBEH HAYMH W MOXKEMO je 3aBPIIMUTH WU Y COOU Ca CBUM TE€MEHU-
Ma Pa3IMInTUX 00ja, WU Y CIOJbAIIOCTH, Tpoa3denn Kpo3 BpaTa PasTmdnTa O
ITOYETHUX.

1 2 1 1 2

Cauka 2.3. Ilyresu, npoJaciiz Kpo3 BpaTa

Ozmnaunmo ca A Opoj myTeBa KOju MOYUIbY U 3aBPINABajy €€ y CIOJbAITHOCTH
(3aMeHa MOYeTKa W Kpaja He CMaTpa ce HOBUM IIyTeM), a ca B Opoj myreBa Koju
[OYHELY y CIOJbAIEbOCTH, a 3aBpIiaBajy ce y coom. CBUM I'DaHUYHHM BpATHMa
MOKEMO TPUJIPYKUTU TA4dHO jeJaH IyT, IPU YeMy IIyT IpPBE BPCTE J0JeJbyje-
MO JIBOMa BpaTHMa. 3aTO YKyIIaH OpPOj TPAHUYHUX BPATA MOYKEMO HAIMCATH KAO
2A + B. Kaxko je O0poj rpaHMYIHIX BpaTa HellapaH, 3aK/bydyjeMo na je B Hemapas,
a caMHM THM je 1 Opoj coda ca CBUM TEMEHUMa Pa3JIUdUTHX O0ja HelapaH. [
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OBaj /oka3 mpy»ka KOHCTPYKTUBHHU METO/T ITPOHAJIACKA YKeJbeHnX coda. Moxke-
MO TIOBE3ATH IIyTeBe y CTpaHAMa y3aCTOIHUX JUMeH3Hja, jep coda ca CBUM TeMe-
HUMa PAa3JInIUTUX D0ja y i-CTpaHu! 0/IroBapa rpaHuIHUM BparuMa y (i+ 1)-crpann.
OBuMe KOHCTPYHIIIEMO ,cTa3e”: moveru cy l-cTpame 4dmja cy TeMeHa 00ojeHa 0o-
jama 1 m 2, a 3aBpIreru cy n-CUMILUIEKCH 4YHja Cy CBA TEMEHa Pa3JUIUTHX O0ja.
Kopucrehn apryment u3 3aBpirHor mnacyca Jiokasa u 3uajyhu ga je 0poj 1-ctpana
qrja cy TeMeHa 0o0ojeHa dojama 1 u 2 HemapaH, 3aKJ/bydyjeMo Jia IIOCTOju Dap jeIHa
CTa3a KOja BOJU JI0 YKEJHEHOT N-CUMILIEKCA.

Ay

Cauka 2.4. Bese uzmely cycennux aumeH3uja

Ca ocBpTOM Ha IPETXOJHO IIOIVIaB/bE, JOKA3 KOjH OU IIOTBPAHUO 13 je OpOoj
JKeJheHUX co0a HelapaH U3jeIHaYr0 Ou 30up Opoja rpaHuIHUX U YABOCTPYUIEH OPOj
HErPaHUYIHUX BpaTa ca 30MpoM Opoja coda ca jeJIJHUM BpaTHMa U YABOCTPYUEHUM
Spojem coba ca aBoje Bpara. loduja ce ja cy dpoj coda ca jemnum BpaTuma (cobe
ca CBUM TEMEHHMa PA3JUIUTHX O0ja) U OPOj rPAHUYHUX BpaTa UCTE MApHOCTH, a
3a OpPOj 'PAHUYHUX BpaTa, 110 WHIYKTUBHOj XUIIOTE3W, 3HAMO /JIa je HellapaH.
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IIpumene IllnepHepoBe Jjieme

3.1 DbpayepoBa Teopema

Y oBom sienty BujehemMo npuMeHy, Hau3rje caMO KOMOMHATOPHE JieMe, y ajire-
b0apckoj Tomostoruju. Odpaanhemo ciaydaj TeopeMe KOju ce OIHOCH Ha CHMILIEKCE,
jep IEHO YOUITehe N3JIa3u BaH OKBUPA TeMe OBOT PaJIa.

Hedbunnnuja 3.1. Heka je {v1,v2,03,...,0,41} cKyn Tagaka y npoctopy R™*! u
HEKa 3a KOOPJMHATE CBaKe TAuKe U3 CKYIa U; = (Vi1, V2, - - ., Vi(n41)) BAXKH
1, 3ai=j;
Vij = . .
0, 3ai#j.

C@wangapgar n-cuminerc je n-CUMILJIEKC Ca TEMEHUMa U3 TOPEOINCAHOT CKYIIA.

Hedbununuja 3.2. Bapuuyenipuuna togesa 1-cumiierca (gyorcu) je momesna Tor
CUMILJIEKCa, Ha JIBa Marba 1-CUMILIEKCa jeJIHaKe JIy2KUHe, IIPUTOM J1ojiajyhu cpeu-
IITe TTOYETHOI CUMILIEKCa Kao HOBO TEMe.

Bapuuentipusna gogeaa T n-cumiserca C' IOCTUKE Ce Y JiBa KOPaKa:
(1) Hdodujamo momesy 7' npuMeHUBIIN OapUIEHTPUIHY TIOJIEJTy Ha CBUM JIMIIAMA,
on C.

(2) Csako teme cBakor (n — 1)-cuMmiuiekca JOOUjeHOr TOJEIOM 7' CIOjUMO ca,
oapurienTpoM o C, amMe JI00MjaMo N-CUMILIEKCe, a caMuM TuM ojapehyjemo

u7.

OHO 1ITO je HEONIXOJHO HAIOMEHYTH je ja 3a dapurieHTpudHy mojery A’ n-
cumiiekca A Baxku (Bugern Hup. jemy 6.4 us [1]):

diam(A’) < diam(A). (3.1)

n-+1
13



14 3. llpumene IlInepuepose eme

Ba jodujame (GUHUjUX TMOjesa, MOTPEOHO je PEeKyPEeHTHO jdeduHumcATH 1ajbe
KOpake OapuIleHTPUIHE T0/IeTe.

Hedbunnunuja 3.3. O3naunmo ca 7, dapuIleHTpUIHY Toery n-cuMminiekca C' u3
nperxogue pedununmje. Taga ce k-wa bapuyent@puuna togeaa T (k > 2) moduja
YHUJOM OapHUIEHTPUIHUX IIOJIeJIa CBUX 7-CUMILIEKCA JOOMjeHUX HAKOH IIPUMEHEe
Te—1 ua cumiuiekcy C.

Cauka 3.1. Bapunenrpuane mojese Tpoyria, kopamu k=1 u k = 2

Teopema 3.1. Heka je C' crammapman n-cuMmiiekc. Tajga cBaka HEIpPeKUIHA
dyukmuja f : C — C uma GurcHy TadKy.

Zoxas. Heka cy Tq,7s,7T3,... dapunenrpudne nogesie ox C u3 nedunuiumje 3.3.
AKko ca 7; 0O3HAYNMO TOJIYIIPEYHUK HajMamber KPyra KOju Ce MOKE OIMCATH OKO
cBakor cuminiekca u3 7T;, 30or (3.1) Baxku r; — 0, Kajga i — 00.

Hexka je f : C — C npousBoJsbHa HellpeKuIHa QyHKIHja. AKO ITIOCTOjU TeMe KOje
je dukcHa Tauka dyHknuje f y CBaKOj MOJEHW TOYEB O 7;, JOKa3 je 3aBpIIeH.
[IpernocTaBuMO cajia jia HUjEIHO TeMe HU Y jeJTHOj oJie/n Huje (pUKCHA TadKa.

Ba v = (v1,v2,V3,...,0,41) € C, yBeIUMO O3HAKY

f(v) = f(v1,02,03, ..., vn11) = (f1(v), fa(v), f3(v), ... fura(v)).

Baxu v # f(v), na kako u3 neduHUIEje CTAHIAPTHOT CUMILIEKCA BaXKU

n+1 n+1

Zvi:Zfi(v) =n+1,

=1

To mocroju k € [n + 1] rakso na je fr(v) < vg.

CsakoMm TeMmeny v JojesbyjeMo 00jy k* = min{k | fr(v) < wv}. Kako cBako
teme o7 C' mMa TavHO jeJHy KOOPJWHATY je/Haky 1 M KakKo HUjeHO Huje (puKcHa
TadKa, BAXKU /18 je TeMe v; 000jeHo dojom i (Vi € [n + 1]), ma cy cBa temena ox C
0b0jeHa pa3IuIuTOM OOjOM.

[Tocmarpajmo mogeny 7;. 3a ckyn A C [n + 1] mocmarpajmo |A|-crpany ox C
YMju Cy MHIEKCH TeMeHa m3 ckyma A. 3a teme m3 7; Koje NIPUIALa TO] CTPAHU
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BaKM Jla ce CKYIl MHJEKCAa HEHYJTHX KOODJMHATa TOr TeMeHa mokjama ca A. a
6u Teme v MorIIo Ja dyse 0dojeno y 6ojy k, Tpeda na Baxku fi(v) < vk, a Kako 3a
v = 0 Huje moryhe uCIyHUTH Ta] YCJIOB, CKYII JIO3BO/bEHUX O0Oja TEMEHA U Ce I0-
kiana ca A. IIpema Tome, 3a0Bosbenn cy yeaosu IllepaepoBor dojema 3a cBaky
nozeny 7.

[To [Imepueporoj semu, moctoju dap jeman n-cumiiekc y C' ca CBUM TeMeHU-
Ma pa3JmIuTuX 0oja. V3adepuMo 1O je/raH TakaB CHUMILIEKC Y CBAKOj MOMeH J;
ozHaunmo ra ca C;.

Heka je vi Teme on C; obojeno dojom k. ITocmarpajmo uus (vi)3°. Kako je oBaj
HI3 OTPAHUYEH, OH NMa KOHBEPreHTaH MOJHN3 KOju NeMO O3HAYUTH ca (wi) Heka
w’i — w* Kama ¢ — oo, rae je w* rauka y C. Tamga m oxrosapajyhm mogansoBu

umsosa (vh), (v5), ... (v),), 7. (wh), (w}), .., (w),,), Taxohe Texe w*, jep pacto-
jama m3mehy temena texke () Kaga ¢ — o0.
VYBeaumo o3naky w* = (wi, wy, wj, ..., w;, ). Heka w}, o3Hauasa m-ty KoOp-

muaary o wh. [IpumeTumo ja 3a cBako k BaxKu
(i) = wi, (whe) = wy, (wig) = wj, ..., (wi(nJrl)) = Wi (1)

KaJia 1 — 00.
Kaxo je wj, obojern bojoMm k, Mopa BazkuTH

fe(wp) < vjg. (2)
Baro u3 (1) u (2) crequ fir(w*) < wji (Vk € [n+ 1]). Kako Baxu

n+1 n+1

n—l—lszi(w*) ngf:n—i—l
i=1 i=1

Baxu u fi(w*) = w; a camum M je u f(w*) = w*, mTO je CyupoTHO MPETHOCTAB-
11, Te 3aMCTa YBEK IIOCTOju (PpUKCHA TadKa pyHKIHje f. O

3.2 PasBnompaBHe mojeJe

Y oBoM jiesty ped je o mojesiamMa rje HeMajy CBU JbYJIU UCTO BPEIHOBAIHE TTPE]I-
MeTa Koju cy npes sbuMma. OdpaguheMo ciryvaj moese TopTe Ha Mapyua i U mojene
coda u cranapune. Bujgehemo na yak u KaJi BUIIE Jby/Iu (haBOpPU3yje UCTY CTBAP,
110/, HE TOJIMKO CTPOTHMM YCJIOBHMA, YBEK ITOCTOjU T0/Ie/1a Koja Ou CcBe 3aJ10BOJbIIIA.

3.2.1 Ilomesna Topte

3aMHCIIMO /12 je Ha CTOJIy TOPTa MPOU3BOJLHOI OOJIMKA KOjy Tpeda MOoJIeIuTH
Mehy n ocoda.
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Hedbunnnmuja 3.4. Kaga cedemo TopTy Ha n mapdajy, a mapyajau JIeJuMo Mehy
n ocoda, 3a MOy KayKeMO JIa je He3a6ugnhuea aKO CBaKa 0coda 3a CBOje mapye
MHUCJIH JIa je Dap OHOJIUKO JI0OPO KOJIUKO je JI00po OO0 uuje Jpyro.

Huje 3a cBako cedeme Moryhe mponahu He3aBUIJBUBY MOJETy. Y HAIIEM CIIy-
Jajy hemo MocTaBUTH OrpaHnderba Koja he 00e30eanTn J1a He3aBU/bUBA, T10JIE/1a
yBEK IIOCTOjH.

Haire cedeme TopTe je BpJio crienuduaro, re ca n— 1 mapaJietHo TOCTaB/beHNX
HOK€Ba CeYeMO TOPTY Ha n napdyajau. Pauynajyhu ga je ,mmpuna” Topre jegHaka 1,
CBAaKO Cederhe MOxKeMo omucatu ca X = (x1,T9,Z3,...,%,) € R", T1ae 3a cBako i
Baxku x; > 0m ), x; = 1. CKyII CBUX cedera TOpTe ImpeicTaBiba (1 — 1)-cuMIriexc.

R

€Ty | T2 |T Ln—1|Tn

Cuauka 3.2. [Ipumep cederba TpOU3BO/LHOT OOJINKA TOPTE

Hedbununuja 3.5. 3a maTo cevdeme TOpTE, KaxKeMo Ja 0coda Ipedepupa JgaTo
rmapye ako He MHUCJIA Jia je OUJIO 4Uuje JIPYro mapde CTPOro 00Jbe.

Y ciydajy Jla ocToje JIBa mapdeTra TaKBa Ja 0coda HU 3a JeJIHO O] IbUX He CMaTpa
Ja je cTporo 0oJbe OJ1 APYror, KaxkeMo ja ocoda mpedepupa oda mapdera. Harro-
MEHHUMO J1a 0c0da yBeK mpedepupa dap jeJHO mapde TOpTe.

[IpernioctaBumo J1a Bazke ciejehu ycioBu:

(1) (Hesasucnocwi) 3a nary ocody, meHa npedepeHiia 3aBUCh OJf e CaMe U O]
HoJieJie TOpTe, aJId He U o n30opa JIPYTUX 0COodA.

(2) (I'nag) Hujenua ocoda nehie npedepuparu napye uuja je mupuna 0.

(3) (Heupexughocti ogadbupa) 3a kouBeprupajyhu Hu3 cedema topre X, X,
Xs,... Koju Texu cederby X, ako ocoda mpedepupa i-TO Mapde y CBUM
X, ona nipecbepupa i-to mmapue u'y X*.
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Teopema 3.2. 3a ocode Koje cy He3aBUCHE, TJIAJIHE U 3a UUjU CYy OadUPU Hempe-
KUJIHA, YBEK TOCTOjU HE3aBU/IJHUBA IOJIETIA.

[Ipso hemo odpaauTu cirydaj n = 3, jep je jeIHOCTaBHUJU O] caydajeBa n > 4.

Jloxas weopeme 3.2 (n = 3). Heka je Topra mupure 1. Tpu napdera mupune x,
To U X3, 3& KOje BaXKM X1, Lo, X3 = 0 U x1+x2+x3 = 1, meste ce mehy Tpu ocode. 1o
nedbunumnmju, Mmoryha pererma npeacraBbajy (n — 1)-CUMILIEKC, TITO je TPOyrao y
OBOM CJIy4ajy.

[Ipumennmo Tpuanrysamnujy 7, HaJ TAM TPOYLJIOM. 7, je TpuUaHry/aiuja y
KO0jO] je CBaAKO TeMe OIMCAHO KOHHUrypamujom X = (%, %, %), rie cy ¢, 7,k € Ny,
n €N, 3tn,i+j+k =n. Ceakom remeny nogesmyjemo A, B wim C, y 3aBucHOCTH
o1 octaTka Opoja i + 2j + 3k npu nememy ca 3, e A omxroBapa ocrarky 1, B
ocratky 2, a C ocrarky 0. Tako 0de30ehyjemo ma je cBaku Tpoyrao u3 7, O3HAUYECH

kao ABC.

(0,0,1)

N\

(1,0b) B C A (01,0

Has ncrom TpuanrynamujoM npumemyjemMo apyro dojeme, u 1o dojama 1, 2, 3.
Bojy Temena onpehyjemo ka0 oJroBop Ha MOCTAB/HEHO IMUTAIHE:

»,Koje og wpu uapuetia du u3adbpao axo du WOPWa OUNAL UCEHEHA HA HAHUM
3agat KoHpuypayujom wemena?”

Y ciaydajy Jia IIOCTOjU BHINE OJ jeJIHOT IpedepupaHor mnapvera, HACYMHUYIHO Ce
Oupa jeJIHO OJI HhUX.

Ocoda ko0joj ce muTame moctasba ojapehena je ozuakom A, B mm C kojy Teme
rocesmyje.

Y remennma (1,0,0), (0,1,0) u (0,0,1), 1Ba mapyera cy mpasHa, Ia 0c0da KO-
jOj ce mocTaBsba MUTAE 10 JeUHAINjU Onpa Helpa3Ho napdye. Kako je y cBakom
TeMeHy Jpyraduje rmapve Helpa3HOo, CBa TPU TeMeHa BEJUKOT TPOYTJIa Cy 0DOjeHa,
pazimaurom dojom. CimdHo ToMe, y TemeHmMa odsmka (z, 1 —x, 0), 0 < z < 1,
Huka | Hehe OuTH ojabpaHo MociIe e mapye, mpeMa ToMme, 00ja JI0Ae/beHa TOM
TeMeHy MoKe ontn min 0oja Temena (1,0,0) nam Soja remena (0,1,0). Anasorao
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3akJbydyjeMo u 3a temena obiuka (0,z,1 —x) u (1 —z,0,2), 0 < z < 1. OBnu
yCJIOBU 3a/10BOJbaBajy yciose lllmepuepoBor dojema 3a Tpoyrao.

[To IImrepuepoBoj jemu, y TpUAHTY/IAIIU T, MOpa MOCTOjaTH TPOYTrao ca CBUM
TeMeHnMa pas3aunauTux 0oja. Kako je cBaku Tpoyrao u3 7, osnaden kao ABC,
OBHME CMO ITPOHAIILIN TPU UPUOAUNHCHA CEIEIba T/ CY Pa3IUIUTe 0Co0e m3adpaJie
Pa3IUYInUTO TIAapye.

Kako ducmo Tpu nmpud/imzKHa cederha JI0BEJIN JI0 JeTHOT WCATHOT, IIOTPEOHO je
Jla mpuMemyjeMo cBe ,dunuje”’ tpuanrymnanuje. [locmarpajmMo Tpoyrao xoju mma
CcBa TeMeHa Pa3JuYIuTHX 00ja y (ukcHo] Tpuanryaanuju 7,. [locroju camo 6 mep-
MyTallnja map4aiu Koje ocodbe mory mzadparu: A1BsCs, A1B3Cy, AB{Cs, AsB3Cy,
A3B,Cs m A3B,C,. Kako nocroju Konadan 0poj mepMmyTaruija, a OeCKOHAYIaH OpPOj
TpUaHTyJIalfja, jeJIHa OJl OBUX IIePMyTallfja MOpa ce OeCKOHAYHO MOoHaB/baTu. He-
Ka je To, 0e3 ymamema onmroctu, AiByCs.

Y tpuanrymnarmujama 7Ts, Tg, 732, ... MocMarpajMo KoHduUryparmje temeHa A
TPOYIJIa Ca CBUM TeMeHHMa pasanduTtux ooja. Heka je To nm3 &, Xy, A5, . ... Ka-
KO je HU3 OpAHUYeH, OH NUMa KOHBEPreHTaH IOHI3 KOjU KOHBEPrUpa Ka, PErumMo,
X*. Kako jyKuHe CTpaHHuIa TPOYTJIOBA CBAKOM CJie/iechoM TpHUAaHTYIAIjOM TTIOCTa~
jy TpoCTpyKO Mambe, thuxoBa Jjyzkuna Texku ka (0 y deckonaunoctu. CamuM TuM u
kouduryparuje remena B u C texxe X*, ma X' npescraBiba ceuere KOjuUM Cy CBU
38/10BOJbHI. O

Ba moTpebe jokaza y ciaydajy n > 4, morpedaH je APYyravdnjun HAYUH IIO7e-
Jie, jep TOJiely ONMUCaHy y IPETXOIHOM JIOKa3y HUje JIAKO YOIIITUTH. 3aTO heMo
KOPHUCTUTH TI0jaM OapuIleHTpUYHE 1ojese u3 gedunuruja 3.2 u 3.3.

Bamr xao mTo je y ciaydajy n = 3 o3HaYaBambe U3BPIIEHO C HAMEPOM 18, CBAKH
Tpoyrao u3 7 Oyme ozunaden kao ABC, tako je m y ciaydajy n > 4 HEOIXOIHO TO
m3ppruTr. OBor myTa hemo Temena o3nadaatu ca Aj, Ag, Az, ... A,.

Jloxas weopeme 3.2 (n > 4). IlpernocraBumo Ja ¢cMO U3BPIIMIN k KOpaka dapu-
neHTpuYHe nojese. Ako Topry genmmmo mMehy n ocoda, mocMarpamo ojarosapajyhu
(n — 1)-cummutexc. Temena koja cy mocrojasia u'y T o3nagnmo ca Aj. Csa Teme-
Ha Koja 1mocroje y T, a Hucy nocrojana y Tr_q cy dapunientpu (n — 1)-cumiuiekca
u3 Tr_1. Bparumo ce Ha crasky (3) medunumnmje 2.5. [locmarpajmo jorr yBek He-
o3HadYeHA TeMeHa. AKO JaTo TeMe O3Ha4InMoO ca x, a ca C' (n — 1)-cumiuiekc u3

Kojer je x HacTao, HeKa je m = min |D|, tne D € V(C’). O3HagumMo cBako TeMe
z€F(D)

oarosapajyhum A,,. Jokaxkumo na ceaku (n — 1)-cummuiekc u3 Ty MMa cBa TeMeHa
PA3JIMYATUX O3HAKA.

JIema 3.1. Ilomryjyhu ropeonucano o3nadasamwe, cBaku (n — 1)-cumiuiekc u3 Ty
UMa CBa TEMEHA Pa3JUIUTHX O3HAKA.
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Jloxas. Tlpumerumo Ja ce o3HavaBama aBa (n — 1)-cumiiekca u3 T KOju HacTa-
jy on pazmuuntux (n — 1)-cumiutekca u3 T oJBHUjajy He3aBHCHO. 3aTo hemo ce
dbokycuparu camo Ha jegan (n — 1)-cumiuieke u3 T ; U HErOBY OAPUIEHTPUUHY
nojiesty. ITocmarpanu cuminieke ozHagaamo ca C'.

Csa remena ox C' cy osmadena ca A;. 300r onucanor o3Hadapaiba, HajooObe je
OapuIleHTpUYHE TI0JIesIe U3BPIIABATA UTEPATUBHO, HAJIIPE HAJ| CBUM 1-CUMILIEKCH-
Ma, ma Hajg 2-, 3-,...,(n — 1)-cumiuiekcuma, npumemyjyhu camo kopak (2) u3s
nedbununumje 3.2, jep je kopak (1) Beli 0de3behen ureparusno. Ipyrauunje pedeHo,
HaKOH IPUMEIbeHe DAPUIIEHTPUIHE T10/ieie HaJl 1-CUMILJIEKCHMA, UTEPACTUBHO J10-
J1ajeMo DapHIleHTPe CUMILIEKCa BUINNUX JTUMEH3Hja U ClajaMo oJiroBapajyha TeMena
[Ipumerumo j1a ce OBaKO HE MOTY CIIOJUTH JIBA T€MEHA HACTAJIa U3 CUMILIEKCa UC-
TUX JUMEH3HUja, MTO he OUTU KJbYYHO 3a 3aBPIIETaK JIeMe.

[Iparehu kopake wTepaluje u MOMTYjyhu o3Ha4YaBame, TeMeHa HacTajaa Oa-
PUIIEHTPUIHOM TIOJIJIOM 1-cuMILIEKCa j100ujajy o3HaKy As, dapuiieHTap CBakor 2-
cUMILIEKCa J10duja 03Haky As, 1j. dapurenTap cBakor k-cumiuiekca (2 < k < n—1)
noduja o3HaKky Ay, ;. Kako je mokasaHo jia He MOT'Y OUTH CIIOjeHA TeMEHA HACTAJIA
U3 CUMILIEKCa MCTUX JUMEH3Wja, 3aKJ/by4dyjeMO Jla He MOT'y OUTHU CIIOjeHa TeMeHa
KOja HOCe WCTy O3HaKy, na KoHadaH (n — 1)-CHMIUIEKC 3aMCTa UMa CBa TeMeHa
Pa3INYUTUX O3HAKA. O

Cana 6ojumo (n — 1)-cumriuieke Sojama u3 ckyma [n]. AHAJIOrHO ciydajy n = 3,
[TOCTAB/HAMO HCTO IHUTAIE OCOOU i aKO je o3Haka Temena A;. Vlcrum pe3oHOBameM
modujamo na je dojeme (n — 1)-cummrexca [lnepreposo.

[Tpumenom IInepuepoBe jeme nokazyjemo mocrojare (n — 1)-cumiuiekca ca
CBUM TEMEHUMa pa3juduTux Ooja. cTo Tako cMO MPOHANLIH 71 UPUOAUNCHUL
cederha TJie CBAKO OMpa pasjmduTo napde. IlocTaB/barbeM MCTOT KOHBEPTEHTHOT
Hu3a u Kopucrehu ce menpexkuaHomnhy ogadbupa, rapaHTyjeMo Jia ITOCTOJU TadKa
KOja UCIIyIbaBa yCJIOBE HE3ABU/IJbUBE IOJIEIIE. O

[IporierypoMm ommcanoM y fgokKa3y Moryhe je oOJMKOBATH aJirOpuTaM KOju Ou
JIOBOJIMO JIO IPHUOJINXKHIAX cederba KOjUM Ou cBu Ousn 3aJi0BosbHU. Hanme, 3a yHa-
pes o1adpaHo €, Moryhe je mponahu cedeme rjie cBaka 0coda cMaTpa CBOje Tapdye
HajOO/PUM JI0 Ha E-TOJIEPAHIN]y y IUPUHUA TApYad. 3a MMPOHAJIA3aK aJeKBaT-
HOT' cederba MOTPEOHO je MPUMEHUTH Tojeay J TJe je CTPaHUIa eJIeMEeHTAapHOT
CUMILIIEKCa Maiba Off €, a npaheme cTasze u3 jokaza Teopeme 2.1 mam 00e30ehyje
IIpOHaJIa3aK TpazkeHor cuminiekca. C 003MpoM Ha &-TOJIEPAHIH]y, OJadUp OMJIO
KOT' TeMEHa TOI' CUMILIEKCa IIPeICTaB/ba IIPUMEp HE3aBU/bUBE IOIeIe.

[IpumeTnMo J1a HEje HEOIXOJIHO ODOJUTH I1€0 CHUMILIEKC, Beh camo TemeHna y
OKDPY Kemby cTase Kojy mparuMo. Mako je dpoj Kopaka ajropuTMa OTPAaHUYEH Ca
opojem cumiutekca y T, moryhe je ma he ycrernHo 3aBpIIuTH MHOTO paHHUje.
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3.2.2 Ilomesna 3ajeHMYKOr armapTMaHAa

BaMucaIuMo Jia UMaMo 71 CTaHapa KOJH 3aje/IHO YKUBE y alapTMaHy ca 1n co0a
ca ynHampes gedunucanoM merHoMm cranapure. CBaku of cTaHapa Ou JI00HMO jeqHy
coDy, aJiu cTaHapUHY He OU 00aBE3HO Jie/ i paBHOIpaBHO. Kako cy cobe (ajm He
U BJIACHUITH) YHAIIPE]] 3a/laTe U HeIPOMEHJbUBE, a Mojiesia CTaHapuHe HeopeheHa,
Ha CJIMYaH HAYUH KA0 y OJIEJIN TOPTe JIe(DUHUIIEMO HE3ABUIJHUBY IIOJIEITY.

Hedbunaunuja 3.6. Kaja anmaprman ca n coda geanmo mehy n cranapa npu yemy
CBAKOM IIPHUIIAJA TAYHO jeJHA CO0a, 3a IOJIEJIy KAaXKEMO Jia je He3a6UghbUuBa aKo
IIOCTOjH TIOJIeJIa CTaHAPUHE 3a KOjy CBU CTaHAPU OMPajy pas3/ImunuTe COoOe.

Huje moryhe 3a cBakm amapTMaH W CBaKH CKYIN JbyJu IpoHAhm moJeny Ko-
ja 0be3debhyje ma cBu Oy/ly 33JI0BO/bHH. 3aTO je HEOIXOJHO MPETIIOCTABUTU HEKE
yCJIOBE KaKO OMCMO TapaHTOBaJIU IPOHAJAa3aK He3aBU/buBe mojese. [Ipermocra-
BUMO J1a Bazke cjeaehu ycoBu:

(1) (Hobap auapwman) Ilpu cBakoj momenn craHapuHe, CBAKOM CTaHAPY j€ MpH-
XBaT/bUBA Oap jeJIHa coda.

(2) (Ilxpmoc) Caku cranap pajuje dupa decriaTHy cody Hero cody ca mo3u-
THUBHOM CTaHapPUHOM.

(3) (Heupexugnoctu ogabupa) Ao cranap npedepupa cody 3a KOHBEPIeHTAH HU3
IbeHe CTaHApUHE KOjU TeXKHU ¢, ipedpepupahe ucty cody u 3a 1eny c.

Teopema 3.3. 3a cranape Koju KuUBe y JOOPOM amapTMaHy, KOjU Cy IMKPTA U
YUju Cy 0/[adMpPHU HEIPEKU/IHN, YBEK IMOCTOjU HEe3aBUJI/bUBA IOJIEJIA.

Kako cmo Beh oppaamim yormTen ciydaj 3a TOPTY, HUje HEONXOIHO PAJIUTHU TIO-
cedbHo cirydaj n = 3 3a cTaHape.

CauvHO Kao y ciIydajy TopTe, HEeKa je YKyIHa cTaHapuHa 1 U HeKa je x; IeHa
i-Te code. 3a cBako ¢ Baxxu x; > 0 u Y . x; = 1. Jenny nonery obesekaBaMo ca
X = (21,29, 23,...,2,) € R" na ckyn cBux mojiesia npejacrasba (n — 1)-cuMIiuiekc
koju hemo nazpatu C.

[Tpumenumo Sapunenrpuuny nogeny T, (kK € N) ma C. O3nauumo TemeHa
osrHakama Aq, Ag, As, ..., A, Ha ncTH HaYWH Kao y JA0Ka3y Teopeme 3.2. To mrro je
amapTMaH J100ap HaMm 00e30ehyje ma o/froBop Ha muTame M3 JI0Ka3a Teopeme 3.2
YBEK ITOCTOjH.

Mebhyrum, kako cranapu caja npedepupajy decriatie code (yropeauTu ca He-
npedepupameM MIPasHuX napuajn), dojeme Bulle He uchnymwasa yciaose [llnephe-
posor dojema. Cajta, cBako Teme o1 C' MO¥Ke OUTH 000jeHO y CBe, N3y3€eB jejtHe doje.
Camano, cBaKO TeMe Koju npunaia Hekoj (n—1—m)-crpann o1 C (1 < m < n—1),
a He npunaa HujeaHoj (n — 1 — m — 1)-crpanu ox C' Moxke HuTn 000jeHO Y HEKy
oJ1 Ta9HO M Doja.
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Cauka 3.3. Bojeme koje Baxku 3a cranape (n = 4)

[Tocroje nBa pucTyma oBOM IpodJIeMy:

(1) HdokazaTu Ja mpu OBUM yCJOBHMA TOCTOjU (n — 1)-CHUMILIEKC KOju MMa CBa
TeMeHa pPa3InduTe Ooje.

(2) IIpeodmmkosaru C' Tako jma ucioymasa yciose [llnepaeposor bojema, ma mpu-
menutu [llnepuepoBy semy.

Jloxas cwaske (1). Kopuctuhemo ncre mojmose Kao y oka3y teopeme 2.1. O3Ha-
qumo ca C nam (n — 1)-cummaekc. Jlokazahemo ma y C' mocroje Tadno jeTHA
rpaHnYHa BpaTa u oap jemas (n — 1)-CUMIUIEKC YUju ca CBUM TEMEHMMa Pa3/Indu-
tux 0oja. OcuM JOKa3mMBamba HETOBOI TOCTOjarba, KOHCTpyrcaheMo u cra3y Kojoj
[IPUIIAJIA.

Osnaunmo 00jy Temena v, ca by. Ilocmarpajyhm ckymose m03Bo/beHHX O0ja 1-
CTpaHa KOje caJipKe TO TeMe, TayHO jeJlaH OJ hUX He caJp:Ku 00jy by. Hujemna
Jpyra l-ctpana He MOXKe OMTH KaHIUJAT 3a BpaTa, jep OM mM30CTaBUJIA OO0jy W3
pa3jmKe CKyIOBa J03BOJHEHUX O0ja TeMeHa v, W JIO3BOJbeHHX 0oja Te l-cTpame.

Axko je doja omrosapajyhe 1-crpane by, aHAJOTHO ITOCTOjU TAYHO jeHA 2-CTpaHA
qMju CKYII JO3BOJ/bEHUX O0ja He caapxku b,. Hacrasmajyhu mporemaypy modujamo
Ja 6e3 obsupa Ha 60jy (m — 1)-cTpane yBek nocroju m-crpasa (1 < m < n—2) ca
CKYTIOM JIO3BOJbEHUX O0ja KOjU He caJipKu Ty 00jy. Tume cMo jJ0Ka3a/u Jia mocToje
jeTMHCTBEHA T'PAHIMYHA BPATA.

Kaxko moctoje camo jeana rpanmvHa BpaTta, IOIITYjyhu MpOIEAypPYy U3 Teope-
Mme 2.1 mopamo gohu 1o (n — 1)-cuMiniekca ca CBUM Te€MEHHMa Pa3JInIuTUX Ooja.

Craze mpaBMMO Ha MCTH HAYUH: CODA Ca CBUM TEMEHHMa Pa3IUIUTHX 00ja y
i-CTpaHU OArOBapa jeJuHWM IpaHudHuM Bpatuma y (i + 1)-crpanu. C 0b3upom
Ha jeJWHCTBEHOCT T'DAHUYHUX BPATa y CBAKO] CTPAHM, OBUME CMO KOHCTDYHCA-
JI1 jeJHy cTa3y oji l-cTtpamne umja cy TeMeHa odojeHa Oojama 1 u 2 J10 TpaxKeHor
(n — 1)-cumrurekca. O
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[Tpumernmo ma y dapunieHTpuvIHOj nogesn 7 Mory mocrojaru u apyru (n — 1)-
CHMIIJIEKCH YHja Cy CBa TeMeHa Pa3IMIuTHX Ooja, MehyTmM, ommcaHa Iporerypa
He 00e30ehyje ’UXOB TPOHAJIA3AK.

Ba craBky (2) hemo maru hemo npejcraBuTu camo HJEjy J0Ka3a.

Cwasxa (2). Ynopenumo HInepuepoBo dojere u dojere 3a craHape. 3ajeHUIKO
UM je Jla TeMeHa Koja He npunajajy Hujearoj m-crpanu (0 < m < n—1) cuMiniekca
C wmory dutn odojena mpoussosbHO. 3a [IlepruepoBo dojerbe BaxKu Jia CBAKO TeMe
u3 T xoje mpunaga crpanu Fp (D C V(C)) moxe duru 0d00jeHo camo y doje
TeMeHa cKyma D, MoK 3a Oojeme 3a cTaHape BayKW Jda HHUjeIHO TeMe u3 | Koje
npumnaja crpanu Fp He cMe OUTH 000jeHO HU Y jeJHY OJ1 00ja TeMeHa cKyma D.

Cumka 3.4. Bujeknuja usmehy 71(C) u T1(C*)
Crpenunama cy criojera oarosapajyha temena Koja ce Buje Ha 00e CIIUKe

Koncrpyummmmo cumiuieke C* Koju Ha IMOYETKY caJpzKu cBa Temena Kao u C, ca
nctuM o3Hakama. Baxku u V(C') = V(C*). Ilpumennmo jean Kopak dapHUIEHTPH-
qne noziesie Ha C' u C*. Hanpasumo dujeknujy usmely remena uz 71(C) u T (C*),
rae ce dapurenTap ox C cimka y dapurentap ox C*, a dapurentap crpane Fp
(D CV(C),D # V(C)) cummnekca C' ce ciuka y dapurieHTap crpane Fp« cuM-
wreke C*, rie je D* =V(C) \ D.
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Hexka ce ycmocTaB/beHIM TIpecINKaBameM IIPEHOCE OTPAHMYEma Y 00jemy, JTOK
O3HaKe OCTa]y HENPOMEHEHE.

3a crpany Fp- BaXKu Jia je CKyIl JIO3BO/bEHUX 00ja jeJHAaK CKYILy OOja TeMeHa
ckyna V(C*) \ D*, mro je ckyn boja temena ckyna D. [Ipumernmo na caja Baxe
ycaosu IllepaepoBor bojema 3a cuminieke C*.

Axo mactaBumo myTem craBke (1), 70Ka3 Teopeme 3.3 MOYKEMO CIPOBECTH HCTO
Kao JI0Ka3 Teopeme 3.2.

3a craBky (2), JeTajbHa MpUYa O TOjMY JlyaJn3alije CUMILIEKCa (KOHCTPYKIU-
ja C*) manasu ce y pamy [5]. Jla/mboM dapunieHTpUIHOM HOEI0M 00a CUMILIEKCa,
Y3 YCIIOCTaBJHEHO IIPECINKABaIbe TJIe Ce OTPaHuYeha y O0jemy OJprKaBajy, MOKe
ce mokazaTu ga C* 3amcra 3aa0BosbaBa yciaose IllmepaepoBor dojema. [Iponasa-
ckoM (n — 1)-cuMILIeKca ca CBUM TeMeHMMa pasanautux ooja y C*, dujekimjom
ce nponasiazu oiarosapajyhu (n — 1)-cummiekc y C, takohe ca CBUM TeMeHHMAa
pa3InIUTUX O0ja.

Cagna kajia je ycrocrasibero [lmepueposo dojeme n npumemena lllnepueposa
JieMa, aJIfOPUTaM Ce MOXKe MPUMEHUTH Ha MCTU HAYUH KAao U IIPU IOJE/H TOPTE,
ompajyhu € kKao mpar ToJiepaHIije, MpUMenyjyhu T0BOJHFHO CUTHY Tojery ] u
npatehu cra3y Koja BOJIM JI0 3a/10BO/baBajyhe 1mojiesie cTaHapuHe.






3akJby4aK

Y paxy cmo Hactojasm ja npukaxkemo IllmeprepoBy Jiemy 3ajeiHO ca MoO-
ryhHOCTHMA TPUMEHe, aHAJIU3UPajyhn HEKOJIMKO PaJioBa 00jaB/beHUX Y OBOj 00J1a-
ctu. asbu paJi y OKBUPY OBe TeMe MOrao Ou ce 3aCHUBATHU Ha UJICHTU(DUKOBALY
apyrux nojapydja y kojuma ou Illnepueposa jiema Morsia Hahu cBOjy IpuMeHy.

Y u30b0py TeMme, CTPYYHO] HOJPIINN Y TOKY MU3PaJje OBOI pajia, aJIi IIpe CBera
y CUCTEMATUYHOM M HAJAXHYTOM IPUCTYIY MaTeMATHIKNM IPOOJIEMIMa KOJU CaM
MMao TPWINKY JIa yCBajaM, 3aXBAJHOCT JAyTyjeM Mojoj MmeHTOpKu jp Comu Yykwuh,
IpodeCopKr aHAJIM3E Ca AJITeOPOM.
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