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YBOI

[Tpuimkom urpama Kapara, HaMa HEIIO3HATa 0CO0a ce JIOCETHUJIA Jia OHe ,Hajjade”
y UTPU PACIIOPEIH Ha cJiejiehn HaduH:
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Ha mpBu moryies; HUuIITa HEOOUIHO, aJIM aKO ce DOJbe 3aryegamo mpumehyjemo ja
ce y CBaKOj BPCTH U CBAKOj KOJIOHM IT0jaBJbyje CBAKa O/ YeTUPH BPEIHOCTU W CBAKHU
O, 9€THPU 3HaKa HalluX KapaTa.
Y Maremarury ce opakpa KoHdurypamuja Hasusa 0jiepos keagpali (y OBOM CIIy-
4ajy peJla YeTUPH), JTOOUBIIK MMe 10 1yBEHOM IIBAjIIapDCKOM MareMarudapy Jleo-
napay Ojuepy (1707-1783).

Moxkga Ojaep Huje Urpao KapTe, aji je YBEJIUKO M3ydaBaO OBAaKBe THUIIOBE
ypebhenoctu KBajparta n X m, U MOCTABHO MPENTOCTABKY 4YHjy he TadHOCT KeJieTn
a I/ICHI/ITajy MHOI' BEJIMKH MaTeMaThuIapu II0CJIEe Ihera.
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YBOAHU II0jMOBHU

JlaTmHCKN KBaJIpaT pejia n MpejcTaB/ba KBaJIPAT JUMEH3Hja 1 X N MOIYIbEeH Ca
N Pa3JIMIUTUX 00jeKaTa, IPH YeMy He IIOCTOjU BPCTa UJIA KOJIOHA Yy KOjOj ce HaJja3e
JIBa MCTa 00jeKTa.

OQjekTn y OBOM CjIyd4ajy MOTY OUTH OWMJIO KOje CTBApWU W3 PeaTHOT YKUBOTA,
oyt 00ja, TUTYJIa, 3aHUMamba, MehyTuM y oBOM pajy hemo ce hokycTupaTu Ha
CKYyI HEHEraTHUBHUX IeJINX OpOjeBa KOJUM MOIYHaBAMO JIATH JIATHHCKU KBaJPAT.

Hedbununmuja 1.1. Jlatuncku KBaJpaT peja n MpecTaB/ba KBaJIpaT JIUMEH3U]a
n X n nonymwen Opojesuma u3z ckyna N = {aj,aq,...,a,}, Tako Ja HE 1OCTOjU
BPCTa WM KOJIOHA Y KOjOj ce Haja3e JBa UCTa Opoja.

Hagemnthemo jeHO 01 OCHOBHHX CBOjCTaBa JATUHCKUX KBaJipaTa, Koje he Ham
OuTH MOTPEedHO 3a KacHUje:

Jlema 1.1. Heka je jgat JaTuHCcKU KBaIpaT L peja n MOIMYyHeH OpojeBuMa U3 CKyIia
N ={ay,as,...,a,}. Buio kojom nepmyraimjom o opojesa ckyna N, o : N — N,
J100mja ce HOB KBaJpar o(L) kKoju je Takohe jaTuHCKH.

Jloxas. TlpernocraBumMo cymnporHo, na y kBagapary o(L) mocroje asa ucra &poja
a; y HEKOj BPCTH WM KOJIOHH, IIpHu deMy je o(a;) = a;. Ilomro je nmepmyranuja
o OmjexIja, To OM 3HAYUIIO Ja ce U y KBaapary L aBa Opoja a; HaJia3e y HUCTOj
BpcTH mwim Kojouu. KoHTpauKImja. [
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OpTOroHaJTHOCT JIATUHCKUX
KBaJapaTa

Hedununuja 2.1. Hexka cy A = (a;;) u B = (b;;) ABa jaruHCKa KBajapara
pena n (i,7 € {1,2,...,n}). Taga ce kBagparT auMeH3uja n X n, y IUjeM ce MOJbY
(i,7) namasu ypebenu nap (a;j, b;;), osuauen ca (A, B), nasusa Ojaepos Keagpati
YKOJIIKO ce cBaku ypehenu map 6pojesa, Kojux uma n?, jaB/ba TauHO jeIHOM.

Jlaruacku kBajipatun A u B koju 3ajemro rpajse OjrepoB KBajpaT HA3WBAjy ce
aap opwoTOHAAHUL AGTUHCKUT KEAgPAiaA.

1 9 3 1 9 5 (L1) | (2,2) | (3,3)
2 3 1 3 1 2 (2,3) | (3,1) | (1,2)
S I i L 32) | 1,3) | @1

IIpumep OjsiepoBor KBajapaTa U3 JBa JATHHCKa KBajpara peaa 3

Hagemnthemo jesiHo ¢BojcTBO mapa OpTOTOHAJHUX JIATUHCKHUX KBaJipaTa Koje he
HaM OWTH TOTPEOHO KaCHUje Y jeTHOM JIOKa3Y:

Jlema 2.1. Heka je mar nap oproronajaHux Jatuackux kBajpara A u B. [Ipume-
HOM OWJIO KOje IepMyTallije ¢ Ha CKYyIly KOjUM IOIyHhaBaMoO JlaTe JIATUHCKE KBa-
JpaTe, HaJ caMO jeTHUM O JaTUX JIATMHCKUX KBaJpaTa, OuyBaBa ce MehycobHa
OPTOrOHAJHOCT TOcTojeher 1 HOBOHACTAJIOT JIATHHCKOT KBajpaTta. (YKOJUKO mep-
MyTallnjy IpUMerbyjeMo Ha 00a KBaJpara, TBpheme je jacHo.)

/loxasz. [la je HOBOHACTAIM KBaJIpaT JIOOWjeH MEPMYyTAIldjOM O OCTA0 JIATHHCKH
rokasyje naMm jiema 1.1. Heka je, 6e3 ymamema OIIIToCTH, IEPMYTAIlNja U3BPIIEHA
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Ha 1 KBajparoM B. [IpernocraBumo ja kBajpar (A, o(B)) uuje Ojrepos, To ject 1a
ce ek ypehenu nap (a,by) jaBpa nBa myrta, nupu demy je o(by) = b2. Mebhyrtum,
Tajga ou ce u y kBajapary (A, B) Ha Tum Mecruma ypebhenu map (a,b;) jaBibao
nBa myTa, Te To He om omo OjrepoB KBajpatr, ogHocHo A m B He Om Oum map
OPTOTOHAJIHUX JIATUHCKUX KBaJipaTa. KoHTpa uKImja. L]

2.1 HapOBI/I OPTOroHa/JIHUX JIATHMHCKUX KBa/ZlpaTa

lomune 1779. Jleonap Ojitep je mcTpakKnBao OpTOTOHAJHE JIATUHCKE KBaJIpa-
Te U NOKyIIaBao Jia Hahe map OpTOrOHAJHUX JIATUHCKUX KBaJIpaTa CBAKOI' Pe/ia.
Y merosoMm pajay m3 1779. romumne, kKoju je odjaBben 1782, Ojmep je 3Ha0 Ha
koHcTpyumre OjaepoB KBaJpaT CBaKOr pelia m, e je n WX HemapaH OpOj WJIn
nespuB ca 4. lakite, ycrmeo je ma mokazke mocrojame OjepoBor KBajpara 3a CBAKO
n=0,1,3 (mod 4). Jenunu caydaj Koju je ocrao HepaspeieH jecre n = 2 (mod 4).
OBo HAC JI0BOJIM /IO CIydaja KOJjH je MOCEDHO pasMarpao, a KOjH je TMOCTaBUO Kao
MaTEeMATHUIKYy 3arOHETKY 110J1 Ha3uBOM [Ipodaem 36 odpunupa:

y,llocroju 36 BojHMX oduimpa, M3 cBaKOr OJi 6 Pa3TUIUTHUX IIYKOBA U Ca CBa-
KM o] 6 PasjImInTuX YNHOBA, IPU YeMy He IOCTOje JIBa OpUIIpa U3 UCTOT IyKa
u ca uctuM unaoM. Jla s je moryhe pacropeutu oBux 36 oduimpa y KBaJpaTHu
pacnope/; 6 X 6 Tako Ja ce CBaKM IIyK W CBaKU YUH I0jaBJbY]y Yy CBAKOM peiy U
cBaKoj KojoHu?”

VKOJIMKO OM OJITOBOP Ha IOCTAB/HEHO MUTAILE OMO IOTBP/IAH, jaCHO je Jia Ou
oH 3arpaBo mpejcrabao Ojrepos kBajgpar pema 6. Cam Ojep je TpaxKumo oaro-
BOp Ha OBO IHUTaMhe, T€ KAKO HHUje YCIeo, HUTH Jia U3BeJe KOHCTPYKIU]Y, HUTU I8,
JIOKa2Ke CyIIPOTHO, T€HEepan30Ba0 je MpodJIeM U IMOCTABUO Cjie/iehy MpeTIoCTaBKY:

OjnepoBa npernocraBka: He rocroju nap opToroHaJTHuX JIATHHCKAX KBAJIpaTa
pena n, rae je n = 2 (mod 4).

[Tocsie MHOTO BpeMeHa, IPBU KOjU je HAIPABUO YCIIENIAH IMOMAaK y PeIlaBamby
npodsiema 36 odurupa je dppaniycku maremarndap l'arcon Tapwu, xoju je 1900.
roJ/IuHe J0Ka3a0 HeloCTOjarbe Mapa OPTOrOHAJIHUX JIATUHCKUAX KBaJjpara peja 6,
UCIPITHOM PYYHOM mperparom sesiehu jarmacke kBajpare pema 6 #Ha ompehene
noarpyne ([8]). Kacuuje cy npyru maremaruuapu jgajiu kpalie jqokase npumery-
jyhu snama u3 KoMImMkoBanujux odsactu maremaruke ([9]).

[Ipumehyjemo mehytum na oBume OjrepoBa IMpPETIOCTABKA jOIl YBEK HUjE OIO-
BPrHYTa, HAIIPOTHUB, OCTAaJIa je oIl Oe3MaJjio IecT JielleHuja Kao MpodseM Mebhy
MaTeMaTHIapuMa



2.1. IlapoBu opTOTOHAJTHUX JATHHCKUX KBaJIpaTa 7

[IpBu pesynrar Koju m3a3uBa 030M/bHY cyMiby y uctunuToct Ojrepose mper-
IocTaBKe cy us3Besim mHaujcku Matematndapu Paj Hanapa Bose u Illaparanapa
[MTankap lpukange, koju cy 1959. romuae koHcTpyncaaun OjaepoB KBajpaTr pejia
22. Ucre romune, amepuydku MmareMaruydap Eprnect Tunnen [lapkep je, nokaszyjyhu
JIPYTy TeopeMy, J00MO Iap OPTOrOHAJHUX JATUHCKUX KBajpara pera 10. Ilpu-
JmKoM HaJjaxkema QjmepoBor kBaigpara pena 10, ITapkep je kopucrno UNIVAC
KOMITjyTep M TO Ce CMaTpa jeJHUM OJI IPBUX IOKYIaja Kopuiihema KOMIjyTepa Y
CBPXY pelllaBarmbha KOMOMHATOPHOT ITPOOJIEMA.

Kako cy nponahenn OjiepoBu kBajipatu pejga 10 u 22, a u 10 u 22 cy KOHIpyeHTHH
ca 2 o Mozysy 4, Bullie HEje 010 nKakse cyMmbe fga OjrepoBa MpeTnocTaBKa Hje
TavHa.

[IITaBumre oBa Tpu MaremMarudapa Cy HU3BeJIU J0Ka3 KOJjUM Cy Y TOTIIyHO-
ctu onoBpryi OjI€epOBY MPETIIOCTABKY U JOKA3aJM JIa MTOCTOjU DapeM jedaH map
Mel)ycobHO OpTOroHaIHUX JIATUHCKUX KBaJpaTa peja n, rje je n = 2 (mod 4) u
n # 6. Merox koju cy onn m3mehy ocTaysior KOpUCTHIN y JOKa3y je MO3HAT Kao
OaJlaHCHUpaHU HEIOTIIYHU OJIOK JAU3ajHU, drje Cy BapHjallije Ouie Mo3HaTe U PaHU-
je Maremaruyapuma, MehyTUM OHU Cy TIPBU KOjU Cy YCIIEJH Ja UX JOOPO U3yde u
IIOBEXKY C& TEMOM OPTOTOHAJIHOCTH JIATUHCKUX KBaJpaTa.

Konaunu pesynrar Boszea, Illpukanmea u Ilapkepa o meraanoctu Ojrepose
IIPETIIOCTABKe OMO je 00jaB/beH Ha TOJMIIHEM CACTAHKY AMeEpHYKOr JpPYIITBA Ma-
TeMaTH4apa, oapxkanom y Ibyjopky TokoMm mociienme Helesbe anpusa 1959. roau-
He. OBO BeJIMKO MaTeMaTHYKO ITOCTUIHyhe 00jaB/beHO je W Ha HACJOBHO] CTpaHU
HeseJbHOT n3gama Ebyjopk TajMca o 26. ampuia 1959. roauHe ca HACTIOBOM:

,2BenKa MareMaTuIKa MPETIIOCTaBKa 00jaB/beHa Ipe 177 roguna je ojgdadeHa.”

HBbyjopk Tajmc je Takohe HaBeo na Ccy TpOjUlla MaTeMaTHdapa KOju Cy KOHAYHO
OIIOBPIVIM IPETIIOCTBKY MeDy cBOjuM KoJjierama Io3Hatu Kao ,Fuler’s spoilers”.

Cucremarusyjyhu mokaze koje cy u3pesu Ojep m BeJnKa TPOJUIA MMAMO Ba-
JKHY T€OpeMY:

Teopema 2.1. 3a cBaku npupojiad o0poj n > 2, n # 6, MOCTOju Tap OPTOrOHAJTHUX
JIATUHCKUX KBaJpara peia n.

Kpenumo cana nmyresuma Jleonapaa Ojiiepa u moTomux MareMaTudapa U yBe-
pUMO ce y IocTojarme oJpeheHnx napoBa OPTOTOHATHUX JIATHHCKUAX KBaJIpaTa.

Teopema 2.2. IlocToju map opTOroHaJHUX JIATUHCKUX KBaJIpaTa pejia 71 TJIe je n
HerapaH 0poj.

Jloxas. Kao joka3 HaBOAMMO KOHCTPYKIIUjy TIPU KOjO] je y CBakoM moJby (i,7)
(0 <4,j < n—1) opsor saruHCKOr KBajipata Ly ymnucan 0poj i + j, a y CBAKOM
noswy (i, j) ApYror JIATHHCKOT KBajpara Ly yrnucan dpoj 2i+ j, npu yemy J00ujeHe
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BPEJIHOCTHU TTOCMAaTPAMO 10 MOJLYJIY 1.

0 J n—1 0 J n—1
i i+ n+i—1 2i 2i+j n+2i—1
n—1 n+j—1 2n —1 n—1 2n+j—2 3n—3

Jlatmacku KBasipatu L1 u Lo

3a moyerax TBpAUMO Jia Cy 00a KBaJpara JaTuHcKa. Haume, yKOJIUKO Ou Bpei-
HoCcTH y mosbuMa (4, j1) u (i, jo) JIaTHHCKOr KBajparta L, y peiy i Ouie jeaHake,
Tajia du MOpaJo na Baxu i + j; = i + jo (mod n), omHOCHO j; = jo, ITO je 1O
KOHCTPYKIWju Hemoryhe (j; # jo). AHAJIOTHO ce JIoKa3yje HENOCTOjame JIBa UCTa
Opoja 1 y KOJIOHU JIATUHCKOT KBaJipaTa L, a U y peJly JaTHHCKOT KBajpaTta Ls.
Kaza Ou ce y KoJloHM j JIATMHCKOI KBajpaTa Lo HaJa3uje JBe HCTe BPEIHOCTH
y noseuma (i1,j) u (ig,j) Taga dum Baxkmio 2i, + j = 2is + j (mod n) omHoCHO
211 = 219, a TOIITO je n HemapaH OpPOj, MOpaJo OM Ja BaxKu i, = i9, IITO HUjE
moryhe. Jlakse, oba KBaJipaTa Cy JATHHCKA.

Ha ducmo nokazaau ja cy Ly u Lo Meh)ycoOHO OpTOroOHAJIHU, TMPETIIOCTaAaBIMO
CyIpPOTHO, TO jecT ja uctu ypehenu nap opojeBa rpaje nosba (i1, 1) u (ia, J2)-
Tasa du Mopasio na Baxu i1 + j1 = is + jo (mod n) u 2iy + j; = 2is + jo (mod n).
OpmysumameM IIpBe jeIHAUNHE O JAPYyre J0O0HjaMO a MOpPa [Ia BaXKW 1] = 1o, Tj.
11 = 19, IIITO 3aj€THO Ca ITPBOM jeTHAYNHOM JIaje M J; = jo OJTHOCHO j1 = Jo.

JakJte, laTu JATUHCKU KBaJpaThu cy MehycoOHO OpTOrOHAJHU. [

[ToctaB/ba ce nmTame Jia Jid, YKOJUKO UMaMO KOHCTPYHCAHE apoBE OPTOrO-
HaJTHUX JIATHHCKUX KBaJIpaTa 3a ojipeheHe npupoHe OpojeBe n, MOXKeMO KOHCTPY-
“caTHu Map OPTONOHAJHUX JIATMHCKAX KBaJjpaTa Beher pema. To Om HAM mOMOIJIO
Ja U3 KOHKPETHUX ITpUMEPa IIapOBa OPTOIOHAJIHUX JIATHHCKUX KBa/JdpaTa Malber
pelia, 3a Koje JIaKO 3HaMO Jia ITI0CTOje, TeHepaJIn3yjeMo ITOCTOjalbe Ha CBe ITPUPOIHE
Opojese n oxpeheHor 0dIMKA.
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Hedunnnnja 2.2. Heka je A = (a;;) naruncku kBajgpat pegan (a;; € {1,2,...,n})
u B = (by) maruncku kBajpar pega m (by € {1,2,...,m}).

Tama je Kponekepos upouseog kBajgpata A m B xkBagpar A ® B numensuja
mn X mn 3a1atT ca:

(a11,B) | (a12, B) (a1n, B)
(az1, B) | (a2, B) (azn, B)
(an1, B) (an2, B) (@nn, B)

TaGesa 2.1: Penykosanu npoussom kBaapara A u B

pu deMy je cBaku (a;;, B) KBaapar IJuMeH3nja m X m:

b11 + (aij — l)m b12 —|— (CLZ‘]‘ — 1)m e b1m+(aij — 1)m
b21 + (aij — l)m b22 —|— (Cl,ij — 1)m e b2m+(aij — 1)m
bm1+(aij—1)m bm2+(azj—1)m e bmm—k(aw—l)m

Teopema 2.3. Ako cy A u B J1aTuHCKEU KBaIpaTh OHJ1a je 1 KpoHeKepoB pon3BoL
A ® B Takohe maTuHCKH KBaJpar.

Jloxas. Kagpar mn X mn je nomysmen opojesuma o 1 10 m + (n — 1)m = mn.
Tpeda jokazaTu Jia He MOCTOje JBa UCTa OpOja y jeJIHO] BPCTU U JIBa UCTa Opoja y
jenHoj koyionu. [IpermocraBuMo j1a 1moctoje JiBa ucTa Opoja y OUJI0 KOjoj BPCTH iy
OuJI0 Koje BpCTe iy PeJlyKOBaHOT MIPOM3BOJIa KBaapara (Bugeru tadesry 2.1). YV 1oj
BPCTH KBaJipaTa durypumty a;; 4 b;,; 3a HeKO j u k. AKO IIPETIIOCTaBUMO Ja Cy
1Ba Opoja u3 Bpere ucta, ommo ou b, , + (a;k, —1)m = byyj, + (@i k, — 1)m ogHOCHO
biyiy — binjy = m(@iky — @iy, ). OmaBe, momro Baxku |b;, 5, — biyj,| < m — 1, Mopaio
on na Baxu by,;, = b;,;, mTO je nemoryhe, jep je B naTuHCKE KBaJpart.
Crmano, 3a 1Ba Opoja y UCTOj KOJIOHU Ou BayKuio b, + (agj, — 1)m = b,;, +
(@kyjy — 1)m, omaxie Ou Mopaso na Baxwu bj,;, = bj,j,, MITO je KOHTPAJAUKIILjA Ca
TUMe /13 je KBaJpaT B JIAaTUHCKH.

JakJrie, Ha OBaj HAYMH KOHCTPYUCAH KBA/IPAT JIUMEH3Hja M7 X Mn je JIATUHCKH.

]
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Teopema 2.4. Ako cy A u B mel)ycobHO OpTOroHAJHU JIATHHCKA KBaJIPATH De-
man u C u D mehycodHO OpTOTOHAHN JIATUHCKA KBaJIpAaTH Pea m, OHJa CY U
kBasipatu A @ C'u B ® D mehycodHo opTOoronasHum.

Jloxa3. 3HaMO U3 IPETXOHE TeopeMe J1a Cy OBa JBa KBAIpaTa JATUHCKH U JUMEH-
suje mn x mn. O3Ha4unMo nojbe KBajpara ca (w,t, x,y), upu demy (w,t) npeacra-
BJba I0JbE PEJIYKOBAHOT IIPOM3BO/Ia KBajpaTa (Tadesa 2.1) 0JHOCHO TO je KBaJpatT
m X m, 10K (x,y) npejcraBiba MOJbe YHYTAap TOr KBajpara. lakie, 6poj Koju oj-
rosapa nomy (w,t,x,y) kBaapara A ® C je ¢y + (e — 1)m.

[IpermocraBuMo Ja JaTH KBaJpaTH HUCY OPTOrOHAJHHU, TO jeCT Ia Ce UCTU
ypebenn nap Hasnasu y nobuma (w,t, x,y) ,yuapeHux ” jaTuHckux kBajgpara AQC
u B® D, kao u y nosbuma, (wq, ty, 1, Y1)

Taa ou MopaJio 1a BaxKu:
Cay + (Quwe = 1) = Capyy + (Awyy, — 1) ut day + (buy — 1)m = doyy, + (buye, — 1)m.
13 mpBe jeHAKOCTH IOIITO j€ |Cyy — Cuyyy | < M — 1 MOpa 18 Bazku
Cay = Cpyyy U Qut = Quyty -
CanaHo U3 Apyre jeaHadnHe CJean
divy = dl‘lyl n bWt = bwltl'

MebhyTum, Taga ou ypeheru napoBu (@, but) ¥ (Gt s bty ) OWIH BCTH, TE KBa-
apatu A u B e du dusn oproronasiu. Takohe Ou BazKuiio (Cyy, dyy) = (Coyyy Aanyr)
IIITO je y CYyIpOTHOCTH ca opToronasnornthy ksajpara C' u D. Kourpagukiuja. [

[Tpumehyjemo ma nam KponekepoB mpousBoji omoryhasa ypaBo OHO IITO CMO

JKeJIe TN - HaJlayKerhe MapoBa OPTOTOHAJIHUX JIATUHCKUX KBaJipaTa Beher pena us
3Hama Jla OHHU II0CTOje 3a CIIeIujaJIHe CIydajeBe.
Kako ce KpoHnekepoBuM MpPOM3BOJIOM peJi HOBOHACTAJIOI KBaJpaTa JI00nja MPOU-
3BOJIOM PE€/IOBa MOYETHUX JIATUHCKUX KBaJIpaTa, yodyaBaMo JIa OUCMO MOTJIN JIa W3-
BeJIEMO TIOCTOjarke ITapa OPTOrOHAJIHUX JIATHHCKUX KBaJIpaTa KOjuMa je pejl CTeleH
npupoaHor dopoja. Ako je taj Opoj HemapaH, JOKa3 je CBAKaKO JaT TeopeMoM 2.2,
TaKO JIa HAC 3aHUMA JIa JIU TIOCTOjU ITap OPTOrOHAJHUX JIATHHCKUX KBaJpaTa peja
n, KaJa je n CTeleH JIBOjKe.
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Teopema 2.5. IlocToju map oproroHaJHUX JIATUHCKUX KBaJipaTa pejsa n = 2™ 3a
CBaKo m = 2.

/loxas. Jloka3 hemMoO CIIpOBECTH WH/LYKIT]OM.
Basa: TlocToju map OpTOroOHATHIAX JATHHCKIX KBaJpaTa peja n = 22:

1 2 3 4 1 2 3 4
2 1 4 3 3 4 1 2
3 4 1 2 4 3 2 1
4 3 2 1 2 1 4 3

ITap oproronasHux JaTUHCKUX KBaJjipara peja 4

[TocToju map OpTOrOHAJIHUX JATHHCKHUX KBaJpaTa pejaa n = 2°:

Ilap oproronasHNX JTATHHCKAX KBaJIpaTa pena 8

Hngyrxtiuena xutotmesa: IlpermocraBuMo J1a MOCTOjU TTap OPTOrOHAJHUX JIATHH-
ckux kBajpara pena 2F 3a cako 2 < k < m, m > 3.
Wngyrxtiuenu xopar: JokaxKuMo cajia jga IMOCTOjHU Map OPTOTOHAJHUX JIATUHCKHX
KBajpaTa pefa 2™l Ha ocnoBy Teopeme 2.4 y3umarmeM J[Ba OPTOrOHAJIHA Jia-
TuHCKa KBajpata A u B pema 2% (koju Ha ocHOBY 0ase mocroje) W JiBa OPTOrO-
HaJIHa JaThHCKa Ksajgpara C u D pema 2™~} (m > m —1 > 2 oxakse ciaenn
Jla OHHM Ha OCHOBY WHJIYKTHBHE XWIIOTe3€ TaKoDe MOCTOje) MOKEMO KOHCTPYHCATH
nBa MehycodHo oproronasHa JiatwHCKa KBajpata A @ C m B ® D koju cy pena
222m71 — 2m+1.

Jakom VHayKinjom ciieu Jia MOCTOjH TIap OPTOrOHAJIHUX JIATHHCKUX KBaIPaTa
pera 2™ 3a cBako m = 2.
Hamomena: He nocroju map opToronajHux JIATUHCKUX KBaJipaTa pejia 2, jep mo-
CTOjU caMoO jeJlaH JIATUHCKHA KBaJpaT pea 2. [
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YKOJIUKO OIeT IPUMEHNMO 0codnHe KpoHekepoBor Ipou3Bo/ia, cajila KOMOMHY-
jyhwm jraTunCcKe KBaJipaTe HEIAPHOT peja U PeJia CTeleHa JIBOjKe, JIAaKO JIOKa3yjeMO
ciesiehy Teopemy:

Teopema 2.6. IlocToju map opTOroHAJIHUX JATUHCKUX KBaJpaTa pega 4k.

Zloxas. Hamumumo 4k = 2™n e je m > 2, a n HermapaH 0poj.

N3 teopeme 2.2 ciean Ja MOCTOJU Map OPTONOHAJHUX JIATMHCKUAX KBaJIpaTa
peran - Au B.

N3 Teopeme 2.5 cieam ja MOCTOjU Map OPTOINOHAJHUX JIATMHCKUX KBaJIPATa
pera 2™ - C u D.

Cama nmamo, ciayxehm ce Teopemom 2.4 KOHCTPYKIHjy Iapa OPTOTOHAJTHUX
smatuHckuX KBajipata A ® C'u B ® D koju cy pena 2™n = 4k. ]

VY JtocaialimeM JieJry CMO HaBEJIU JOKa3e 33 IMOCTOjabe Iapa OPTOTOHAIHUX Jia-
THHCKHUX KBaJIpaTa y 3aBUCHOCTH O/ PEJIa M, a CaJ1a YKEJIMMO Jia TOCMaTPaMO BHUIIE
JIATUHCKUX KBaJIPaTa OJjeJIHOM, Y3 JIOJATHU YCJIOB Ja Cy IO ITapoBUMa MehycoOHO
oproronasnu. Crora numamo cjiezehy nedunuiujy.

Heduunnmja 2.3. Cxyn meljycodGHO OpTOroHaIHUX JJATHHCKUX KBapaTa (ckpaheno
MO/JIK) npeacraBsba CKyII JATHHCKUX KBaJpaTa UCTOT pesia Mel)y KojuMa cy cBaka
JIBa 110 mapoBuma MehycodHo oproronaJita.

BaHnMa HAC KOje MaKCHMAaJIHE KAPJAMHATHOCTH MOXKe OUTH Taj CKYII.

Teopema 2.7. Ako je S ckym mehycOOHO OpPTOrOHAJTHUX JIATUHCKHX KBaJIpaTa,
pega n ouga je |S| <n—1.

/loxas. MoxkeMO TTpeTIIOCTaBUTH JIa je TOMyHhaBamhe BPIIEHO CKYIIOM OpojeBa

N = {1,2,...,n}. Y cBakOM JIATHHCKOM KBaJpaTy y S MOXKEMO HE3aBHCHO Ja
mepMyTyjeMo OpojeBe W TO yPaJMMO TAKO Ja MPBHU PeJ CBAKOT JIATUHCKOT KBa-
Jpata Oymy pemom dpojesu ox 1 j1o n, npu demy he (npema jiemu 2.1) garu ckyi
JIATHHCKUX KBaJIpaTa U JIa/be OCTATH Mel)yCOOHO OPTOrOHAJIaH.

Casa, ako m3adepemo d0ujo Koje ¢ € N u mocMaTpamMo OWIO KOju Tap JIATUH-
CKuX KBaJjipara, ypehern nap (i,7) ce jaBba y npsoM pemy. Ilocmarpajmo campkaj
nospa (2,1) cBakor saruHckor KBajsipara S. Ou He Moxe ma dyze 6poj 1, jep ce 1
Beh HaJta3u y mpBoj KoJIoHH y TipBOM pejy. IlltaBure, HujeaHa aBa KBajpara He
MOI'Yy UMAaTH UCTH OPOj j Ha TOM TOJbY jep ou ce oHma ypehenn nmap (7,7) jaBpao
JIBa IIyTa, KAaKO HA OBOM II0JbY TAKO W HA J-TOM IIOJBY Y IIPBOM peiy, T€ Ta JBa
KBaJipaTa He Ou Omym Melhycodno oproronasnu. Jlakie, He MoXKe OUTHU BUIIlE KBa-
JipaTa Hero mTo je Moryhux 6pojesa Ha nosunuju (2,1) kojux je n —1 (ox 2 10 n).
Crora, ckyn Mel)ycobHO OPTOTOHATHIX JIATHHCKUX KBa/IpATa MOXKE MMATH HAjBHUIIE
n — 1 wiaHoBa, IITO je U TBPHEHO. [

Hac he mocedHO 3arMMaTH 32 KOj€e IPUPOJHE OPOjeBE 7L IIOCTOJU CKYT OJT TATHO
n — 1 mehycobHO opTOroHATHUX JIATHHCKUX KBaJpaTa Pejia n.
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2.2 Kommieran cKyn MelhycoOOHO OopTOroHaIHUX
JJATUHCKWX KBaJapaTa

Hedbunaunmuja 2.4. Komiuteran ckyn MeycoOHO OPTOrOHAJIHUX JIATUHCKUAX KBa-
JpaTta peja n MmpejcTaB/ba CKYIl o1 n — 1 JIATHHCKUX KBaJpaTa pejia n, Ipu Iemy
Cy CBaka JiBa Mel)yCOOHO OpTOTOHAJIHA.

Y norpasu 3a nocrojamem komiuieTHor ckyma MOJIK-a mamazumo umrtepe-
CAHTHY TIOBE3aHOCT M3Mel)y OpTOroHAJTHOCTU JIATUHCKUX KBaJIpaTa U MPOjeKTUBHE
reomerpuje. Hanme, mokazahemo na je mocrojame xomiuternor ckymna MOJIK-a
pesia n eKBUBAJEHTHO IIOCTOjamby IPOjJeKTUBHE PABHU Pea 1.

3a Ty cBpXy, HaBelmrheMo OCHOBHA CBOjCTBa a(pUHUX U MPOjeKTUBHUX PABHU.

2.2.1 AdwuHe u npojeKTuUBHE paBHU

Konagna reomerpuja mpejcTaB/ba OMIO KOjU I€OMETPUJCKH CHUCTEM KOjH Ce
cacToju oJ] KOHAYHO MHOro Tadaka. Hacympor moj, Eykmmjacka reomerpuja He
IpeJICTaB/ba TUI KOHAYHE T'eOMeTpHje 3aTO IITO mpaBa y EyK/INICKOj reoMeTpuju
CaJIP2KM OECKOHAYHO MHOT'O TaYaKa.

Konaune paBau mpejcran/bajy paBHU KOje Ce CaAcToje 0/ KOHAYHO MHOTO Tada-
Ka. /IBa rjiaBHa TUlla KOHAYHUX PaBHU Cy adUHA U MPOjeKTUBHA KOHAYHA PABaH.
Y konaunoj acdunoj pasuu, Baxku [LnejdpepoBa akcrmoma, JOK ce y KOHAYHO] ITPO-
JEKTUBHO] PABHU CBaKe JIBe ITPaBe CEKy y TAYHO jeTHO] TATKU.

Hagemnthemo akcuome koje jedunwuiny KoHadHe aduHe W KOHAYHE ITPOjeKTUBHE
paBHHI:

Hedununuja 2.5. Konauna acbuHa paBaH npejcTraB/ba HelIpa3aH CKYI TadakKa
U IIPaBUX KOje 33JI0BOJbaBajy cjiesiche akcruome

(A1) 3a cBake jiBe pazm4uTe TAYKe MOCTOJU jeINHCTBEHA IIPaBa KOja UX CAPIKH.

(A2) 3a mary mpaBy ¢ u Tauky P Koja Huje Ha mpaBoj ¢ TOCTOjU jeMHCTBEHA
mpaBa Koja cajpku P u HeMa IpecedHnx tadaka ca f.

(A3) Ilocroju ckym ox 4 tauke, mehy KojuMa HUKOje TPH HHUCY KoJinHeapHEe (OBO
je 3apajl UCKJbydnBamba TPUBUjaAJIHUX CIydajeBa TJe Cy CBe TadKe Ha jeTHO]
npaBoj).

Konauna aduna pasan peiga n uMa n’ Tadaka u n’ + n npasux. Cbaka Ipasa

caJIpxKU 1 Tadaka U CBaKa Tadyka je Ha 1 + 1 mpaBoj.

Ilapasresra xaaca KoHavuHe aduHe paBHH je CKYIl IIpaBUX Koje cy mehycobHO
rapaJiesiie. Y KOHA4YHO] adpuHOj paBHU MTOCTOju N + 1 TapaJjenux KJaca, o/ KOjuX
cBaka cajapxu n npasux. (OBa TBphema HaBOIMMO Oe3 J10Ka3a, jep Cy MO3HATA Y
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MaTeMaTHUII MHIOWUJICHTHE I‘eOMeTpI/Ije n ,ZLOKaByjy Ceé IIPEKO HaBE€ICHUX aKCI/IOMa.)

Konaumne acdune pasuu pema 2 n 3

Hedbunnnuja 2.6. KonayHa nmpojeKTuBHA paBaH IIPeICTaB/ba HEIIPA3aH CKYII
TavaKa U MIPABUX KOje 3aJI0BOJhaBajy cienehe akcrmome

(P1) 3a cmake JBe pasamunTe Tauke MOCTOJU jeJIMHCTBEHA MPABa KOja MX CaJIPXKU.
(P2) Ilpecek dujio Koje jiBe pa3jmyuTe MpaBe je TAYHO jeJ[HA TaduKa.
(P3) IMocroju ckyn o 4 tauke, mehy KojuMma HUKOje TPU HUCY KOJIMHEADHE.

KonauHa IpojeKTHBHA paBaH peia n uMa n’+n+ 1 Tauaka U HCTO TOJINKO HPABUX.
Csaka mpaBa caJpxKu 1 + 1 Tagaka U cBaka Tadka je Ha n + 1 mpaBux.

Konauna npojektusna paBan pena 2 - Pano pasan
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Teopema 2.8. On cBake KoHauHe aduHe PABHU PeJla N MOXKE Ce€ KOHCTPYHUCATH
KOHAYHA MPOjeKTUBHA paBaH pefa n u oopaTrao. OBO 3HAYN J1a je TTOCTOjarhe KOHA~
4qHe adUHE PABHU PeJla N €KBUBAJIEHTHO ITOCTOjarby KOHAYHE IIPOjeKTHBHE DaBHU

pesia n

Jloxas. (=) KoHCTpYKIMjy 3al09ibeMo 0J KoHauHe aduHe paBHU peja n
(P,B) (P je ckymn Tadaka, a B ckyn mnpasux). 3HAMO Ja OHa cajpxu n + 1
napaJieJinux KJjaca. HazoBUMO Te IapaJiesiHe KJjace, OJHOCHO CKYIIOBE IIPaBUX
1,72y « « s 1. JlOMAaJMO HOBe (pa3imdauTe) Tadke 001,009,. . . ,00,+1 U HOBY IIPABY
KOja MpoJia3u Kpo3 Te Tadke oo = {001,009, ...,00,+1}. Heka cy HOBH CKyIOBH
P(o0) = P U {001,009, ...,00,41} 1 B(oo) = {bUoo; | b € m;} U{oc}. Osaj no-
CTYIIaK Ce 30Be §ogasarve Upase Yy HeckOHAYHOCTE U TUME CMO JIOOUJIU IIPOjJEeKTUBHY
paBan (P(00), B(00)).

T 2 Tn+1
Konauna acduna pasan pena n

JIunnja y beckonatHOCTH

— see

LA L] LR L L]

~
Ty b ) Tn+1

Koncrpyucame npojekTuBHe paBHHU peja 1 U3 aduHe PaBHU

[TorpebHo je yBepuTHu ce j1a OBAaKO KOHCTPYUCAH CKYII TadyaKa U IMPABUX 3aMCTa
U 3aJI10BO/baBa aKCMOMe IIPOjeKTHUBHE PaBHU.

(P1) Ako cy y nmramy jase Beli mocrojehe Tauke u3 ckyma P, mocrojare jeuH-
CTBeHe TIpaBe Kpo3 mux ciean aupekTHo u3z (Al). Ako je jenna o tadaka
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00;, & JIpyra u3 cKyla P mpuMeTuMo Jia ce y IMapaJsieslHOj KJIAach m; HaJia3e
CBe moveTHe Tavuke adbuHa paBHU (IIapaJjeHa Kaaca CaIp:Ku N IMPaBUX Ca 10
n + 1 pasAmYUTOM TAYKOM IITO je n? + n PasImIUTHX TadaKa KOJHKO HX Y
aduHa paBHU YKYIIHO U MMa), OJ[aKJIe CJEJN Jia, HOIITO TaYKa 00; JIeKHU Ha
CBAaKOj OJ1 M IOYETHO MapaJIeTHUX IPaBUX, Ja KPO3 by U OUJIO KOjy JAPYTY
TauKy U3 CKyla P mpojia3m TavHo jeJiHa mpaBa. AKO Cy y IUTamky JIBE TadKe
00; I 00, KPO3 IbHUX IIPOJIa3u TadHO jeJIHa IIpaBa U TO IIpaBa oo.

(P2) Ilpecek sBe mpaBe u3 ucre Kjace m; je TAYHO jeJIHA TadKa 00; 110 KOHCTPYK-
Uju. AKO cy y IHTamy JBe IIpaBe U3 Pa3jIMIuTUX Kjaca m; U 7, OHe IO
JnebUHUNM]Y TapaJIeTHIX KJiaca UMajy Ipecek (jeMHCTBEH, jep Ou y CympoT-
HOM Ouita HapytieHa (Al)) u oH je ocTao HEHADYIIEH JIOJABAEM TadaKa 00;
u oo;. Ha Kpajy, npecek mpaBse 0o u dujio Koje npyre mpase b je jeIuHCTBEHA
TavKa 00; ako b € T;, 10 KOHCTPYKITU]H.

(P3) Hdupexrtno ciaenn u3 (A3).

Pamu bosper pazymeBarba KOHCTPYKITUje, TPUIOXKIMO HJIYCTPAIN]Y KOHCTPYKIIH]je
pOjeKTUBHE paBHU pena 2 u3 aduna pasuu pega 2. Umamo P = {1,2,3,4} u
B ={{1,2},{1,3},{1,4},

{3,4},{2,4},{2,3} }, npu gyemy cy 3 mapajesHe Kjace Jare y KOJOHAMA.
O3HAYMMO KOJIOHE Ca Ty, T2, T3. ¥YBEJIUMO HOBY TpaBy oo = {001,009, 003}, IpH
gemy je caga P(oco) = {1,2,3,4, 001,009,003} 1
B = { {1, 2, 001}, {1, 3, OOQ}, {]_, 4, 003}7

{3, 4, OOl}, {2, 4, OOQ}, {2, 3, 003}, {001, 9, 003} }

OBa KOHCTpPYKIMja TavHO Jaje IPOjeKTHUBHY paBaH pejia 2, 3aMEeHOM CHMOOJIa
001 — 5,009 — 6,003 — 7.

(«<=) Koucrpykuuja adune paBHU U3 IPOJEKTHUBHE PABHU MPEJCTAB/bA CAMO
0dpuyTH mporec. O3HaunMo jegny npasy (OUJIO KOjy) ¥ OOPHUINIUMO By, KAO U CBe
Tadke Ha 10j. JlokazuBame akcuoma KoHavHe aduHe PABHU CJAUIHEU CY Ka0 Y IIPeT-
XOJTHOM CJIydvajy.

HaxkJte, TBpheme je JIoKa3aHO KOHCTPYKITAjOM. [

2.2.2 AdwunHa paBaH n KOMILJIETaH CKyll MehycobHo opToro-
HAJIHUX JIATUHCKUX KBaJpaTa

Ananmmzupajyhn aduny paBaH, Ha TPBU IOIJe] ce MOry Hahuw CJIMIHOCTH Ca
korvteTHuM ckyrom MOJIK-a y Buay napaseHux Kjaca U CBOjCTaBa WHITHICHT-
noctu, mehyrum, nznenabhyjyhe, nosezanoct uzmehy mux je muoro seha. O Tome
HaM roBopu ciiesicha Teopema:

Teopema 2.9. Komiuteran ckyn mMel)ycOOHO OpTOTOHAJIHUX JIATMHCKUX KBaJipaTa
pe/ia n IMOCTOji aKO M CaMO aKO MOCTOjU KOHAYHa aduHa paBaH pejia n.
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Jloxas. (=) IlpBo hemo onucarn KOHCTPYKIMjy KOHaYHE adUHEe PABHU U3 KOM-
mernor ckyna MOJIK-a. 3a rauke, yamumo cse ypehene mapose (i,5), 1 <i,j < n
(uma ux gaxse n?). [lIto ce Thuue npasux, rpynucalieMo ux y cKynoBe o 1O 7
IIpaBuUX, Koje o/iroBapajy n + 1 mapaJiesiHoj KjaacH, Koje adpuHa paBaH CaJIp:KH, Kao
IIITO CMO ODjACHUJIN PaHUje:

e 3a Ouo Koje ¢, cBa mosba y peiy ¢ dopmupajy npasy. CKyl OBUX N IIPABUX
[IPEJICTaBIbA MAPAJIETTHY KJIACY.

e 3a OmJIo Koje j, cBa 1moJba y KOJIoH! j popMupajy mpaBy. CKyI OBUX 1 TPABUX
[IPEJICTaB/ba MapaJIeIHy KJIacy.

e V3Mmumo OWJI0 KOju JaTuHCKNA KBajgpar L, u3 Hamrer ckyma ox n — 1 MOJIK-
a. 3a OmJIo Koju Opoj S, HEKa CBa II0/ba Yy JIATHHCKOM KBajapary L, Koja
canpxke s ¢dopmupajy npasBy. CKyl CBAX OBUX N IPaBUX, jeTHA 338 CBAKH
Opoj, TpejcTaB/ba MapaJiesHy Kiaacy. Jlodunmm cmo n — 1 mapaJsietTHUX KJjiaca,
jeJIHy 3a CBaKM JIATUHCKHU KBaJIpaT y HAIIEM CKYIIY.

(Al): He mocroje saBe pasjmdure Tadyke KpPo3 KOje MPOJA3e JBE PA3IUIUTe
mnpase: 3a IpaBe JI00MjeHe W3 pejoBa U KOJIOHA, OBO je jacHo. AKO OM Kpo3 JiBe
paz3InYuTe TayKe IMpoJIa3uiie IpaBe JI00ujeHe CuMOOJIOM @ JIATHHCKOT KBajapTa L,
U cUMOOJIOM b JIATUHCKOT KBaJipaTa L; cjeaunsio Ou ja ce y Ta JBa Pa3JIuduTa I0-
/ba (Koja mpeJicTaB/bajy Te JBe pasiuuante Tauke) OjepoBor KBajapara, J00H]eHOr
,ClajarbeM”’ OPTOrOHAJIHUX JIATUHCKUX KBaJipata L, u Ly, namasu uctu ypehenn
nap opojesa (a,b) MITO je U3 HUXOBE OPTOrOHATHOCTH HeMorylie.

Kpos cBake jiBe pasamanre Tadke MOCTOjU IpaBa: 3a OMIIO KOjy Ta4uKy (i, ) ImOKa-
3aJIM CMO Jla OHa Jiexku Ha n + 1 npasux (jegHa oxrosapa peiy i, jeJHa KOJOHU
Jj un—1 U3 TOJUKO JIATHHCKUX KBaJpaTa), OJ KOJUX CBaKa CAJIPXKU JIPYTUX 7
pasmmunTux Tavaka. [lakie, ce ose npase caapxke (n+ 1)(n — 1) +1 = n? Ta-
gyaka. /Ipyrum pednma, tauka (i,7) je moBe3aHa ca CBAKOM JIPYTOM TavyKOM HAIe
KOHCTPYKIIHje.

N3 oBa jBa jiesia ciieiu Jia Kpo3 CBaKe JIBE PA3/JIMYUTE TadKe ITPOJIa3u TAuHO jeJIHa
pasa.

(A2): ¥Yamumo dmwiio Kojy mpaBy m U OWIo Kojy Taduky (i,7) Koja Huje Ha M.
AKo je m pen, y3MuMO peJi i; OBa IIpaBa je IapaJjejHa Ca 1 U IITaBUIIe je jeInH-
cTBeHa (M3 pasJiora IITO CBaka Ipasa hopMupaHa 0/ CKyIIa [10/ba KOJU OJIroBapajy
HEKOM Opojy a y HekoM L; Mopa mipecehu pem m, jep ce Opoj a MoOpa HAJA3UTH Y
CBAKOM DpeJly JIATUHCKOT KBaJipara Li). CiimdHo, aKo je m KOJIOHa, y3MUMO KOJIOHY
J; oBO je Takobe jeqMHCTBEHA IpaBa mapaJieiHa ca m kpo3 (i, j). Konauno, ako je
m 1paBa GpoMpHUpaHa OJ CKyIla M0Jba KOja OJIr0Bapajy HEKOM CHUMOOJIY S Y JIATUH-
CKOM KBaJipaty L., y3MuMo 1paBy (hOpPMUPAHY OJ CKyIla I0Jba KOJU OATroBapajy
cumbouty (busto Koju Jia je) y mosby (i, ) y JIATHHCKOM KBajpary L.

OBa mpaBa je mapaJjiesiHa ca m M0 KOHCTPYKIIMjU, U IITABUINE je je/IMHCTBEHA:
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3a duio Kojy Apyry mpasy n Koja caapku (i, ), n MOpa OUTH UM peJ WId KOJIOHA
(n y ToMm caydajy cBakako cehu m), uiam mMopa durtu dbopMupaHa 07 HEKOT JIPy-
ror cumObosia t U3 JaTUHCKOr KBajipara L. Mehyrum, Taja Tadyky, OJHOCHO TOJbe
(k,1) OjrepoBor kBajpara Koje capxku ypehenun nap (s,t) (a Mopa ja cajpxu Taj
ypebenn map, jep cy L, u L, mehycodrno oproronasnun) cajupke ode mpase m u 1.
Haunwme, (k,1) € m jep je y nosy (k,l) nmarunckor kBajpara L, cumbout s. Takobe,
(k,1) € n jep je y nomy (k,l) maruackor kBajapara L, cumdou t.

Jlaxe nokasana je akcmoma A2 adwure paBHH.

(A3): Kako cmo novenu ca uajmame jenaum MOJIK, majmamer pema 2, KoH-
cTpyucaau cMo dapeM 6 paBux (HajMame 1o 2 3a pejloBe U KOJIOHe U 2 3a HajMarbe
jeslaH JIATMHCKY KBAJIPAT), CBaKa ca dapeM 2 Taduke, Te je akcruoma A3 3a/I0BOJbeHA.

Koncrpyxkimjom cmo octBapuin adpuHy paBa!

(«<=) Ipornec koucrpykimje kommteror ckyna MOJIK-a u3 adune pashu
je moTiyHo ucTH, camMo ooparaH. Heka je mara xonauna aduHa paBaH peja n,
nojeuMo je y n + 1 mapasenne kiaace Cy,Ch,...C,, cBaka ca 10 N eJieMeHaTa.
Osunauumo enemente cBake Kjiaace C; ox 1 mo n.

Ompennmo mapasienny Kiaacy Cp Hda oAroBapa peIoBHMa HAINX JIATHHCKHAX
KBaJIpaTa u mapaJjenny kiaacy C), /1a oaropapa KOJIOHAMA HAIUX JATUHCKAX KBa-
npara. Heka cBakoj kKoopauHaTu (i,j) oJroBapa jeJIMHCTBEHA TadKa IIPECEKa i-Te
npase napaJjesnne kiace Cy u j-Te npase napaJsiesine Kjiaace C,. OBume ce poduja
bujekiyja usmel)y rauaka nHaie adune paBHu u 10Jba (1, 7).

8a om0 Koju Opoj k m3mehy 1 u n — 1, monymaBaMo JIATUHCKE KBajpar Ly Ha
caenehu HaYWH: cTABUMO cUMOOJ § y Tosbe (i,j) ako mpasa s kaace Cy caapxKu
Tadyky Koja je upeHtudukoBana ca (i,j) panuje. Ilomro je cBaka Tauka Ha HEKO]
oz npaBux u3 Cj (n JUCjyHKTHUX OPaBUX Ca [0 N Ta4aka), CBAKO 10J/be fie durtu
nonymeno. Takohe, oBo ovdyBaBa JIATMHCKO CBOjCTBO, 3aTO IIITO CE€ CBaKa IpaBa
Harre kiaace Cy mojaBibyje y cBakoM pefy (Tj. mpecena cBaky mnpay u3 Cp, jep cy
U3 Pa3IMYATUX [apaJeHIX KJaca) U CBaKOj KOJIOHHU (Tj. IIpeceria CBaKy IpaBy U3
Cy, jep Cy U3 pa3iInIuTHUX MapajesHIX KJaca) TA9HO jeHOM (ako Ou mpecek duo
BUIIIE OJ1 jeJlHE Tauke, Ouila Ou HapyiieHa akcuoMma (Al)).

Osuwme je kpenpano n— 1 jmaruHckux KBaaparta. [lltaBurie, 3a cBaka JiBa TakBa
JlatuHCKa KBajgparta L, n Ly, n duno koje ase mpase s € 'y, t € (), 3HaMO 112 ce
$ Wt CeKy y Ta4HO jeTHOj Ta4dKW, Tj. MOCTOjU TAIHO JeTHO TIOJbE TJe je S Y TOM
II0Jby JIATMHCKOT KBaJjipaTa L, W yjeaHo t y TOM TOJby JATUHCKOT KBajpata L.
Jpyrum pednma, cBakKu Hap CUMOOJA Ce IOjaBJbyje TAYHO jeJIHOM OJIaKJIe CJIeIn
Jla Cy OBAKO KOHCTPYHCAHM KBaJpaTu Me)ycoOHO opToroHaJiHu!
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3 213
JlaTuncku kBagpaTn:
3 3|1
e o o
Onrosapajyhe
napaJejHe KJjace:
o o o

Aduna pasam:

Koncrpyucame adune pasuu pema 3 uz kommernor ckyna MOJIK-a pena 3

]

Cajia MOYXKeMO U3BECTH M KOHAYAH 3aKJbydaK, KOjI CMO HABEJIHU jOIII Ha, TOYETKY
II0TJIaBJbA:

Teopema 2.10. IlocTojarbe KOMILJIETHOT CKyTia Me)yCOOHO OPTOTrOHAJHUX JIATUH-
CKHUX KBaJIpaTa pejla N eKBUBAJEHTHO je MOCTOjalkhy KOHAYHe MPOjeKTUBHE PaBHU
pesa n.

Zlokas. [lokasz cienu, mpuMeHoM Teopeme 2.9 u Teopeme 2.8.
[Tocrojame xommternor ckyna MOJIK <= nocrojame konaune adune paBHu
pela n <= MocTojame KOHAYHEe ITPOjeKTUBHE PaBHU pejia Nn. [

OBuM JTI0KA30M CMO MHATAE ITOCTOjarhba KOMILIETHOT CKyIia Mel)ycoOHO OpToro-
HaJIHUX JIATUHCKUX KBaJIpaTa IPeHeId Ha M0J/be KOHATHE TeOMeTpHje.
N3 maTemaTndkux jgocTurayha y odacTy MpOjeKTUBHUX PABHHU 3HAMO J1a IPOjeK-
THUBHA paBaH pejia N IMOCTOjU 3a CBAKU IPUPOJAH OpPOj M KOjU je CTeleH IPOCTOr
opoja. /lokaz oBor TBphema HeheMo HABOAWTH, aji HaIlOMeHyheMo ja ce M3BOIu
KOHCTPYKIIMjOM ITPOjeKTUBHE paBHU U3 [asoaBor mosba peja n, Koje Kaja je n cre-
IIeH TIPOCTOT OpOoja IOCTOju, IIPU YeMy Ce Ha Taj HAYUH KOHCTPYUCAHa IIPOjeKTUBHA
paBan HazuBa l'asioaoBa paan. Ctora HaBoaUMO cJejehy Teopemy:

Teopema 2.11. IlocToju KomIIeTan cKyn MehycOOHO OPTOrOHAJHUX JTATUHCKUX
KBaJpaTa pejia n, IJie je n CTeleH MPocTor dOpoja.
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[TocTojame npojeKTUBHE PAaBHHU OMJIO KOT' JIPYTOr peJia je U Jiajbeé OTBOPEHO IH-
Tambe, ca TUM IITO cy aMepuykn mMareMarudapu Pudapa Xydeptr Bpyk u Xepbept
[Ton Pajzep 1949. roqumae nokasaan OUTHO CBOJCTBO O HEIIOCTOjaly MPOjeKTUBHUX
paBHHE ojpeheHor pena:

Teopema 2.12. Ako je n = 1,2 (mod 4) u n ce He MOXKe TIPEJICTABATU KAO 30Up
KBaJipaTa JBa IIPUPO/IHA Opoja, OHJA IPOjeKTUBHA paBaH PeJia N He ITOCTOjH.

Kako cBe oo Baxku u 3a komiutetan ckynm MOJIK-a, cucremarnsyjmo HaBegeHa
TBphema y HapeJ Hy TeOpeMy:

Teopema 2.13. Heka je n npupogan Opoj, Taja:
A) Axo je n cremen npocror 6poja, nocroju kommietan ckyn MOJIK-a.

B) Ako je n = 1,2 (mod 4) u n ce He MOXKe TPEJCTABUTU KaO 30Up KBajpara
nBa 1eJa opoja, komiutetan ckyn MOJIK-a pena n ne mocroju.

B) ¥V cBakom gpyrom ciydajy, kommteran ckyn MOJIK-a moxke u He Mopa
IIOCTOjaTH.

[Tpsu npupojan 6poj n Koju npunaa ciaydajy moxa B) jecre 6poj 10 u venocro-
jame xkommuieTHor ckyna MOJIK-a (u nmpojekTuBHe paBHU) je JOKa3aHO y3 mOMOO
kommjyrepa 1989. romune. Ilocse mwera, ciienehn takap 0poj je 12 m 1ocrojame
komruterHor ckyna MOJIK-a pena 12 je u mame oTBOpeHO nuTame!

Cneneha Tadesra HaMm jaje 100ap mperdies o mocrojamy KomietHor ckyna MOJIK-
a YMju Cy PEJIOBU MaJid IPUPOJHU OPOjeBHU, Y OBOM CJIy4ajy Jio 25.

n | Sakwyuax | Komenrap n | Sakyuaxk | Komenrap n | Sakpyuak | Komenrap
2 IIOCTOjU A 10 | me mocToju | KOMITjyTep 18 B
3 [IOCTOjH A 11 IOCTOj U A 19 [IOCTOjH A
4 OCTOjU A 12 B 20 B
5 [IOCTOjH A 13 IOCTOj 1 A 21 | me mocroju b
6 | me mocroju | Tapu, b 14 | we mocroju b 22 | He mocroju b
7 IIOCTOjH A 15 B 23 [IOCTOjH A
8 [I0CTOj U A 16 IoCTOj U A 24 B
9 TOCTOj U A 17 oCTOj U A 25 TOCTOj U A

[Tocrojame xkommaerHnor ckyna MOJIK-a 3a oapelene pemose
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300r cBOje jeIHOCTABHOCTH, HABEMINEMO KOHCTPYKIIN]Y MOCTOjalba KOMILIETHOT
ckyna mehycodbHo opTOroHa/IHUX JIATUHCKAX KBaJIpaTa pejia IIPoCcTor Opoja p.

Teopema 2.14. 3a dwio Koju npocT Opoj p nmocroju Komiutetan ckyn MOJIK-a
peia p.

Jloxas. Kopucruhemo ckyn N = {0,1,...,p — 1}. Osnaunmo kBajpare ca S,
Sa,. .., Sp—1 1 HaBeUMO ciiefiehy KOHCTpYKIH]jy, IPH YeMy Cy CBe BPEJHOCTH JaTe
o mogysy p. Heka jeza k € {1,2,...,p— 1} kBagpar Sy KoHcTpyucas Ha ciegehn
HAYIUH:

0 1 p—1

k E+1 E+(p-1)

2k 2% + 1 2%+ (p—1)
(p—1k | (p—1)k+1 (p—1)k+(p—-1)

Jlaruacku kBajpar S

VBepuhemo ce f1a je OH 3amcrTa JIATUHCKHA. JacHO je Jia HE MOTY IIOCTOjaTH JIBa
ncra Opoja y HekoM pejy. IIpermocraBumo ja mocroje JaBa UcTa Opoja y KOJIOHH J
y mossuMa (i1, ) u (i2,7). Tama du Bakwmwio i1k + j = i2k + j (mod p), ogrocuo
i1k =ik, a momro je (k,p) =1 (1 <k <p—1) cienn i; =iz (mod p), mro HUje
moryhe. Jlakie, 1aTu KBaJpaTh Cy 3alCTa JIATUHCK.

Caza hemo jokazaru ja Cy cBaka JBa KBaJpaTa opToronHajHa. Vzadepumo
IIPOU3BOJBHO ABa KBaJpaTa S; U S;, © # j, U NPETHOCTaBUMO Ja ce UCTH ypeheHn
nap OpojeBa Hasazu y mosbuma (ki,mp) u (kg,ms2) Koju rpaje Ta JBa JATHHCKA
kBajpaTa. Hamr s Ouhe na mokaxkeMo Ja je 3ampaBo oHJia ky = ko U my = me.
[Ipema KOHCTPYKIMjU CBAKOT JIATUHCKOI KBaJIPaTa CJIeIN

(k1 —1)i+mq —1= (kg — 1)i+my — 1 (mod p),

(k1 —1)j +m1 —1=(ka —1)j +my — 1 (mod p),
Onatie ki + mq = kgi + may (mod p) u ki1j + my = kej + my (mod p)
Cnemn (ko — k)i = kot — kyi = mqy — mg = koj — k1j = (k2 — k1)j (mod p)
Kako je 1 <i,j <p—1, omaocao —(p —2) < i — j < p — 2 U NPETHOCTABUIN CMO
i # j, mmamo (i — j,p) = 1, omakie u3 modoujenor (ko — k)i = (k2 — k1)j (mod p)
ciemu ky — ky = 0 (mod p) mrro 300r 1 < ki, ky < p maje ki = ko. Haswe, y TOM
caydajy Mopa jia Baxu u mg —mp = 0 (mod p), omHOCHO Takohe my = My, IMITO
CMO ¥ >KeJIeJIN.
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Haxie, oBako kKoucTpyucan ckym {Sy | 1 < k < p — 1} npezncrasiba KOMILUIETaH
CKYTI Me)yCOOHO OPTOrOHAJHUX JIATUHCKUX KBa/JIpaTa. [

2.3 Orpannydeme MaKCUMAaJIHOT Opoja MmehycobHo
OPTOrOHAJIHUX JIATUHCKUX KBaJpaTa

YV OpeTxoIHUM TOTJIaB/FUMA, je OMJIO PeYr O MAKCUMAJIHOj KAPIMHAJJIHOCTH CKY-
a MehycoOHO OPTOrOHAJIHUX JIATUHCKUX KBaJIpaTa, JOK NeMO y OBOM IIOIVIABJbY
HaBeCTH JI0JaTHA OTPpaHMYeha KOja 3aBHUCE OJ1 Pejia N JIATUHCKUX KBaJipaTa Koje
IOCMaTpaMo.

Hedunurmja 2.7. Heka je N(n) najsehn 6poj melycodHo oproronaiHux jgaTuH-
CKHUX KBaJIpaTa peja 1.

Y rTeopemu 2.7 cmo jokazanu jga je N(n) < n— 1 u gokazanu jia ce taj opoj
JIOCTUZKE 3a MIPUPOJIHE OPojeBe N KOju Cy CTEIeHU IIPOCTOr OpPoja.
Mebyrum, Maremarudapu cy ce JLyro TPyARIN fa Haly jg0me orpanundeme 3a N (n)
y 3aBUCHOCTH OJ M. JeJaH o IPBUX Pe3yJTaTa Y OBOM CMEpPY je IIOCTaBHO MaTe-
matudap Xapuc Openkiann Makuajm 1922. romune.

Teopema 2.15. Heka je n = pi'p5? ... pl" KaHOHCKa (haKTOPHU3AIHja TPUPO/HOT
opoja n. Taga je N(n) > min{p;* — 1}.

Jloxas. I3 teopeme 2.11 mam je mosHaTo Jia 3a CBaKO n; = p;' mocroju n; — 1
MeDhycoOHO OpTOroHaJTHUX JATUHCKUX KBajipara. Heka je majmamu o OpojeBa n;
(1 < i < m) Nypin. Taga mocroju d6ap Ny, — 1 MehycodHO OPTOrOHAIHUX JIATHH-
CKIUX KBaJipaTa 3a CBaKU pej n;. ¥Y3umajyhu 1mo n,, — 1 MOJIK-a 3a cBaku n; n
npumenom KpoHekepoBor mpomn3Bo/ia, 0JHOCHO Teopeme 2.4 m — 1 myTa, 100ujamMo
Nunin — 1 Mel)ycOOHO OpTOroHaJHUX JATUHCKUX KBaJpaTa Pelia NiNg. ..M, = Mn.
(Hanwme, npBo npumersyjemo teopemy 2.4 Ha 10 Ny, — 1 MOJIK-a pea ny u ng y
[MapoBUMa U TUMeE JI00UjaMO N, — 1 MOJIK-a pema nins. lame, mporec Hacta-
B/baMO IIPUMEHOM TeopeMe Ha HOBOJOOU]EHUX Ny, — 1 MOJIK-a u oHux 1,5, — 1
pe/ia N3, U TAKO JAJbe CBE JI0 My, YUMe 33JIpPKABaAMO N, — 1 MOJIK-a, cana ko-
HAYHOT pesia n).

Hakme, N(n) je dbapem min{p;" — 1} O

(2

Nwmajyhu y Buay OjiepoBy MpeTHOCTABKY, U3 Pa3Jiora IINTO je y CAydajy
n =2 (mod 4) min{p{" — 1} = 2! — 1 = 1, MakHajm je IPeTIOCTABUO JIa, HE CAMO
na je N(n) > min{p]" — 1}, Beli u ja je TO ropme OrpaHuYeHe, OJHOCHO Ja je
N(n) = min{p? — 1}.

Mebytuwm, ¢ 0d3upom Ha TO Ja cy maremarudapu boze, [llpukange u [lapkep
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onopryin Oj/IepoBy MPETIIOCTABKY, TUME Cy OIOBPTHYJIN U IIPETIIOCTaBKy MakHa-
jia.

MakHnajmumjeBa Teopema HaM jaje jorry orieny N(n) > 1 kaga jen = 2 (mod 4),
Ma/la KaKO T'eHePaJIHO HUje MO3HATO KOJIMKHU je OpPoj Mel)ycoOOHO OpTOTOHAIHUX Jia-
TUHCKHUX KBaJIpaTa 3a IPUPOJAaH OPOj M KOjU HHUje CTeIleH IIPOCTOr Opoja, oBa
Teopema HaM Moxke (a u He Mopa) Jaru jodap ocehaj 3a Taj dpoj y 3aBHCHOCTH
o1 .

2.4 IIpumena

OjnepoBa 3anHTEPECOBAHOCT 32 Tap OPTOTOHAJHUX JIATHHCKUX KBaIPaTa TTPOV-
3UIILJIA j€ U3 HEroBe XKeJjbe Jla KOHCTPYUIlle Marndue KBajapare. MehyTum, o1 Kpaja
0CaMHAECTOr' BEKa T0Jbe IMPUMEHE JIATHHCKUX KBa/IpaTa U IbUXOBE OPTOTOHAJHOCTU
ce 3HATHO IPOIUPUIIO.

T'eomerpuja: Ckym o k mehycobHO opTOrOHAIHUX JIATUHCKUX KBaJpaTa pesa n
je exBuBasientan (k + 2)-mpexu pega n. CrenujaiHo, kajaa je k = n — 1, KoMmiuie-
tan ckynm MOJIK-a je ekBuBasienran (n + 1)-Mpeu, 0JJHOCHO IPOjeKTUBHO] DABHU
pera n.

Teopuja rpadoBa: Ckyn ox k mehycodOHO OpTOTOHATHHUX JIATUHCKUX KBaJpaTa
pejia n je eKBUBAJIEHTAH MAPTUIUU IPaHa KOMILIETHOT (k + 2)-IapTUTHBHOL I'pa-
da K, ., Ha KoMIIeTHe oarpadose pena k + 2.

Koaupame: OproroHa/tHu JATUHCKA KBAJIPATU Ce KOPUCTE Y TEOPUJU KOIUPAIHA,
Yy pa3nuuanuTe CBPXe O] KOJUX je jeHa OTKPUBaIb€ T'Pelaka M MCIIPaB/balbe KOJa,
y IUJbYy KBAJUTETHOT ITPEHOCA TOPYKE Y JUTHTAJIHOM OOJIUKY, OUJIO OHA jEIHOJIN-
MEH3UOHAJHA WX JIBOJUMEH3NOHAJHA (TIOIYT CJIUKE).

VY pajay cMo Takohe youmsu MOBE3aHOCT Ca TEOPUjOM I0Jba, JIOK CE MPAKTUIHA,
[IPUMEHA OPTOTOHAJTHOCTU KOPUCTH U Y JIN3ajHY €KCIIEpUMEHATa, Ka0 U y KOHCTPY-
MCamby TAKMUIAPCKUX TYPHUPA.






3akJbydakK

bBe3 0b3upa Ha TO J1a 1M ce UrpaMo KapTama WM U3ydaBaMo 030U/bHE MaTeMa-
THYKE CTPYKTYpE, y 00a CiIydaja ce MOXKEMO CyCPECTH ca OPTOTOHAJIHONINY JIATHH-
ckux kBajipaTa. C 0d3upoM Ha KOPEJTUCAHOCT OPTOTOHAJHOCTH JIATHHCKUX KBaJIpa-
Ta ca OCTAJUM MaTeMAaTUYIKUM TeMama, JocTuruyha y muma he dutu mehycodno
roBe3aHa YuMe he ce, HAJIAMO Ce, PEITUTH IIPEe0CTaJIa OTBOPEHA MIUTaba, OUJI0 KOH-
CTPYKITMjOM HAIpEeIHUjer MATeMaTHIKOr aJTOPUTMa WA TPAB/bemEeM codTBEpa
Koju he dutu y moryhuoctu ja pemmu jgare mpodJeme.

Ha kpajy, xejteo dux ma ymyTtuMm mocedHy 3axBajHocT meHTopku Comu Uy-
Krh Ha rmoMohu mpu U3pa i MATYPCKOT paJjia U OJadUpy JIUTEPaType.
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