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YBOI

[Ipobisiem pemnraBatba MOJTUHOMCKHUX jeTHAUNHA je HAajBEPOBATHHUjEe CTAP KOJUKO
u cama MareMaruka. Cse 110 19. Beka, TylaBHA TeMa M3ydaBarba ajredpe cy yipa-
BO OmJie TIOJIMHOMCKE jeTHAYnHe ca palimoHaJHuM Koedwuinjentuma. [Ipupogro ce
IOCTABUJIO cJieaehe murame:

Ilog xojum ycaosuma ce KopeHu UPOU3GOHHE UOAUHOMCKE JEGHAMUNE CA DPa-
YUOHAAHUM KOEPUUUJEHTTUMA MOTY TPEGCLasuiliu Kao arledapeky u3pasd HeHUL
rxoedpunyujernatia ?

Ksanparna dpopmysia je mo3HaTa jorn o aHTUIKUX BpPEMeEHA, a MOCTOjarbe eK-
CIUIMIIUTHUX (DOpMYyJIa 3a HyJe IOJHHOMA CTeleHa TPU W YeTUPH je OIpaBia-
HO paJoM HTaJIMjaHCcKor MareMaTtudapa JlojoBuka Pepapuja u HETrOBOI MEHTOPA
DPuposama Kapnana y kwusu Ars Magna uz 1545. rogumue.

Opanmyckn mareMatndap EBapuct lamoa je y 19. Beky camMocTajaHO pa3BHO
aJIaT KOjUM je TUTame PENNBOCTU IOJTMHOMA CBEO Ha IMUTAH€e PENTUBOCTU rpyna. Y
0BOM pa/iy Ouhie peun O HAIPEIHUjUM KOHIIETITUMA T€OPHUje TPYIa U TEOPUje Mosba
ca KOjuMa, ce yUEHUIN HajBepPOBATHHUje HUCY CyCPe/H Yy OKBUPY HACTaBe JIMHEAPHE
ajaredpe, aau u 0 camoj Teopuju ['asoa, Koja ycroctaB/ba TPUPOJIHY Be3y m3melhy
rnmoMeHyTnx odJsiactu. Exciioarucahemo rpyne cumerpuja usmely perrerma moJim-
HOMCKUX jeJJHAYNHA, a CBOjCTBA THX cUMeTpHja he Ham momohu jia 6o/be pazyMeMo
npupojy camux nosjunoma. Ha kpajy, maheMo jemgHocraBan npumep moJUHOMA CTe-
IeHa 5 Yrje HyJie He MOXKEeMO 3aIUcaTh y 00JINKY ajredapckor u3pasa. [{nsb oBor
paja je j1a moJCTaKHE 3aMHTEPECOBAHE YUEHHWKE J[a MCTParke HEIITO O OBOj TEMH,
caykehu ce OBUM pajioM Kao CayKeTHUM YBOJIOM, & KaCHHje W KaO IOJICETHUKOM.

7Kesreo dux na ce 3axBajiuM cBoM MeHTOpPY, Jp JIyku Munuhesuhy, na xon-
CTPYKTUBHUM CABETUMA U MPYKEHOj TOMONKM TOKOM U3pajie OBOI' Pa/ia.
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Teopuja rpyna

2.1 YBoaHU MOjMOBHU

[MIra 3Haun 1a je rpymna pewusa?

[Ipe mero mro KpeHemo Ja ce DaBUMO IVIABHUM TBpDemeM, JokazahemMo HEKO-
JINKO KJBYYHUX PE3yJITaTa U3 Teopuje rpyna koju he mam nmomohu y pajy, a yciyT
u MoTtuBucaTu ['ayioaoB npuctyi. baBuheMo ce UCK/bYyYNBO KOHAYHUM T'pylaMa, a
cuMOOJT omepaliije rpymne heMo m30CTaB/baTu.

[Toncerumo ce pecdunuiyje rpyue:

Hedbununmja 2.1. I'pyta je ckyn G ca omeparmjoM * Koja 3a0BoJbaBa ciejehe
AKCHUOMe:

o (Vx,y€G)x*xy € G (3amusoperoct)

Jdee G)(Vz € G) exx =xxe=x (Gocojarse HeYWPANHOT EACMEHTTQ)

(
Vz,y,2 € G) z* (y*2) = (x xy) x 2 (acoyujatiusroct)
(
(

o (VzeG)3x ! € G)rxax! = a %z = e (Goctojare un6epsnoT eaemenia)

VKOMKO je omeparja rpyie KOMyTaTUBHA, Taja je rpymna Adeaosa. Pes rpyte
G, y oznamnu |G|, je OpOj WHEHUX eJIEMEHATA.

Hedbununuja 2.2. Heka je G rpynma u H C G. Ykoauko je H Takohe rpyra,
KaxkeMmo 1a je H wogipyua rpyne G, y oznamn H < G.

IToncerumo ce na JlarpamkoBa Teopema TBpPAM Ja pel MOATDYyIeE JeIN pes
rpyme. ¥YBenrheMo HEKOJUKO IOjMOBa KOju he ompaBaTh OBy TeOpeMy, a YCIIyT U
JIOKa3aTH TBphema Koja Cy HEOIIXOTHA 33 HACTABAK.
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Hedbununmuja 2.3. Heka je G rpyma u meka je H mena noarpyna. 3a g € G,
CKYIIOBe

gH ={gh | h e H}

Hg={hg | he H}
PeIoM 30BeMO fesu U gechu Kocew noarpymne H y rpynu G. Cuenujasso, 3a h € H
Baxku hH = Hh = H.

Jlema 2.4. Hexa je H < G. Taga cy pasauvutiu aesu kocetiu pyte H gucjynki-
HU.

Zloxas. IlpernocraBumo na je ckyun aH N bH menpasan. Tama mocroje hihy € H
TakBH Jia Baxku ah; = bhy. Cana je bH = (ahlhg_l)H = a(hlhg_lH) =aH. O

Ilocnemuna 2.5. @ukcupajyo H < G u a € G. Tana aH = bH ako u camMo ako
beaH.

JlarpamkoBa TeopeMa HaM IOBOPH Jia je OpOj Pa3jWdUTHX JIEBUX KOCETa IOJI-

el
rpyme H y rpynu G yupaso ﬁ WNucnupucanu oBuM, IIOCTaB/baMo cjeehe nurame:

Aa au mootcemo ycuoctasutiy Hexy CUpYyKWypy Hag Kocewuma, wWaxo ga ge-
Meroe TPYUE HEHOM TOGIPYTOM goduje cMmucao?

Ucmocrasba ce J1a je 0arosop morspiam!

Hedbununmja 2.6. Heka je G rpyma u N Heka meHA MOArPyHa. YKOJUKO je
jennakoct gN = N g 3a70BosbeHa 3a cBakKO g € (G, KaxkeMmo 1a je N Hopmaara Gog-
pyta rpyne Gy oznaru N < G. Cuenmjanuo, {e} u G cy wpusujasie HOpMaHE
noarpytne G.

Hedbunnnuja 2.7. Heka je N < G. Koauwnuurky ipyuy G/N (anramo G mod N)
YUHU CKYTI JieBuX Kocera rpyme N y rpynu (G, 3aje/IHO ca omepanujoM o J1eduHU-
CAHOM Ca

(gN) o (hN) = (gh)N
3a g,h € G.

Barrro je dutno ma je N darn nopmaana noarpyna G7

QDukcupajmo kocere gIN u hIN. Onabepumo 10 jes1an TPOU3BOJHAH €JIEMEHT KOCETa
gN u hN; Heka cy T0 g1 1 hy. JacHo je ma Baxku
gimN = (g1N) o (uN) = (gN) o (hN) = ghN

30or dWera c¢Mo curypHHU sa oBa jemHakocT yormre mMoryha? Oarosop Ham jaje
cirenehe TBpheme:
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Tepamwa 2.8. Ouepavyuja o gatia Yy GpewrogHo] gedhununyuju je godbpo gedurucana
axo u camo axo je N wnopmasna togipyua G.

Zoxas. Heka je N < G u mpurom dukrcupajmo g,h € G. Hokaszahemo ma Baxku
abN = ghN 3a upousBosbie a € gN u b € hIN, onakse he cieautu jeman cvep
tBphema. Ilocroje ny,ny € N TakBu 1a a = gny u b = hn,. Caga je

abN = gnihnaN = gnithN = gnyNh = gNh = ghN

JlokaxkumMo cajia JIPyTu CMep; MPETIOCTABUMO JIa je olepallija 3aucTa J00po Jie-
dunncana. Purcupajmo npousBosbie g € G u n € N. Baxn

gN = (eg)N = (eN) o (gN) = (N)o (gN) = (nN) o (gN) = (ng)N

Onasae sumnmo N = g 'ngN. OBo je ekBuBajIeHTHO ToMe 1a ¢~ 'ng € N, onakie
N mopa dutu HOpMaJsHa noarpyna G. 0

2.2 KoMno3mmnmuoHm HU30BU

Penmmmo na cy vam gare rpyme H u A.

Ha koju maunn ducmo nponanum cBe rpyie G takse jia je H mopmasHa mos-
rpyna G, u ga je A ynpaso xkosmunuk G/H? Opaj mpobieM je MO3HAT Kao ek-
CWEeH3UOHY Tpobaem (WU TPOOAEM PAWUPEHE) ¥ TEOPHUjU TPYIIA; PEIIeHhe OBOT
podJieMa O JI0BeJIO J10 KJlacuduKalije CBUX KoHaTHUX rpyna. Cam mpodiiem pa-
[IApeha IPyIla U3JIa3u U3 OICera OBOI Pajia, aju KOPUCTHNEeMO IPUCTYIl CAnYaH
IIOCTaBIU TIPOOIEMA.

Kpennmo ox npousBosbHe KoHadHe Tpyre (G. Y3MUMO HEKY HheHY HOPMAJIHY
noarpyiy N, a 3aTuM W HOpMaJIHy HoArpyiy rpymne N, u Tako masbe. [lom ycio-
BOM Jla CMO m30eraBaJii TPUBHjaJIHE HOPMAJIHE MOJIPYIle, OBaj MOCTyIAaK he ce
3aBPIIUTU Y KOHAYHO MHOTO KOPaKa.

Jlobujenn HU3 HOPMAJHUX MOArPYIIA Ce HA3UBa HOpMaanu wu3d rpyie G, a Mu
hemo mmocmaTpaTn jeaH crerujajaH TAT HOpMaJHOT Hu3a. Vcmocrasiba ce j1a cy
CBOjCTBa KOJTMYIHUKA CYCEIHUX WIAHOBA HOPMAJHOT HU3A je/IaH OJ K/bYYHUX JleTa-
Jba ['amoaoBe Teopeme.

Hedbununuja 2.9. Konauna rpymna G je Gpoctic aKO U caMO aKO HeMa HETPHUBU-
jaJiHe HOpMAaJIHE TIO/TIPYIIE.

Hedbununuja 2.10. Heka je G konauna rpyna. Hus rpyma Hy, H; ..., H, TakaB
Jla, BaXKn

{e}=H,<H, 1<---<H<Hy=G
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U OPUTOM JIa je cBaka o KoyudHwdkuxX rpymna Hy/Hyp., (3a k= 0,1,...,n — 1)
[IPOCTa, HA3UBA Ce KOMU03UuLuoHu hu3 rpyre G. Tajga moMeHyTe KOJTUIHUIKE TPyIIe
HA3UBAMO KOMUOSUUUOHUM HAKTLOPUMA.

Tepamwa 2.11. Caka KoHAYHA IPyHa UMa KOMIIO3UIIMOHU HU3.

Jloxas. Jlokaz cupoBoauMo HHAYKIHjoM 1m0 1 = |G|.

Vkonuko je n = 1 wiu je G upocra, TBpheibe je TpuBmjanano; namme, G je
jenuau wiaH KoMmmo3unuonor uusa. Hajame, Heka G HUje IpOCTa, & CAMUM TUM U
Heka je n > 1.

Ban > 1, Heka je N maxcumaina HETPUBHjaJIHAa HOpMaJsiHa moarpyna G. Kako
je |N| < |G|, no nraykTuBHOj XUnore3n N MMa KOMIIO3UIIMOHN HU3

{e} =Hy<Hy_1<---<Hi<Hy=N
Cana G mMa KOMIO3UIIMOHU HU3
{e} =Hp<Hy1<---<Hi<Hy=N<G
O

IIpumenda 2.12. I'pyna N je makcumasna HopMmaina noarpyna G ako je G/N
npocta. [Ipumernmo 1a HE MOpa OUTH jeIMHCTBEHA.

[Toxcehamo ce mojma nsomopdusma n3melhy aBe rpyie.

Hedbununmja 2.13. Heka cy A u B nBe rpymne. M3omoppuszam je dujeKTUBHO
npecsiukasame ¢ : A — B Koje uyBa CTpyKTypy rpyte. Ipyrum peuanma, ¢ 3a/10-
BOJbaBa

p(ab) = p(a)p(b)
3a CBakKo a,b € A.

[TocTojame nzomopdusma usmely JiBe rpyie moIpasyMeBa YUHEHUILY J1a CYy Te
rpyne cywiliuHcKy uctie, OJHOCHO Ja UMa]y €KBUBAJEHTHA CBOjCTBA T€ C€ MOTY
CMaTpaTH UCTOM.

Nneja nza yBohema KOMITO3UITMOHUX HU30Ba je jeanocraBHa. CaMuM TUM IITO
Cy YJIAHOBH KOMITO3UITMOHOT HU3a Makhe KapAWHAJIOCTHU O]l MOJIa3He IpyIe, MOTro-
HUju cy 3a ucnutuBame. MehyTum, y ciaydajy ga mocmarpaHa rpya uMa BUIIE
MaKCUMAJTHUX HOPMAJIHUX MOJArPYIA, APYTadujuM OJadUPOM IHUX MOXKEMO JO0OUTH
BHUIII€ PA3JIMIUTUX KOMIIOSUIITMOHUX HHU30BA.

Cneneha Teopema, KOjy HABOJIUMO O€3 J0Ka3a, TOBOPU O TOME J[a Cy CBU KOM-
MTO3UITNOHN HU30BU CYIITUHCKA WUCTH.
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Teopema 2.14 (XKoppau-Xesnnep). C6u KoMUOUUUOHU HU306U KOHAUHE TPYTE
G cy exsusanrenttinu. Hctie cy gyotcune, a wuro8u KOMUTLOZUUUOHU PAKTLOPYU CY
UOMOPPHU GO HA TEPMYTLAUL]Y .

Caneneha nedunniuja n3jaBaja cBOjCTBO KOMIIO3UITMOHOT HU3a KOje je Hau3IJIe/l
HEMOTHUBUCAHO, & IeroB 3Ha4daj heMo yBUIeTH Y KAaCHUJUM ITOTJIaB/bUMA.

Hedbununuja 2.15. I'pyna G je pewusa aKo U caMo aKo Cy jOj CBE KOMITO3UITNOHT
dakropu AdesoBe TpyIIe.

2.3 CumerpuyHe u ajarepHupajyhe rpymne

Kao nocedny kiacy KOHAYHUX I'PYIa YBOJIUMO cumelipuyHe ipyle Koje Ha IIPU-
POJlaH HAaUYWH €HKOJINPajy IepMyTalije HEKOI' CKyTIa.

Hedbununuja 2.16. Cumettipuura tpyta S, je CKyI CBUX IMEPMYyTaIlAja CKya O
n odjeKkaTa, 3ajeJHO ca OIEPAIljoM KOMIIO3UIMje TIEPMYTAIja.

ExBuBa/ieHTHO, CHMETPUYIHY T'PYILY S, MOXKEMO ITIOCMATPATH Ka0O CKYII CBUX OU-
jEeKIja Koje CKYI OJI n eJieMeHaTa CJIUKajy y camor cede.

Bynyhu na ce mepmyralmje BpIille Ha KOHAYHOM CKYILy OOjeKara, II0jeIuHU
0bjekTu 00pazyjy Uellive Koje Jabe MOXKEMO TO0jeIMHAYHO aHAJIU3UPATH.

Hedununmmja 2.17. [uka nyxuue k, y o3namu (aq, as, . . ., ax), je Oujekimja Koja
efleMenTe a; ciuka y a;+1 3a 1 <1 < k — 1 u eleMeHT a; y a;, a ocTajie eJIeMeHTe
OCTaBJba HEIIPOMEHEHUM.

Craky mepmyTtarjy o € S, MOXKEMO HAIMCATUA KAO MPOM3BOJ JINC]YHKTHIX
IIUKJIOBA.

HukmoBe myxkune 2 HasuBaheMo WpaHcho3uyujama, a IUKIOBE Ty:KUHE 3 3-
UUKAOBUMA.

Hedbunnnnuja 2.18. Heka je 0 € S, u A = {1,2,...,n}. Husepsuja nepmyTarmje
6 je neypehernn map {a;,a;} C A taxkas ga i < j amu 6(a;) > 60(a;).

Hedununmja 2.19. 3nax tepmymayuje o, y osuamnu €(o), 1edpMHANIIEMO KaO
(o) = (~1)™

rze je inv(o) dpoj mHBep3uja nepmyTaiyje o. [lepmyTaruje o Ha3UBaMoO UaPHUM
YKOJIHIKO je €(0) = 1, a nHetaprum y CyIpOTHOM.
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Mozke ce moKazaTH Jia je 3HaK IHUKJa xyxube k jeamax (—1)~1. Kako je csa-
Ka rmepMyTaruja o € S, TpOu3BO/I JUCjyHKTHUX ITUKJI0BA, 3HAK IIEPMYTAIHje O je
ITPOM3BO/T, 3HAKOBA, IbeHUX TOjeIMHAYHIX ITUKJIOBA.

Cneneha siema onakmaBa padyH MPUJIXKOM KOMITO3UIIH]E TEPMYTAIH]a.

JIema 2.20. Heka je 7 = (a1, a9,...,a;) muka u o € S,. Tana je
oro ! = (o(a1),0(az),...,0(ar)).

Jloxas. Osmaunmo ca f mepmyrammjy o7o . JIOBOJbHO je MOKa3aTH Ja BasKh
f(o(a1)) = o(az), a oBo cenan u3

flo(ar)) = oro o(a)) = o7(ar) = o(ay).
OJ

Ilocnenuna 2.21. Ilperxonna JiemMa BaxKu U KaJia 7 3aMEHHUMO Ca IIPOU3BOJb-
HUM eJIeMeHTOM S,,. J{oBO/bHO je ma Ty mepMyTalijy HaIuIeMoO Kao KOMITO3UITH]Y
IUKJIOBA, & 3aTUM U IPUMEHUMO JIeMy Ha IbHUX.

Hedbununuja 2.22. Arweprupajyha ipyua A, je CKyI CBUX GapHUX TePMYyTaIli]ja
CKyIIa OJ N 00jeKaTa, 3aje/THO Ca OIEePAINjOM MHOXKEHha IIEPMYTaIln]a.

Nuaykmujom ce MozKe IOKa3aTH Ja Ce CBaKa IMepMyTalija o € .S, MOXKe Hallu-
caTu Kao Ipon3Boj Tpancmosuimja. CaumdaHo, cBaka nepmyTanuja o € A, moxe ce
HAIMICATH Kao ITPOU3BOJ, 3-UUK.A06G.

N3HocuMoO KOHCTPYKTHBAH JIOKa3 cjiejiche TeopeMe Koja y HEKOj MePH OIpaB-
JaBa JIepUHUIA]Y ca Kpaja IMPeTXOHOT MOrJIaB/ba.

Teopema 2.23. Anrepuupajyha rpymna A, je mpocra 3a n > 5.

Zoxas. Heka je N duio koja HopmaJina moarpyna A,. Cioyxehu ce meHoMm HOp-
MaJTHONYy, TOKa3 JIeJIMMO Ha HEKOJIMKO CJIydajeBa:

1. N cagporcu mexu yuxa gyoscune 3. Y3MUMO O€3 yMamberba OIIITOCTH 1A
(1,2,3) € N. Heka je 0 € A, nepmyranmja koja 3ajoBosbaBa o(k) = ag
3a 1 < k < 3. Tana (a1,as,a3) = 0(1,2,3)07! € N, nox yciosom jia je o
rmapHa nepmyTanuja. MehyTum, yKoJImko Huje, JTJOBOJHHO je J1a je KOMIIOHY]e-
MO Ca TPAHCIIO3UIMjOM HEKa JIpyra JBa eJleMeHTa (& TO MOXKEMO 3aTO IITO je
n > 5). Oxasze umamo Jia cBaku 3-1uk npunaja N, mro noiradun N = A,,.
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2. N cagpotcu enementi ca yukaom gyotcune dap 4. Heka je To De3 ymameHa
ommroctu g = (1,2,...,k)h. Moxe ce mpoBepuTn J1a BayKu

(2,3,k) =g [(1,2,3)"g(1,2,3)] e N
I1a 110 IIPBOj CTaBIN J0Ka3a Baxu N = A,,.

3. N cagpotcu eaementi ca obap gea yukaa gyocune 3. Heka je To be3 ymamema
ommmroctu g = (1,2,3)(4,5,6)h. Moxke ce npoBepuTn J1a Baxku

(1,2,4,3,6) = g7 ' [(1,2,4)7'g(1,2,4)] e N
I1a [0 JPyroj CTaBI| HoKasa Baxku N = A,,.

4. N cagpotcu enemenili Koju je camo KOMUOSUUUIA JegHOT UUKAQ GYHCUHE 3 U
wpancuosuyuja. Heka je To perumo g = (1,2, 3)h. Tama Baxkn

g°=(13,2)
I1a IIPBOj CTABIN J0Ka3a IMOHOBO Baxku N = A,,.

5. N cagporcu eaemeniic Koju je camo Komuosuyuja wparctiosuyuja. OBaj ese-
MEHT je TIapHa [IepMyTallija Ia Mopa Jia caJap2Ku dap 2 tpancro3unuje. Heka
je To permmo g = (1,2)(3,4)h. Baxu

(1,4)(2,3) = ¢ [(1,2,3)'¢9(1,2,3)] e N
CanaHo, BaXKu u
(1,2,3,4,5) = (1,4)(2,3) [(1,2,5)7(1,4)(2,3)(1,2,5)] € N
I1a [0 JPYyroj cTaBIy HoKasa Baxku N = A,,.

Caga Buumo ma N Mopa OuTu TpuBHjaIHa HOPMAJTHA TOArPyHa A, oaKjie cjiean
TBpheme. [

IMocnemauna 2.24. Kommaaunuku dpaxropu rpyme S, 3an > 5 cy Zy u A,. Bynyhn
na A, muje AdesoBa rpyna, rpyna S, HHAje pemmmBa 3a n > 5.
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Pamupema moJspa

3.1 OcHOBHU TIOjMOBU

Hedbununuja 3.1. [lowe aune ckyn K u omepanuje + u - Koje Cy 3aTBOPEHE Y
K, u mputom 3a710Bobajy cienehn ckym akcuoma:

o Ve,ye K)z+y=y+=x

Ve,y,z€ K)x+(y+z2)=(x+y) +=2

J0e K) Ve e K)0+z==x

Vee K)(F-z e K)x+(-x) =0

Ve,y,ze K)x-(y-z)=(x-y) -z

dleK)VzeK)l-z=x

Vee K\{0})Fz'eK)z o' =1

(
(
(
(
Ve,ye K)x-y=y-x
(
(
(
(

Ve,yz€e K)x-(y+z)=z-y+z-z

3a narmre morpede, MO/be MOXKEMO MOCMATPATH KAo CKYIl Y KOjeM MOXKEMO JIa
cabupamo, OJLy3UMaMO, MHOYKHMMO U JIEJTUMO (aJi1 HUKAKO HYJIOM).

Hedbunaunuja 3.2. Heka je K nome. Pawupere noba K je mosse L TakBo ma
KCL.

[Mumemo L/K na wasmaunmo ja je L pamumpeme mosba K. Y ToMm ciayuajy, K je
WOWUOME TI0JhA, L.
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[ocmarpajmo momuoMm p(x) = 22 — 2. Hberose myne, /2 u —/2, ounro me
npunajgajy nosy Q. JacHo je ja oBe eslemMenTe He MOXKEMO TeK Tako gojatru y Q,
3aTO MITO JI0OMjeHn CKyn He ou popMupao mosbe. KoHKpeTHO, eleMeHTH

14+2
3v/2, V2 — 16, +T‘/_

Cy caMO HEKHU O]l eJieMeHaTa KOju He MPUIIaJiajy OBOM CKYILY, & MOPAaJu OU 10 aK-
cruomaMma, 1ojba. MehyTum, 3a1mTo He OUCMO 10/1a/Iu CBE OBaKBe €JIeMEHTE y CKYII
1 TUMe 3aucTa POPMUPAJIN MOJbe?

OBa ujzeja je yommreHna u popMaIn30BaHa Kpo3 ciegehinx HeKOInMKo j1ednHm-
nja.

Hedbununmuja 3.3. Heka je K nobe u X C K. [lornosbe K 7enepucaro ckytom
X je mpecek cBux mormnosba K Koja campxke X.

Hedbunnnuja 3.4. Heka je L/K pamupewe u Y C L. Ca K(Y) oznagaBamo
nornoske L rerepucano ckynom K UY.

Kana je Y komauan ckym a aj, as, . ..,a; Cy Herosu eaeMentu, nobe K(Y') o3Ha-
gapahemo ca K(aj,az,...,a;).

Hedbununmja 3.5. Pamupemwe L/ K je apocio ykonmmko nocroju a € L TakBoO Ja
L =K(«).

Hedbunnnnmja 3.6. Pammpemwe L/K je apoctio pagukanno yromuko je L = K(«)
3a HEKO (@ Koje 3a10BosbaBa " = 3, 3a Hekon € Nu g € K.

Hedununmja 3.7. Pamupeme L/K je pagukasno yKOJUKO ce MOXKE JOOUTH HU-
30M TPOCTUX PAJIUKATHAX PAIIPEHA.

Kaxko pammpema 1o/ba yrase y Ipudy peliaBarmba MOJUHOMCKHUX jeJIHAUNHA!

[lox ansrzebapcrkum uspadom mojpasymMeBaMO OMJIO KOJU M3Pa3 KOjU Ce MOKe
JIOOUTHU OJT PAITMOHAJHUX KOHCTAHTH, ITPUMEHOM KOHAYHOT OpOja OCHOBHUX PATyH-
CKHUX Ollepaliija U y3uMamheM KOHATHOD Opoja n-THX KOpeHBPJ.

OBuM cMO omnmcasu cBa pelema ousno Kor nosmuoma p € Q[X] crenena ma-
er o7 5 jep yupaso kBajipatna, Kapanosa u @epapujea dopmysia KOHCTPYHUIITY
HyJIe OBUX IIOJITHOMA y OOJIUKY ajredapckux mspasa. Uneja msa yBohema paru-
pema mosba ce cajia nmpupoaHo Hamehe; YKOIMKO ce Hysia HEKOT TOJUHOMA MOYKE

Mlonpasymesamo 11a je {/a M0 Koju KOMILIEKCAH OPOj YU je n-TH CTelleH jeJHaK d.
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HaIMCATH Kao aJredapcku mM3pa3, Tpedaso OM Jja MOXKeMO Jla KOHCTPYHIIIEMO HU3
PaIMKAJIHNX Pallupena

QCK1CKQC"'CKm

TakaB Jia (puHATHO 1T0/be K, CaJIp:KM CBE KeJbeHe HyJIe TTOCMATPAHOT TTOJTUHO-
Ma.

YBOIMMO HEKOJIMKO CTaHJapIHuX JeUHHUIN]a U TBphema Koja Cy HEOIIXOHa
3a J1aJbu paJl.

Hedbununuja 3.8. Heka je a € C u K C C mosmwe. Ckym
Null(er) = {p | p € K[X], deg(p) >0, p(a) = 0}

Ha3UBaMO GHYAUPAjYAuM CKYTIOM eJIEMEHTa (v, & FerOBe eJIEMEHTE 30BEMO AHYAU-
pajyhum GOANUHOMUMA.

Hedbuunumja 3.9. Heka je K C C nosme. Enement a € C\ K je anzebapcru
nag K axo u camo ako je Null(a) mempasan. Ykosmko je ckyn Null(«) npasam,
KaKeMo Jia je « wparcyegenimar nag K.

Hedunaunuja 3.10. Heka je o anredapcku uasi nosbeMm K. Monnvan anysmupajyhu
[IOJIMHOM €JIEMEHTa (v MUHUMAJIHOT CTeleHa HA3UBAMO MUHUMAAHUM TOAUHOMOM
eJIeMEHTa (.

JIlema 3.11. MuHuMa/JHU OJUHOM p eJieMeHTa v jiejin cBaku ejiemenT Null(a).

/oxas. 1lpernocTaBuMO CynpOTHO; Y3MUMO HEKHU aHY/IUPAjyNu MOJIUHOM ¢ €JIEMEH-
Ta (o KOju Huje aepus ca p. Tana mocroje mommuomu A(z) u B(x) taksu na

q(x) = p(x)A(z) + B(z)

U IpUTOM 113 je B HeHysia NOJIMHOM cTeneHa Marber of deg(p). 3a x = « 1001ujamo
na je B(a) =0, mTo je y KOHTPaUKINjU Ca MUHUMAJIHOININY TOJTHHOMA, P. 0

Y ckaay ca gedunuimjoMm 3.9, pa3auKyjeMo JBa THUIA PAITHPEHA.

Hedbunnnnuja 3.12. Pammpeme L/K je aatebapcko yKOIUKO je CBAKHU €JIEMEHT
nosba L anredapcku naji K. Pammperse je wpancuegeniino ako HUje aaredapcko.

Hoxka3z cienehe jieme ciiean JUPEKTHO U3 JIePUHUIIAjE aJredapCKux ejieMeHaTa
U palinperna.

JIema 3.13. Heka je a € C\ K asredapcku nag K. Tazga je mpocro pammmperse
K(a)/K aatebapcrko.
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3.2 CreneH pamupema

Buajyhu ma je L pamumpeme HEKOr mmojba K, MHTYHUIIMja HAM TOBOPH 8 HaM
HICY HEOITXOJIHU CBU EETOBH €JIEMEHTH KAaKO OMCMO Ta ONMHCAJIN. 3auCTa, eJIeMEeHTH
OBOT T10/ba 38JI0BOJbAaBA]y BEJIMKU OPO]j MOJMHOMHUX PeJialinja ca KoeuIinjeHTuMa
u3 nosba K, MTO MHAYKYje n3daluBame CYsuWHUT eJleMeHaTa JIOK HaM He OCTaHy
TaYHO OHU KOjU Cy HAM IOTPEOHU U JOBOJHHU [l OIMUIIEMO TIEJI0 TOJbE.

Nneja mocmaTpama TAKBOT TeHepHIITyher cKylia je 3acTyI/beHa KO/ BEKTOPCKUX
IIPOCTOPAa, & KaKO je JUMEH3HUja CaMor IMPOCTOpa OWTHA 33 HEerOBY KapaKTepu3a-
I1jy, yBEeIINeMO CJUYaH MOojaM KOJUM OIHUCYJEMO BEAUNUMY PAIITHPEHA.

Hedbuunumja 3.14. Heka je L/K pamupeme. [Tocmarpajyhun L ka0 BeKTOpCKU
IIPOCTOP HAJL OJbeM cKaJsiapa K, JuMeH3Hja OBOI BEKTOPCKOT IIPOCTOPA je clielen
pawuperva, y o3naru [L : K]. Pamupeme L/K je konauno yKOJUKO My je CTeleH
KOHAYaH, a OECKOHAYHO Y CYIIPOTHOM.

Teopema 3.15. Heka je K(a)/K npocro pammuperme. Pasnukyjemo npa ciydaja:

o Eaementi o je astebapcku nag K. O3HAUMMO ca p MUHUMAJIHU [TOJIMHOM (Y
Hag K, u weka je n = deg(p). Taza je:

B={1,a,0* ...,a" '}

6aza BekTopckor npocropa K («) man K. Crnerujanno, [K(a) : K] = n.

o Enementi o je wpancyegentian nag K. Taga cy enementn 1,q,?,... an-

HeapHO He3aBHCHM Hajl K.
Zloxas. CiydajeBe 10Ka3yjeMo 3aceOHO:

o Faementi o je antedbapcku nag K. Ckyn B je nuHeapHO He3aBUCAaH 300T
MHUHUMAJTHOCTH TIOJIMHOMA, P; 3aUCTa, Kaja ou mocrojaau by, by, ..., b, 1 € K
KOjU HHCY CBU HYJa, KOJU 33/I0BOJbABA]Y

bo+bia+ba®+--+b,_ 10" =0

noyuaoM ¢(x) = by + by + bex® + -+ + b, 12"~ Bu Guo amymupajyhin 3a
eJIEMEHT (v U TIPUTOM CTEeIleHa MAarber Ol 7.

o [nementi o je wparcuegentiar Hag K. Konauan Opoj pasjimyuTux crerneHa
eJIEeMEeHTa (¢ He MOXKe 3aJI0BO/baBATH HETPUBUjAJIHY TOJHMHOMHY PeJIalln]jy
nag K 30or TpancieaenTHocTu eemenTta «. Crernujaano, ojaB/ie JUPEKTHO
caenn j1a je crernen pamupema K (a)/K deckonadas.

]
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Bynyhu na cmo cajia okapakTepucaJm IpocTa pallupera, MOXKeMO Jia ce da-
BUMO W paIllupemUMa KOja Cy J00UjeHa KOHCTPYKIIMjOM KOHAYHOT HU3a, IMPOCTUX.
Cnenehy Jsiemy hemo y HACTaBKy IUTUPATH BUIIE IIyTa, & OHA IIOBE3yje CTEleH
OBaKO JIOOMjeHOT PAIlPeha ca CTeNeHnMa heHnX MeDypammpema.

JIema 3.16 (JIema o topmy). Heka cy M/L u L/K anredapcka parmpema.
Tama Baxkn
M : L] =[M : K|[K : L]

Jloxas. Heka cy peiom A = {ay,as,...,a,} u B = {by,by,...,b,} baze pamupema
M/K n K/L. Jokazahemo na je

C={ablac A, be B}
baza pammupema M /L. Yamnmo z;; € K Takse na
DD aibjwi; =0
i=1 j=1

OpnaBre je

n

Zaizm:bjxij =0

=1 7=1

Kako cy {a;} nuHeapHo He3aBUCHE, MOpa BasKUTH

i bj.fCij =0
j=1

3a cBako ¢ € {1,2,...,n}. I3 muneapue nesasucuoctu {b;} Mopa Baykutu u x;; = 0
3a cBako j € {1,2,...,m}, onakie cy enementu ckyna C' JHMHEAPHO HE3ABUCHHU.
Ocraje na pokaxkemo Jia esiemenTn ckyia C remepuiiy 1eo ckyi M; 3ancta, mpo-
U3BOJHGHO M € M MOXKeMO HaIlMCATH Kao

n
m = Z a;m;
i=1
3a m; € K, a cBako m; Kao
m
m; = Z bjtj
j=1

3a t; € L, onaxiie ciaenu TBpheme. [
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3.3 Paszngenna moJspa

Bpahajyhu ce na mocmarpame Hysma Hekor mosimHoma p € Q[X], nmomcehamo
ce medununuje ajaredbapcke 3aTBOPEHOCTH I0Jba, 4 yBOAUMO HOBH II0OjaM KOJU CBe
HyJIe TOT' ITOJIMHOMa IIOCMATPa OJIj€IHOM, KAO IEeJINHY.

Hedbununmja 3.17. llomwe L je antedapcku 3awWe0pero YKOJIUMKO CBAKUA HEKOH-
crantan nojuaoM p € L[X] uma nyny y L.

OcnoBua Teopema asnredpe TBp/u Ja je nosbe C aredapcku 3aTBOPEHO.

Hedbunnunuja 3.18. Heka je p € M[X]. Kaxemo ga ce p geau y M yKoauko ce
MO2K€E€ HallCcaTun

p(x) =P(r —a)(z—a)...(x — ay)

zarekon > 0wu fB,aq1,q0,...,0, € M.

Ha mogeTky oBor morJiaB/ba CMO IIOMEHYJIN HUA3 PaIupeha KOju MOYeB O/ 0/ba
Q monasm o nmosba K, y KojeM ce moJimHOM p jenu. I[loBydeHM dub-eHUIIOM J1a
je C anredbapcku 3aTBOPEHO I10JbE, 3aIITO HE OMCMO TEXKUJIM TOME Jia HaM (pUHAJI-
Ho mosbe K, Oyme mrro npudmmxkuuje mosby C? McmocraBiba ce ga OHCMO OBUM
IIOCTYITKOM JIOOWJIN Upeseaukro (PUHAJIHO 110Jbe KOoje I'yOu 3HadajHe mHMOpMAaInje
cueruduIHe 38 HyJIe TTOCMATPAHOT TTOJTHHOMA.

Crora, nma cMucsIa TIOCMATPATH OHO TOJbE Y KojeM ce mosnHoM p € Q[z] menmn,
KOje je MUHIMAJIHO 10 TOME IIITO HeMa IIPaBO MOTHOJbE C& UCTUM CBOjCTBOM.

Hedbuunumja 3.19. Heka je p € K[X]| nenyna noauaom. Pasgeano Gome GoAu-
noma p nag K je pamupeme M mospa K TakBo Ja:

o fcenemuy M;
e yrKoymko ce piemny L m Baxku K C L C M, tana je L = M.

JIema 3.20. Hexka je p € K|[X| nekoncranran noiauaom u K C C. Osnaunmo ca
aq, ..., 0 € C ayne nosmmuoma p. Tana je K(aq,...,q,) BErOBO PA3IEIHO MOJbE.

Jloxas. Jacuo je na ce nonmuoM p fean y K(aq, ag, ..., a,). OBo mobe je MUHHI-
MAJTHO, 3aTO IIITO CBAKa HYJIa IMOJUHOMA, P MOpA JIEXKATU Y PA3IETHOM MOJby. L[]

Kako cBe Hyse mosimHOMa MOpPAjy JI€XKaTH ¥ lerOBOM pa3JIeIHOM T0JbY, cJiejiehe
TBpheme je eBUIEHTHO.

ITocnenura 3.21. Pasznenno mosbe nonmuoma p € A[X] C B[X] je jeamHcTBEHO
YKOJIUKO je B ayiredapcku 3aTBOPEHO TOJbE.
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JIema 3.22. Heka je p € K[X] C C[X] HexoHCTAaHTaH IIOJHHOM H HeKa Cy
aq, g, . . ., (i BeroBe Hyste. Tasa je cBaku estlemenT pammmpea L = K (o, ag, ..., o)
asiredapcku Hag K. Crerujasto, BaxKu

K(ag,ag,...,ap) <nl

Jloxas. Pammupeme K (o, ag, . . ., () MOXKEMO KOHCTPYUCATH K0 HU3 IIPOCTHX pa-
HMIIperna
K C K(a) € K(ag,9) € -+ € K(ag, 09, .., 00).

Csako mehypammpeme je anredapcko mo jemu 3.13. Jlema o Topmy rapantyje ma
je crenen pammpema K (aq, s, ..., a,)/K KoOHadaH, IIa 0OBO PaIUpPEhe MOPa OUTH
aJIredapcKo.

Hejennakoct Baxku ako ce p e y K. ¥V cynporHoM, paKTOPHUIIIAMO P HaJ
K(ay) xao p(x) = (x — aq)A(x) B(z) tae je A MUHUMAJIHU TOJUHOM €JIEMEHTa (g
Hag K (o). Ilonmuuom A je crenena najsuiie n—1, na je [K(aq, as) @ K(ay)] < n—1.
Cana je

[K(a1,a2) : K] =[K(a1,a0) : K(ay)][K(aq) : K] <n(n—1)
. HacraBumo oBaj mocrymak JI0K He JI07[aMO CBe HyJle IIOJMHOMA P y palupese. [

Hedunumuja nzomopduzma n3mehy gaBa 1mospa je eKBUBaJEHTHA JIeDUHUIINU
u3zoMopdusma u3mehy nBe rpye.

Hedbununuja 3.23. Heka cy A u B nBa nosba. HMzomopdusam je OUjeKTUBHO
npecyimkaBame @ @ A — B Koje 4yBa CTPyKTypy nosba. pyrum peunma, ¢ 3a/10-
BOJbABA

p(a+b) =p(a) + ¢(b)
Kao 1
p(ab) = ¢(a)p(b)
3a cBako a,b € A. Cuenujasno, 3a A = B, nzomopduszam Ha3UBaAMO aYWOMOPPHU-
3MOM.

VY cayuajy na cy koedwurujentu noanaoMma p y moby K C C, pasmenaHo mosbe
CMO KOHCTPYHCaJI CIyzkehn ce OCHOBHOM TeopeMOM aJjredpe; Hysie OBOT ITOJINHO-
Ma CMO JIO/IABAJIN jJeJIHY 110 jeJHYy JOK HUCMO KOHCTPYHUCAJM KOMILIETHO Pa3IesIHO
10Jbe.

BaxxHO je HamoMeHYTH Ja pa3/esiHa II0/ba IOCTOje M Kajla He PaJuMo y aj-
redapckm 3aTBOpEeHOM I0Jby. M ieja n3a jJoKa3a ers3ucTeHIje Pa3/eHOr M0/ba je
CJIMYHA, TTPETXO/IHO]; IIOHOBO OMCMO KOHCTPYWCAJIM HU3 PAIUPEHa MOYEB O] MOJba
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HaJ KojuM je moimHoM fedunucan. Mehyrum, oe rydumo cimodomy omadupa pe-
JI0CJIe/1a KOJUM J0/IajeMo HyJie Y pallluperha, 11a cCaMUM TUM I'YOMMO KOHTPOJIY HaJT
U3TJIEIOM Pa3jesHor mosba. Vcmocrasiba ce jia OBO He yTU4e 3HATHO HA CTPYK-
TYpPY JI0OOMjeHOT palllupemna, jep ¢y cBa Moryha pasjiesiHa I0Jba JIaTOT ITOJTNHOMA
CYIITUHCKH HCTA.

Jloka3 mocrojama pas3ieTHOr 1I0/ba ITOJIMHOMA Y CIIydajy IJie HeMaMo ajredap-
CKO 3aTBOPEE IMOYETHOT II0Jha M30CTABIHAMO, AJTH HABOJNMO CKHUILY JTI0KA3a HETOBe
JETMHCTBEHOCTH.

Teopema 3.24. Buso xoja nBa paszeinsa mosba nogusoma p € K[X| cy uzomopd-
HA.

Jloka3 oBe Teopeme MOXKe Ce CIPOBECTH WHIYKIIHjOM II0 CTEleHYy IOJUHOMA, P,
[IOCMATPAILEM HHEIOBUX UPEIYIHOUIHUX (PAKTOPa U Y3aCTOIHUM ITPUMEHhUBAHEM
caenehe jeme:

JIema 3.25. Heka je p € K[X| upepynudusian IMOJIMHOM CTENEHA N U HEKa Cy (@ U
B mwerose Hyse. Tana nocroju uzomopduzam usmehy K(«a) u K(5) koju dukcupa
cBaKHW ejieMeHT K.

Jloxas. IlpousBosban eement K (a) je obmka

2 -1
ap + a1 + agr” + -+ - + ap_1 "

3a neke a; € K, tae je n = deg(p). Camano, cBaku exement K () je odimka
bo + 018 + 0o + - 4 by S

3a Heke b; € K, ryie je n = deg(p). Hedunmmumo npecimkasamwe ¢ : K(a) — K(5)
ca

plag + ara+ asd® + -+ a1 ) =ag + a8+ axf° + -+ a, 1 B0

Kopucrehn wumenniy na je p € K[X| Mmunumananu mosuHoM o u 3, JTUPEKTHO Ce
IIpOBEpaBa Jia je OBO IIpec/IMKaBarbe 3amucTa m3oMopdusaM Koju (pUKCHpa CBAKU
eJleMeHT nosba K. [

Hanmame cmMaTpaMo 7@ je pas/ieslHO IOJbe CBAKOD IMOCMATPAHOT MOJWHOMA je-
JITHCTBEHO.

Jlako ce mpoBepaBa Jia CKyI cBuX ayromopduzama mosba L, 3aje/iHo ca onepa-
mjoM Kommosunuje dhyuknmja, anau rpymy. [locmarpajyhu pamupema L/ K, ox
ITOCedHOT 3Havaja cy HaM ayToMopdusMu 1mosba L Koju (DUKCUPajy CBAKU €JIEMEHT
noba K.
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Hedbuaunuja 3.26. ['pyny cBux ayromopduzama Haj mo/beM L 03HaUABAMO ca
Aut(L).

Hedununmja 3.27. Heka je L/K pamupeme. CKyn cBux ayroMopdusamMa HaJl
nosbeM L koju dukcupajy caku eixement K osnadaBamo ca Aut(L/K).

JIema 3.28. Heka je L/K pammupeme. Tana je Aut(L/K) noarpyna Aut(L).

Jloxas. Jacuo je na je Aut(L/K) C Aut(L). Y3mumMo npousBosbHe ayToMopdusme
g,h € Aut(L/K) n npoussossao o € K. Ilpumeruno

gh™H(a) = g(h"(a)) = g(a) = o
na je Aut(L/K) 3aucra noarpyna Aut(L). O

C ob3mpom HA TO Ja WpH JAEjCTBY OMJIO KOI ayToMopdmusMa Tpyle
Aut(L/K) enementn iosba K ocrajy dukcHu, a camum TuM 1 iosmHoMu p € K[ X],
MPUPOJIHO je TIOTJIEJIATH IITa Ce JIeCU Ca HyJIaMa TOT IMOJUHOMA KaJla ITPUMEHUMO
ayToMopdu3aM Ha HUX.

JIema 3.29. Heka je f € K[X| HeHysa TOJMHOM ca pas3jieqHUM IojbeM L u
0 € Aut(L/K). Ako je a € L nyna nosmaoma f, ouzia je To u 0(a).

Jlokas. Hamumumo f(z) = a,x™ + ap_ 12"t + -+ a1x + ag, 3a ag,a; - .., a, € K.
[IpumemuBameM # Ha 00e cTpaHe jeTHAKOCTH

A" + ap 10"t ajatay=0

JI001jaMo
0(a,a" + a, 10"t + -+ aja + ag) = 6(0)
an (™) + an_ 10”1 + -+ a10(a) + ag =0
anf(Q)" + ap_10()" '+ + a0(a) + ag =0
Kako je seBa crpana ynpaso f(6(«)), TBpheme ciesm. ]

Nmajyhu nperxonny semy y Buuy, esemenre Aut(L/K) moxkeMo mocMarpaTi
Kao IepMyTalyje Ha CKyIly CBUX HyJia HeKor mosmHoma p € K[X].

Kao Baxny nocsieauity jieme 3.25 HaBoguMmo ciejehe:

Ilocnenuna 3.30. Heka je L pasmesHO I1I0Jb€ WPEAYIIUOUIHOT ITOJTUHOMA
p € K[X] n neka cy a u [ merose myse. Tama nocroju erement Aut(L/K) xoju
cnuka 'y f3.
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Teopuja I'ajgoa

3aBpIleTak MMpeTXOHOT MOrJIaB/ba IPEJICTaB/ha MOCT U3MeDy Teopuje rpyna u
TeopHje MOJba; MOYEBIIN OJ MOJUHOMA U HHETOBOT PAa3JIe/IHOT I10Jba, JOILIU CMO
JI0 ayToMopdu3Ma KOju mepMyTyje Hyse Tor mnojuHoMa. EBapuct [amoa je npsu
dopmann30Ba0 OBY BE3y U TUME OTBOPHO IIyT K& MPOHAJIACKY HOJIMHOMA YHje HyJIe
HUCY aJiredapcKy U3pa3 palloHaJHUX OpojeBa.

Anammsupahemo mojam [a.so0a pamuperma, duja CBOJCTBa HA KJbydaH HATHH
OTIHUCYjy EHErOBY I'PYILy ayToOMOpdu3ama.

4.1 CenapadmHOCT palnupema

YBOIMMO HEKOJIMKO IMOjMOBa Koju he mam rnomohwu na gedunuriemo ['anoa pa-
IUPErba, & KaCHUje U UCIUTAMO IHIXOBE KAPAKTEPUCTHKE.

Hedbuunnuja 4.1. Upeaynuduian nosmuom p € K[X] je ceuapadunar yKOIUKO
Yy CBOM pa3JIeTHOM II0Jby HEMa BUIIIECTPYKE HYyJIe, a Hecetapadurar ¥ CYIIPOTHOM.

Hedbununmja 4.2. [Tpoussossan nmosmuom p € K|[X]| je ceuapadbunan ykoauko cy
MY CBH UPEIyIHOUTHU (PAKTOPHU CeUAPAOUNHU, & HECETUAPAOUNAH Y CYTPOTHOM.

Hedununmja 4.3. Heka je L/ K pamupeme. Enement a € L je ceuapadbunan HaT
K ykonuko my je munnmasau nosusoMm f € K[X]| ceuapadbuaan, a necetiapadburar
y CYIIPOTHOM.

Hedununmja 4.4. Pamupewe L/K je cetapadbusno YKOIUKO je CBAKU €JIEMEHT
nosba L cetapadunran.

JIema 4.5. Heka cy M/L u L/K pamupema. Ykomuko je M/K cenapadbuiHo,
taga cy u M/L n L/K takohe cenapadusiHa parimperba.

18
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/oxas. CBaku enement o € L je Ttakobhe enement ckyna M, ma je caMumM TUM
cerrapadouian Ha K.

MunuMaJTHY TOJIMHOM ejieMenTa o € M Hast L je cenapaduiaH, 3aTO MITO JIEJIH
IbEIOB MUHUMAJIHU TIOJIUHOM HaJi K KOju je cenmapaOuiaH. [

Buauaj cienehe jeme je y TOMe MITO OIPAHMYABAIEM BEJIMIUHE TPYIE ayTo-
Mopdu3aMa 3HATHO CMabyjeMO BeHY CI000/LY, a CAMUM TUM U OJIAKIIIABAMO HEHO
NCIINTUBAIbE.

JIema 4.6. Heka je K(«a)/K pamupeme, u p € K[X| MUHIMAJIHE HOJIAHOM €JIe-
MeHTa . Taja je

|Aut(K (o) /K)| < [K(a) : K]

rJie jeJHaKOCT BaXM aKO M CaMO akKoO je p celnapadu/IaH IOJJMHOM KOjU ce JIeJd y

K(a).

Jloxas. Heka je 0 € Aut(K(a)/K). 1o nemu 3.29 je 0(«) Hyna mosamaoMa .
¥Y3mumo npousBosban ayromopduzam f nmosba K (a) Koju dukcupa CBaKH €JIeMeHT
no/ba K, m Heka je n creneH nojanHoma p. OBaj ayroMopduzaM Mopa Jga IIPecsiu-
KaBa ejieMenTe 1ojba K () 1o mpaBuity

2 ~1 2 ~1
O(ap + a1+ asa” + -+ - + ap_10" ) = ag + a10() + a20()” + - - - + a,160(a)"
OJIaKJIe BUINMO JIa je OoBaj m3oMopdusaM jeIMHCTBEHO OJipeheH CIANKOM eJIeMEeHTa
«. Caga je jacHO Hda OBaKBHUX M30MOPdU3aMa MMa, TaYHO OHOJIUKO KOJIMKO ITOJTITHOM
p UMa paznuuauTux Hy’a y noky K(«). Ipyrum pednma, BaxKn

| Aut(K (a)/K)| < deg(p) = [K(a) : K]

rJie ce jeJIHaKOCT YCIIOCTaBJ/ba KaJa je p celapadujaH IOJUHOM KOjH ce JeIH y

K(a). O
Canenehy Teopemy hemo KopucTuTu KacHuje, a HaBOJIUMO je Oe3 JT0Ka3a.
Teopema 4.7 (Teopema o npumutTuBHOM ejseMeHTY). CBaKO KOHAYHO Cella-

pabusiHO pammpere je mpocto. Jpyrum pedmma, ykomuko je K(ag, as,..., o)
cerapadbIIHO palllperbe, MOCTOjU 5 TAKBO 114,

K(al,ag,...,an) :K(ﬁ)
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4.2 HopmMmaJjiHOCT paninpemna

[Tox ycomoBoM J1a cy mocMaTpane Hyse « U 3 TOJUHOMA IIPUCYTHE Y PAITUPEILY,
[IPETXO/HO TIOIJIAB/bE TAPAHTYje MOCTOjarbe ayToMopdu3Ma Koju majbe o'y .
Nucniupucanm oBUM, yBOJANMO THUII PAIUpeha HAJIUK Pa3JeTHIM MTOJbUMA.

Heduunnmja 4.8. Pamupewme M /K je HOpMaiHO YKOJUKO Ce CBAKU UPELYTUOU-
san noyimaoM f € K[ X] ca mysmom y M nemuy M.

Cneneha Teopema moka3zyje mpaBy MOh HOPMaJIHUX PaIAPEHa.

Teopema 4.9. Pamupeme L/K je HOpMaAHo U KOHA4HO AKO W caMoO ako je L
pas3/IeJIHO ToJbe HeKor mosmaoMa g € K[ X].

Jloxas. Heka je L/K HOpMaJHO ¥ KOHAYHO palmpeme. Hanummmo
L = K(aj,ag,...,a,) 32 a; € K, u nveka je f; € K[X] MuHuMaian mosmHoOM
ejeMeHTa «; 3a ¢ = 1,2...,n. TBpaumo ma je L pasienHo I0Jbe TOJTUHOMA
F = fifs... fu. CBaku f; je upenynudunan u uma Hydy y L; U3 HOPMaJIHOCTH
pammupemwa L/K ce f; nemny L, a camum M u oamaoM F' rakobe. Kako je mosbe
L renepucano Hy/aMa IoJuHOMa F', Mopa OUTH HETrOBO pa3/IeJTHO I0JbeE.

Heka je cama L pasjenno nosbe nekor noauaoma g € K[X]. OBo pamupeme je
KOHAYHO; OCTaje Ja JO0KaxKeMo jia je HopMmasiao. Jlokazahemo na ce nart upemaynu-
ounan nommuoMm f € K[X] ca nynom y L neqmn y L.

Heka je M /L pamupeme nosba L Takso na je M pasmenHo nospe mojuHoMa, f.
Heka cy a, 8 € M uyse oBor nosmmaoma. [locmarpajmo ciieehe Hu30Be pammperna:

K C K(a) C L(«)
K C K(B) C L(B)

K cLcC L(a), L(B)

13 upenynubmimnocrn nosmuoma f Baxku [K(«) @ K| = deg(f) = [K(5) : K].
Kako je L pazmenHo nosbe nosmuoma g uaj K, L(a) je pa3mesiHo mosbe mOoIMHOMA,

g, amu oBaj myT Hag K (). Ciauuno je L(f) pasiesHo 1OJbe IOJMHOMA ¢ HAJ
K (B). ITo nemu 3.25 u reopemn 3.24 Baxu [L(«) : K(«a)] = [L(B) : K(5)]. Cana,

0 JIEMHU O TOPIbY, BayKn
[L(e) : L][L : K] = [L(e) : K(a)][K(e) : K]
[L(B) : L][L : K] = [L(B) : K(B)][K(B) : K]

Opnakie je [L(a) : L] = [L(B) : L]. ¥Y3mumo na je o oHa HyJ1a nosmHOMa f 38 KOjy
3uamo Ja je y L, a [ duso koja npyra. Baxn

L(8) : L] = [L(a) : L] =1

omakiyte B € L, ma ce f 3amcra nequ 'y L. ]
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Cay:xehu ce jtemom 4.6, ciienehe TBphembe ce MOKe JTOKa3aTH UHLYKIII]OM.
JIema 4.10. Heka je L/K nopmainso pammuperse. Tama
Aut(L/K)| < [L : K]

rJIe je/IHAKOCT BasKM aKO U CaMO aKo je panmmperhe L/ K HOPMAJHO U CenapaduiIHo.

4.3 DPuxkcHa 1mojpa

U neja mocmarpama ayromopdusama 1mosba L Koju puKCUpajy mHeroBo yHaIpe
ojpeheHo mormnosbe ce rmokasaJia Kao IiojionocHa. MehyTum, 3amro He ducmMo Kpe-
HYJIH CYIIPOTHUM CMEPOM?

Hedbunnunuja 4.11. Heka je L nose u G duyio Koja rpyna ayromopdusama HaJl
L. Ca LY osnauasamo guxcro tGowe rpyne G uas momsem L

LY ={x € L| g(x) = v 3a crako g € G}.
JIema 4.12. ®ukcno nosse LE je 3amcra nospe.

/oxas. Heka cy a u b enemenTn (OUKCHOT 10/ W ¢ TPOM3BOJbAH ejleMeHT (.
[Ipumernmo

g(1) =1
gla+b)=g(a)+gb)=a+b
g(ab) = g(a)g(b) = ab

oJaKJie ciaean TBpheme. [

Teopema koja ciiemum HaM oTBapa HyT Ka Ja/b0j KJIACU(MUKAIMU PAIIAPEHa
3aTO MITO TTOBe3yje (PUKCHA TO/ba Ca MTOjMOM CEIAPAOUIHUX PAIUPEIHA.

Teopema 4.13. Heka je G koHadHa rpyma ayroMopdnsama HaI HobeM L 1 HeKa
je K ¢durcuo mospe rpyme G. Taga:

e 3a cBako a € L Baxu [K(a) : K| <|G|.
e /K je cemapadmiiHO pariuperbe.

o [L:K]<|G].
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Loxas.

e V3mumo npousBosbHO @ € L. Heka je

B={g(a) | g € G}

U TIOJIMHOM P JiecpuHUCAH ca

[Tpumernmo ma cBaku ayromopdusam g € G 3anoBosbasa g(B) = B. Oxasge
HEIIOCPETHO CJIeJM Ja p ocraje pUKCaH KaJla MPUMEHHMO ¢ Ha Hera, IITO
suaun Ja p € K[X]. Heka je cax f € K|[X]| munnmasnnu nosmaoM «. Kako je
p(a) =0, Baku f | p, omaxie

[K(a) : K| = deg(f) < deg(p) < |G]

o [lomuuoMm f menu cemapadumiiaH MOJMHOM P, A je W OH caM cermapaduIaH.
Hpyraunjum onadupom ejemenara « nodujamo ja je L/ K cenapaduiHo pa-
IIApeHe.

e Kako je [K(«) : K] orpanuuen onosro (ca |G|), MOxKeMO y3eTH o TaKBO Jia
je [K(a) : K] makcumanso. Jokasaliemo na npoussosbHO 5 € L npunaja
K (a), onaxne he Baxxutu L = K (). Tana he xespena TBpama cieuTn u3
upBe.

IIpBa craBka oBe Teopeme TBpau Ja je [ auredapcku Hamg K, Kao u 1a je
EroB MUHUMAJIHU TIOJIMHOM cTereHa Hajsurie |G|. Jlema o Topmy roBopu
na je [K(a,f) : K| xonavas, mro y3 Jpyry TBPAY KaxKe Ja je paliupere
K(a, B)/K cenapaduio.

[To TeopeMu O IPUMHUTUBHOM €JIEMEHTY, MOXKEMO M3adpaTu w € L TakBo Ja
K(a, 8) = K(w). MehyTum, npumMeHOM JieMe O TOPEY JI001jaMo

13 makcnmannocru [K () @ K] nodujamo [K(w) : K(a)] = 1, omakie ciaeau

B e K(a).
0
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4.4 KapakrTepusanuja I'ajoa pammupema

Y smreparypu je mojam [a.soa pamupema JieDUHUCAH Kao pallupermne Koje je
MCTOBPEMEHO HOPMAJIHO U cenapadusino. Mu hemo yBecTn ajarepHaTUBHY deUHU-
[Ujy pajiu JIAKIIEr JIOKa3UBamba, & y TeOpeMU Koja CJIeJ i heMO HABECTU HEKOJIMKO
€KBUBAJIEHTHUX Bep3uja oBe Jle(DUHUITH]E.

Hedunumja 4.14. Pamupemwe M /K je Tanroa pawupere ykonmko je K dukcho
nosee Heke rpyne G < Aut(M).

Teopema 4.15. Heka je L/K pammupeme. Tana cy ciaenehe craBke
1. L/K je I'asmoa pamuperse
2. K je dukcuo noswe rpyne Aut(L/K)
3. |Aut(L/K)| = [L : K]
4. L/K je HOpMAJHO U cenapadbuIHO PAIUPEHe
MelycodHO eKBHBaJIEHTHE.

Zloxas. lokas cupoBojguMO Ha ciiegehn HAYIuH:
2 = 1. Ilo nedpununuju 4.14.

1 = 2,3. Heka je K = LY 3a nexko G < Aut(L). Ilo Teopemu 4.13 Baxku
L K] <Gl
Cauano, o Jjiemu 4.10 Bazku:
|G| < [Aut(L/K)| < [L : K]
omakie je G = Aut(L/K) u |[Aut(L/K)| = [L : K].

3 < 4 Baxku no jiemu 4.10.

3= 1. Heka je G = Aut(L/K) u F dukcHo nosbe oBe rpyme. Tana je L/F Tamoa
pamuperse, nia Mopa Baxkutu |G| = [L : F]. Caza je

[L:F]=|G|=[L : K]

IIITO C& JIEMOM O TOPIY Ha
KCFCL

3aBpIIaBa J0Kas3. [
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IMocnenuna 4.16. Heka je L/K Tlanoa pammpeme. Jequno H < Aut(L) 3a koje
saxku K = LY je Aut(L/K).

KombunoBameMm oBe Teopeme ca Teopemom 4.9 naje cienehu pesyirar.

ITocnemuma 4.17. Pammpewe L/K je Tamoa pammpeme ako n camo ako je L
pa3JIeJIHO TI0Jbe HEKOT cernapadusHor nosmHoma p € K[ X].

[Tpumernmo sa cmo jgedbunuiujy ['amoa pammpema yIPpOCTUINA, & YCIyT U IPO-
HAIILJIM HAYWH JIa UX KOHCTPYHUIIEMO Ha CACBUM MHTYUTUBaH HadnH. /[0BOJBHO je j1a
o1adepeMo OMJI0 KOju cernapaduiaH MOJUnHOM Hal K 1 y3MeMO HeroBo pa3Ie/THO
nosne!

Y cayuajy na je L/K Tanoa pamupeme, rpymny Aut(L/K) osnagasahemo ca
Gal(L/K), a nazuahiemo je I'a.10a ipytiom OBOT pariuperna.

4.5 OcHoBHa Teopema u l'ajioa KopecroHaeHIIja

Cazia cMo cripeMHU Jla YBEJIEMO CIOMEHYTY Be3y Kojy je l'asoa ycnocrasuo.

Teopema 4.18 (OcuoBHa Teopema teopuje I'amoa). Heka je L/K Tamoa pa-
mmpewe 1 G = Gal(L/K). Taga nocroju dujekimja usmehy CBUX MOTIIO/A TOJbA,
L u noarpyma rpytue G.

Jlokas. Heka je A={H | H< G} uB={F | K CFE C L}. Jokasahemo na je
Ja je npecankasame f: A — B 3azaro ca

f(H)=L"
omjexnyja.

Heka je E € B. Kako je L/K Tanoa pamupeme, nmojbe L je pa3iesHO HOJbE
Hekor cenapadbuiiHor nosmaoMa p € K[X]. Mehyrum, kako je u K C E, Baxnu
p € E[X], onakine je u L/FE Tanoa pammpeme. Caza je E GUKCHO mO/be TpyIe
Aut(L/FE) < G, onakie je f cypjekimja.

Heka cy cama G u G2 noarpytne rpyne G ca ncruM pukcanm nosbem F'. Taga
je L/F Tamnoa pammupebe, ogakiie 1o nocseaury 4.16 Baxu

IIITO 3HAYM Ja je [ 3amcra OmjexImja. ]

IMociaenuna 4.19. Baxu G < G, axo u camo ako Baxku L& C LG,
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Haname, ykosmuko je F' = LY, pehin hemo na mome F u rpyna H ogrosapajy
JEJTHO JAPYTOM.

Cneneha stlema mipo/tydsbyje j100ujeHy Be3y yIUIMTAeM HOPMAJIHUX MOAPYIa Y
pudy, u rokasahe ce Kao K/by4Ha y HACTABKY.

JIema 4.20. Heka je L/K Tanoa pammupeme u G = Gal(L/K). Heka je M mosmse
rakBo ja K C M C L u na npurom oarosapa rpymu H < G. Taza je M /K Tanoa
pammpere ako u camo ako je H < G, u y Tom ciy4dajy je Gal(M/K) = G/H.

Jloxas. Heka je o € G. Axo nosse M onrosapa rpynu H, taga o(M) oxrosapa
rpymu o Ho ™1, 3aro mro

cHo Y o(M))=cH(M) = o(M)

omakie je H mopmasina moarpyna rpyne G ako n camo ako o(M) C M 3a cBako
oed.

[Tpermocrasumo na je H wopmassa moarpyna G, a camum tum u o(M) C M.
Heka cy 01,09 € G. Ilo npernocrasnu, oBu ayromopdusmu cy Takohe ayTomMop-
dusmu nossa M. FbuxoBa nejcrBa ma M Cy MIEHTUYKA UCTA aKO W CAMO aKO
0 = oy loy dbukcupa M, ommocuo § € H. Kama 6u 6 € H, omna Ou BaxKuio
o1H = 09H. OnaBne Bugumo ja ejementu rpyne G/H jesyjy pasjnduro Ha 110-
me M. Buajyhun na cy L/K u L/M Tanoa pamupema, Baxu |G| = [L : K| u
|H| = [L : M]. Ilpumenom JlarpamxoBe TeopeMe U JieMe O TOPIbY J00HjaMo

G/H| =M : K]
omakie je Gal(M/K)=G/H.

Hexka je cama M /K Tamoa pamupeme. [lo jlemu 0 NpuMUTHBHOM €JIEMEHTY,
nocroju w € M takBo ga M = K(w), 1 TO OHO w Koje je HyJia HEKOr MOJUHOMA
p € K[X] xoju ce menmm y M. Tana caku eqemenT o € G makbe w y HEKY HYILY
nosmHOMa p, ofakie je o(M) = M. Ilo tephemy ca kpaja npsor nacyca, H mopa
ouTn HOpMaJsHa moArpyna G. [
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PemnraBame 1moJIMHOMCKUX
jeaHaumHa

5.1 IImkaorommnuyHa m KymepoBa paimupema

Permersa mosimHOMCKEX jeiHAUNHA TPaXKuUMO y pamupemuma nosba Q. Hamarmse
[IOIpa3yMeBaMo Ja Cy CBa IMOMEHyTa II0Jha YIPABO JOOMjeHa KOHAYHUM pallupe-
IbEM T10Jba PAITHOHATHUX 6pojeBaﬂ CraB/baMO akIleHAT Ha JBE BPCTE paIllupenha
KOja UTPajy KPYIHjaJHy YJIOry y pellaBarby MOJHHOMCKIX jeTHAYNHA.

Hedbununuja 5.1. Pammupeme reaeprucano n-TuM KOPeHOM jeguHure u mojbem Q
Ha3UBAMO UUKAOTOMUYHUM PAULUDEIHEM.

Teopema 5.2. Heka je n npupoman 6poj u p(r) = z™ — 1. Heka je mosazuo
nosbe K O Q, a ca L o3HaunMo paszenHo noske moanaoMa p. Taga je L/ K Tanoa
parmmpese, a merosa Laoa rpymna je Adesosa.

Jloxas. Tlpumernmo na je mosmHOM p cemapabusas, na je L/K Tamoa pammuperse.
Heka je w = e'» CBaka Hysa OBOI' IIOJIMHOMA je N-TU KOPEH jeJINHUIlE, a KaKo je
cenapaduIan, cBaka Hysa je odymka w’ 3a 1 < j < n.

Heka je 6 € Gal(L/K). Ilpumerumo ga je 0(w) takobhe Hysa moJuHOMA P, A
moxkemo Hammcat 0(w) = wk 3a neko 1 < k < n. Oso k jemmncTseno oapebyje
ayToMopdu3am, 3aTO IITO BayKN

0(w’) = O(w)! = WM

Cagna ce qupekTHO poBepasa ja je Gal(L/K) Abenosa rpyma. O

1 ToBosbHO je Ia je HOIa3HO I0J/be KAPAKTEPHCTUKE HyJIa, aJi 33 II0TPede OBOr pajia MOoapasy-
MeBaMo Jia cMo modesn ca Q.

26
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HanoBe3suBameM Ha IMUKJIOTOMUYHA pallliperha, CcjIedenn TUM paliupema Io/I-
pa3yMeBa Jia ce YKeJbeHU N-TU KOpeHu jeaunuiie Beh Hasiaze y MOJIa3HOM TOJBY.

Hedbunrunmuja 5.3. Pamupeme reaepucano nmobeM K, Koje cajpKu CBe Nn-Te KO-
peHe jeJMHuIe, U eJIeMeHTOM +/a, rie a € K, nazusamo Kymeposum pauiupersem.

Teopema 5.4. Heka je K moJbe Koje caJipKu cBe n-te KopeHe jeaunuiie. Heka je
a € K, u neka je L = K({/a). Tana je L/K Tanoa pammupeme, a merosa amoa
rpyna je INUKJINYIHA.

/loxas. Heka je w = e'» € K. llomuaom " — v je cenmapaduiiaH, a mHerobe HyJie
cy yupaso obsmka w’ {/a 3a 1 < j < n. Caga je L pasjiesHo 10Jbe OBOT MOJUHOMA,
na je L/K Tamoa pammperse.

Hexa je 6 € Gal(L/K). Camano mperxomaoM j1oKasy, Baxkn 0({/a) = w* /a 3a
Heko k. OBo k takobhe jemmacTBeHO Ofipelyje ayToMopdu3amM, 3aTO IMITO BaXKK

0(w' Va) = w’0({/a) = " /a

Mozke ce mposepuru na je Gal(L/K) noarpyna nukjindae rpyme Z,, ma U OHA
caMa MOpa OWTH IUKJINYHA, a crernujaano u Adesosa. 0

5.2 PemmmBOCT MOJMHOMCKHNX jeJHAUYMHA

Nmajyhu y Buty cBe ajiare Koje CMO Pa3BUJIM JIO CaJl, BpeMe je Jia ce DABUMO
IIPOOJIEMOM M3 PEYEHHIIE KOJOM CMO 3aIl0YeJI OBaj Pal.

Hedbununuja 5.5. Heka je p € K[X| nonmuuom. [lonmmuomcka jennaunna p(x) = 0
je peuwusa YKOJIUKO TOCTOjU HUA3 T10Jha,

K=KyCK CKyC---CK,

TaKaB Jia je cBako K; reHepucaHo nojbemM K; | U CBUM HyJjlaMa IoJuHOMa " — aj;,
3a HEKO M 1 HeKO a; € K; 1, u jour npu ycjaoBy jga K, caJpKu pas3/iesHO I10Jbe
nosmuoMa ().

BaxkHo je younTtu jga Hemamo uH(OpPMaIMjy 0 TOMe Ja Jin je pammpemne K, /Q
laoa pammupeme. KonkperHno, He Mopa fa 3Ha4YM J1a KOHCTPYHUCameM Hu3a [agoa
pamupema godujamo l'ajioa pammperme. Y3MUMO 3a IpuUMep ciejaehn Hu3:

Q C Q(v5) c Q(V5)

[Ipso pammpeme je amoa 3aTo mTO je pasmenno mobe moguaoMa x2 — 5. Con-
YHO, IPYTO parmupeme je ['amoa 3aTo MTO je pa3ieaHo mosbe moimaoMa &2 — /5.
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Mebhyrum, nomurom z* — 5 ce me memu y Q(v/5), aam eBHIECHTHO WMa [Be HYJIE y
tom mossy. Camvum TuM, pammupemse Q(v/5)/Q Huje HOpMATHO pammperse, Ia He
Moxke outu HE [asoal

Jlema koja ciren HaMm omoryhasa na 3a0dubhemo oBaj IpodJIEM U JIOKAXKEMO jelaH
neo ['amoaoBe Teopeme.

Hanabe mpernocraBibamo s1a je p(x) upepyuoOmian moJnHOM HaJL mojbeM Q,
nako cieneha TBphema BaxKe 3a CBa MOYETHA MOJba KAPAKTEPUCTHUKE HYJIA.

JIlema 5.6. IIpermnocraBuMo J1a ITOCTOjU HU3 PAITUPEHA
K=KyCK,C---CK,

TakaB Jia je cBako K; remepmcano mosbeM K, | W CBHUM HyJIaMa IOJUHOMA
" — a;, 3a HeKO n u HeKO a; € K; i. Tama moxemo mahm pasnenno mosbe M
HeKor upeayruonasor moanaoma p € K[X] koje cajpku cBa oBa 1OJba, U JIa Ce
nputoM M MOXKe JOOUTH HEKUM HI30M PaJINKAJHUX PAIADEIHA.

/loxas. Heka cy aq,Qa,...,Q,,, OHH eJE€MEHTH KOJUM Cy TeHepucaHa CBa
vehypammpema. Ca ki, ks, ..., k, € N o3HaunMo MUHUMAJIHE H3JIOXKHUOIE TaKBe
Ia afi € K,;,_,. Ca L; o3Ha9uMO MUHHMAJIHI IIOJIMHOM eJjieMeHTa «; Haj K, a ca

M osnaummo paszenso nosbe nosunuoma L(z) = Ly(x)Lo(x) ... Ly, (z). Kako je L
cenapadmran, M /K je l'anoa pammpeme. Heka je G = Gal(M/K) u |G| = n.

Kako je M /K yjeaso u HopmasaHO pamuperse, cBaku L; ce nemuy M. JTokazamm
cMO J1a 3a OMJIO Koje JiBe HyJie cBakor L; moxkemo mponahu emement G Koju 1majbe
jenny y npyry. 3uajyhu ma cBaku L; ocraje pukcaHn mpu JejcTBY OUJIO KOT' €JIEMEHTa
0 € GG, nodujamo Jj1a cy HyJie moJauHOMa L; yIIpaBo eJIeMeHTHU CKyTa

{0(ey;) | 0 € G}.
Cana je jacHo Ja je nosbe M reHEpHCAHO YIPABO €JIeMEHTHUMA CKyIIa
{0(a;) |0 € G, i=1,2,...,m}.
Jedunurmumo momse Ay Kao
K C K(bi(a1)) C K(01(1),62(1)) C -+ C K(01(cv1),02(1),...,0,(a1)) = A;.

Csako mehypammupeme je pajukaino, na je 3aro u Ay /K pajgukamnno. Jedunuinm-
MO A; MHIYKTUBHO Ipeko A;_; Ha cienehu HauuH
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Hokazaliemo na 3a mpomsBosHO 6 € G u HeKO (JOBOBHO Bennko) t € N,
enement 0(a;)" nexkm y A; ;. VI3 mocraBke 3HAMO JIa €JIEMEHT (v JIEXKU Y T0JbY Te-
HEPUCAHUM ITPEKO (1, (g, . . . , (Y;_1, IIITO 3HAYN JIa MOYKEMO TTpOHaNU MOJIMTHOMHY pe-
nammjy Q(aq, g, ... ;1) = o, tne Q € A;_1[X1, Xo, ..., X;_1]. llpumemuBamenm
0 na 0be crpaHe oBe jeJHAKOCTH, y3 unibeHuIly ja f(ay) € A; 1 3a 1 <k <i-—1,
nodujamo ma 0(a;)! mexu y A; 1, omakie je pamuperme A;/A; 1 pajuKaIHo.

Nwmajyhu y Buay ma je M = A,,, TBpheme jeme cien. [

Teopema koja citesin je ynpaso ['asoaoBa TeopeMa O PENTUBOCTH ITOJTNHOMCKHX
jemnaunHa. Mako HaBOIMMO HeH KOMILIETaH OOJINK, JloKazahemo caMo jeman cMep
KOJW HaM je JIOBOJbaH /I3 UCIUTAMO PENIUBOCT jeTHOT TTOJIMHOMA.

Teopema 5.7 (T'asioa). Heka je p € K[X| upenynubuian moamHOM.

e YKOJIMKO Ce Hexa HyJa OBOI IIOJIMHOMAa MOXKEe HAIMCATH Y OOJIMKY aJjredap-
CKOT M3pa3a, OHJIA Ce C6aKa HEeroBa HyJIa MOXKe HAIMCATHA Y OOJUKY ajredap-
CKOT' U3pasa.

e Heka je L pasmesnno nosse osor mosmHoma. Taga je L/ K Tamoa pamuperse,
a merosa ['ajoa rpymna je pewwusa ako u camo ako je jeaHadnsa p(z) = 0
PEULUBQ.

/loxas. YKOIUKO ce jesiHa HyJa MOYKE HAIMCATH Y YKEJHEHOM OOJIUKY, MOXKEMO
KOHCTPYUCATH HU3 PAIUKAJIHAX PAIIAPEHA!

KCcK CKy - --CK,,

rie je ceako mehypamupeme K; C K, | reHepucaHo Hyjgama MOJUHOMA OOJIMKA
™ — oy 3a oy € K.

ITo memu 5.6 moxkemo HahyM HU3 paJIUKAJTHUX PAIIIPEHha 0 Pa3/IeTHOT I0J/ba
M wuekor upemynubminor nosmHoma g € K[X]|. Takobe, pagu jemHocTaBHOCTH,
MOKEMO IIPETIOCTABUTH JIa CMO HajIpe 1MoJbe K pammpuin CBUM N-TUM KOPEHHIMa,
jenuuue j10 mosba F', 38 HEKO JIOBOJBHO BEJUKO 1 (KOHKPETHO HEKUM CaJIPXKAOIEM
HOMEHYTHX 1;).

Kako je p mupenynmbmian, 3uamo jga je M/K Tanoa pammperme, ma MOXKeMO
PUMEHUTH OCHOBHY Teopemy Teopuje [amoa. O3naummo ca G Tasoa rpyiy oBor
pammpema. Cajia, 100ujenn HU3 PAJUKAJTHUX PAITAPEbha

KcFclic---CKy=M
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oArosapa HHU3Y rpyla
G>Gy>Gy > >G, = {e}.

Pammpeme K/F je nukjaoroMuvHo, a cuenujajgno u lamoa, omakie je Gy < G
ca komaHUIKOM rpynoM G /Gy kKoja je Abesosa.

Ocramna pammpema L; C L;y1 cy pagukagaa. C od3upom Ha To 1a F' cajapxkun
CBe MOTpedHe KOpeHe jennuIle, oBo cy KymMmepoBa parupersa, a crernujaano u ['a-
J0a, ofakie je G; 4 Gy ca KOJIMIHIIKOM TPYIIOM Koja je Adesiosa.

Cama Bumumo ja rpyna (G umMa HOPMAJHU HU3 YHje Cy KOJUIHUIKE TpyIIe
Abesose. HampuMm ymeiarvem HOPMAJIHUX TPyIa y OBaj HU3 JI0OMjaMO €0 KOM-
nosurmonn Hu3 rpyme GG. Moxke ce mokasarTu J1a ce OBUM pasddujarbem AdesoBux
KOJMYHUYKUX I'PYIa 0 MPOCTHX KOJMYHUKA HE PEMETH YCJIOB KOMYTaTHBHOCTH)
OJIHOCHO Jia ¢y KoymaHudIKu dakropu rpyrne G Adenosu. Ilogcerumo ce ja 0BO
3Ha4n Ja je rpyna G permubal

Heka je cama L pasaenno nosbe nomauaoMa p. OH je upeaynudmian, na je L/ K
zaucra ['asoa pamupeme. CrenujaaHo, BayKu

K CLCM.

Heka je H = Gal(L/K). Ilo ocroBnoj Teopemu Teopuje ['anoa, oBaj Hu3 pammpema
OJIroBapa HHU3y I'Pyla
{e} > H > G.

Buajyhu ma ce M moxke modutn HU30M NUKJIOTOMUYIHUX 1 KyMepoBux pammpema
1o4eB of moJjba L, KoMo3urmonu uu3 rpyne G MOKeMoO ckpatliuilit, TAKO Ja JT0OU-
jemo kommosurmonn Hu3 rpyne H. Kako je G pemusa, u H mopa dutu takobe. [

Jpyru cmep J0Ka3a ce MOKe CIIPOBECTU KOPHIIMNermeM CBOjCTaBa ITUKJIMIHUX
rpylia Koja ce I0jaBJbyjy Oalll 300r KOHCTpyucama KyMepoBuX pamuperma.

5.3 IIpumep HepemuBOr IMOJIMHOMA

[TuTame permmBOCTY TOJTUHOMCKUX jeJITHAMUHA j€ CBEJEHO Ha MUTAHE PENTUBOCTH
KOHaYHUX I'pyna. HaBoanmo mpumep moJmHOMa Ha KojeM ImpuMemyjemo ['agoaoBy
TeopeMy U JIEMOHCTPHUPAMO JI€jCTBO IpyIe S,,.

[Ipe mero mTo KpeHeMo ca TJIaBHUM JOKA30M, HABEITNEeMO TPHU TBphema TeXHu-
UKe pupo/ie Koja he Ham osrakmaru paj. HaBoanmo caMo cKuile lbUXOBUX JI0KA3a.

*HapasHo, 1101 ycI0BOM [1a je rpyna G KOoHadHa.
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Teopema 5.8 (AjsenmrajunoB kpurepujym). Heka je p € Z[X] 3anar ca
p(z) = apx™ + ap_12" M+ -+ arx + ag.
VYKOJIMKO TIOCTOjU ITPOCT OPOj P KOju 3aJ10BOJhaBa YCJIOBE:
® D NN Gy 1, 0py_2, - - -, A1, Ao,
e p He JeIU Ay,
e p? He nenn ay,
oH/Ia je p upeaynnoniaan Ham Q.

Ckuna pokasa 5.9. [Ipernocrasumo cynporuo; namumumo p(x) = g(z)h(z) 3a
Heke g, h € Q[X] u pacnumumMo Ipom3BoOJI 10 MOIYILY P.

JIema 5.10. Ako je mosmmuoMm p € Q[X]| crenena dap 2 upeaynudOuIaH, Taja je u
cerrapadOuIaH.

/loxas. IlpernocraBumo jia p uuje cenapadbuian. Heka je o mysa oBor mojmHoma
BuItiecTpykocTu dapem 2. 3uamo s1a je p'(«) = 0, Te Kako je p MUHUMAJIHI [TOJIUHOM
a wHag Q sHamo u p | p/, mro je moryhe camo Kaja je p KOHCTaHTaH. [

Teopema 5.11 (Kommu). Heka je p npocr 6poj koju memm pex rpyne G. Tama
nocToju ejieMeHT g € (G pa3jMyuuT Of HEYTPAJIHOL €JIEMEHTA, TaKaB Ja

g’ =e.
Jpyrum pednma, IIOCTOjJH €JIEMEHT PEGA, P.

Ckuna gokaza 5.12. Ilocmarajmo cse p-topke (g1, 92, -- -, gp) € GP TakBe na

g192...9p = €
U MUKJIAIHO TEPMYTYJMO HUXOBE €JIEMEHTE.
[Ipehumo caja HA TJIABHO TBP/IY.
Tepamwa 5.13. Jeanaunna x° — 4z + 2 = 0 Huje pemusa.

Jlokas. Heka je p(x) = 2° — 4x + 2. Tlo AjsenmrajHoBoM KpuTepujymy 3a p = 2,
ITOJIMHOM P je MpeaylnuOnIaH, a mo jJeMu 5.8 je cemapadbusian. V3o mosmHOMA P
“Ma TavHO JIBe peaJiHe HyJie, OJaKJje p UMa HajBUIEe TPHU PeaJiHe HyJIe.

Mebyrtum, Bugumo na cy spegaoctu p(—2) u p(1) merarushe, a Bpegaoctu p(0)
u p(2) mo3uTHBHE, IITO TOBOPH O TOME Jla P MMa TavyHO 3 peajHe Hyse, U TO IO
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jemmy Ha cBakoM ox mHTepBasa (—2,0), (0,1) u (1,2). OgaBae BuauMoO 18 uMa 1
2 myne y ckymy C\ R, koje cy mpurom KOHjyroBaHe.

Heka je L pasmenno nosbe oor nosmuoma. Tana je L/Q Tamoa pamuperse,
tTe ca (G oznaunMo mweroBy [asoa rpymy. Heka je 6 dusio kKoja HyJsia OBOT' MOJIMHO-
Ma. 3Hajyhu 7a je p upemayruduiIan, OH je MUHUMAJIHU MTOJUHOM €JIEMEHTa (v, Te

[K(a) : K] =5.

I[To silemu 0 Topmy modujamo fa 5 menwm [L : K| mrro je yjenno u |G|. Kommujesa
nema Kaxke j1a G CaJIpK1 €JIEeMEHT eJIEMEHT ¢ Pesia H, a TO Mopa OUTH YIIPABO IUKJI
qyxkuhe 5 (J1aKo ce jokasyje Ja je nuki gayxune k dam pena k).

Takobhe, y T'asioa rpynu ce Haa3um KOMILJIEKCHA KOHjyraluja Koja je y KOHO-
TallMjU TIepMyTalldja 3anpaBo TpaHcrno3unuja. MoxkeMo 0e3 ymMamema OIIITOCTH
OPETIOCTaBUTH Ja je y nuramy (1,2).

Mozxke ce nokazatu jga Mehy mepmyTarmjama
2 3 4
9,9,9,9

IOCTOju HeKa Koja cyuka 1y 2 mm 2 y 1. loromanm naaeKcupameM, MOXKEMO Oe3
yMamemba OMIITOCTH mpermoctasuT ga ce (1,2) u (1,2,3,4,5) namaze y lamnoa
rpynu G. Ilo semu 2.20 modujamo

(2,3) = (1,2,3,4,5)"(1,2)(1,2,3,4,5) € G.

Camano nodujamo na ce u (3,4), (4,5) u (5,1) mamaze y Tamoa rpynu. Ocrane
TPAHCIO3UIIMje TeHepuIeMo Ha cieaehn HaunH:

(1,3) = (2,3)(1,2)(2,3) € G,
(1,4) = (3,4)(1,3)(3,4) € G,
(2,4) = (3,4)(2,3)(3,4) € G,

(3,5) = (4,5)(3,4)(4,5) € G.

Kako cy cBe Tpancnozunmje HaI CKyIIOM O] 5 eJeMeHaTa y OBOj IPYIH, MOPa
Baxkutu G = S,,. MehyTum, nokazanu cmo na rpymna S, Huje permua. Caja, 1Mo
lay0a0B0Oj Teopemu, HU OBa MMOJTMHOMCKA je/IHAYMHA, HEje peruBal [
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3akJbydak

YV mMaTeMaTUIM TIOCTOjU BeJIMKU OpOj TBphema uuja je dopmysiamuja J0BOHHO
jeJTHOCTaBHA JIa MOTY CBAKOI HATEPATH HA Pa3MUILbarbe, a Jla IIPUTOM HEMajy
eJiereHTaH Jioka3. Kao MKoJIcKu mpuMep OBaKBUX TBPhema MOKeMO y3eTu Beauxy
Depmaosy Weopemy, nin nak Bepiparos toctwyrati. O TPEHYTKA Kala CaM Ha-
nmao Ha KapmanoBy dhopmyily, Koja MpeJicTaB/ba BEJIMKU CKOK Y CJIOKEHOCTU Of
KBaJIpaTHe (opMysie, 3aHIMAJIO Me je - UMa Ju Toj cjaoxkeHnoctu kpaja? Cpehow,
jako dp30 caM HAWIIAO Ha OJI'OBOP, & TO TBPherme je ynpaBo HAJUK ITOMEHYTHUM.
Yumenuria j1a He MOCTOJU OIIITa (pOPMYJIa 38 PEIIaBaibe MTOJTUHOMCKUX jeTHAYUN-
Ha cTereHa dap b je ojakmasajyha cBe JIOK ce He 3allUTaMO ITa CTOjU W34 HHEHOT
JIOKa3a.

Y 0BOM paJiy CMO MPEJICTABUIA TEME/baH PaJi MocedHOr (hPAHILYCKOT MaTeMa-
TUYapa Ha MIPUCTYIIavYaH HAYUMH U TUME CIOjUJIN T€OPHjy Ipylla U TEOPHUjy 1osba y
jenHy meuHy. 3aMHTEPEeCOBAHN YUTAOIN Y JUTEpATypPH MOrY IpoHahw jorm myHO
Ioc/IeTUIA, TBphema 1 ajaTta OBe MeJOYKYIHE TeopHje.

KemuMm 11a ce TTOHOBO 3axBajiiM CBOM MeHTOpy, ap JIykm Mununhesuhy, Ha
VJI0XKEHOM TPY/y W TE€XIbU Jla OBaj paJ Oyle mTo dosbu. Takohe, kequMm ga ce
3axXBaJIIM CBUM IpodecopuMa KOju Cy MU YJIEIIIAJIN TPOIEC yIemha MaTeMaTUKe,
a yCIIyT W HaydWId Jia Oy/IeM UCTPajaH y OHOME IITO PaJIAM.
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