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IlesoBa jemmaumHAa

OcHoBHA Teopuja

Jed. enosa jednavuna je nmodantcka jenHaunna obmuka x° —dy* =1, z,y € Z, 3a nato d € N
KOje HUje IOTIYH KBaIpaT.

Jemnaunny obmuka x2 — dy? = a, rae je a meo 6poj, obuuno 30BeMO jednavuurnom Ilenosoz
muna.

IIpousBomua KBagpaTHA AUOQAHIKA jeAHAUYMHA Ca NBE HENO3HATE Ce MOKE CBECTU Ha jefn-
mauuny [lemosor Tuma. Kako ce pemasajy oBakBe jenmauumne? Ilomcerumo ce ma je ommre
pelieme JUHeapHe NUOPaHTCKe jeTHAUYNHE JUHEAPHO y ONHOCY Ha mapaMerpe. To Huje ciyuaj
ca KBaIpaTHUM AUO(GaHTCKUM jenHaunuama. Vmak, kacHuje heMo BugeTu na ce U OBAKBUM jen-
HaunHaMma (ca ABe Hemo3HaTe) MO:ke Hallu ommrTe pememe M3pa:KEHO PEJIATHUBHO jeIHOCTABHOM
hopMyIIOM.

3amro je y medumuunuju [lenose jemmaumue BaskaH yciyioB na d HUje NOTIYH kBagpar?! Ako
jecre, pemmmo d = ¢2, ouza ce jemnaumna z2—dy? = a moske paxropucaTu kao (r—cy)(r+cy) = a,
a OBAKBE jeHAUYMHE YMEMO Ja TPUBMjAJIHO PEmaBaMoO. 3aTO Y HACTABKY TEKCTA MOAPAa3yMeBaMO
na d HUje KBaIpar.

Jemnaunny x? — dy? = @ jom yBek MOKEMO Ia PAa3JIOAKMMO Ha YMHHUOIE:

(z + yVd)(z — yVd) = a.

Kako 6mcMO MCKOpPUCTHIM OBAKBO pasjiarame, Ba)KHO je Ia paluMO Ca CKYIOM CBUX OpojeBa
obmuka & 4+ yVd, rme cy x,y € Z. OBaj CKyI 03HAYABAMO CAa Z[\/&] Baxkno je ma mpmmerumo
na 30up, pa3iuKa U MPOU3BOA OBA €JIEMEHTa CKyIa OCTAjy y CKYILY.

Leg. Kowjyzam 6poja z = x + yVd ce IepUHUIIE KA0 Z = & — yVd, a mopma 6poja z Kao N(z) =
2z =122—dy? € 7.

IHpumep. Jemmaumna 22 — dy? = a ce exkBuBasenTHO 3amucyje kao N(z) = a, Tae je z
z —yVd, z,y € Z. Cuenmjanuo, IlenoBa jeqHaunHa je eKBUBAJIEHTHA jeIHAUMHA N(z) =

z € Z[V4d).

T.1 Hopma u konjyrat cy myarumaukatusaun: N (z120) = N(21)N(22) u Z123 = 71 - Z3.

)

Jlokas je mApeKTaH.

ITesnoBa jemmaurHa mMa nBa TpuBHjasHa pemewa, (+1,0), koja omrosapajy z = £1. Ako
3HAMO U HajMarme Mempusujaano pemermne, TBPAMMO Ia OHIJA 3HAMO CBa pellena.

T.2 Axo je zp Hajmamu 6poj exement ckyma Z[vd] rakas ma je zo > 1 u Nzy = 1, onma cy cBu
enementu z € Z[V/d] 3a xoje je Nz = 1 nartu ca z = 2§, n € Z.

oxaz IlpernocraBumo na je Nz = 1 3a HeKo 2z € Z[\/&] ITocroju TauHo jenan meo 6poj k 3a xKoju
je |zol* < 2] < Jz0[Ft!. Tama je 21 = 225 % = 27" emement cryma Z[Vd] koju 3amoBomana
N(z1) = N(2)N(20) "% == N(2) = 1. MebyTum, u3 |z1| = |z| - |20] % caemn 1 < |21] < |20], a
¢ 063UpOM Ha MUHUMAJHOCT |zp| moGujamo z; = 1. Iakie, z = 2.

Iocaeduya. Axo je xg,yo Hajmame pememe IlesoBe jenHauuHe 3a maTo d, OHZA Cy CBAa
npupomHa pemema (,y) Te jemnaunne maTa ca  + yvd = £(zo + yovVd)"”, n € N.



IIpumep. Hajmame HeTpuBmjasno pememe jennauune r2 —2y? =1 je (z,y) = (3,2). IIpema
TOMe, 3a CBaKO pememe (z,%) mocToju meo 6poj n TakaB ma je x + yvd = (3 + 2v/2)".
Kaxo je Tama u  —yvd = (3 — 2v/2)", mobujamo popmyiry

(3+2V2)" + (3 —2V2)" C(3+2v2)" - (3-2v2)"
2 Y 2v/2 '

Cana hemo mokazaru na IlenoBa jemHaurHa yBek MMa HETPUBMjAJHO PEIICHE.

JI.1 Jlupuxraeosa meopema. Heka je a peanan u n npuponan 6poj. Tama mocroje p € Z u q € N

; _ P 1
TAKBU 114 je ‘a q’ < m3ne

JI.2 Ako je a mpousBossaH peasian 6pOj, OHIA MOCTOjU GECKOHAYHO MHOTO MapOBa IMPUPOTHUX

6pojesa (p,q) TakBux na je ‘a — %’ < q%
Aoxaz cnenu nupexrHo m3 lupuxiaeose Teopeme.
T.3 TlemoBa jemnaumna mMma 6ap jeHO pelIeme y CKYIy MPUPOTHUX OpojeBa.

Jokaz Tpumemyjyhu JI.2 na o = v/d 3akmbydyjeMo ma mocroju meo 6poj n, In| < 2v/d+1 Takas na
jemraunna 22 —dy? = n uMa GeCKOHAYHO MHOTO pememna (T,y) y CKyIy TPUPOIHUX OpojeBa.
Caemu ma mocroje nBa pa3iauduta, perumo (z1,y1) u (X2, y2), KOJU 3a10BOBABAJY T = T
u y; = y2 (mod n). O3maummo z; = x4 +y1Vd u 29 = xo +y2V/d, 1 HeKA je 21 > zo. Tana je
20 = 21/ enement Z[v/d] mopme 1 (mposepure!), Taro ma oxpebyje jemno pememe (zq, o)
[TenoBe jemmauune.

[Ipoussomua jemmauwmna Ilemosor tuna 2 — dy? = a He Mopa ma mMa pemema (Ha TpUMep,
jemmaumma 22 — 3y? = 2 - zamro?). Wmnak, oHZa Kaja WMa pellema, MOCTOjU AJITOPUTAM 3a
IpOHAJIAKEHE OIIITEr PeIlleha.

T.4 Jemmaumna 22 — dy? = —1 uMa pememe y CKyIly HeJux OpojeBa ako M CaMO aKO IIOCTOjH
21 € Z[Vd] TakBo ma je 27 = z.

Jloxas 7 Ako” cmep je TpuBujasaH. Y IPYyroM CMepy, IOCMATPaMO HajMame pelleme z = 21 €
Z[\/d] jemmauune N(z) = —1 koje 3amoBOsbaBa z > 1 U HA WCTH HAYMH Kao y Teopemu T.2

nokazyjemo na je 1 < z1 < zg, ma Kako je z = 272 < 2% pememe Ilenose jemnaunne N(z) = 1,

3aKBydyjeMo ma je 2z = zg.

T.5 Ako je k meo 6poj u z; € Z[Vd] jemso pememe jemaaunue N(z) = k, omga mocroju m € Z
3a kroje je 1 < |zf'z1| < zo.

Zoxaz IlormyHo ucra umeja kao y mokasy nperxomsor tBpbema. VMcnumwure merasme 3a BexOy!

3anamny 3a BeKOy
1. Hahu cBa nemo6pojua pemema jemmaunae x2 — 7y? = 2.
Pemury y ckyny Z jemmaumny 2 + y2 — 1 = 4xy.

3a maTu meo 6poj d, pemuTu jemHaumay x2 —2y? = 1 y CKyIy pauuoxairus 6pojesa.

- W

Heka je (z,y) = (a,b), a,b € N majmame pememe jemmaumue 2 — dy?> = 1. Ilocmarpajmo
13 mar penamujama yo = 0, y1 = b, Yni1 = 2ayn — Yn_1 3a n > 1. Jlokazatu ma je ay? + 1
HOTIYH KBaIpaT 3a cBako n. Jlokasarn na ako je ay® + 1 kBaapar 3a Hexo y € N, onzna je
Y = Yn 38 HEKO M.

5. Ioka3zaru ma je 5x2 44 nmu 522 — 4 DOTIYH KBAIPAT aKO U CaMO ako je ¢ uman Pubonaun-

JEBOT HU3A.
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k) + <k: 1> 3a HEKW IpUpOIaH O6poj k < n.

I[Ipornahu cse n € N rakse na je (ki 1> = <

Heka je a € Nu d = a?—1. Axo cy z,y nemu 6pojesu u m = x? — dy? Mame 1Mo ancosyTHO]
BpenHocTH ox 2a + 1, mokaszatu na je |m| mormyH KBaapar.

Ako je m =2+ 2v/28n2 + 1 neo 6poj 3a n € N, nokasatu na je m MOTIYH KBaPAT.

2

Axo je paznuka mBa y3acTomnHa KybOa jemHaka n”, n € N, nokasatu ma je 2n — 1 kBamgpar.

Ioxkasatu ma jemnaumsaa 2 — dy? = —1 uMa pememe y CKyIly IeIuX 0pojeBa aKo U CaMo
ako Ta uMa jemHaumHa T2 — dy? = —4.
Heka je p mpoct 6poj. Jlokasatu ma jemnaumsua 2 — py? = —1 uMma nea06pOjHUX pelIemna

aKO U caMo ako je p =2 wiau p = 1 (mod 4).

Axo je p mpoct Opoj obsuka 4k + 3, morazaTu ma jeqHA W CAMO jemHA OJ jeIHAYUHA
z2 — py? = +2 uma neaobpojHNX pemena.

Hoxkazaru na je 3" — 2 moTmyH KBagpaT camo 3an=1un = 3.
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1
Ako je Tt

2 + 4 moTnyH KBaApaT, JOKA3aTU Oa je OH jeTHaK 9.

Iyman bHyruh



