ITPBO ITPOBHO TAKMUWYEILE

Bpeme 3a paod 180 munyma.
Csaxu 3adamarx epedu 20 noewa.

IIpBu pa3pen
Henedsba, 7. meremoap 2003.

1. /la au mocrtoje meau 6pojeBu a,b, c,d TakBu ma je

abcd —a = 1235
abed —b = 235
abcd —c = 35
abed —d = 5 7

2. Ogpenuru f(x) ako je

f(i;;>+2f(zt?>:x, 3a x #1, x # 3.

3. Y tpoyrny AABC nosyuena je cumerpana AM yrana a = <CAB
(M € BC). Y cBaku oxn tpoyriaosa AABM u AAMC ynucaunu cy
KPYTOBU MOJYIPEYHUKA T1 U o, pecnekTtuBHO. [lokazaru na je ry =
ro ako u camo ako je ANABC jemmakokpak ca kpamuma AB = AC.

4. Heka cy K u L rmaure umBune AD, omuocuo mujaronane AC

e —_— —
napasenorpama ABCD, takse na je AK : KD =1:3u AL : LC =
1:4. Hokazatu na cy tauke K, L m B rKonuHeapHe.

5. Ha kpy:xuunu je pacunopebeno 40 ¢urypa, mro O6enmx, mTo 1p-
Benux. /IBa mrpaua urpajy ciemelly urpy: npBu y3uma CBe IPBEHE
¢urype Koje mmajy 6esor cycema, HAKOH TOra APYTU y3uMa cBe beie
¢urype Koje mMajy OPBEHOI cycela, OHIA OIeT IPBU y3MMa CBe IpP-
BeHe ¢urype Koje umajy oesor cycena uta. Vrpa ce 3aBpiiaBa Kana
Ha KPYKHUI OCTaHy caMmo ¢urype ucte 0oje. la nu je moryhe na
Ha Kpajy ocraHe camo jenHa npseHa ¢urypa? la mau je moryhe ma
Ha Kpajy ocrany ase Oeise ¢purype?

Ilpyru pa3spen
moHenedbaK, 1. nenemoap 2003.

6. Ilar je rpoyrao AABC. Ha momnynpasoj AC u3abpamna je Tau-
ka K m ma monynpaBoj BC wu3abpana je tauka L Tako maa BaKu
AB = AK = BL. Ha nonynpasoj AB u3zabpana je tauka M u Ha
nosxynpasoj C'B uzabpana je tauka N Tako na Bakum AC = AM =
CN. Ha nonynpasoj BA uzabpana je taura P u Ha moaympasoj C'A
u3zabpana je tauka () Tako ma Baxku BC = BP = C'@Q). Ilokasatu na
cy nmpase KL, MN u P(Q) napanenue.



7. Ha ny:xu AC m3abpana je mpom3BOJbHA Tauyka B m Ha Iy:KUMa
AB, BC u AC kao npedyHunuMa, KOHCTPYUCAHU Cy KPyroBu ki, ko u
k. Kpo3 tauky B je KOHCTpyHCaHa IPOM3BOJLHA IPaBa, Koja cede k
y taukama P u @), a kpyrose ki u ko mopen tauke B y Ttaukama R
u S, penmom. Ilokasaru na je PR = QS.

8. Hexka je mat mpupoman 6poj n. I[locmarpajmo ypebene mapose
(u,v) mpupomuux 6pojesa, TakBux na um je H3C jennak n (3naum
3a U 7§ v nap (u,v) cMaTpaMO pa3JIUYUTUM O] (v,u)). Ilokazatu na
je Opoj TakBMX mapoBa jenHAK OpPOjy MO3UTMBHUX Aesujialna Opoja
n?.

9. Hahu majmamu npuponan Opoj m 3a Koju je

m 100
e N —_——

100 -+ 100 3.0"?
100190 > 33

10. Bybamapa mera usumnamMa moauenpa, moaaszehu us spxa A. Ona
je mpoIga CBMM MBUIAMa mojauenpa TadyHo asamyT. JlokazaTtu ma
TAYKa y KOjoj je Oybamapa 3aBpimuiia IyT HE 3aBUCU OJ IIyTA.

Tpehu pa3zpen
moHenesbak, 1. meremoap 2003.

11. Hera cy AK, BL u CM Bucune tpoyraa ANABC, a P 6uno
KOja Tayka y TO] pPaBHU KOja He IpUIala IpaBaMa KoOje caIp:ke
te Bucube. Jlokaszatm ma kpyrosu omucanu oko NAKP, ABLP u
ACMP, ocum P mMmajy jom jenHy 3ajeIHUYKY TAdKYy.

12. Kpyr | momupyje uzuyrpa kpyr k, m npeunuk PQ kpyra k y
raukn C. Heka je A Ttauka ua k, a B Ttauka Ha my:xu C'() TakBa na
je AB ranrenrta kpyra [ Koja je nopmaJsna Ha PQ. IHokazaru ma AC
nojoBu yrao <PAB.

13. IlocToju nmu mpupoman 6poj n TakaB Ia BaKuU:

1° ©poj n HUje MOTHYH CTEeNeH MPUPOIHOT Opoja;

2° dpojesu n + 1,n + 2,...,n + 2003 cy memmBu KBagpaToMm Opoja
Beher onx 1;

3° 6poj n + 2004 HUje MOTHYH cTemeH NPUPOTHOT OGpoja’?

14. Csaka Tauka paBHU je obojeHa y miaaBo wiu npseno. Jlokasa-
TU Oa TMOCTOje MABe IJIaBE Tadyke Ha pacTojamy 1, WM 4YeTupu KO-
auHeapHe npseHe Ttauke Ap, Ao, A3, Ay TakBe ma je A1 Ay = Ay A3z =
AsAy = 1.

15. Heka cy m um n pa3auyuTy OIPUPOAHU OPOjeBU, a TPUPOIAH
6poj u p < a — 1 nmpoct. [lokazaTu na je mMOJIUHOM

Plz)=a"(x—a)"+p



HepacTaBJ/LUB HAL Z.

UYerBpTu paspen
moHeneshak, 1. merremoap 2003.

16. Ilat je tpoyrao AABC u oro mera je omucan kpyr k. Hexka
je AD cumerpana yraa <BAC (D € BC) u Heka je | Kpyr koju
usHyTpa momupyje kpyr k u ayxku AD u BD. O3zmaunmo ca FE
Tauky noaupa kpyra | u cumerpase AD. Ilokaszatu na je F nenrap
ynucaHor kpyra y tpoyrao AABC.

17. Iloka3aTuy ga mOCTOju OECKOHAYHO MHOTO CJIOKEHUX MPUPOTHUX
OpojeBa n ca CBOjCTBOM:

n | 37’L—1 o 271—1 )

18. IlocToju nmu mpupoman 6poj n TakaB da BaKuU:

1° 6poj n HUje meBUB KBaIpaTOM HpUpomgHOr 6poja (Behum ox 1);
2° 6pojesu n+ 1,n +2,...,n+ 2003 cy memuBu kBagparoMm (Behum
on 1);

3° 6poj n + 2004 HUje MOTHYH CcTemeH TpPUPOTHOT OGpoja’?

19. Hexka je n > 4 u Hera cy x1,%2,...,T, TO3UTUBHU pEaJHU OPO-
jeBu.
a) JlokasaTu HejeqHAKOCT:

1 ) Tn—1 Tn

+ + ... 2
Tn +22 T1+T3 Tp—2+ Ty Tp—1+ 21

npu yeMmy je jemHaxkocT Moryhe moctuhu camo y ciaydajy n = 4.

6) Ilokaszatu nma je 3a cBako n > 4 oBo Haj6osma mpouena (Tj. HU 34
Koje n Opoj 2 ca mecHe cTpaHE HEjEeIHAKOCTU HE MOKEMO 3aMEHUTU
HekrM Behuwm).

20. Heka je S KOoHBeKCaH CKyIl Tayaka KOjU CAAP:KU Oap TPU HEKO-
JUHEeapHe TAYKe.
Heka cy tauke ckymna S obGojene ca p paznuuurux 60ja (CBaka Taura
je obojena tauno jemHom oxm p 6oja). okazatu ma 3a cBako n > 3
moCTOju OECKOHAYHO MHOTO MOAYIAPHUX N-TOYTJIOBA TAKBUX 14 CY
CBa TeMEHa TUX N-TOYTJIOBa 000jeHa MCTOM OOjoM.



JPYTO ITPOBHO TAKMMNYEIHLE
nerak, 30. jamyap 2004.

Bpeme 3a pad 240 munyma.
Ceaxu 3a0amax epedu 25 noena.

1. Oxko okpyraor crosa cemu 2005 BuTe30Ba, a jemaH oI BHUX AP:KA
ronm cebe z < 2005 3maTHUKA, ca 3adaTKOM Oa WX HOIAEJIU TAKO ma
HWKOM He mpumnamHe Bumie on jennor. Hberosa 3ammcao je ma, y
CBaAKOM KOpakKy, jelaH O BUTE€30Ba KOJjU AP:Ke BUIIE O jeTHOT 3JIaT-
HUKA (AKO TAKBUX jOII MMAa) Za IO jelaH CBAKOM O CBOja IBa Cyce-
aa.

a) IlokazaTu nma ce OBakKBa pacmoleia MOpa 3aBPIIMTH aKO je
z < 2005;

6) a nu ce pacnomena Moske 3aBpmuTh ako je z = 20057

2. Heka je ABC Tpoyrao u P Tauka y HeroBOj yHYTPAIIHOCTU.
Osmaunmo ca D, E, F nomuosxja nopmaaa u3 P wa npase BC,CA u
AB, penom. IlpermocraBuMo ma je mpu TOM

AP? + PD? = BP? + PE? = CP? + PF?.

Iokazatu na je tama P menrap kpyra omucanor oko AS,S,S., rie
cy Sqa, Sy, Se menTpu nmpunucanux kpyrosa tpoyriaa ABC.

3. 3a maru npupomaH Opoj n, Heka je S CKym CBUX HEIApHUX
OIPUPOAHUX OpojeBa MamuUX O N U y3ajaMHO MPOCTUX ca N. 3a
x € S nepunumenmo f(z) rao majsehu menapan neaumnan 6Gpoja n—x.
Iloka3zaru:

a) 3a csako x € S nocroju m < [2Fl] rakso ma je f(f(... f(z)...)) =
;

0) ako je n mPOCT U He Heau 28 — 1 mu 3a xoje k = 1,2,. -2,
OHZA je HAajMame M U3 Jejia MO a) YIPaBO jeIHAKO [ﬂ]

4. Heka je f:R — R ¢ynrmuja raksa ma je, 3a cBako x, |f(z)| <1
n

flx+15/56) + f(x) = f(z +1/7) + f(x + 1/8).

HoxrazaTtu na je f mepuonuvna.



TPERE ITPOBHO TAKMNYEILE

Bpeme 3a pad 240 munyma.
Csaxu 3ad0amax epedu 25 noexa.

IIpBu u npyru paspen
Henedwa, 21. mapt 2004

1. Hera cy BD u CFE cumerpaje yHyTPAIIBUX YTJIOBA TPOYTJIa
AABC, mpu uemy cy D € AC u E € AB. Ako je mo3uaro na je
IBDE = 24° u <CED = 18°, ogpenutu yriose tpoyraa ABC.

2. Ilar je jemmarokpar tpoyrao AABC. Ha ocumoBunu BC je
omabpana mpom3BoJsbHa Tauka P. Kpos P cy KOHCTpyucaHe OBe
npaBe mapaJiesse kpanuMa tpoyriaa. O3maummo ca (Q u R npeceune
Tavyke OBUX MpaBUX ca KpamuMma Tpoyria. Heka je S tauka cumer-
puuna tauku Py omnocy Ha npaBy QR. lokazaru ma tauka S jnexRu
Ha OMMCAHOM Kpyry oko Tpoyriaa ABC.

3. llokazatu ma Opoj
(n+2)* —n?

HU 3a jedaH IpUpOIaH Opoj n HUje MOTHYH KyO mpupomgHor Opoja.

4. Axojex >0,y >0, 2 >0 u 22 + 9>+ 22 = 1, onpemuTn HajMamy
BPEIHOCT U3pa3a

5. Ila n1m mocToju KOHBEKCAH MHOrOyrao Koju ce Moske mcehu Ha
HEKOHBEKCHE YeTBOPOYTJIOoBe?

Tpehu u yerBpTH pa3pern
IoHeneJbak, 22. mMapt 2004.

6. IlpermocraBumo ma cy 36upoBu yrioBa y temenuma A u B
terpaenpa ABCD jemumaku mo 180°. Ilokazaru ma je AB < CD.

7. Heka cy ai,as9,as,...,a, IpupoIHu OPOjeBU TAaKBU Oa HE IIOCTOje
OBa O KOJUX Ce jeTaH CACTOjU Ol MOYETHUX nudapa APYyror y MCTOM
penocieny (uup. 6pojesu 13 u 13809 mHe MOry GUTH MCTOBPEMEHO
yrmyuenn). Jlokazatu na je

n

1 11
=<l +.+
izlai 2 3

Q| =

8. Iar je momumuoMm P(z) ca mesobpojHUM kKoepuuujeHTHMa. 34
cBaku npuponan 6poj n 6poj P(n) je sehu on n. [Hocmarpajmo Hu3

x1 =1, vo = P(z3), ... ;2 = P(xp_1), ...



[ToznaTo je ma 3a cBaku npupoman 6poj N MOCTOju UIaH HU3A KOjU
je memus ca N. Ilorkazaru ma Bawu P(x) =x + 1.

9. Ilocama om n mmpara ce OOMOTJIa KOBUera ca 0OJylaroM y Kome
ce HaJa3u onpehen Opoj 3aaTHUKaA. Y TOj MOCAAW MUPATH Cy pac-
nopebenu o cHa3zwm on Hajjauver mo Hajcaabujer M CBU Cy YIO3HATU
ca TuM penocienoM. Ilo mupamkum mpaBUINMa Hajjadu mperiake
MoIesTy TJIeHa KOja ce MpUXBaTa aKO 3a By rjaca dapeM IMOJOBUHA
cBuUX mupara. AKO ce momena He IPUXBATU MUPAT KOJU je HA0 Mpe-
Jor OuBa €JIMMUHUCAH (XO,HaH_;eM Ha ,HaCHI/I) U OY*KHOCT IIoJede IIjie-
Ha Ipunana cienehieM mo cHa3W U TAKO PeIoM CBe IOK Ce He YCBOjuU
HEKU Npemuior. Y rjacamy U Ipelaramy IMoJesa IJeHa NUpaTu
ce TIOHAINA]Y PalVOHAJHO W 3HA]Y A& Ce W APYTUW NUPATU MOHAIIA]Y
pamuonasuo. CBakoOM mupary je JmcTa MIPUOPUTETA UCTA:

e [IupaTy je mpe cBera HajBUIE CTAJO A& CadyyBa KUBY TJIABY.

e AKO je mpBU yCJOB 3aOBOJGEH MUPAT M€ TIAacaTU W Ipemia-
raTyé Tako Ja OCBOju mTO Behy KOMMUMHY 3JIaTHUKA

e Ako je mupary mo obe HmpeTxXomgHEe Tadyke CBEe jenHo, OH he
rJIACATYU MPOTUB MOAENe Y by €IUMUHUCARKA CBOJUX PUBAJIA.

Koju he Outu npBu nupat nmo cHa3u KOju he cavyyBaTU ;KUBY TJIaBY
7 Kako he riacuTu KOHAUYHA MOoaesia IJIeHa ako y koBuery mMma 100
3naTHUKA a Opoj mupara msnocu: a) n = 100, 6) n = 2004.



YETBPTO IITIPOBHO TAKMNYEILE

Bpeme 3a pad 270 munyma.
Ceaxu 3a0amarx epedu 7 noena.

IIpsu dan
cyb6ora, 26. jyn 2004.

1. Herka cy a1 < az < asz < --- < a, IPOU3BOJHLHU IPUPOIHN OPOjEBU.
Iokazartu na Baku

1 1 1

_|_ e _|_ P —
[ala CLQ] [CLQ, a3] [anfla an]

<1,

npu uemy [z,y] ozmauasa H3C(z,y).

2. Kpyrosu 71 u 72 ce ceky y Ttaukama AB, a Kpyr 73 UX I0aupyje
cnosma y Taukama C'u D penom. IlpaBa AB ceue kpyr 73 y Taukama
P u Q. Hokazaru na je <PKC = <QKC.

3. Heka cy A, As,..., A, CKymOBU O IO N Oy:KU HA OaTOj MPAaBO)].
Hoxkazaru ma ce mpecek A1 N A N...N A, cacToju oI He BUIIE O

n? —n + 1 IUCjYHKTHUX Iy:KU.

Apyeu dan
moHenesbaK, 28. jyr 2004.

4. IlpernocraBumo ma HU3 OPUPOAHUX OpojeBa (a,) 3aIT0BObA-
Ba (a;,a;) = (i,j) 3a cBaka OBa pa3IMYNTa NPUPOIHA OpOja 1,j.
Ilokaszatu ma je a, = n 3a CBaKo n.

5. Har je rpoyrao ABC. Tanrenra y temeny A Ha Kpyr onmcaH OKO
AABC ceue cpenmy JauHH]Yy Tpoyria mnapajenny ca BC y Tauku
Ay. Amamorso medunumemo tauke B m Cp. Ilokasatu ma Tavke
Ay, By, meske Ha mpaBoj U 1a je Ta mpasa HopMmaJHa Ha OjrepoBy
npaBy tpoyraa ABC.

6. Y mosma OeckoHauHe KBaJgpaTHe TaOIUIE YOUCAHU Cy IPUPOI-
HU OpOjeBU TAKO na BaykKu cjemehe CBOJCTBO: aKO je Y HEKO IMOJbe
TabJyuie ynoucaH HeKu Opoj a, Tama je 30up OpojeBa y MOJbY KCIION
1 y IOJbY HOECHO O MOCMaTpaHOr moJsba jemHak 2a + 1. Ilorkazarm
Oa Cy Ha CBAKO] AUjaroHaJu MapaJiejHOj IpaBoj r = y CBU OpojeBU
Pa3IMInTU.



IIETO ITPOBHO TAKMUYEILE

Bpeme 3a pad 270 munyma.
Ceaxu 3a0amarx epedu 7 noena.

IIpsu dan
cpena, 30. jyr 2003.

1. Heka je (a,,) HU3 pa3auunuTUX IPUPOJHUX OPOjeBa TaKaB ma IOC-
Toju KOoHCTaHTa a > (0 TakBa ma je a, < an 3a cBe n € N. [lokazaTtu
na:

a) ako je a < 5, HM3 caap:kU OECKOHAYHO MHOIO GpojeBa KojuMa
36up mmdapa (y DEKaTHOM CUCTEMY) HUje NEJBUB ca b;

0) mpeTxoAHU pe3yiTaT HUje TadaH 3a a = 5.

2. /lujamarm pena n je BEPTUKAJIHO CUMETPUYAH CKYI jeIUHUIHUX
KBaJpaTa Koju y Bpctama mMma 1,3,...,2n—3,2n —1,2n—3,...,3,1
kBagpara penoMm (Bumetu ciuky). Heka je A(n,k) 6poj mauuna Ha
KOje MOKe Ja ce moctaBu k mucjyHKTHUX 2 X 2 kBagpara y (2n—1) X
(2n—1) kBagpaTHy MpexRy, a B(n, k) 6poj HaunHa Ha KOje MOKe na ce
nocraBu k OMCjyHKTHUX DOMUHA Ha aujamMaHT pema n. Cumerpudna
mocraBbama ce cMarpajy paziauuutuMm. lokazatu ma je A(n, k) <
B(n,k) 3a 2 <k < (n—1)>2.

3. Hexka cy a,b, ¢, d mo3utusuu peasau OpOjeBU TAKBU Oa je
3(a+ b+ c+d)+ 4(abc + bed + cda + dab) = 8.
IokazaTu HejeTHAKOCT

ab+ ac+ be + ad + bd + ed < 2.

Apyeu dan
moHenedbaK, 5. jysa 2004.

4. Y marom tpoyriay AABC rkoucrpyucartu taury M uumju je 36up
KBanpara pacrtojama no npasux AB, BC' u C A Mmunumasian.

5. Uykymyuyk Oapona MwHxay3eHa TBPOU Oa Y HETOBOj 3€MJbU
nocrtoju n > 3 Behmx rpamoBa, OJ KOjUX Cy CBaka IBa IMOBEe3aHU
aBMOHCKOM JIMHMjOM y JEITHOM CMEPY, Ka0 M Jla Ce M3 CBAKOT T'pPala
y OMI0 KOju Opyru MOske MONU ca HajBUINE jeIHUM IPecemIarheM.
3a Koje je cBe BPeAHOCTU NMPUPOIHOT Opoja n = 3 moryhe ma dyky-
HyHYK Oapona MwunHxay3eHa roBOpU UCTUHY !

6. 3a 6poj A = 22 — 1002000y?, rne cy xz,y € Z, Baxu A > 0u A
HUje moTnyH kBanpar. Hahwu majmamy moryhy Bpemnoct 6poja A.



