
PRVO PROBNO TAKMIQEǋE

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Prvi razred
nedeǉa, 7. decembar 2003.

1. Da li postoje celi brojevi a, b, c, d takvi da je

abcd− a = 1235
abcd− b = 235
abcd− c = 35
abcd− d = 5 ?

2. Odrediti f(x) ako je

f

(
x− 1
x + 3

)
+ 2f

(
x + 3
x− 1

)
= x, za x 6= 1, x 6= −3.

3. U trouglu 4ABC povuqena je simetrala AM ugla α = ^CAB
(M ∈ BC). U svaki od trouglova 4ABM i 4AMC upisani su
krugovi polupreqnika r1 i r2, respektivno. Pokazati da je r1 =
r2 ako i samo ako je 4ABC jednakokrak sa kracima AB = AC.

4. Neka su K i L taqke ivice AD, odnosno dijagonale AC

paralelograma ABCD, takve da je
−−→
AK :

−−→
KD = 1 : 3 i

−→
AL :

−→
LC =

1 : 4. Dokazati da su taqke K, L i B kolinearne.

5. Na kru�nici je raspore�eno 40 figura, xto belih, xto cr-
venih. Dva igraqa igraju slede�u igru: prvi uzima sve crvene
figure koje imaju belog suseda, nakon toga drugi uzima sve bele
figure koje imaju crvenog suseda, onda opet prvi uzima sve cr-
vene figure koje imaju belog suseda itd. Igra se zavrxava kada
na kru�nici ostanu samo figure iste boje. Da li je mogu�e da
na kraju ostane samo jedna crvena figura? Da li je mogu�e da
na kraju ostanu dve bele figure?

Drugi razred
ponedeǉak, 1. decembar 2003.

6. Dat je trougao 4ABC. Na polupravoj AC izabrana je taq-
ka K i na polupravoj BC izabrana je taqka L tako da va�i
AB = AK = BL. Na polupravoj AB izabrana je taqka M i na
polupravoj CB izabrana je taqka N tako da va�i AC = AM =
CN . Na polupravoj BA izabrana je taqka P i na polupravoj CA
izabrana je taqka Q tako da va�i BC = BP = CQ. Pokazati da
su prave KL, MN i PQ paralelne.



7. Na du�i AC izabrana je proizvoǉna taqka B i na du�ima
AB,BC i AC kao preqnicima, konstruisani su krugovi k1, k2 i
k. Kroz taqku B je konstruisana proizvoǉna prava, koja seqe k
u taqkama P i Q, a krugove k1 i k2 pored taqke B u taqkama R
i S, redom. Dokazati da je PR = QS.

8. Neka je dat prirodan broj n. Posmatrajmo ure�ene parove
(u, v) prirodnih brojeva, takvih da im je NZS jednak n (znaqi
za u 6= v par (u, v) smatramo razliqitim od (v, u)). Dokazati da
je broj takvih parova jednak broju pozitivnih delilaca broja
n2.

9. Na�i najmaǌi prirodan broj m za koji je

m︷ ︸︸ ︷
100100100 ...100

>

100︷ ︸︸ ︷
333 ...3

.

10. Bubamara xeta ivicama poliedra, polaze�i iz vrha A. Ona
je proxla svim ivicama poliedra taqno dvaput. Dokazati da
taqka u kojoj je bubamara zavrxila put ne zavisi od puta.

Tre�i razred
ponedeǉak, 1. decembar 2003.

11. Neka su AK, BL i CM visine trougla 4ABC, a P bilo
koja taqka u toj ravni koja ne pripada pravama koje sadr�e
te visine. Dokazati da krugovi opisani oko 4AKP , 4BLP i
4CMP , osim P imaju jox jednu zajedniqku taqku.

12. Krug l dodiruje iznutra krug k, i preqnik PQ kruga k u
taqki C. Neka je A taqka na k, a B taqka na du�i CQ takva da
je AB tangenta kruga l koja je normalna na PQ. Dokazati da AC
polovi ugao ^PAB.

13. Postoji li prirodan broj n takav da va�i:
1◦ broj n nije potpun stepen prirodnog broja;
2◦ brojevi n + 1, n + 2, . . . , n + 2003 su deǉivi kvadratom broja
ve�eg od 1;
3◦ broj n + 2004 nije potpun stepen prirodnog broja?

14. Svaka taqka ravni je obojena u plavo ili crveno. Dokaza-
ti da postoje dve plave taqke na rastojaǌu 1, ili qetiri ko-
linearne crvene taqke A1, A2, A3, A4 takve da je A1A2 = A2A3 =
A3A4 = 1.

15. Neka su m i n razliqiti prirodni brojevi, a prirodan
broj i p < a− 1 prost. Dokazati da je polinom

P (x) = xm(x− a)n + p



nerastavǉiv nad Z.

Qetvrti razred
ponedeǉak, 1. decembar 2003.

16. Dat je trougao 4ABC i oko ǌega je opisan krug k. Neka
je AD simetrala ugla ^BAC (D ∈ BC) i neka je l krug koji
iznutra dodiruje krug k i du�i AD i BD. Oznaqimo sa E
taqku dodira kruga l i simetrale AD. Dokazati da je E centar
upisanog kruga u trougao 4ABC.

17. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo slo�enih prirodnih
brojeva n sa svojstvom:

n | 3n−1 − 2n−1 .

18. Postoji li prirodan broj n takav da va�i:
1◦ broj n nije deǉiv kvadratom prirodnog broja (ve�im od 1);
2◦ brojevi n + 1, n + 2, . . . , n + 2003 su deǉivi kvadratom (ve�im
od 1);
3◦ broj n + 2004 nije potpun stepen prirodnog broja?

19. Neka je n > 4 i neka su x1,x2,. . . ,xn pozitivni realni bro-
jevi.
a) Dokazati nejednakost:

x1

xn + x2
+

x2

x1 + x3
+ . . . +

xn−1

xn−2 + xn
+

xn

xn−1 + x1
> 2

pri qemu je jednakost mogu�e posti�i samo u sluqaju n = 4.
b) Pokazati da je za svako n > 4 ovo najboǉa procena (tj. ni za
koje n broj 2 sa desne strane nejednakosti ne mo�emo zameniti
nekim ve�im).

20. Neka je S konveksan skup taqaka koji sadr�i bar tri neko-
linearne taqke.
Neka su taqke skupa S obojene sa p razliqitih boja (svaka taqka
je obojena taqno jednom od p boja). Dokazati da za svako n > 3
postoji beskonaqno mnogo podudarnih n-touglova takvih da su
sva temena tih n-touglova obojena istom bojom.



DRUGO PROBNO TAKMIQEǋE
petak, 30. januar 2004.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

1. Oko okruglog stola sedi 2005 vitezova, a jedan od ǌih dr�i
kod sebe z 6 2005 zlatnika, sa zadatkom da ih podeli tako da
nikom ne pripadne vixe od jednog. ǋegova zamisao je da, u
svakom koraku, jedan od vitezova koji dr�e vixe od jednog zlat-
nika (ako takvih jox ima) da po jedan svakom od svoja dva suse-
da.
a) Dokazati da se ovakva raspodela mora zavrxiti ako je
z < 2005;
b) Da li se raspodela mo�e zavrxiti ako je z = 2005?

2. Neka je ABC trougao i P taqka u ǌegovoj unutraxǌosti.
Oznaqimo sa D,E, F podno�ja normala iz P na prave BC, CA i
AB, redom. Pretpostavimo da je pri tom

AP 2 + PD2 = BP 2 + PE2 = CP 2 + PF 2.

Dokazati da je tada P centar kruga opisanog oko 4SaSbSc, gde
su Sa, Sb, Sc centri pripisanih krugova trougla ABC.

3. Za dati prirodan broj n, neka je S skup svih neparnih
prirodnih brojeva maǌih od n i uzajamno prostih sa n. Za
x ∈ S definixemo f(x) kao najve�i neparan delilac broja n−x.
Dokazati:
a) za svako x ∈ S postoji m ≤ [n+1

4 ] takvo da je f(f(. . . f(x) . . . )) =
x;
b) ako je n prost i ne deli 2k − 1 ni za koje k = 1, 2, . . . , n − 2,
onda je najmaǌe m iz dela pod a) upravo jednako [n+1

4 ].

4. Neka je f : R → R funkcija takva da je, za svako x, |f(x)| ≤ 1
i

f(x + 15/56) + f(x) = f(x + 1/7) + f(x + 1/8).

Dokazati da je f periodiqna.



TRE�E PROBNO TAKMIQEǋE

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

Prvi i drugi razred
nedeǉa, 21. mart 2004

1. Neka su BD i CE simetrale unutraxǌih uglova trougla
4ABC, pri qemu su D ∈ AC i E ∈ AB. Ako je poznato da je
^BDE = 24◦ i ^CED = 18◦, odrediti uglove trougla ABC.

2. Dat je jednakokrak trougao 4ABC. Na osnovici BC je
odabrana proizvoǉna taqka P . Kroz P su konstruisane dve
prave paralelne kracima trougla. Oznaqimo sa Q i R preseqne
taqke ovih pravih sa kracima trougla. Neka je S taqka simet-
riqna taqki P u odnosu na pravu QR. Dokazati da taqka S le�i
na opisanom krugu oko trougla ABC.

3. Dokazati da broj
(n + 2)4 − n4

ni za jedan prirodan broj n nije potpun kub prirodnog broja.

4. Ako je x > 0, y > 0, z > 0 i x2 + y2 + z2 = 1, odrediti najmaǌu
vrednost izraza

S =
xy

z
+

yz

x
+

zx

y
.

5. Da li postoji konveksan mnogougao koji se mo�e ise�i na
nekonveksne qetvorouglove?

Tre�i i qetvrti razred
ponedeǉak, 22. mart 2004.

6. Pretpostavimo da su zbirovi uglova u temenima A i B
tetraedra ABCD jednaki po 180◦. Dokazati da je AB 6 CD.

7. Neka su a1, a2, a3, . . . , an prirodni brojevi takvi da ne postoje
dva od kojih se jedan sastoji od poqetnih cifara drugog u istom
redosledu (npr. brojevi 13 i 13809 ne mogu biti istovremeno
ukǉuqeni). Dokazati da je

n∑
i=1

1
ai

6 1 +
1
2

+
1
3

+ . . . +
1
9
.

8. Dat je polinom P (x) sa celobrojnim koeficijentima. Za
svaki prirodan broj n broj P (n) je ve�i od n. Posmatrajmo niz

x1 = 1, x2 = P (x2), . . . , xn = P (xn−1), . . .



Poznato je da za svaki prirodan broj N postoji qlan niza koji
je deǉiv sa N . Dokazati da va�i P (x) = x + 1.

9. Posada od n pirata se domogla kovqega sa blagom u kome
se nalazi odre�en broj zlatnika. U toj posadi pirati su ras-
pore�eni po snazi od najjaqeg do najslabijeg i svi su upoznati
sa tim redosledom. Po pirackim pravilima najjaqi predla�e
podelu plena koja se prihvata ako za ǌu glasa barem polovina
svih pirata. Ako se podela ne prihvati pirat koji je dao pred-
log biva eliminisan (hodaǌem na dasci) i du�nost podele ple-
na pripada slede�em po snazi i tako redom sve dok se ne usvoji
neki predlog. U glasaǌu i predlagaǌu podela plena pirati
se ponaxaju racionalno i znaju da se i drugi pirati ponaxaju
racionalno. Svakom piratu je lista prioriteta ista:

• Piratu je pre svega najvixe stalo da saquva �ivu glavu.

• Ako je prvi uslov zadovoǉen pirat �e glasati i predla-
gati tako da osvoji xto ve�u koliqinu zlatnika

• Ako je piratu po obe prethodne taqke sve jedno, on �e
glasati protiv podele u ciǉu eliminisaǌa svojih rivala.

Koji �e biti prvi pirat po snazi koji �e saquvati �ivu glavu
i kako �e glasiti konaqna podela plena ako u kovqegu ima 100
zlatnika a broj pirata iznosi: a) n = 100, b) n = 2004.



QETVRTO PROBNO TAKMIQEǋE

Vreme za rad 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 poena.

Prvi dan
subota, 26. jun 2004.

1. Neka su a1 < a2 < a3 < · · · < an proizvoǉni prirodni brojevi.
Dokazati da va�i

1
[a1, a2]

+
1

[a2, a3]
+ · · ·+ 1

[an−1, an]
< 1,

pri qemu [x, y] oznaqava NZS(x, y).

2. Krugovi γ1 i γ2 se seku u taqkama AB, a krug γ3 ih dodiruje
spoǉa u taqkama C i D redom. Prava AB seqe krug γ3 u taqkama
P i Q. Dokazati da je ^PKC = ^QKC.

3. Neka su A1, A2, . . . , An skupovi od po n du�i na datoj pravoj.
Dokazati da se presek A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An sastoji od ne vixe od
n2 − n + 1 disjunktnih du�i.

Drugi dan
ponedeǉak, 28. jun 2004.

4. Pretpostavimo da niz prirodnih brojeva (an) zadovoǉa-
va (ai, aj) = (i, j) za svaka dva razliqita prirodna broja i, j.
Dokazati da je an = n za svako n.

5. Dat je trougao ABC. Tangenta u temenu A na krug opisan oko
4ABC seqe sredǌu liniju trougla paralelnu sa BC u taqki
A1. Analogno definixemo taqke B1 i C1. Dokazati da taqke
A1, B1, C1 le�e na pravoj i da je ta prava normalna na Ojlerovu
pravu trougla ABC.

6. U poǉa beskonaqne kvadratne tablice upisani su prirod-
ni brojevi tako da va�i slede�e svojstvo: ako je u neko poǉe
tablice upisan neki broj a, tada je zbir brojeva u poǉu ispod
i u poǉu desno od posmatranog poǉa jednak 2a + 1. Dokazati
da su na svakoj dijagonali paralelnoj pravoj x = y svi brojevi
razliqiti.



PETO PROBNO TAKMIQEǋE

Vreme za rad 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 poena.

Prvi dan
sreda, 30. jun 2003.

1. Neka je (an) niz razliqitih prirodnih brojeva takav da pos-
toji konstanta a > 0 takva da je an < an za sve n ∈ N. Dokazati
da:
a) ako je a < 5, niz sadr�i beskonaqno mnogo brojeva kojima
zbir cifara (u dekadnom sistemu) nije deǉiv sa 5;
b) prethodni rezultat nije taqan za a = 5.

2. Dijamant reda n je vertikalno simetriqan skup jediniqnih
kvadrata koji u vrstama ima 1, 3, . . . , 2n− 3, 2n− 1, 2n− 3, . . . , 3, 1
kvadrata redom (videti sliku). Neka je A(n, k) broj naqina na
koje mo�e da se postavi k disjunktnih 2×2 kvadrata u (2n−1)×
(2n−1) kvadratnu mre�u, a B(n, k) broj naqina na koje mo�e da se
postavi k disjunktnih domina na dijamant reda n. Simetriqna
postavǉaǌa se smatraju razliqitim. Dokazati da je A(n, k) <
B(n, k) za 2 6 k 6 (n− 1)2.

3. Neka su a, b, c, d pozitivni realni brojevi takvi da je

3(a + b + c + d) + 4(abc + bcd + cda + dab) = 8.

Dokazati nejednakost

ab + ac + bc + ad + bd + cd 6 2.

Drugi dan
ponedeǉak, 5. jul 2004.

4. U datom trouglu 4ABC konstruisati taqku M qiji je zbir
kvadrata rastojaǌa do pravih AB, BC i CA minimalan.

5. Qukununuk barona Minhauzena tvrdi da u ǌegovoj zemǉi
postoji n > 3 ve�ih gradova, od kojih su svaka dva povezani
avionskom linijom u jednom smeru, kao i da se iz svakog grada
u bilo koji drugi mo�e do�i sa najvixe jednim presedaǌem.
Za koje je sve vrednosti prirodnog broja n > 3 mogu�e da quku-
nunuk barona Minhauzena govori istinu?

6. Za broj A = x2 − 1002000y2, gde su x, y ∈ Z, va�i A > 0 i A
nije potpun kvadrat. Na�i najmaǌu mogu�u vrednost broja A.


