YHRIIMOHAJIHE JETHAYUWNHE

Ilomaraa y MareMaTuuyKkoj TUMHA3Ujn

Baadumup Baamuh

1. Hahiu cBe ¢pyurumje 3a koje Baku f(xz +y) = f(x) + f(y) (raxBe ¢pyHKUU]e ce HA3MBA]Y aIUTHUBHE) U

a) f:Q—Q; 6) f:R— R u menperunme cy.

. 3a ¢pysruujy f: Q — Q Basku f(1) =2 u f(zy) = f(z)- f(y) — f(xr +y)+ 1. Hahwu cBe Takse dyHRmUjeE.

Hahu cse ¢pynrnuje f: R\ {0,1} — R koje 3amosomasajy: f(x)+ f(ﬁ) =

Hahwu cse f:Q — Q 3a koje je: (x —y)f(z+y) — (x+y)f(x —y) = doy(2? — y?).

Hahu cse ¢yuruuje f: Q — Q roje 3amosomanajy: f(z+y) = f(z)+ f(y) + zy.

Hahiu cse ¢pyuruuje f: R — R koje 3anosomaajy: zf(y) +yf(x) = (z+y)f(x)f(y).

f@)+ f(y)
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Oyurmuja f : R — R 3anoBomasa unenturer f(xy) = ,x,y € Rox +y # 0. Ia au nocroju z € R

Tako na je f(z) # 07

8. Hera f:[0,1] = R, f(0)=f(1)=0 wm Va,ye[0,1] f( ) < flx) + fy).

a) Hoxraszatu na je f(x) >0 3a csako z € [0,1] u na f nMa GECKOHAUHO MHOTO HYyJIA.

6) Hasectu npumep TakBe QyHKOUje KOja HUje UICHTUUKMA jeTHAKA HYJIU.

9. Ila au nocroju ¢pyurmuja f: R — R koja je menpexkumua va R u 3a xkojy Bazku ma je f(f(x)) =e "7

10. Hahu cBe menpernmue pymrrmmje f : R — R Taxse ma je f(zy) = xf(y) + vf(x).

11. Hahu cBe ¢pyuruuje 3a xkoje Basku f(x+y) = f(z) - f(y) akoa) f: Q — Q; 6) f: R — R u mudpepenuujabuina

cy.
12. Hahu cBe menpekunnne ¢pyurnuje f: R — R raxse ma je f( )= /(@) ; f(y)

13. Hahu cBe menpekunne pyurnuje f: R — R 3a koje je f(z+vy) = f(z) + f(y) + zy(z + y).

14. Opgpemutu MuHEMAaJIaH Opoj enemeHara koHadyHor ckyma A, tako ma mocroju ¢ymrmuja f : N — A ca
ocobuHOM: ako je |i — j| mpoct 6poj Tanxa je f(i) # f(4).

15. Hara je dyurmuja f : Ng — Ng. Jlokazatu na mHe Moske ma Basku 3a cBako n € No: f(f(n)) =n + 1987.

16. Heka je mata ¢pymrmuja f:R —> R ca f(z)+ (z+ 1) f(1—2) =1

a) Hahu f(0) u f(1). 6) Hahu cse f xoje 3amoBosbaBajy ropme ycJioBe.

17. IlokazaTtu na ako je f :[0,1] — R menpermmna u f(f(x)) = 2? tanma je 22 < f(z) < z 3a z € (0,1). Hatn
jenman mpumMmep TakBe (QyHKIUje.

18. Ilara je pynrmuja f(z) = az?+bx+c, rme cy a,b,c >0 u a+b+c=1. JlokasaTu na 3a CBe T1,T2,...,Ty > 0
1. xp=1Baxn f(z1) ... fz,) =1

19. Crporo pacryha ¢pyuruuja f medunucana ua [0, 1] 3anosomasa f(0) =0, f(1) =1wu 1< w

27 f(z) - fla—y)
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20. Hahwu cBe ¢yuruuje f : IR{EJ" — IR{+ KOje 3aI0BOJbaBajy cneﬂehe ycioBe:

flx-fW)-fly)=fle+y).f2)=0wu f(z)#03a 0<z < 2.

21. Hera je 0 < a < 1 ¢urcupan peanan 6poj u Heka je [ menpekuzHa ¢QyHknmja wa wmaTepBatdy [0,1] Koja

sanosomasa: f(0)=0,f(1)=1mn f(x—i—y) =(1—-a)f(z)+af(y) 3a cBe 2,y € [0,1] u z <y. Haln f(%)

22. Herka je f:R—=Ru f(1) =1, f(a+b) = f(a)+ f(b) u f(z)- f(é) =1 3a x #0. Horazatu na je f(z) = z.
23. Hexka je f: N — N crporo pacryha, myarunnukarusaa dyusuuja (f(mn) = f(m)- f(n) Vm,n € N), 3a kojy
BayKU Ja ako je m #n u m" =n" rana je f(m)=n nmu f(n) =m. Hahu f(30).

24. Heka je mara ¢yuruuja f :7Z — Z ®oja 3amoBosbaBa ciaenehux mer yciosa:

1) ako je x>y u f(y) —y=>v > f(x) —x tana je f(2) =v+ 2z 3a HeKO 2z uameby x u y;

2) jennauuna f(r) =0 uma Gap jemso pememe u mMehy pememuma mocroju najsehie;

3) f(0) =1; 4) f(1987) <1988; 5) f(x)- f(y) = f(z- f(y) +y- f(z) —xy). Hahm f(1987).

25. Hexka je f: N — N rtaksa na Baxu f(f(n)+ f(m)) =m+n Vm,n € N. Hahu cse moryhe Bpenuocru 3a

£(1988). o
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3a cBe x,y TakBe na je 0 <x +y < 1. okasaru na je f( ) <

26. Konctpyucatu ¢pymrnujy f: QT — Q7 xoja szamosomasa ycmaos f(x - f(y)) =

27. Ilokazatu ma He nocroju oujerunmja f : N — Ny raxsa ma je 3a cse m,n € N ucnymweno f(mn) = f(m) +
f(n) +3f(m)f(n).
28. Hahu cse Henperngue dpyuarmuje f: R — R 3a roje je f(\/2?2 +y?) = f(x)- f(y) 3a cBaro z,y € Ru f(1) = a.

29. Ila gu moctoju ¢ymrmmja f : RT — RT 3a kojy Bam:
T

a) f(J(... f(z))) = i 6) fUC. (@) =1+ +2Vx.
—_ z+1 ———
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30. Hahu cse ¢pynruuje f: Q — Q 3a roje Basku 2f(z) = f(z —y) + f(z +vy), 3a cBe z,y € Q.
31. Koumrko mma ¢ymrmmja f : N — N raksux ga 3a cako n € N Baxu f(n) > 1 u f(n+3)f(n+2) =
fn+1)+ f(n) + 367
32. Hahwu ce ”1-1” ¢ynrumje f: N — N, 3a roje san f(f(m)+ f(n)) = f(
33. [ara je pynrmuja f: N — N, raksa na je f(f(m)+ f(n)) = f(f(m))+ f
n. Axo je f(29) =58 u f(58) = 87, mapauynatu f(2001).
34. Hus ¢ymrrumja f,(z) nedunucan je na cnemehu nauun: fi(z) = -2, fo(z) = 7=, fotr2(®) = fap1(falz)),n €
N. Hahu fgooo(l‘).
35. Hahwu cse pynrunmje f: N — Ny 3a koje Baske caenehn ycnosu: 1) f(mn) = f(m) + f(n), 3a cee m,n € N;
2) f(n) =0 3a cBaku npuponan 6poj n =3 (mod 10); 3) f(10) = 0.
36. Hahwu cse ¢pymrmmje f: R — R 3a xoje je f(zy) = f(x)- f(y) u f(x +y) = f(x) + f(y) + 22y 3a ce 2,y € R.
37. Hahu cse ¢pynruuje f:7Z — R u 3amosomasa ycunose: 1) f(z)f(y) = f(z +y) + f(z —y) 3a cBe z,y € Z;
2) f(0) #0; 3) f(1) =3
38. Hahwu cse ¢ymrunmje f:Z — R u 3amoBomasa ycunose: 1) f(z)f(y) = f(x +y) + f(x —y) 3a cBe z,y € Z;
2) /(0) £0; 3) f(1) = V3.
39. Heka ¢ynruuje f,g : R — R u 3a cBaro z,y € R Basu f(x +vy) = f(z)f(y) — g(x)g(y). a) Aro je f
neproauYHa (hYyHKIMja, HOKA3aTU Oa je U g nepuoaudHa. 0) Ako je g mepmonuuna ¢yHKuuja, na au f mMopa
OuTu nepuoauyHa’
40. Heka je f : R — R ¢ymrumja roja ucnymasa caexehe ycmose: 1) Vz,y € R, f(x +y) = f(x) - f(y), 2)
Az € R, f(xp) = 2002. Nokaszatu na je [ UBHEKTUBHA QYHKIM]A.
41. Hahu cse ¢pynruuje f: R — R 3a xoje Baswu f(x) - f(y) = f(x —y) 3a cBe x,y € R u f(2002) =1
42. 3a ¢ysruujy f: R — R Bawu: 1) f(x) <z, 3a cBaro ¢ € Q, u 2) f(z+y) < f(z) + f(y) 3a cBe z,y € R.
Hokazatu na je f(r) =z 3a cBako = € R.
43. Hahwu cse pymrumje f: R — R 3a roje Basu f(x + f(y)) = f(x) +y 3a cBe z,y € R.
44. 3a ¢ymsmujy f : N — N sasm f(f(n)) = 4n + 9, 3a cBako n € N u f(2F) = 2F*1 4 3, 3a carko n € Ny.
Napauynaru f(1789).
45. Hahu cse menpexunue dpynrmuje f: R — R 3a koje je f(z +y) = f(z) + f(y) + f(z) - f(y).
46. Hera ¢yurnuje f: N — N zanosomasajy: 1° h je umerrusHa ¢yurumja (1-1), 2° ckyn BpemsocTu 3a g je
meo ckyn N, 3° f(n) = g(n) — h(n) + 1. Horazatu ma je f(n) = 1.
47. Hara je pyurmmja f [0,1] — R xoja uma cremeha csojcTsa:
a) f(z) >0 3a cee x € [0,1],
6) f(1) = 1
B) ako x1,22 € [0,1] m 21 + 22 < 1, onma je  f(x1) + f(x2) < f(x1 + z2).
Iorasaru ma 3a cBako z € [0,1] Basku f(z) < 2.
48. Hahwu cBe dpynrmuje f: Q — R koje 3amoBomaBajy ciaenehe ycaose:
(1) £z +3y) — yf @) — 2/(5) = F@) () — & —y + 2y, 3a cvaxo o,y € Q;
(2) f(x)=2f(x+1)+2+ =z, 3a cBaro z € Q;
(3) f(1))y+1>0.
49. Heka ¢yurumja f: Q — [0,+00) 3anoBosasa caenehe yciose:
1o flz-y) = f(@) fly) (Vo,y € Q);
2 f@)<1 > fa+1) <] (Vo e Q)
3 f(33) =2
Hahu cse moryhe Bpeasoctn 3a f(2002).
50. Hahwu cee ¢ymrmuje f: N — N, 3a roje Baxkum 2n + 2001 < f(f(n)) f( ) < 2n + 2002.
) =

{( m))+ f(n), f(1) =2 u f(2) =

) 3a cBe mpupoxHe GpojeBe m U

51. Hahwu cBe ¢pynrmmje f: R — R, 3a xoje Baskn (f + f(2) ( Y) t)) flzy — zt) + f(at + yz) 3a cBako
x,y,2,t € R.
52. Hahwu cBe ¢ynrxmuje f : N — Q roje 3a cBe z,y € N 3amoBomaBajy f (x—;)—y) = f(x)—;—f(y)7 Kam je
Tty
e N.
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53. ®dymrmmja f : R — R je Taksa ma je x + f(z) = f(f(z)) 3a cBako z € R. Hahu cBa pemema jenmauune

f(f(z)) =0.

54. 3a matu mpuponan Gpoj n, Heka je S CKyl CBUX HENApPHUX NPUPOAHUX OpOjeBa MAMUX ON N U y3ajaMHO
npoctux ca n. 3a x € S nepunumeno f(x) xkao Hajsehu memapan menunan 6poja n — x. Iorazaru:

a) 3a cBako z € S mocroju m < [*H] raxeo na je f(f(...f(z)...)) =g;

6) axo je n mpoct u me memu 2 — 1 mm 3a Koje k= 1,2,...,n — 2, OHzA je HajMame M U3 Aesa TOX a) YIPaBo
jemmako [2H].

55. Heka je f: R — R ¢pynruumja taxsa na je, 3a caro , |f(z)| < 1u f(z+15/56)+ f(x) = f(x+1/7)+ f(x+1/8).
IokaszaTu na je [ mepuomuyHa.



Pemema

1. a) Kagna samennmo x = y = 0 nobujamo f(0) = 0. Osmaummo ca f(1) = ¢. MareMaTUIKOM UHAYKIUjOM C€
moka3yje ma je f(nx) =n-z, Yn € NNVe € Q (%), a omarae nobujamo f(n) = c¢-n, Vn € N. Aro craBumo
y = —x y noxaasny jennauuny mobujamo f(—z) = —f(x) =c¢-(—z), 1tj. nobujamo na B&?KI/I f(z)=c-z, Vz €Z.
AKO 3aMeHUMO N =q U T = % y (%) moBujamo ¢p = f(p) = q-f(%), a omaTie f(%) 7, 1j. f(q) =c-q, Vg€ Q.
6) Ucro xao y nperxomsnoM nexny nobujamo f(q) = c-q, Vg € Q. Kako je f menperumna dgysrnuja To he Baskuru
u f(z)=c-x, Vz eR.

Y 00a cayuyaja cMO DOOWIM Oa Cy CBa Pemema OBe (DYHKIMOHAJIHE jelTHAYNHE

2. Kana zamennmo z =y = 1 nobujamo f(1) = 2. Kanma samennmo camo y = 1 mobujamo f(x +1) = f(z)+ 1, a
noMmofly Tora MaTeMaTUYKOM MHAYKOUjOM ce mokasyje xa je f(n+x) = f(x)+n, Yn e N,V € Q (x), a omarae
nobujamo f(n) =n+1, Vn € N. Kana 3amennmo z =y = 0 mobujamo f(0) = 1. Kazma 3amenmmvo z = 1,y = —1
nobujamo f(—1) = 0. Ako craBuMO y = —z y moJa3Hy jemHauuHy nobujamo f(—z) = —x + 1, tj. mobujamo na
Baskn f(z) = z+1, Vz € Z. Ako 3aMeHUMO T = qu y = % y TIOJNIA3Hy jeAHAYUUHY U U3 (*) ©MaMO f(q—i—g) = f(%)—l—q

nobujamo f(%) = % +1, 7. |f(z)=2+1

3. Axo cBako z y jemmaunnn f(z)+ f(2=) =2 (1), 3amenmmo ca —+ mobujamo f()+ f(E=1) = (2),
1 3)— (2 — 1
a ako craBumo =1 nobmjamo f(X1)+ f(z) = =1 (3). Cana u3 M nobujamo | f(z) = %
x(x —
4. Osmaunmo z —y = u u = +y = v. Tana nonasma jemmaumnaa mocraje u - f(v) —v - f(u) = (v? — u?)vu, mTo
: f) 2 — S 2
KaJ[ TIOMHOAUMO ca uv (3a uv # 0) mobujamo v ” u®. Karko cy uw m v mpousBomHO m3abpane
BpennocTy (jep Cy T ¥ y OPOU3BOJLHU) HOOUjaMO ma je @ — 22 KOHCTAHTHO, Tj. @ — 22 = ¢, omakne je

f(x) = 23 + cx,x # 0. Ako y monasmy jenmaumnmy samenumo r = y # 0 mobujamo f(0) = 0, mTo Ham maje
’f (v) =23+ cx
5. Youmvo na je p(z) = $2° pememe oBe (yHKNMOHATHE jenHAUMHE (Tj. BaKm <p( + o(x) + o(y) + zy).

y) =
Ozmaunmmvo ca ¥(x) = f(x) — ¢(r) nomohny ¢ymruujy V. 3a my Bawu ¥(r+y) = f(x +y) — oz +y) =
f@)+ fly) +zy —o(z) —p(y) —zy = U(z) + ¥(y), 1j. nobuimn cmo Komujesy jenmaunny (1. 3amarak) m 3HAMO

na je meno pememe ¥(z) = cz, omakne nobujamo f(z) = ¥(z) + (), 1j. | f(z) = 32 + cx
6. Axro ysmemo z # 0,y = 0 mobujamo f(0) = f(0)- f(x). Aro je f(0) =a # 0 mobujamo na je f(x) =1 3a x # 0,

Tj. f(z) = { (11’ i;o a # 0. Aro je f(0) = 0 kaga 3aMeHrMO y moJa3Hy jemHauuny r = y # 0 mobujamo
f(x) = f(x)?, 1j. 3a cBaro z # 0 je f(x) =0 umu f(x) = 1. Yronuko je f(r) = 1 3a mero x # 0 nobujamo u3
nosnasue jennauune na je f(y) =1 3a cBako y # 1, 1j. nobujamo ¢pyuruujy f(x) = (1)’ i ; 8 . YKOJNUKO HUje

ucnymeno f(x) =1 um 3a jemno x # 0 gobujamo na je f(x) = 0. Kana o6jemunumo oBa pemema nobujamo na
a, =0

je | £(a) =0 man sy = { § 720

7. Axro ysmemo z # 0,y = 0 mobujamo f(z) = (x — 1) - f(0), a omarae 3a x = 1 mmamo f(1) = 0. Aro y3memo
x # -1,y =1 nobujamo x - f(z) =0 = f(x) =03a 2z € R/{0,—1}. Axro ysmemo z = 0,y = 2 mobujamo
f(0) = f( ) =0. Axo y3memo x =y = —1 mobujamo f(—1) = —f(1) = 0. Haxae oxrosop je .

8. a) Ako yamemo z =y mobujamo f(z)>0. 0< f(3) < f(0)+ f(1) = 0. Ha cimuan Haumn, caMo MaTeMAaTHIKOM

n
UHIYKIMjOM 10 k TOKa3yjeMo U na Cy CBU OpojeBu 00JIMKA ok (0 < n < 2¥ k € N) takobe myne ¢ynrmmje (To

cy 6pojeBr Koju MMajy KOHadyaH OuHapHU 3amnuc!).

0, reQ
o -{ 7, e

)

x

9. Kaxko je ¢pysrmuja e~ ” mMoHOTOHa mnobujamo ma je u f(x) momoroma: f(z) = f(y) = f(f(x)) = f(fly) =
e =e Y = x=y. Axo je f momorono pacryha ¢ymrumja mmamo ma Baxku x < y = f(z) < f(y) =
f(f(@) < f(fly) = e <e ¥ = e*>eY mro je koETpaauknmja. Axo je f MOHOTOHO omamajyha ¢yHKIMja
nvamo na Baxku ¢ <y = f(z) > fly) = f(f(2) < f(fly) = e <e ¥ = e >e¥ mro je KOHTPAAUKIM]A.
Crora TakBa (QyHKIHIja

10. Axo y3memo z # 0,y = 0 nobujamo f(0) = 0. Axo y3memo z = y = 1 mobujamo f(1) = 0. Axo y3memo
x =y = —1 nobujamo f(—1) =0. Axro y3amemo z > 0,y = —1 nobujamo f(—z) = —f(z), ua mame pasmarpame

hemo BpmuTH; 3a mo3utuBHe Gpojese. 3a x,y > 0 MOKEMO MOJA3HY jeJHAUMHY Ia TOAEJUMO ca Ty, Ia J00umjamo
7‘70%/) = @ + %, 1j. g(zy) = g(z) + g(y) (ako craBumo g(z) = @)
obmury g(e®*tY) = g(em®) 4 g(e™¥). Axo craBumo u = Inz, v = Iny u g(e!) = h(t), nobujamo Kommujesy
¢ynrimonanny jemnauuny h(u + v) = h(u) + h(v), auje je pememe h(t) = c-t, Tj. nobumu cmo g(et) = ¢ t.
t _ f=)

nobujamo g(x) = c-Inz, a kaxo je g(r) = ~~ nobujamo f(r) =c-x-lnx 3a x >0, a

OBy jemHAUMHY MOYKEMO 3aIUCATU Y

Ako ctaBuMO T = ¢



KAaKO je hrn f(x) = 0 = f(0), Tpaskena ¢yHruuja je HenperumHa. Permeme oBe (YHKIMOHAJNHE jeIHAUUHE je

x—0

0, z=0
f(m):{c-:zr-lnﬂ, x#0
11. a) Ako ysmemo z =y = 5 nobujamo f(t) = [f(5)]*>0. 3a & =y = 0 mmamo f(0) = f(0)%, 7j. f(0) =0 nmm

f(0) =1. 1° Ako je f(0) =0 raga y monasuy jegnaumuy crasumo y = 0 mobujamo f(z) =0 3a OpPOU3BOLHO .
1
fl@)
I mauns Manyknujom ce Moske mokasaru na Baxu f(n-x) = [f(z)]”, Vn € N,V € R (%) u omatne 3a z = 1
1
nobujamo f(n) =a", Vn € N. Kako je f(—z) = @
x

n=quzx= % nobujaMo f(g) = aP/9, ma je f(x) = a®, Yz € Q, ma KaKO je HENPEKIIHA TO BAKM U 33 CBE DEAJHEe
Opojese.

Il saywun f(z)- f(—x) =1, f(z) 20 = f(z) >0, Tj. MOKEMO Ha JOrapUTMyjeMO HOJIA3HY jeIHAUUHY W OHAA
nobujamo ocHosry Komujey ¢pyurimmonanny jemnauuny g(z +y) = g(x) + g(y) (y3 cmeny g(z) =In f(x)), na je
glx) =cx = f(x)=d" (rme je a = e°).

Pememe je ’f(x) =0 umum f(z) =d*, a> O‘ .

2° f(0) = 1. Osmaunmo ca f(1) =a. Kana y3memo y = —z mobujamo f(—x) =

, mMaMo zna Baxku u f(z) = a®, Vz € Z. Ako y (%) ctaBuMo

6) Osmauumo ca u = = + y 1 gupepeHnupajmMo nosuasny jemuavuny no x: fi(x +y)- -1 = f'(z)- f(y). Kax
mepermmparo mo y mobujamo fi(z +y)- 1= f(z)- f'(y), omaxae je f'(z)- f(y) = f(@)- f'(y), 1i. 5 = L
3a f(x), f(y) #0 (f(z) =0 je rakobe jemuo pememe). Kako 0BO Ba:KmM 3a NIPOU3BOJBHE T M Y MOpa OUTH f/(;)

KOHCTAHTHO, Tj. ff((;)) = ¢, Kag 0BO mHTerpaaumo nobujamo In f(z) = cx u omasne canuno kao y Il pememy mox

o

=

"~
<
NS

a) nobujamo ma je f(x) = a® (rme je a = e°). Pememe je ’f(x) =0 nmm f(x) =a" a> 0‘ .

m+y):(ﬂ@+f@):

2 2
Cmenom g(z) = f(z) — f(0) mobujamo Kommjesy jemmauuny g(z + y) = g(z) + g(y) u meno

12. Ako ymecTo & M Yy y HOJa3HO] jenuauymHu craBuMo = + y um 0 mobujamo f(

f(z+y)+ £(0)
5 :

pememe je g(x) = ax. Aro osmaummo b = f(0) mobujamo ma je | f(z) =ax+b]|.
1.3

13. Cuauuno Kao y 3amaTKy 5. MMaMoO [a je jeIHO pelleme oBe (YHKIMOHAJHE jenHauune o(r) = ST (Tj.
Baxku o(x +1y) = p(z) + o(y) + zy(x + y)). Osmaummo ca ¥(z) = f(x) — ¢(z) momohny ¢pymrmujy V. 3a my
Bazku VU(z +y) = ¥U(z) + U(y), 1j. mobuau cmo KomwujeBy jemmauunmy, ma je ¥(z) = cx, omakie mobujamo
f(@) =123+ cx|.
14. Cryn A mopa nmatu 6ap uetupnu enementa, jep f(1), f(3), f(6) u f(8) mopajy 6urn mehycobro pazmuuntu
(Ja —b|] je mpoct ako cy a,b € {1,3,6,8}, a #b). Aro A = {a1,a9,a3,a4} TpaskeHy (QyHKIUjy MOMKEMO 3a1ATH
ay, r=4k+1
_ az, r=4k+2
xao f(z) = ag, x=4k+3 "’
ayg, x =4k

i) £ 7). Do, |
15. IlpermocraBumo cymporHo, ma je f(f(n)) = n+ 1987 Vn € Ny. f(f(n)) = n+ 1987 = f(n + 1987) =
Ff(f(f(n)) = f(n)+ 1987, a omatae mmamo (mumyrumjom) f(n+1987k) = f(n)+ 1987k. Cana mocmaTpajmo camo
one 0 < n < 1986. Heka je f(n) = 1987p + ¢, 0 < ¢ < 1986. Tana mmamo n + 1987 = f(f(n)) = f(1987p + q) =
f(q@)+1987p. omro je n<1986 umamo na jep=0ummup=1. 1° p=0omma f(n) =¢q, a f(¢) =n+1987;2° p=1
ouna f(n) =q+ 1987, a f(q) = f(f(n)) — 1987 = n. Y o6a cayuaja je f(n) # f(q) u n # q (ma je n = ¢ umaau
ouwu f(n) =nu f(n) =n+ 1987, mro je memoryhe), te 6u ce ckyn {0,1,2,...,1986} morao pasburu Ha mapose
(a,b) Taro ma je f(a) =bu f(b) = a+ 1987, mro je memoryhe jep Taj ckym mma Hemapan OPOj eleMeHATA.
16. AKo y IOJa3HO] jeHAYMHM CBAKO ¥ 3aMeHMMO ca 1 — x mobujamo jemmaumny f(1—z) = (3 —x)- f(z) = 1.
Axo osmaummo f(z) = a u f(1 —2) = b ox oBe u monasHe jemmaumHe mobmjamo cucteM a + (z + )b = 1,
(% —x)a + b=1. A=—(z- %)2, alA, =x— é, ma mobujamMo ma je 3a T # % jemuHCTBEHO pememe f(x) =
L = f( ) mobujaMo Kana 3aMEHUMO T = 1 y MOJIa3Hy jeIHAYNHY: f(%) = % Crora je jenuHo peleme

Tana je f(i) = f(j) akxo |i — j| = 4m, ma akro je pasauka mpocra OHZA je

%—m 1— 21
1 o= 1
ro={ = %
(=) 2 TF 3
17. Ilpumep: f(:z:) V2| Arojew € (0,1) mmamo ma Bawu f(x) # x (360r 22 = f(f(z)) = f(z) = x # 2?)
u f(x) # 2?2 (22 = f(f(z)) = f(2?), mro je memoryhe 36or mperxommor). W3 mempexumnoctu ¢pyurnuje f(x)
caema na q)yHHuMJ f(a:) r u f(z) — 2% wmajy ma mmrepsasy (0,1) cramam smax. Hejemmaroct f(z) > x je
memoryha (umaue je 22 = f(f(x)) > f(x) > x > 2?). Cuauuno je memoryhe u f(z) < z? (tama 6u Gumno

22 = f(f(z)) < (f(x))? < (:Ez)2 < 2?). Hakne Bazu 22 < f(z) <z 3a z € (0,1), mTo je m Tpebaso MoKazaTH.



18. IIpso hemo nokazatu na Baxwu f(x)- f(y) > ( (vZy))? 3a caro z,y > 0. Crasumo 2z = /T y 7 TIOCMATPAajMO
napas () F(y)— F(VE)? = a2(a2y—2) 10 (ay—22)+2(1— 1)+ ab(w2y-+ oy ~22) +ac(a +y? ~222)+be(w-+y—22) —
ab(v/ 22y — v/zy?)? + ac(z —y)? + be(vz — /§)? 20 (2 = /zy). Ilpousson x1-x2- ...z, mRomyanmo 1o 2% parropa:
1-1

-l-xy-29-...- T, =1 1 HA BUX TO TAPOBUMA MPUMEHUMO TOPHY HEjeIHAKOCT MOBOJLAH OpOj myTa u
2k
nobujamo f(1) - f(1)-...- f() - flzr) - flaa) oo fan) = (F(NT- 1. T 21 a22-...-2n)? = (f(1))¥. Kaxo je
f()y=a+b+c=1, nobujamo ;;ameHy Hejenﬁlaﬁoc"r flxy) - f(za) ... flzn) = 1.
1 HOEFICIIG! 1o _2
19. Axo 3aMeHI/IM10 T —yl— B nMaMo m P 3 = f(i) < 3
O S ()P (6N 12,1 4
T=y=7 = fé)—f(é)>§ = f(z)égf(i)gg
31 fa—=£3) _1 3. 2 1.1 8
T=pY=g = f(%)ffé)>§ = f(1)<§+§f(§)<§
1 G -1G) 1 2, 3,1
1 1 2)—f3) 1 5..3. 1 1,1 3,1 2
T=3Y= 15 = J;((zf))]{((f))>2 = f(ﬁ)>§f(§)_§f(i)>§f(§>_§
2 1 f&—-f3 _1 7 2 3.9 1. 16
T=3Y T 19 éf(f)—f(%)>§ = ) =23f(5) -2f()=25f(5) ~ 5
9.1 16 2
D SRS S Y ) RPN A i Nk SO VRO (]
B CE TR IC) P PRI 30713
3273

20. Axo je w > 2 crammvo y (1) z = w — 2,y = 2 u mobujamo f(w) =0, 1j. Baskm f(x) =0 < xz>2. Heka je
0<y < 2,2>0. Jlesa crpana Hejemuaroctu (1) jennaxa je 0 akko z - f(y) > 2. Iecua crpana nejennaxkoctu (1)
jemnaka je 0 akxko x+y>2. 3uaun z- f(y) =22 & z+y=>2, Tj. x}% & x>2—y. Onatae cienn % =2—y,

L : . 0 =2
na je jemuuo moryhe f(y) = 2% 3a 0 <y < 2. Ilokaxumo jom na ¢yurnuja | f(z) :{ s 0< v 9
v 2—x’ ST <
3a0BOJbaBa yciose 3anaTka (ycuaosu (2) u (3) cy ereMeHTapHO 3a00BOJbeHH, a 3a (1) nmamo ciydajese):
a4y < 20 fly) < 2 Tamje 0<y < 2 mje f(y) = 52 f@f(y) = 2 = y2b, ma jo

Faf)fy) = gmm=sy = flz +y).

2°z+y>=222- f(y) =22. Tana cy obe crpane jemnakoctu (1) jemnare 0.

3 z4+y=22,2- fly) < 2. Tama je y > 2 u o6e crpane jemHaxkoctu (1) cy jemnaxe 0 (uHaue 3a 0 <y < 2
x - ﬁ <2 = z+y <2 mro je KOHTPAAUKIN]A).

4° z+y <2,z f(y) =22. OBaj cuayuaj je wemoryh jep f(y) 2% = 0Sy<2mz-5522 = v+y=>2.
21. Iocroju jemuucTBeHa f KOja 3amI0BOJbABA YCJOBE 3aIaTKa, jep [ mMma (uKCHE Bpe,IIHOCTI/I Y CBUM TayKaMa
r = 5r mHenpexnana je. f(x) = f(y) camo ako je v =y jep f(x) = f(y) 3a x < y moBIaun (MCTOM KOHCTPYKIMjOM

kao u Magonpe) na je f(z) = f(x) Vz € [z,y], a omatae (omrosapajyhom excrpamomanujom) u 3a cse z € [0, 1],

FE+2 - f()

mro je korrpamuknuja (f(0) = 0, f(1) = 1). ¥Yeemumo nmomohuy ¢yurimmjy g(z) = (0 - f( ) g(0)=0mu
g(1). 36or makmer mucama crasmmo ma je g(z) = Af(Bx + C)+ D. Tana je g(*t%) = f(B% +C)+ D =
Af(BzkC o ButCy 4 D = (1 — a)Af(Bx + C) + (1 — a)D + aAf(By + C) + aD = (1 — a)g(z) + ag(y). Kako
1y el
u 3a (QYHKIUjy ¢ Baske CBU YCJIOBHU 3amarka mobumjamo f(x) = g(z), ma je f(;) = g(;) = M Tj.
1 f(3) 1 1 ) 1 a’

13 = Ty gy Kevede S(g) = S() =t n S(g) = goswiano | 1(5) = T3 s

22. Cranmapaaum noctynkoM (oBo je Komujesa jemuauuna) mobujamo xa je f(x) =z, Vo € Q, aunu je npobiem

WITO OBJE HUje NATa HENPEKUAHOCT OBe peasHe ¢yHruuje. Jlako ce m3 apyror yciosa Bumu zxa je f(z) # 0 3a

x # 0. Jlako ce Buau u ma je osa ¢ymrmumja "1-17: f(z) = f(y) = flz—y) = fla+(-y) = f(z) — fly) =
1 1 1

0 1:> x—ly:O =T =4y. 31a HpOI/I3B10.J'LHO pe?nHoa;«éc; I/IMaMo:1 f(a)ff(aQ)lz Fla(l—a) :f(a(l—a)):
MG+ ) =R G) ~ Ft F e~ T T~ g ™ e ) = 1)

a
Va € R/{0,1}, anu xako je f(0) =0 u f(1) = 1, nobujamo na je f( 2) = f(z)?, 3a Vo € R. Axo je a < b Tana je
b—a=12%3amero z € R, ma f(b) — f(a) = f(bfa) f(z?) = f(x)? >0 = f(a) < f(b). 3a cBaku wpammoHanan
6poj = € R/Q nocroje panmonannu HU30BU {a,} u {b,} TakBu ma je x jemmHm peasan GpPoOj KOju 3am0BOJLABA



ap <z <b,, Vn €N, na je f(z) =z, Vx €R.

23. Jemuno pememe jemmaumEe m™ = n™, m # n je 2* = 42 = f(2) =4 (360r ycaosa crporo pacryha).
36or mynTumaukatusHOCcTH UMaMo f(30) = f(2) - ( ) f(5). 4= f(2) < f(3) < f(4) = f(2)- f(2) = 16. 3a
f(3) =k, 5<k<8 umamo kourpamurnujy f(9) = k? <64 = f(8) ca ycnosom ma je ¢pymrnuja pactyha. Cmuumro,
ako je f(3) = k, 11<k<15 umamo xorTpamurmmjy f(27) = k3>1331 > 1024 = 45 = f(32). Axo 6u 6uno f(3) = 10
mano f(3%) = £(243) = 10000 > 65536 = 48 = £(256). Crora je f(3) =9. 16 = f(4) < £(5) < £(6) = £(2)- f(3) =
36. 3a f(b) = k, 17 < k < 24 umamo rourpamurnujy 289 < f(25) < 576 = f(24). Axo 27 < f(5) < 35 mumamo
£(27) = 729 < £(25) < 1255. Axo 6u Guio f(5) = 26 mvamo f(125) = f(5%) = 263 = 17576 > 16384 = 47 = £(128).

Crora je f(5) =25. Ha ocHoBy cBera m3no:xkenor mobujamo | f(30) =900 .

24. TokasxkuMo ma Cy CBa pelema oBe jeqnavune HeratusBHa. Heka je f(u) = 0. 36or ycuaoa 2) umamo ma je
u # 0. IIpermocrasumo ma je u > 0. 36or ycaoBa 1) u 3) cax =u,y =0 = 3z € [0,u] f(2) = 2. Anu cana
n3 yciaosa 5) ca x = z,y = u mobujamo 0= f(2)- f(u) = f(z- f(u) +u- f(z) —uz) = f(u-04+uz —uz) = f(0) =1
— koHTpamuKuja, ma je u < 0. 36or ycaosa 2) mokemo younmtu Hajsehe pememe uy < 0. U3 ycmosa 5)
mvamo f(z) - flug) = f(z - flug) + uo - f(x) — zug), tj. 0= f(uo(f(x) — z)). Kako je up majselia myna nmamo
ug > uo(f(x) — ), mro ca ycaosom ug < 0 maje f(x) —x > 1. VI3 oBora u ycaosa 4) caenu ’f(1987) = 1988‘ .

25. I pememe Oszmaummo f(1) =r u f(2) = s. Cana hemo BUMECTPYKO KOPUCTUTU YCJIOB 38JaTKA. M = N =
1 = f@r)=2. m=n=2 = f25)=4 m=n=2r = fld) =4. m=1n=4 = f(5r) =5.
m=1n=2 = f(s+r)=3. m=n=2s = f(8)=4s. m=5r,n=s+7r = [f(8)=6r+s. I3 nocnenme nse
jemmakocTu mobujamo s =2r. m=2r,n=s+r = f(5)=3r+s=>5r. Cana hemo MaTeMaTUUKOM WHIYKINI]OM
(ca n ma n+2) norkazatu na 3a Vn >4 Baske tBpbhema (A) f(nr) =nu (B) f(n) =nr. Basa: tephema Baske 3a
n =4 un=>5. lIpernocraBumo na oba tepbhema Baske 3a n=k: f(kr) =k u f(k) = kr. Illocmarpajmo mra ce
memasa can=k+2: m=kn=2 = f(k+2)=(k+2)rum=~kr,n=2r = f(k+2)=(k+2)r, e tBphema
Baske 3a csako n € N. Kako je 4r >4 no ocobunn (B) umamo f(4r) = 4r%, a u3 (A) umamo f(4r) = 4, mTo Ham

naje r =1, Tj. .

I pememe f(f(1) +n+m) = f(f(1) + f(f(n) + f(m))) = 1+ f(n) + f(m), ma je f(n) + f(m) dymrmja ox

nom. 5. J(m) 4+ Jm) = g(n+m). Crora misio f(n + 1)+ S = gln +2) = [+ f2), 5. fo+
1) — f(n) = f(2) —f(1) = f(n) = an+b. Axo y nonasHy jemHauumHy 3aMeHuUMO m = n = 1 mobujamo
FUFM)+ (1) =2 = f(2a+2b) = a(2a + 2b) + b. Aro y mona3Hy jeIHAUMHY 3aMEHUMO M = 1, n = 2 mobujamo
F(f() + £(2)) = 3 = f(3a + 2b) = a(3a + 2b) + b. Pemasamenm oBor cuctema mobujamo b=0wu a®> =1, 1j a = 1.
Haxie, m )

26. f(0) = ) = 10 () = 70 Gl = L8 L0 oy ) 20 dep 720"~ @) ma

je ¢pymrmuja ”1-1”. Axo y nomasnuy jemmauumny crasumo y = 1 mobujamo ma je f(1) =1 (jep je "1-1"). Axo

y HoJasHy jemHauuHy ctaumo ¥ = 1 mobujamo na je f(f(y)) = = y € Q. Axo Ha nBa paziuuuTa HAUUHA
Y

passujemo f(f(f(y))) mobujamo f(f(f(y))) = ﬁ = f(%) y € Q". Axko y nonasny jensaumny samennmo y = f(1)
nobujaMo ma je TpaskeHa (yHKIMja MyntumimukatusHa f(x -t) = f(x)- f(t) z,y € QT. Ipobaem cMo cBenu Ha
cnenelin: Halin dpymxrmjy sa kojy Baxum f(z -t) = f(z) - f(t) z,y € QT u f(f(z)) = L € QF (craBmamen
t = f(y) mobujamo mosasHy ¢QyHKUuOHAJHY). Mynartumnukarusaa (yHKOUja 3a00Bomasa f(p1® - ... p.o) =
fp1)* - ... f(pr)* m xaxo je f(£) = % “MaMO & OBO B&KU U 3a «; € Z. Ia Om ¢pyHEnuja 3anoBosmasBaia

Pj+1, J neparno

j parno rae je p; j—Tu mpoct 6poj. Tpaxerna ¢ysrmmja je mata

u gpyru yciaos ysehemo f(p;) = {

Pj-1’

J neparno
J parno

npexo | f(pr1® - ... p) = F(p1)™ - f(p)*r, s € Zou f(py) = { Papts

Pj—1’

27. Ako zamenumo m = n = 1 gobujamo f(1)- (3f(1) +1) =0, ma raxo f : N — Ny nobujamo na je f(1) = 0.

(Ba+1)F -1

MaTeMaTHYKOM MHIYKIMjOM Ce JIaKo Tokaxe ma ako je f(x) = a tama je f(z¥) = Takobe ce

(351 + 1) .. (35, + 1) — 1
3 Y
rae je f(pi) = s;. Kako je y yciaoBuma 3anatka naro na je f 6ujernuja ona je u ua”, ma mocroje 6pojesu a,
bu c taxksu ga je f(a) =1, f(b) =3 u f(c¢) = 8. V3 nperxonne muckycuje 3a ommru o6anK QyHENMje mobujamo
4-25—-1 10-10—-1

na 6pojesu a, b u ¢ Mopajy Oupum mpoctu, amu tana je f(ac) = —s = 33 = — = f(b?), mTo je

VHIYKIXjOM MOKe IIOKa3aTh U Ja je onmTy obuauk pysrnuje f(p1®t-... -p.o") =

rouTpamukinuja jep f tpeba ma Oyme m "1-17.
28. 3a x =y = 0 mobujamo f(0)% = £(0), ma je f(0) =0 umm f(0) = 1. Axo je f(0) =0 Taza u3 ycaosa 3a y =0

nobujamo na je f(x) =0 3a csako mosuruBHO z. Kako je f(—z)f(—z) = f (s/(f:v)2 + (fsc)2> = 0 mobujamo na
je rama u f(—x) =0, tj. f(0) =0 3a cBako x € R.

Axo je f(0) =1 mana je f(~z) = [(~2)f(0) = J (V=22 +07) = [ (VaZ £ 0?) = f(x) [(0) = f(x), 7j. dpymenmja



2
f je mapma. ®ymkmmja f je u memeratusHa 360r f(—z) = f(z) = [f( x/2)} >0 (kaga yMeCcTo U T U Y y3MEMO

Va/2, voe je x > 0). Hera je f(1) = a. MaremMarnukoM MHAYKOMjOM Ce€ JAKO MOKAa:Ke NA je 3a MPUPOIHEe
. 2 . .

6pojese n ucnymeno f(n) = a" . 36or maproctu u f(0) = 1 =a" To ce mpomupyje Ha mese 6Gpojese, a 3aTUM U

Ha panuoHaJHe (Ja Ou MOrJu Ja U3ByUeMO HEKU MapaH KOPEH U Aa Ce He MUCIUMO [a JIHU je TO IO3UTUBHA WU

HEraTUBHA BPEIHOCT, KOpUCTUMO uniberuny na je (Va) f(x) > 0) jemmocraBuum pauynom. Karo je ¢pymruumja f

HEIPEKUIHA TBpDeme ce MIPEeHOCH Ca PANMOHAJIHUX HA peasiHe OpojeBe, Tj. mobujaMo mqa je TpaskeHa (yHKIMja

f(z) =a® (Vz €R).

Suauy, |3a a < 0 pysruuja f He mocroju, a 3a a >0 je f(x) = a®
T 1 1 2

20. 2) (o) = ——= T ) S = (Vi+g55) -

30. v 2002 = ’ 2002

31.

32. Uz f(f(m)+ f(n)) = f(f(m)) + f(n) 3amenom m u n mobujamo

omakye cilenu na Ha ckymy cauka S Baxku f(s1) — f(s2) = s1 — s2, onnocHO f(s) =s+c. Karo 2 € S u f(2) =4,
cirenu na je
Vse S, f(s)=s+2. (1)

Omarie nobujamo na je f(2n) = 2n+2. Kaxko je f 1-1, cauke nenapuux 6pojeBa Mopajy 6utu HemapHu GpojeBu.
Heka je 2p+ 1 majmamwu menapan 6poj y S. M3 (1) umamo na je 3a cBaku Henapan 6poj 2s + 1 koju Huje Mamu
om 2p+ 1 Bawu f(2s+ 1) = 2s+ 3, na je u 2p + 1 caumra HEKOr Mamer HemapHOr Opoja. lorazahemo ma je
2p+ 1 =>5. Kako je 2p + 1 majuamu Henapan 6poj y S, u f 1-1, ouma p — 1 6pojesa 3,5, ...,2p — 1 mopajy na
ce caukajy y Heke on p + 1 6pojesa 1,3,....2p + 1. Omarne caemu na je 2p+1 =5wu f(3) =5 (f(3) =1 je
kouTpamuknuja ca 1 € S u (1)). Hakne jenquuu kKanauaaT 3a GYHKOU]Y KOja 3aI0BOJHABA yCJIOBE 3aIaTKA je:

f)y=2, fn)=n+2, n>1.

Jlako ca mpoBepaBa ga OHa 3aMCTa 3a,0BOJHABA YCJIOBE 3aJaTKa.

33.

34.

35. Kako f : N — Ny umamo ma je f(n) >0 Vo € N. U3 ycaosa 3) u 1) nobujamo f(10) = f(2) + f(5) =
0 = f(2) = f(5) = 0. Caku nmpuponas 6poj n MOkKe ce mpeacTaBuT y obmuxy n = 2% -50 . ¢, rae je ¢ 6poj
obmuka 10k + 1 mmm 10k £ 3. 3a cBako TakBo ¢ Basu mAa je ¢ 6poj obmmka 10k + 1 (y mpBoM cirydajy) miam
10k — 1, ma je ¢* 6poj obmura 10k + 1, 1j. 3c* je obmura 10k + 3. Ha ocmoBy ocobuma 2) u 1) mmamo ma je
f(3c*) = f(10k +3) = 0, ama u f(3c*) = f(3) + 4f(c), ma xako je f(3) +4f(c) =0 = f(c) =0, 3a cBaro c
y3ajamuo npocto ca 2 u 5. Kako je f(2) = F(5) = f(¢) = 0 u3 ocobune 1) nobujamo ma je

36.

44.

45. Ilomamo 1 ma o6e crpame u ysememo ¢(z) = f(x) + 1 u mobujamo QYHKIMOHAIHY jeXHAUUHY
gz +y) = g(x) - g(y), umje je pememe mo 11. 3amarky ¢g(z) = 0 mwmm g(z) = a*, a > 0. Crora je
’f(x):—l win f(z) =a” — 1, a>0‘.

46.

47. 3a x1 = 9 = 0 u3 ycaosa (u) caemu na je f(x) <0, mro ca ycmosom (a) maje f(0) = 0, na mejemnaroct
f(z) <2z Baskm 3a x = 0. Aro y (1) craBuMo x; = %, T3 = 1 —2 u uckopucrtumo (6), nobujamo na Baxku f(z)<1

f@) o

3a cBako x € [0,1]. Tpakena HejeIHAKOCT je eKBUBAJIEHTHA Ca —— <
T
f(=)
x
2° Arxo je z € (0,3], trana je 2z € (0,1], na u3 ycaosa (u) 3a 1 = z2 = x crenn na je 2f(x) < f(2z), Tj.

(
@) _fes)

~
T 2x

1
1° Axo je z € (3,1], Tazma je <lz <2, jepje fe)<lumzx> 7

) 3a cearo z € (1,1]. Baz € (1, 3] Bamm o < 22 < 2%z < ... <2" 'z <1 < 2"z, 3a meko n € N.

@) _f@n) _ i) fen)
x 2c 7T on—lgp T ong

(To je cayuaj 1°, koju cmo Beh mokaszanu) u f(2"z) < 1.

N

<2

Ana rtana Bumerpykum kopumhemem jemnakoctu (1) mobujamo ,
1

npu YyeMy NOoCJenma Heje THAKOCT BakM jep je 2"x > 3
Tume je tBpbheme 3amarka moka3aHo.

48. Hakon cpebusama, ycaos (1) mocraje: f(x +y) + (z +vy) = (f(x) + 2)(f(y) + v), Tj. ako o3HAUUMO ca
g(z) = f(z) + x, mobujamo:



(1) g(z +y) = g(x)g(y), 3a cvaxo z,y € Q,

(2 g(zx) =2g(x+1), 3acsaro z € Q,

(3") g¢(1) >0.

3a x =y =0us (') nobujamo g(0) = (g(0))?, ma je g(0) = 0 unu g(0) = 1. 3a z =0 us (2') u (3') nobujamo
9(0) =29(1) > 0, ma je g(0) =1. Uz (2') je g(1) = § = (%)1, na MokeMoO mokazaru, kopucrtehu (1) w npunmmn
MaTeMaTUJYKe UHAYKIUje, Oa je

s =(3) tmem,

Axko y jemmaroct (1’) ymecro y craBumo y = —z nobujamo g(0) = 1 = g(x)g(—x), na je

To naMm 3ajenso ca g(0) =1= (%)0 ug(n)=(1)" (¥neN) naje

g(z) = @) (Vz € Z).

Axo y jemmarocr (1) ymecro x u y craBumo § mobujamo na je

3a cBako z € (. 30or Tora kKama BamMMO M-TU KODEH OH je jemHo3nauno oxpeben u kama je m mapan Opoj
(y3uMamo mo3uTuBHY BpenHocT!).
WMunyknujom no m Mosxkemo nokaszaru na je g(m - x) = g(xz)™ 3a cako m € N. Kopumhemewm jemuaroctu (k)
nobujamMo u

gm - ) = gla)™ ()

3a cBako m € Z. Axro oBme craBUMO T = % mobujamMo ma je

u onaTie je

. . k
3a cBaku m € N. Axro y jemHakoct (xx) cTaBuMO & = % nobujamo g(7) = (%)m/ , OTHOCHO

0= (3) ew.

Bpahamem nazan mobujamo ma je

flz) = (;) )

IIpoBepoM ako BUAMMO Oa OBa (YHKIMja 3a70BOJhABA CBA TPU yCJIOBA 3aJaTKA.

2003
49. Bax =1lmny = 2002 1° mobujamo 2 = f(1)-2, tj. f(1) = 1. Ba o =y = —1 u3 1° gobujamo
[f(—l)]2 =f(1)=1, 1j. f(-1)=1 (jep f camra y [0,4+00)). Cana MaTeMaTUIKOM WHIYKINAjOM ¥ KOpUIITieHeM
ycaosa 2° mokasyjemo ma je f(n) <1 3a ceako n € N. Kako je f(—n) = f(=1)- f(n) = f(n) <1 u raro us
f(-1)<1 = f(0) <1 mobujamo ma je f(z) <1 (Vz € Z).

3a Gpojese x,y # 0 mmamo f(7)f(£) = f(1) =1 na je nmm f()<1mm f(%)<1. Heka je nup. f(7)<1. Tana s6or

<8

yeaosa 2° je f(1+3)<1, nma je f(z+y) = f(y)- fF(1+5)<f(y), Tj. mobujamo ma Baxu f(z+y) <max{f(z), f(y)}.
Heka cy p u ¢ npoctu Gpojesu u Hera je f(q) # (TJ f(q) 1). Kako cy (p,q) = 1, nocroje a,b € Z Taksu
na je ap +bg = 1w xaxo je f(ba) — () f(a) < £(@) < 1 (m b 1 g cy npupomm ma saxar f(b) < 1w f(q) < 1)

nobujamo, kopumliemeM OIPeTXOIHOT padMaTpama ca MakcumyMoM, na je 1 = f(1) = f(ap +bq) < f(ap) <1 (m
ap je 3eo 6poj), a ma 6u oo Baskmao mopa ouru f(ap) =1, 1j. f(ap) = f(a)f(p) =1-1, ma je f(p) =1. Caemn
na je f(p) =1 3a cBaku mpoct GpOj, CEM €BEHTYAJHO jeIHOT.

Ha ocnoBy ycnosa 1° umamo na je pymrmmja f mata ca f(xpi*...po*) = (f(p1))™ ... (f(pk))™", roe cy o; € Z.

e - £(2003)
Kako je 2 = f(2003) = F@)F(7)f(1)f(13)

1
, mobujamo ma je jeman oxm Gpojesa f(2), f(7), f(11), f(13) jemnak 7



2)]2f(3)f(167) .
Crora f(%) — [/ )]J‘(J;E)())?{)( ) j

1 1
e MM o um 1, y 3aBucHOCTH Of TOra Ha au je f(2) = 5 W f(2)=1.

1 1
OGe ose BpeanocTu ce Mory moctuhu, f(2002) = 1 axo je f(2) = 3 f(p) = 1 3a ocrame mpocte Gpojese u
FEPT o) = (f(p1)™ ... (f(p))™*. TloTpe6rO je mokasaTu na oBa (yHKIMja 3aI0BOJLABA ycnﬁOBe 1°-3°.
Bs
qrt ... qh

Yecnosu 1° u 3° cy ounraennu, a 3a 2° umamo caeznehe: f(x) > 1 ako u camo ako je x obuuka x = im,
1pg?...p
2 k

rae cy a; > 0,8; > 0, 0IHOCHO yKOJIUKO je uMeHunan 6poja x napar 6poj. Cynporso f(z)<1 akko je mMeHMIAIL
Opoja x Hemapas, a Tana je u nMmeHunan 6poja r + 1 takobhe Hemapan, ma BaKy U ycJyoB 2°.

F(3302) = 1: mnp. 3a f(7) = %, f(p) =1 3a ocrase npocre 6pojese u f (£p*...pp*) = (f(p1))™" ... (f(pr))™*.
IIposepaBame ycaoBa uie aHaJorHo (camMo ce caja riela Oa JId je UMeHuJan Opoja x memus ca 7!).

50.

51.

52. Crasumo f(1) = a. Kaxro je 3a caro z, f(x) = , mobujamo f(2x) = f(z): usmeby
ocranor, f(1) = f(2) = f(4) = a. Taxobe, a = f(2) = f(3£2) = L2 — f(3).

Iokazahiemo unnykmujom na je f(n) = a 3a ceaxo n € N. IIpernocrasumo na je f(1) = f(2)=...= f(n—1) = a.
ntiy _ JEfG) _ flo)ta

( —ié ) = f(I)-gf(?’ﬂ)

Tana 3a naro n mocroju i € {1,2,3} TakBo ma je n + i nemuso ca 3. 3ato je a = f(

tj. f(n) =a, ¢ o63upom Ha TO Ha je "“ <n—13an2>4. OBuM je UHAYKIUja 3aBPIIEHA.
53. Peweme 1: Ako je a pememe nare jeqnavune, ogna, 36or x—+f(x) = f(f(x)) (x), Basku jennakocr a = — f(a).
Savemyjyln © = f(a) y (), noGujavo a = —f(a) — f(f(a)) = —f(f(f(a)) = ~f(0). Omer u3 (x), 5a = = 0,

nooujamo f(0) = f(f(0)), a za = = f(0): f(0)+ f(f(0)) = f(f(f(0))

)
IMokaskumo jom na je 0 pememe nare jemmauune: f(f(0)) = f(0) =0.

f(f(0)), ma je f(0) =0, 7j. a = 0.

Pewemwe 2: VI3 pyHKIMOHATHE jeqHAYMHE HENOCPETHO ciemu na je [ mHjekTMBHO npeciuraBame. CraBibameM
x = 0 nobujamo na je f(0) = f(f(0)) mro 360r nnjerrusnoctu naje f(0) = 0. Omer, 360T UHjEKTUBHOCTH, UMAMO
na je 0 jenuno pememe jemuauune f(x) =0 a tume u f(f(x)) = 0.

54. Heka je Sy = {(m,n) € S| m+n = N} 3a npoussoman Henapan 6poj N > 1. Axo je f(m,n) = (my1,n1),
OHIA je M1 +N1 =M +n 1 M je HemapaH, mj < % < % < np, mro 3Haun na f cauka Sy y Sy. llra Bume,
f je 6I/IjeKTI/IBHa jep je 3a maro f(m,n) = (my,n1) 6poj n jemHosuauno oxpebhen kao jeauHCTBEeH mapan 6poj

obnuka 2°m; koju mpumazna mHETEpBATY [N'H, N]. Camum tuM je m m jennosnawuno onapebeno.
Ckyn Sy uma HajBuIIe [Nzl] eJeMeHaTa, MPU YeMy jemHAKOCT BaykKU ako u camo ako je N mpoct. Ilpe-
Ma ToMe, 3a cBako (m,n) € Sy mocroje s,r, 1 < s < r < [%] takBu ma je f*(m,n) = f"(m,n). 36or

oujextusnocty f caemu f'(m,n) = (m,n)sat=r—s, 0<t< [MH] = [mintl]

Heka je (m,n) € Sy u Heka je t Hajmamu npupogan 6poj 3a koju je fi(m,n) = (m,n). Humemo (m,n) =
(mg,no) 1 f*(m,n) = (m4,n;) 3ai=1,...,t. Tana nocroje a; € N Taksu na je 2%m; =n;_1, i =1,...,t. Kako
je my = mgy, MHOKEHeM OBUX jeITHAKOCTHU T00UjaMo

2a1+a2+"'+atmgm1‘”mt,1 = noni...ni_1 = (71)tm0m1‘.‘mt,1 (IIlOd N) (1)

Cnemu na N | 28 +1 w omatne N | 22* —1, rne k = a1 +---+a;. C npyre crpane, Takobe caem 2F | nony ...n;_1 |

(N=1)(N-=3)---- (N —2[&]). MebyTum, us jemmaxoctu
(N-1)(N=3)-----(N=2[F]) 2.4 (N-1) P
1.3.....(2[¥]+1) o 1.2....% o ’
3armyuyjemo 0 < k < %, [IpU YeMy BajKU je THAKOCT aKO W CaMo ako {ni,...,n;} je CKyI CBUX mMapHUX OpojeBa
on X no N — 1, u naxne t = 8.

N+1

Axo je cama N12" —13a1<h< N —1, mopa 6urn 2k = N — 1. Baxmyuyjemo na je t = 1

55. Nmamo na je f(z+a+b)— f(x+a)= f(zx+b)— f(z),3a a=1/6 m b=1/7. Cabupajyhnu ose jenuaroctu
3a x,x +b,...,x 4+ 6b nodujamo f(r+a+1)— f(x+a) = f(x+1) — f(z). Cabupajyhu HoBe jemmarcoru 3a
z,x+a,...,r+ ba nodbujamo:

fle+2) = fle+1) = flz+1) = f(z).

Munyruujom 3akmyuyjemo na je f(x +n) — f(z) = n[f(x + 1) — f(z)]. Aro 6m 6uno f(z +1) # f(x), onma 6u
f(x +n) — f(z) mo anconyrroj BpemmocTu Morao xa Oymxe Behie om mpPoM3BOBHO BEIUKOT 6GpOja 3a HOBOJHHO
BEJIMKO 7, MITO IPOTUBpeUn npernocrasuu aa je f orpanumdena. lakae f(x+ 1) = f(x) 3a cBako x.



