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1

Uvod

Problem kontrole samobalansiraju�eg robota na dva toqka je, zbog svojih xi-
rokih primena, veoma popularan u posled�ih nekoliko decenija. Glavni ci	
mnogim nauqnicima koji su se bavili ovim problemom jeste nala�e�e ide-
alnog matematiqkog modela, strukturnih karakteristika i algoritama stabi-
lizacije robota. Neke od praktiqnih primena robota koji rade po ovom prin-
cipu su prevozna sredstva ili automatska invalidska kolica. Segvej (Segway)
roboti su najpoznatiji primeri robota na dva toqka, sa raznim upotrebama
kao xto su transport po unutrax�em i spo	ax�em prostoru, industrijska
automatizacija, sistemi odbrane i liqna prevozna sredstva. Neki od poznatih
komercijalnih primera samobalansiraju�ih robota su Segway Personal Trans-
porter - prvo komercijalno dostupno prevozno sredstvo ovog tipa, prikazan na
slici 1.1 i Emiew - humanoidni robot na dva toqka kompanije Hitaqi, prikazan
na slici 1.2.

Slika 1.1: Segway Slika 1.2: Emiew
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2 1. Uvod

Samobalansiraju�i robot se mo�e predstaviti kao pokretno inverzno klatno.
Ci	 ovog rada je modelira�e i simulacija ovog sistema. Izvedene su jednaqine
kreta�a inverznog klatna i jednaqine koje opisuju motor, od qega je dobijem
precizan matematiqki model sistema. Opisani su senzori pomo�u kojih se
dobija informacija o uglu otklona robota, kao i �ihove karakteristike. U
poglav	u 2.5.1 deta	no je opisan Kalmanov filtar i komplementarni filtar
koji se koriste za sma�iva�e xuma signala sa senzora. Simulacija je prav-
	ena sa dva razliqita stabilizatora: PID kontrolerom i LKR kontrolerom,
koji su opisani u poglav	u 2.5.2. Simulacija je ra�ena u programskom paketu
MATLAB Simulink. U tre�em poglav	u prikazani su rezultati naprav	ene
simulacije.
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Modelira�e sistema

2.1 Dinamika robota

Mehaniqki sistem sastoji se iz tela robota i dva toqka. Telo se mo�e mo-
delovati kao inverzno klatno gde se centar mase nalazi iznad ose rotacije.
Za izvo�e�e jednaqina posmatrano je kreta�e samo po horizontalnoj osi i
pretpostav	eno je da nema kliza�a izme�u toqkova i podloge. Korix�en je
Lagran�ov metod za opisiva�e dinamike sistema [2, 3].

Za opisiva�e dinamike sistema neophodno je definisati koordinate robota
koji �e biti posmatrani kao relevantni. To su koordinate centra mase (xc, zc) i
centra toqka (x), ugaoni pomeraj toqka (θ) i ugao izme�u vertikale i prave koja
spaja centar toqka sa centrom mase (ϕ). Koordinate su obele�ene na slici 2.1.
Parametri robota koji �e biti korix�eni za opisiva�e koordinata sistema
su: masa tela robota m, masa toqka mt, polupreqnik toqka R, rastoja�e izme�u
centra toqka i centra mase L, moment inercije tela I i moment inercije toqka
It.

Mo�emo izraziti x, xc, zc, ẋ, ẋc i żc kao:

x = Rϕ (2.1)

xc = Rϕ+ Lsinθ (2.2)

zc = R + Lcosθ (2.3)

ẋ = Rϕ̇ (2.4)

ẋc = Rϕ̇+ Lθ̇cosθ (2.5)

żc = −Lθ̇sinθ (2.6)
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4 2. Modelira�e sistema

Slika 2.1: Fiziqki model samobalansiraju�eg robota

Da	e, mo�emo definisati potencijalnu energiju (qija je vrednost 0 u ver-
tikalnom polo�aju) i kinetiqku energiju kao:

Ep = mg(R + Lcosθ)−mg(R + L) = mgL(cosθ − 1) (2.7)

Ek = 2
1

2
mtẋ

2 + 2
1

2
Itϕ̇

2 +
1

2
m(ẋc

2 + żc
2) +

1

2
Iθ̇2 (2.8)

Ubacivxi jednaqine (2.4), (2.5), (2.6) u jednaqinu (2.8) dobija se:

Ek =
1

2
(2It + 2mtR

2 +mR2)ϕ̇2 +
1

2
(I +mL2)θ̇2 +mRLϕ̇θ̇cosθ (2.9)

Suma kinetiqke i potencijalne energije predstav	a ukupnu, tj. mehaniqku en-
ergiju, dok razlika ove dve fiziqke veliqine predstav	a Lagran�evu energiju
L:

L = Ek−Ep =
1

2
(2It+2mtR

2+mR2)ϕ̇2+
1

2
(I+mL2)θ̇2+mRLϕ̇θ̇cosθ−mgL(cosθ−1)

(2.10)
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Lagran�eva jednaqina druge vrste je definisana kao:

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= Qi (2.11)

gde je qi koordinata sistema, a Qi ukupan momenat koji utiqe na qi. Jednaqine
dinamike za ϕ:

∂L

∂ϕ̇
= (2It + 2mtR

2 +mR2)ϕ̇+mRLθ̇cosθ (2.12)

∂L

∂ϕ
= 0 (2.13)

d

dt

(
∂L

∂ϕ̇

)
− ∂L

∂ϕ
= (2It+2mtR

2+mR2)ϕ̈+mRLθ̈cosθ−mRLθ̇2sinθ = µ (2.14)

gde je µ ukupan moment koji deluje na ϕ. Jednaqine dinamike za θ:

∂L

∂θ̇
= (I +mL2)θ̇ +mRLϕ̇cosθ (2.15)

∂L

∂θ
= −mRLϕ̇θ̇sinθ +mgLsinθ (2.16)

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= (I +mL2)θ̈ +mRLϕ̈cosθ −mgLsinθ = η (2.17)

gde je η ukupan moment koji deluje na θ.
Ovo se u matriqnom obliku mo�e zapisati kao:[
2It + 2mtR

2 +mR2 mRLcosθ
mRLcosθ I +mL2

] [
ϕ̈

θ̈

]
+

[
0 −mRLθ̇sinθ
0 0

] [
ϕ̇

θ̇

]
+

[
0

−mgLsinθ

]
=

[
µ
η

]
(2.18)

Sada je potrebno ukupne momente µ i η izraziti preko poznatih parametara.
Ukupni moment dobijamo sabira�em obrtnog momenta M0, momenta sile tre�a
izme�u podloge i toqkova Mtr i momenta sile tre�a osovine Mos.

µ = 2M0 −Mos −Mtr =M0 − βos(ϕ̇− θ̇)− βtrϕ̇ (2.19)

η = −2M0 +Mos = −M0 + βos(ϕ̇− θ̇) (2.20)

Ove relacije se mogu zapisati matriqno i to kao:

[
µ
η

]
=

[
2
−2

]
M0 −

[
βos + βtr −βos
−βos βos

] [
ϕ̇

θ̇

]
(2.21)
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2.1.1 Linearizacija

Kako bi da	e rexava�e ovog sistema bilo mogu�e, moraju se uvesti aproksi-
macije koje �e va�iti u opsegu za koji se kreira kontroler. Robot treba vrlo
malo da osciluje, stoga se mo�e re�i da je ugao otklona θ jako mali. Zbog ovoga
va�i:

cosθ ≈ 1, sinθ ≈ θ, θ̇2 ≈ 0 (2.22)

Koriste�i ove aproksimacije, dobija se linearizovan dinamiqki sistem:

[
2It + 2mtR

2 +mR2 mRLcosθ
mRLcosθ I +mL2

] [
ϕ̈

θ̈

]
+

[
βos + βtr −βos
−βos βos

] [
ϕ̇

θ̇

]
+

[
0

−mgL

]
θ =

[
2
−2

]
M0

(2.23)

Kra�e zapisano:

P

[
ϕ̈

θ̈

]
+Q

[
ϕ̇

θ̇

]
+Rθ = SM0 (2.24)

2.2 Dinamika motora

Iz opisane dinamike sistema vidi se da je za izraqunava�e nagibnog ugla ro-
bota u datom trenutku potreban ulazni moment sile. Poxto mikrokontroleru
nije mogu�e "re�i" da motor napravi odre�eni moment, potrebno je izraqunati
kako taj moment sile zavisi od napona koji mikrokontroler saopxtava motoru.
Blok xema motora prikazana je na slici 2.2.

Slika 2.2: Blok xema motora
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Moment sile je srazmeran promeni ugaone brzine motora ω̇:

M0 = Itω̇ (2.25)

Motor proizvodi moment τ ako se na �ega dovodi napon V0 koji je direktno
srazmeran struji i koja prolazi kroz motor i jaqine magnetnog po	a koje
stvaraju kalemovi u motoru. Pretpostav	a se da je jaqina magnetnog po	a
konstantna. U tom sluqaju moment motora je direktno proporcionalan struji
sa koeficijentom ki:

τ = kii (2.26)

Poxto se rotor motora okre�e u magnetnom po	u, indukuje se elektromotorna
sila Ve koja je direktno srazmerna ugaonoj brzini okreta�a rotora motora ω
pa va�i:

Ve = keω (2.27)

Motor �e biti modeliran kao redna veza otpornika i induktora te se mo�e
napisati II Kirhofov zakon za to kolo:

V0 = iR + L
di

dt
+ Ve (2.28)

U jednaqini kreta�a motora tre�e osovine aproksimira se kao linearna funk-
cija ugaone brzine rotora motora sa koeficijentom b. Prema �utnovim za-
konima kreta�a dobija se:

τ =M0 + bω + IM ω̇ (2.29)

gde je IM moment inercije motora. Za male DC motore L je veoma malo, pa se
komponenta Ldi

dt
smatra zanemar	ivom u odnosu na Ri i uzima se da je 0. Tako�e,

motor proizvodi mnogo ve�i moment nego xto gubi zbog tre�a osovine, te se
uzima da je i b = 0. Jednaqine (2.28) i (2.29) sada postaju:

V0 = iR + Ve (2.30)

τ =M0 + IM ω̇ (2.31)

Da	e se mogu izvesti jednaqine za M0:

i =
V0
R

− ke
R
ω (2.32)
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M0 = kii− IM ω̇ =
ki
R
V0 −

kike
R

ω − IM ω̇ (2.33)

Motori se nalaze izme�u toqkova i tela robota, xto znaqi da postoji veza
izme�u θ, ϕ i ω:

ω = ϕ̇− θ̇ (2.34)

Ubaciva�em jednaqine (2.34) u jednaqinu (2.33) dobija se:

M0 =
ki
R
V0 −

kike
R

(ϕ̇− θ̇)− IM(ϕ̈− θ̈) (2.35)

2.3 Dinamiqki model sistema

Iz jednaqina (2.23) i (2.35) dobija se:

[
2It + 2IM + 2mtR

2 +mR2 mRLcosθ − 2IM
mRLcosθ − 2IM I + 2IM +mL2

] [
ϕ̈

θ̈

]
+

[
βos + βtr +

2kike
R

−βos − 2kike
R

−βos − 2kike
R

βos +
2kike
R

] [
ϕ̇

θ̇

]
+[

0 0
0 −mgL

] [
ϕ
θ

]
=

[
2ki
R

−2ki
R

]
V0

(2.36)

Zapisano u kra�em obliku:

E

[
ϕ̈

θ̈

]
+ F

[
ϕ̇

θ̇

]
+G

[
ϕ
θ

]
= HV0 (2.37)

Neka su matrice P,Q i R definisane kao:

P = −E−1G,Q = −E−1F,R = E−1H (2.38)

Transformacijom jednaqine (2.36) dobija se jednaqina sta�a samobalansiraju�eg
robota na dva toqka:

d

dt
x =


ϕ̇

θ̇
ϕ̈

θ̈

 =


0 0 1 0
0 0 0 1

P(1, 1) P(1, 2) Q(1, 1) Q(1, 2)
P(2, 1) P(2, 2) Q(2, 1) Q(2, 2)



ϕ
θ
ϕ̇

θ̇

+


0
0

R(1, 1)
R(2, 1)

V0 = Ax+BV0
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(2.39)

y =

[
R 0 0 0
0 1 0 0

]
ϕ
θ
ϕ̇

θ̇

 = Cx (2.40)

gde su ϕ, θ, ϕ̇ i θ̇ promen	ive sistema. Ulaz u sistem je napon V0, a izlazi su
ugao otklona robota od vertikale θ i pozicija robota x = Rϕ na horizontalnoj
osi po kojoj se robot kre�e.

Kontrolabilnost je veoma va�na osobina kontrolnih sistema i igra va�nu
ulogu u problemima kontrole kao xto su stabilizacija nestabilnih sistema
pomo�u povratne sprege ili pronala�e�e optimalne kontrole. Za sistem se
ka�e da je potpuno kontrolabilan ukoliko se za bilo koje poqetno i �e	eno
sta�e mo�e odrediti uprav	aqka sekvenca, tako da sistem posle odre�enog
vremena poqev od poqetnog sta�a stigne u �e	eno sta�e. Iz jednaqine sta�a
se mo�e odrediti da li je sistem kontrolabilan ili ne, primenom odre�enih
matematiqkih transformacija. Kontrolabilnost sistema opisanog sa

ẋ = Ax+Bu (2.41)

proverava se odre�iva�em ranga matrice K, gde je K definisano sa:

K =
[
B AB A2B A3B

]
(2.42)

Ubaciva�em svih parametara robota dobijeno je da je sistem potpuno kontro-
labilan za svaki ulaz V0.

2.4 Senzor

Prilikom konstruisa�a robota prvi problem je odre�iva�e ugla otklona rob-
ota od ravnote�nog polo�aja. Ovo je mogu�e uraditi na vixe naqina: pomo�u
akcelerometra, �iroskopa ili oba senzora zajedno.
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2.4.1 Akcelerometar

Akcelerometar je elektromehaniqki ure�aj koji se koristi za mere�e ubrza�a
objekta na koji je postav	en. Ubrza�e objekta zavisi od sila koje deluju na
�ega. Ove sile mogu biti statiqke, kao xto je konstantna gravitaciona sila
koja deluje na dole, ili dinamiqke, prouzrokovane kreta�em ili vibracijama
akcelerometra. Odre�iva�e ugla pod kojim je robot nagnut mo�e se dobiti jed-
nostavnim trigonometrijskim transformacijama vrednosti ubrza�a koje meri
akcelerometar. Problem pri odre�iva�u ugla na ovaj naqin nastaje jer sve
horizontalne ili vertikalne vibracije akcelerometar detektuje kao promenu
ubrza�a. Ova grexka se mo�e ukloniti primenom Kalmanovog filtra ili
niskofrekventnog filtra u implementaciji sa komplementarnim filtrom.
Na ovaj naqin propuxtaju se samo niske frekvencije, dok se sve vixe odstra-
�uju, te se kratke, trenutne promene ubrza�a ne detektuju. Primenom ovih
filtara na dobijeni signal iz akcelerometra sma�uje se uticaj vibracija i
dobija se taqnije mere�e.

2.4.2 �iroskop

�iroskop je ure�aj koji se koristi za mere�e ugaone brzine objekta na koji je
postav	en. Izraqunava�e ugla otklona objekta od ravnote�nog polo�aja vrxi
se numeriqkom integracijom ugaone brzine koju daje �iroskop. U ravnote�-
nom polo�aju izraqunati ugao bi uvek trebalo da bude 0. Me�utim, zbog nu-
meriqke integracije dolazi do akumulira�a grexke, te se posle nekog vremena
u ravnote�nom polo�aju dobijaju i nenulte vrednosti ugla. Ovaj problem
se mo�e delimiqno rexiti korix�e�em visokofrekventnog filtra u imple-
mentaciji sa komplementarnim filtrom ili Kalmanovim filtrom. Na ovaj
naqin dobijaju se preciznija mere�a �iroskopa.

U praksi se vrlo retko koriste samo �iroskop ili samo akcelerometar
za odre�iva�e ugla, ve� se koriste oba senzora, pa se vrednosti oba mere�a
kombinuju.

2.4.3 Modelira�e senzora

Kako mikroelektromehaniqki (MEMS) senzori nisu idealni, za verodostojnu
simulaciju potrebno je modelirati senzore sa �ihovim grexkama. Temper-
aturni efekti se zanemaruju u simulaciji jer sistem nije predvi�en da se
kre�e po prostoru promen	ive temperature.
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Karakteristike grexke senzora:

1. Stalna grexka
Stalna grexka je grexka koja je prisutna sve vreme i raste linearno.

2. Termo-mehaniqki xum

Termo-mehaniqki xum se jav	a kao nuspojava termo-elektriqnog xuma
frekvencije mnogo ve�e od frekvencije odabira�a senzora. Posledica je
pojava xuma u vidu sluqajne xet�e. (random walk)

3. Treptajni xum

Zbog trepere�a elektroniqkih delova, treptajni xum se pojav	uje u nis-
kim frekvencijama spektra izmerenog signala u vidu belog xuma.

2.5 Sistem za uprav	a�e

2.5.1 Filtri

S obzirom na to da ni akcelerometar ni �iroskop nisu dovo	no precizni
merni ure�aji, koriste se razliqiti filtri koji isprav	aju �ihove nedostat-
ke. Najqex�e korix�eni su komplementarni filtar i Kalmanov filtar.
Kalmanov filtar je teorijski idealan za kombinova�e vrednosti izmerenih
pomo�u senzora i koristi se u profesionalnim sistemima za navigaciju. Me-
�utim, Kalmanov filtar je kompleksan i zbog velikog broja operacija veoma
zahtevan za procesor. Komplementarni filtar je ma�e procesorski zahtevan
i ma�e precizan, ali dovo	no precizan za potrebe uprav	a�a samobalansi-
raju�eg robota.

Komplementarni filtar

Ulazi komplementarnog filtra su ugaona brzina objekta izmerena �iroskopom
i ugao pod kojim se objekat nalazi u odnosu na vertikalu dobijen pomo�u
akcelerometra. Sastoji se od niskofrekventnog filtra, numeriqke integraci-
je i visokofrekventnog filtra, kao xto je i prikazano na slici 2.3.

1. Niskofrekventni filtar

Niskofrekventni filtar je u ovom radu korix�en za obradu podataka
dobijenih sa akcelerometra. Ovaj filtar ukla�a visoke frekvencije iz
signala xto su u ovom sluqaju frekvencije xuma nastalog vibracijama.
Ako se ugao koji oqitava akcelerometar naglo promeni sa nula na de-
set stepeni, izlaz filtra ne�e odmah postati deset stepeni, ve� �e se
postepeno pove�avati i posle nekog vremena do�i do te vrednosti. Posle
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Slika 2.3: Prikaz komplementarnog filtra

upotrebe filtra ostaju samo dugotrajne promene, izazvane nagi�a�em
robota. Nedostatak je kax�e�e koje nastaje zbog postepene promene ugla.
Jednaqina niskofrekventnog filtra:

α(t) = (1− k)α(t− 1) + kθ(t) (2.43)

gde je α ugao koji se dobija na izlazu filtra, θ ugao koji se dobija sa
akcelerometra i dovodi na ulaz filtra, a k konstantna filtra. Trenutni
ugao akcelerometra dobija se kao:

θacc = arccos
merenjeacc

mg
(2.44)

2. Numeriqka integracija
Numeriqkom integracijom dobija se vrednost ugla otklona sa �iroskopa
tako xto se na trenutnu vrednost ugla doda proizvod ugaone brzine i
vremenske konstante, koja je u ovom sluqaju vreme izme�u dva uzastopna
odbirka signala sa senzora. Jednaqina numeriqke integracije u ovom
sluqaju je:

α(t) = α(t− 1) + ω(t)dt (2.45)

gde je α dobijeni ugao, ω ugaona brzina sa �iroskopa i dt period odabi-
ra�a. Problem akumulacije grexke koja neminovno nastaje usled procesa
integracije minimizuje se upotrebom visokofrekventnog filtra.
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3. Visokofrekventni filtar

Ovaj filtar radi potpuno suprotno od niskofrekventnog filtra i u
ovom sluqaju ima za ci	 sma�iva�e grexke �iroskopa. Jednaqina vi-
sokofrekventnog filtra:

α(t) = (1− k)(α(t− 1) + ω(t)dt) (2.46)

Sada se mo�e izvesti jednaqina komplementarnog filtra:

α(t) = (1− k)(α(t− 1) + ω(t)dt) + kθ(t) (2.47)

Period odabira�a dt je veliqina data u katalozima proidvo�aqa senzora i
obiqno korisnik mo�e izabrati izme�u nekoliko vrednosti. Vremenska kon-
stanta komplementarnog filtra predstav	a vreme tokom kojeg signal deluje na
filtar. Kod niskofrekventnog filtra, signali koji traju dosta du�e od vre-
menske konstante prolaze neizme�eni, dok kra�i signali budu eliminisani.
Vremenska konstanta τ data je jednaqinom:

τ =
kdt

1− k
(2.48)

gde je k konstanta niskofrekventnog filtra. Na osnovu ugla dobijenog na
izlazu komplementarnog filtra vrxi se uprav	a�e motorima.

Kalmanov filtar

Za razliku od komplementarnog filtra koji koristi samo mere�a sa senzora,
Kalmanov filtar koristi i dinamiqki sistem za estimaciju ugla otklona.

Kalmanov filtar ili linearno kvadratni estimator ima mnogobrojne primene
u industriji. Koristi se za navo�e�e, navigaciju i kontrolu vozila. Glavni
razlog xiroke upotrebe ovog filtra jeste �egova sposobnost da daje veoma pre-
cizna predvi�a�a ukoliko je dinamiqki model sistema verodostojan fiziqkom
sistemu.

Algoritam filtra se sastoji iz dva dela. U prvom delu se na osnovu di-
namiqkog modela proce�uje trenutno sta�e na slede�i naqin:

~xp = A~xn−1 +B~un (2.49)

gde je ~xp trenutno predvi�eno sta�e, ~xn−1 sta�e predvi�eno u prethodnoj it-
eraciji algoritma, a ~un kontrolni vektor, odnosno signal aktuatora. Matrica
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A je matrica promene sta�a, a matrica B je kontrolna matrica koja pred-
stav	a promene sta�a unete pokreta�em aktuatora. Poqetno sta�e sistema ~x0
predstav	a oqekivano sta�e sistema pre pokreta�a.

U prvom delu algoritma proce�uje se i kovarijansa predvi�a�a, odnosno
mera grexke predvi�enog sta�a. Kovarijansa predvi�a�a u datom trenutku se
izraqunava kao:

Pp = APn−1A
T +Q (2.50)

gde je Pn−1 kovarijansa iz prethodne iteracije, a Q je proce�ena grexka ko-
varijanse procesa.

Drugi deo algoritma uvodi mere�a sa senzora. Prvo se raquna inovacija
ỹ koja predstav	a razliku predvi�enog sta�a i sta�a dobijenog oqitava�ima
sa senzora. Izmerene vrednosti sa senzora qine vektor ~zn, a matrica H pres-
likava vektor sta�a u vektor mere�a.

ỹ = zn −Hxp (2.51)

Kao i u prvom delu, raquna se kovarijansa inovacije S koja predstav	a stvarnu
grexku u odnosu na predvi�a�e:

S = HPpH
T +R (2.52)

gde je R proce�ena grexka kovarijanse procesa.
Kalmanovo pojaqa�e predstav	a relativno pojaqa�e mere�a u odnosu na pred-
vi�eno sta�e. Sa visokim pojaqa�em filter se vixe osla�a na skorax�a
mere�a, dok nisko pojaqa�e daje prednost dinamiqkom modelu. Ako je po-
jaqa�e blisko jedinici dobija�e se veoma nagle promene sta�a, a ako je po-
jaqa�e blisko nuli sta�e �e biti inertno sa malim xumom. Kalmanovo po-
jaqa�e se raquna kao:

K = PpH
TS−1 (2.53)

Posled�i korak algoritma je kraj�a estimacija trenutnog sta�a:

~xn = ~xp +Kỹ (2.54)

i raquna se nova kovarijansa predvi�a�a:

Pn = (I −KH)Pp (2.55)

gde je I matrica identiteta.
U ovom radu korix�ena su dva senzora, �iroskop i akcelerometar, pa je vektor
mere�a:

~zn =


θaccel
θ̇accel
θgyro
θ̇gyro

 (2.56)
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2.5.2 Stabilizatori

PID kontroler

Kada se robot izvede iz ravnote�nog polo�aja robot �e pasti na stranu na koju
je otklo�en, osim ako se na �ega ne poqne da deluje sila u suprotnom smeru
koja bi sma�ila ugao otklona. Ova sila izazvana je radom motora, odnosno
okreta�em toqkova robota. Dinamiqkim modelom sistema pokazano je kako
odre�eni napon na motoru utiqe na ugao otklona, poziciju i brzinu robota.
Potrebno je na neki naqin u svakom trenutku izraqunati koliki napon treba
predati motorima da bi robot ostao u ravnoteznom polozaju. Jedan od naqina
za to podrazumeva korix�e�e PID kontrolera.

PID kontroler se sastoji iz tri zasebna kontrolera:

1. P - proporcionalni deo

2. I - integracioni deo

3. D - derivacioni (odnosno izvodni) deo

Svaki od ovih kontrolera na ulazu dobija odstupa�e trenutne vrednosti ugla
od referentne, odnosno �e	ene vrednosti, a na izlazu daje napon koji se xa	e
motoru. Blok xema PID kontrolera prikazana je na slici 2.4.

Slika 2.4: Blok xema PID kontrolera



16 2. Modelira�e sistema

Na slici 2.4 promen	iva r predstav	a referentnu vrednost ugla otklona, e
razliku referentne i trenutne vrednosti, a u predstav	a napon koji �e biti
predat motorima.

Jednaqina PID kontrolera je:

U = KP e+KI

∫ t

0

e(t)dt+KD
de

dt
(2.57)

Koeficijenti KP , KI I KD se mogu dobiti na vixe naqina da bi se dobilo
ze	eno ponaxa�e kontrolera. U ovom radu korix�en je MATLAB PID Tuner
aplikacija za dobija�e ovih parametara.

Linearni kvadratni regulator

Teorija optimalne kontrole se bavi modelira�em kontrolera koji ispu�avaju
idealne uslove za stabilizaciju dinamiqkog modela sa zadatim ulaznim kon-
trolama. Dinamiqki model koji je opisan diferencijalnim jednaqinama pr-
vog reda, a funkcija grexke kvadratnom funkcijom naziva se LK problem.
Jedno od najpoznatijih rexe�a ovog problema jeste LKR, odnosno linearni
kvadratni regulator koji zatvara povratnu spregu po sta�ima. Podexava�e
regulatora koji kontrolixe neki sistem vrxi se minimalizacijom funkcije
grexke. U ovom sluqaju grexka je otklon robota od ravnote�nog polo�aja.
Prednost LKR kontrolera jeste u tome xto se podexavaju samo parametri, a
ne i sam kontroler. Jednaqine dinamiqkog sistema koji kontroler stabilizuje
date su kao:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (2.58)

y(t) = Cx(t) (2.59)

x(0) = x0 (2.60)

Funkcija grexke kontrolera je data kao:

J =
1

2

∫ ∞
0

[xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)]dt (2.61)

Blok xema LKR kontrolera data je na slici 2.5.
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Slika 2.5: Blok xema LKR kontrolera

Jednaqina po kojoj se dobija u je:

u = −Kx (2.62)

gde je matrica K definisana sa:

K = R−1BTP (2.63)

Matrica P se dobija iz algebarske Rikatijeve jednaqine:

Q+ ATP + PA− PBBTP = 0 (2.64)

Matrice Q i R balansiraju uticaj kontrolnog ulaza u i trenutnog sta�a x
u funkciji grexke J . Matrica Q odre�uje koliko brzo svaki od elemenata
vektora x dolazi do �e	ene kraj�e vrednosti. Ona je oblika:

Q =


a 0 0 0
0 b 0 0
0 0 c 0
0 0 0 d

 (2.65)

gde su a, b, c i d te�inski koeficijenti za ϕ, θ, ϕ̇ i θ̇. Matrica R je u ovom
sluqaju koeficijent, jer je kontrolni vektor u veliqine [1, 1].

Glavni ci	 kontrolera je da dovede sva sta�a sistema, odnosno ϕ, θ, ϕ̇ i θ̇
do nule u xto kra�em periodu. Me�utim, xto br�e kontroler dovodi sta�a do
�e	ene vrednosti, to je ve�a vrednost ulaza, odnosno napona u ovom sluqaju.
Kako napon na motorima ne mo�e biti beskonaqan, prave se odre�eni kompro-
misi pri dizajnira�u kontrolera i bira�u �egovih parametara.
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3

Simulacija

Dinamiqki model i kontroler izvedeni u poglav	u 2 implementirani su u
programu MATLAB Simulink. Parametri dinamiqkog modela preuzeti su iz
rada [2]. Implementirani su i PID i LKR kontroler. Koeficijenti PID
kontrolera dobijeni su pomo�u PID Tuner -a i to su:

KP = 0.03923, KI = 0.1299, KD = 0.0029 (3.1)

Na slikama 3.1 i 3.2 prikazana je promena ugla otklona i pozicije robota
prilikom stabilizacije robota pomo�u PID-a. Poqetni ugao otklona je 0.3
radijana i nema dodatnih spo	axih impulsa.

Slika 3.1: Grafik zavisnosti ugla otklona od vremena
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Slika 3.2: Grafik zavisnosti pozicije od vremena

Prime�uje se da PID stabilizuje ugao otklona za oko od 1.5 sekundi, ali
se pre stabilizacije pojav	uje nekoliko preskoka do 0.1 radijana. Na slici
3.2 vidi se da stabilizacija pozicije robota nije uspela u potpunosti. Dok
se stabilizuje ugao, nagi�a�e robota izaziva kreta�e levo ili desno xto za
rezultat ima to da se robot ne vra�a u poqetnu poziciju ve� ostaje na 17 cen-
timetara od mesta sa kog je poxao. Razlog tome je xto je PID kontroler
sposoban da stabilizuje jednu, ali ne i vixe sta�a sistema. Sliqno kao i
kod ugla otklona, i pozicija ima nekoliko preskoka dok ne do�e do konstantne
vrednosti.
Pri LKR kontroleru korix�ene su slede�e vrednosti parametara:

Q =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (3.2)

R = 1 (3.3)

Pomo�u Q i R u Matlab-u je dobijena matrica K:

K =
[
−1.0000 −2.5414 44.3545 8.3555

]
(3.4)

Na slikama 3.3 i 3.4 prikazana je promena ugla otklona i pozicije robota
prilikom stabilizacije robota pomo�u LKR-a. Poqetni ugao otklona je, kao i
na slikama 3.1 i 3.2, 0.3 radijana i nema dodatnih spo	axih impulsa.
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Slika 3.3: Grafik zavisnosti ugla otklona od vremena

Slika 3.4: Grafik zavisnosti pozicije od vremena
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Za razliku od PID kontrolera, LKR uspeva da stabilizuje oba sta�a sis-
tema i dovodi ih do nule. Ugao otklona je stabilizovan za oko 3 sekunde. Ovo
je vixe nego kod PID-a, ali u ovom sluqaju postoji samo jedan preskok i to
ma�i nego u prvom sluqaju. Pozicija jeste dovedena do nule, ali tek nakon 7
sekundi i sa mnogo ve�im preskokom nego kod PID kontrolera.

PID kontroler br�e stabilizuje sistem, ali su promene koordinata mnogo
haotiqnije nego kod LKR kontrolera. U fiziqkom sistemu gde je najqex�e
potrebno da robot do�e do odre�ene pozicije, potrebna je stabilizacija i ugla
otklona i pozicije. U tom sluqaju bo	e je izabrati LKR kontroler. U nekim
sluqajevima je neophodan brzi odziv i brza stabilizacija ugla otklona, gde je
bo	e odabrati PID kontroler.
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Zak	uqak

U ovom radu opisan je samobalansiraju�i robot i �egov kontrolni sistem.
Izveden je matematiqki model tela robota i �egovih aktuatora, odnosno DC
motora. Upore�ene su karakteristike razliqitih senzora i opisani su fil-
tri koji se koriste za obradu signala iz tih senzora. Tako�e, opisana su dva
kontrolera qije su performanse upore�ene u simulaciji. Simulacija je rad-
jena u programskom paketu MATLAB Simulink na osnovu prethodno izvedenog
modela. Pokazano je da oba kontrolera imaju svoje prednosti i mane i da je,
u zavisnosti od potreba robota koji se dizajnira, mogu�e koristiti i jedan i
drugi.

Zahvalnost. Ovim putem bih �elela da se zahvalim svom mentoru Jovici
Milisav	evi�u na pomo�i ne samo pri izradi ovog rada, ve� i na podrxci pri
vannastavnim projektima u proteklih nekoliko godina. Posebnu zahvalnost
dugujem profesorki Nataxi Qalukovi�, koja je u najve�oj meri zaslu�na za sve
xto sam za vreme xkolova�a u Matematiqkoj gimnaziji nauqila i ostvarila.
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