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Uvod

Teorija igara prouqava matematiqke modele konflikata i sarad�e me�u uqesnicima

koji imaju sukob	ene interese. �en ci	 je da prona�e strategije za igraqe, odnosno

da se algoritmom prouqi konfliktna situacija i odrede �ihovi izbori tako da

izvuku najve�u korist iz situacije.

Igru posmatramo kao situaciju delimiqnog ili potpunog konflikta, a oni koji

donose odluke su igraqi. Sva pravila koja odre�uju tok igre i ponaxa�e igraqa

predstav	aju igru.

Primena teorije igara nije strogo matematiqka, ve� se koristi i u drugim naukama

kao xto su ekonomija, biologija, psihologija, politiqke nauke, kompjuterske nauke,

itd. Svakog igraqa smatramo racionalnim i inteligentnim, odnosno da donosi svoje

odluke da mu dobitak bude najve�i mogu�i kao i da je svestan posledica svog izbora

i svestan je da i ostali igraqi razmix	aju isto kao i on. Tako�e, podrazumevamo da

igraqa zanima samo proseqan dobitak, xto na prvi pogled nije mala pretpostavka,

mada uzimaju�i u obzir vrednosti koje se ula�u, na osnovu teorije dobitka, pret-

postavka je razumna. Teorija dobitka ukratko ka�e da pod ovakvom pretpostavkom

igraq sudi o dobitku samo na osnovu proseqnog dobitka.

Ideja ovog rada je da upozna qitaoca sa pristupom rexava�a odre�enih igara i

predstavi odre�ene igre. Rad �e se prete�no baviti igrama u kojima uqestvuju dva

igraqa, dok �e igre sa vixe igraqa zbog kompleksnije analize biti ma�e pokrivene.

Sve igre koje su pomenute, su igre sa potpunom informacijom koje �emo deta	nije

definisati u ode	ku 1.2 ovog rada. Tako�e, osvrnu�e se i na primenu teorije igara

u drugim oblastima.

1.1 Osnovni pojmovi

Qista strategija predstav	a odre�enu opciju igraqa, dok upotrebu svake od qis-

tih strategije sa odre�enom verovatno�om nazivamo mexovitom strategijom. Qistu

strategiju mo�emo posmatrati kao mogu�i potez u odre�enom momentu u igri. U

nastavku rada pod strategijom �emo podrazumevati qistu strategiju.

Najjednostavniji oblik predstav	a�a igre je oblik normalne forme. Igra nor-
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malne forme je predstav	ena sa n nepraznih skupova, X1, X2, ..., Xn, i funkcijama

sa realnim vrednostima definisanim na X1 × X2 × ... × Xn, ui(x1, x2, ...xn), gde Xi

sadr�i sve strategije igraqa i, gde i ∈ {1, 2, ..., n}, a ui(x1, x2, ..., xn) predstav	a

dobitak igraqa i, ako igraqi izaberu strategije xi ∈ Xi. Funkciju ui nazivamo
funkcijom dobitka igraqa i. Postoji i ekstenzivni oblik predstav	a�a igre u

obliku grafa, ali ne�emo ga koristiti u ovom radu.

1.2 Podela igara

Igre delimo u zavisnosti od vixe faktora. Glavne podele su u odnosu na broj igraqa,

strategija, vrstu funkcije pla�a�a, me�usobni odnos igraqa i informisanost igraqa.

Prema broju igraqa igre delimo na igre sa dva lica, tri lica ili igre sa n lica.
Ako ne postoje dva igraqa ne postoji ni konflikt ni sarad�a. Dok ako postoji vixe

od dva igraqa u igri mogu�e je stvara�e koalicija, odnosno dogovara�e izme�u vixe

igraqa pri odabiru strategije.

Ukoliko je broj igraqa konaqan, kao i broj strategija svakog igraqa, igru nazi-

vamo konaqnom. U suprotnom igra je beskonaqna.

Prema vrsti funkcije pla�a�a igre delimo na igre sa nultom sumom i igre sa

nenultom sumom. Igre sa nultom sumom su one u kojima je ukupan dobitak jednog ili

vixe igraqa u zbiru isti kao gubitak ostalih igraqa. Drugim reqima, u igrama

nulte sume je zbir funkcija pla�a�a jednak nuli. Tipiqan primer ovakve igre

je poker. S druge strane za igre sa nenultom sumom ne va�i da je zbir funkcija

pla�a�a nula i tipiqni primeri su zatvoreniqka dilema i igra kukavice.

Zavisno od me�usobnog odnosa uqesnika igre delimo na kooperativne i nekoop-

erativne. Kooperativne igre predstav	aju igre u kojima postoji me�usobna komu-

nikacija pre igre me�u igraqima bilo u obliku koalicije, ucene ili obe�a�a. Pojam

ucene i obe�a�a nema potrebe dodatno objax�avati. U nekooperativnim igrama ne

postoji bilo koji vid komunikacije pre igre i svi igraqi deluju nezavisno od drugih

faktora izvan pravila igre.

Za igru ka�emo da je igra potpune informacije ako svi igraqi znaju sve mogu�e

strategije svih igraqa, sve mogu�e zavrxetke, koliko svaka kombinacija strategija

igraqa utiqe na zavrxetak i uvid u to koja je strategija najbo	a za svakog igraqa.

Kod takvih igara odluke kod igraqa su istovremene. U suprotnom igru nazivamo

igrom nepotpune informacije i u �ima su odluke naizmeniqne.

1.3 Istorijat

Diskusija o teoriji igara se pojavila dosta pre napretka moderne matematiqke

teorije igara. Prvo poznato prouqava�e igre je uqi�eno 1713. godine, kada je

�ejms Voldgrejv analizirao kartaxku igru u dva igraqa. On tada prikazuje rexe�e

upotrebom minimax strategije, iako ona tada nije bila poznata.

Kasnije, u 19. veku Kurno i Bertran razmatraju modele duopola, koji se odnose

na analizu proizvod�e i cena u ekonomiji.
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Nemaqki matematiqar Ernstje 1913. godine objav	uje k�igu "O upotrebi teorije

skupova u teoriji xahovske igre". Momenat kada teorija igara nastaje kao zasebno

po	e za izuqava�e je 1928. godina kada �on fon Nojman objav	uje rad "Ka teoriji

druxtvenih igara" u kome definixe neke od pojmova teorije igara. Rad je is-

pra�en k�igom "Teorija igara i ekonomsko ponaxa�e", koju je objavio zajedno sa

ekonomistom Oskarom Morgenxternom. U k�izi je prikazano da se mnogi problemi

iz ekonomije mogu modelirati pomo�u igara. Nojman dokazuje minimax teoremu.

Nakon Drugog svetskog rata teorija igara do�iv	ava ekstremnu ekspanziju. Igra,

"Zatvorenikova dilema" koju su smislili Meril Flad i Melvin Drexer pojav	uje

se 1950. godine. Godinu dana kasnije �on Nex dokazuje postoja�e stratexke ravnote�e

u svakoj nekooperativnoj igri sa nenultom sumom i n igraqa. U �egovu qast stratexka

ravnote�a je nazvana Nexova ravnote�a. Zbog ideja koje su doprinele razvoju

teorije igara i analizi ekonomskih pojava on 1994. dobija Nobelovu nagradu za

ekonomiju.
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Nekooperativna teorija igara

Prva tema koju �emo probati xto deta	nije da analiziramo u ovom poglav	u bi�e

igre nulte sume. Nakon toga �emo analizirati igre nenulte sume. Kako �e ve�ina

igara biti sa 2 igraqa, obele�ava�emo ih sa I i II za prvog, odnosno drugog igraqa.

2.1 Igre nulte sume

Radi lakxeg obele�ava�a u ovom delu �emo igru predstav	ati u obliku (X,Y,G) gde
X sadr�i skup strategija igraqa I, Y skup strategija igraqa II, a G predstav	a

matricu u1(x, y) iz ode	ka 1.1 ovog rada. Drugim reqima, G predstav	a matricu

|X| × |Y | koja u (x, y) gde x ∈ X i y ∈ Y predstav	a vrednosti dobitka igraqa I za
izabrane strategije x i y. Odavde je jasno da je dobitak igraqa II jednak −GT , jer
je iz definicije igre nulte sume za 2 igraqa u2(y, x) = −u1(x, y) , za svaku x ∈ X i

y ∈ Y .
Poqe�emo sa analizira�em igre "Par i nepar". Igraqi I i II biraju izme�u

brojeva 1 i 2. Ukoliko je zbir odabranih brojeva, S, paran I gubi S novqi�a, dok u

sluqaju da je neparan dobija S novqi�a. Prvo �emo predstaviti igru u normalnoj

formi. Nazovimo matricu kojom predstav	amo igru G i to �emo nada	e koristiti

kao usta	enu oznaku.

G =

( 1 2

1 -2 3

2 3 -4

)
Na prvi pogled se mo�da ne qini da neki od igraqa ima pobedniqku strategiju.

U stvari, I ima naqin da sebi osigura dobitak. Primetimo da konstantno bira�e

jednog od brojeva 1 i 2 ne mo�e osigurati dobitak igraqu I, jer II mo�e da predvidi
posle nekog vremena potez i odabere broj iste parnosti. Kada priqamo o dobitku,

podrazumevamo da se igra dovo	no puta. Sada nam je jasno intuitivno da igraq I
treba da uzima nekad 1, nekad 2. Me�utim, koliko qesto treba da odabere 1, a koliko
qesto 2? Analizirajmo sluqaj da I bira 1 sa verovatno�om 3

5 , a 2 sa verovatno�om
2
5 . U sluqaju da II odabere 1 proseqni dobitak I je (−2) · 35 + 3 · 25 = 0. U suprotnom

je proseqni dobitak 3 · 35 + (−4) · 25 = 1
5 . Dakle, u sluqaju da II bira 1, I ostaje na

4



2. NEKOOPERATIVNA TEORIJA IGARA 5

nuli i nije sebi osigurao dobitak. Najoptimalnije za I je da na�e verovatno�u p
kojom treba da odabere 1, odnosno 1 − p kojom treba da odabere 2, tako da ma xta

II odabere ima uvek isti proseqni dobitak. Na�imo to p. U sluqaju da II bira 1
proseqan dobitak je p · (−2) + (1 − p) · 3, dok u sluqaju odabira 2 iznosi p · 3 + (1 −
p) · (−4). Izjednaqava�em ova dva dobitka dobijamo da je p = 7

12 . Sada je proseqni

dobitak igraqa I: 7
12 · (−2) + (1 − 7

12) · 3 = 1
12 . Ovakva strategija koja omogu�ava

iste proseqne dobitke ma xta protivnik uradi naziva se strategija izjednaqava�a.

Sada se postav	a pita�e mo�e li I da ima ve�i dobitak? Odgovor je ne, ako II igra
kako treba. Koriste�i isti princip II moze da minimizira svoj gubitak biraju�i

1 sa verovatno�om 5
12 . Najve�i dobitak koji I mo�e uvek da ostvari zovemo vrednost

igre, V (G), i u ovom sluqaju iznosi 1
12 . Ako je ta vrednost jednaka nuli ka�emo da je

igra fer. S druge strane, princip kojim odre�ujemo kako dolazimo do te vrednosti

zove se minimax strategija o kojoj �e biti vixe reqi u nastavku.

Uvedimo sada pojam prevojne taqke matrice.

Definicija 2.1.1. Prevojna taqka matrice G je po	e te matrice aij za koje va�i
da je minimum i-tog reda i maksimum j-te kolone.

Jasno je da bira�em qiste taktike i-tog reda I dobija najma�e aij dok II gubi

najvixe toliko bira�em j-te kolone. Dakle, bira�em tih qistih strategija smo

rexili igru qija je vrednost prevojna taqka.

Primer 1. Navedimo primer prevojne taqke:

G =

4 1 -3

3 2 5

0 1 6


Kako je 2 minimum drugog reda i maksimum druge kolone, zak	uqujemo da je to

prevojna taqka u ovoj igri. Odavde zak	uqujemo da oba igraqa treba da odaberu svoju

drugu strategiju kako bi osigurali najve�i mogu�i dobitak za sebe.

Igre 2× 2.Pozabavimo se principom rexava�a 2×2 matriqnih igara. U opxtem

sluqaju matrica izgleda ovako:

G =

(
a b
d c

)
Naravno pri tome su a, b, c i d realni brojevi. Princip rexava�a je slede�i:

1. Proverimo da li postoji prevojna taqka.

2. Ako ona ne postoji, rexavamo igru minimax strategijom.

Na�imo naqin rexava�a tom strategijom. Da bi uslov nepostoja�a prevojne taqke

bio ispu�en za a ≥ b, onda je b < c, pa je c > d. Da	e je d < a i a > b. Drugim

reqima za a ≥ b va�i a > b < c > d < a. Zbog simetrije, u sluqaju a < b va�i
a < b > c < d > a.

Prvo doka�imo da je verovatno�a p zapravo najbo	i izbor za igraqa I ukoliko
va�i da je dobitak isti bilo da II odabere prvu ili drugu kolonu, odnosno strate-

giju. Neka su f1 = p · a+ (1− p) · d = (a− d)p+ d i f2 = p · b+ (1− p) · c = (b− c)p+ c



2. NEKOOPERATIVNA TEORIJA IGARA 6

i 0 < p < 1 dobici u sluqaju da II odabere i-tu strategiju. Poxto smo uspostavili
poredak me�u brojevima a,b,c,d zak	uqujemo da su (a− d) i (b− c) razliqitog znaka,
pa linearne funkcije f1 i f2 imaju koeficijente razliqitog znaka. Fiksirajmo p
koje I bira. Prava y = p seqe f1 i f2 u po jednoj taqki. Ako je p

′ verovatno�a u kojoj
se seku ove dve funkcije, za p 6= p′ jedna od taqaka preseka , f1(p) i f2(p), �e uvek
biti ma�e vrednosti od f1(p

′) = f2(p
′). Dakle, ako II odabere tu strategiju za koje je

ma�a vrednost proseqnog dobitka od f1(p
′), dobitak I �e biti ma�i od te vrednosti.

Odatle zak	uqujemo da je najve�i dobitak I za p = p′ i tada je V (G) = f1(p
′).

Kao pri rexava�u igre "Par nepar" tra�imo p, odnosno verovatno�u bira�a

prve strategije za I tako da se za ma koji izbor II dobije isti proseqni dobitak,

potrebno je prona�i p tako da zadovo	ava:
p · a+ (1− p) · d = p · b+ (1− p) · c
Jednostavnim raqunom dobijamo da je p = c−d

a+c−b−d . Potrebno je da je 0 < p < 1.
Iz toga xto prevojna taqka ne postoji ili je c < d i a < b ili je c ≥ d i ujedno

a ≥ b, pa zak	uqujemo da je p > 0. Oqigledno je p = 1− a−b
a+c−b−d , a iz malopre�ax�e

diskusije sledi da je izraz ma�i od 1. Dakle, 0 < p < 1.
Jasno je da vrednost igre sada iznosi: V (G) = ac−bd

a+c−b−d xto je ako pa�	ivo

pogledamo detG
a+c−b−d . Sliqno, za II dobijamo da je optimalna verovatno�a bira�a

prve strategije c−d
a+b−c−d .

Igre 2× n i n× 2. Slede�a tema koju je logiqno diskutovati nakon rexava�a

igara oblika 2 × 2 je rexava�e igara oblika 2 × n i n × 2. Jasno je da �emo pri

rexava�u ovakvih igara koristiti proxireniju varijantu rexava�a koju smo ko-

ristili u igrama 2 × 2. One su uglavnom rexive grafiqkom metodom xto �emo

upravo prikazati. Posmatrajmo slede�u igru:

Primer 2. G =

(
2 3 1 5

4 1 6 0

)
Jasno je da ovde ne mo�emo koristiti identiqan princip rexava�a kao u sluqaju

2× 2, jer ne znamo koje funkcije treba izjednaqiti me�utim sliqnim razmix	a�em

mo�emo na�i princip rexava�a ovakvih igara. Na�imo opet funkcije f1, f2, f3, f4
koje predstav	aju opet dobitke za odre�enu verovatno�u p, 0 < p < 1, kojom I bira
prvu strategiju i II-tov odabir i-te kolone, odnosno strategije. One iznose f1 =
2 · p+4 · (1− p) = −2p+4,f2 = 3 · p+1 · (1− p) = 2p+1, f3 = 1 · p+6 · (1− p) = −5p+6,
f4 = 5 · p + 0 · (1 − p) = 5p. Skicirajmo ove funkcije. Za odre�eno p, I uvek mo�e

da obezbedi sebi najma�e dobitak od min{f1, f2, f3, f4}. Te vrednosti na grafiku

predstav	aju do�u kovertu igre.

Kako I �eli maksimum od tih taqaka, sa grafika zak	uqujemo da je ta taqka u

preseku druge i tre�e strategije od II. Samim tim smo problem sveli na rexava�e

igre G′ =
( 3 1
1 6

)
za koju va�i V (G′) = 17

7 i p = 5
7 , pa je optimalna strategija za I

(57 ,
1
7). Da	e, optimalna strategija za II u G′ je ista kao za I, pa je za G �egova

optimalna strategija (0, 57 ,
2
7 , 0).

Analogno rexavamo i igre oblika n× 2.
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Figure 2.1: Do�a koverta je podeb	ana.

Primer 3. G =

1 5

4 4

6 2


�en grafik je na slici 2.2 i na �emu nas zanima, anolagno sa sluqajem 2 × n,

gor�a koverta igre i taqka u kojoj je ispu�en �en minimum, dok je u prethodnoj igri

bio potreban maksimum do�e koverte:

Zanim	iva stvar koju prime�ujemo na grafiku prve posmatrane igre je da kolona1

ne utiqe na do�u kovertu, odnosno potpuno bi isto bilo kao da �e nema u grafiku.

Ka�emo da je ona dominirana strategija i upravo pojam dominacije je slede�i koji

�emo objasniti.

Definicija 2.1.2. Ka�emo da i-ti red igre G = (aij) dominira k-ti red ukoliko

va�i aij ≥ akj za svako j. U sluqaju da va�i stroga nejednakost svuda, ka�emo da

i-ti red strogo dominira k-ti. Za k-ti red ka�emo da je dominiran od i-tog, ako
va�i dati uslov (odnosno strogo dominiran ako va�i stroga nejednakost).

Sve xto I mo�e da dobije bira�em dominiranog reda, mo�e bar jednako posti�i

bira�em dominantnog reda. Samim tim mo�emo izbrisati dominirani red iz igre

i ne�emo promeniti vrednost igre. Isto va�i i za dominirane kolone, samo xto je

znak dominacije obrnut, s obzirom da su to strategije igraqa II. S druge strane, �i-

hovim ukla�a�em ako nisu strogo dominirani mo�e se izgubiti optimalna strate-

gija (uvek �e preostati bar jox jedna). U sluqaju ukla�a�a strogo dominiranih

strategija skup optimlanih strategija ostaje neprome�en. Osobine ukla�a�a va�e
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Figure 2.2: Gor�a koverta je podeb	ana.

i ako postoji mexovita strategija za koju vixe redova (kolona) dominiraju k-ti red
(kolonu). Odnosno, ako za skup pi1 , pi2 , ...pil va�i pi1ai1j+pi2ai2j+ · · ·+pilailj ≥ akj za
j = 1, 2... i pi1 + pi2 + · · · pil = 1 i naravno brojevi i1, i2, · · · il su me�usobno razliqiti.
Konkretno, u primeru 2 va�i da kolone 2 i 3 dominaraju kolonu 1 sa verovatno�ama

po 1
2 . Pozabavimo se ukla�a�em redova (kolona) u igrama.

Primer 4. G =

2 0 4

1 2 3

4 1 2


Druga kolona strigi dominira tre�u, pa svodimo matricu na:

G′ =

2 0

1 2

4 1


Sada je prvi red strogo dominiran od strane tre�eg (obratimo pa��u da to nije

sluqaj u originalnoj matrici) i dobijamo slede�u situaciju:

G′′ =

(
1 2

4 1

)
Kako ne postoji prevojna taqka ove ige, prema izvedenoj formuli znamo da je

V (G′′) = 7
4 i strategija za prvi red za I iznosi 3

4 , dok za prvu kolonu igraqa II
iznosi 1

4 , pa su optimalne strategija za I i II: (0,
3
4 ,

1
4) i (14 ,

3
4 , 0), redom.

Slede�e je ukla�a�e mexovitim strategijama.
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Primer 5. G =

0 4 6

5 7 4

9 6 3


Druga kolona je dominirana od strane prve i druge sa verovatno�ama od po 1

2 .

�enim ukla�a�em dobijamo igru:

G′ =

0 6

5 4

9 3


Sada je drugi red dominiran od strane prvog i tre�eg sa verovatno�ama 1

3 i 2
3 ,

redom. Slede�a dobijena igra je:

G′′ =

(
0 6

9 3

)
Kako ne postoji prevojna taqka, znamo da je V (G) = V (G′′) = 54

12 = 9
2 .

Konaqne igre. Slede�e je rexava�e igara m × n i to je tema koju �emo anal-

izirati. Da bismo to uradili moramo prvo da definixemo odre�ene pojmove.

Neka je igra oznaqena sa G = (aij) i neka je oblika m × n. �u odre�uju slede�e

znaqajne stavke. Skupovi X = {1, 2, ...m} i Y = {1, 2, ...n} koje predstav	aju op-

cije I i II, redom. Oznaqi�emo skup X∗ = {p = (p1, p2, ..., pm)
T : pi ≥ 0, i =

1, 2, · · · ,m;

m∑
i=1

pi = 1} i on predstav	a sve mexovite strategije igraqa I. Analagno

oznaqimo i sve mexovite strategije II sa Y ∗ = {q = (q1, q2, ..., qn)
T : qi ≥ 0, i =

1, 2, · · ·n;
n∑
i=1

qi = 1}. To je uvod xto se tiqe obele�ava�a.

Najbo	i odgovori. Neka je II odabrao proizvo	nu kolonu sa vektorom verovatno�e

q. Oqekivani dobitak igraqa I iznosi:
n∑
j=1

aijqj = (Gq)i, i-ta komponenta vektora Gq (1)

Sliqno, ako I odabere p ∈ X∗ i II odabere j-tu kolonu onda je proseqan dobitak

I:
n∑
i=1

piaij = (pTG)j , j-ta komponenta vektora p
TG. (2)

Generalnije, ako I odabere p ∈ X∗ i II odabere q ∈ Y ∗ proseqan dobitak I je:
m∑
i=1

(

n∑
j=1

aijqj)pi =

m∑
i=1

n∑
j=1

piaijqj = pTGq (3)

Pretpostavimo da II bira q ∈ Y ∗. Tada I bira red i tako da maksimizuje (1) ili,
ekvivalentno, p ∈ X∗ da maksimizuje (3). Proseqan dobitak I je:

max1≤i≤m

n∑
j=1

aijqj = max
p∈X∗

pTGq. (4)

Objasnimo zaxto va�i jednakost u prethodnom redu. Leva strane je maksimum od

pTGq u odnosu na p ∈ X∗, a kako je X ⊂ X∗ to je leva strana ma�a ili jednaka od
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desne. S druge strane, poxto je (3) prosek vrednosti iz (1), to je desna strana ma�a
ili jednaka od maksimuma iz (1), odnosno od leve strane.

Svaka strategija za koju se dosti�e maksimum se zove najbo	i odgovor ili Ba-

jesova strategija za I protiv strategije q. Svaki red koji posti�e maksimum u (1)
je qista Bajesova strategija i ona uvek postoji u konaqnim igrama za svako q ∈ Y ∗.

Sliqno definixemo i Bajesovu strategiju za II. Ako se zna da �e I odabere

odre�enu strategiju, p ∈ X∗, onda �e II da odabere kolonu j koja minimizuje (2),
odnosno q ∈ Y ∗ koje minimizuje (3). Tada �e proseqan dobitak II biti:

min1≤j≤n

m∑
i=1

aijpi = min
q∈Y ∗

pTGq (5)

Bilo koje q ∈ Y ∗ koje zadovo	ava minimum je Bajesova strategija za II protiv p.
Bira�e najbo	ih odgovora je poseban naqin igra�a igre. Igraq treba da proceni

strategiju koju �e protivnik da odabere i zatim iskoristi najbo	i odgovor. Me�u-

tim, to predvi�a�e nije uvek jednostavno.

Gor�a i do�a vrednost igre. Pretpostavimo da II mora da objavi svoj izbor
mexovite strategije q ∈ Y ∗ pre nego xto I napravi izbor. Ovo qini, naizgled, igru
u korist I. Ako II odabere q, jasno je da �e I odabrati Bajesovu strategiju protiv q
i II bi izgubio vrednost (4) u proseku. Zato �e II odabrate q koje minimizuje (4).
Minimum od (4) za svako q ∈ Y ∗ je gor�a vrednost igre i obele�ava se sa V

V = minq∈Y ∗ max1≤i≤m

n∑
j=1

aijqj = min
q∈Y ∗

max
p∈X∗

pTGq (6)

Svako q koje zadovo	ava minimum zove se minimax strategija za II. Ona uvek

postoji u konaqnim igrama i V je najma�i proseqni gubitak za II xta god I da

izabere.

Sliqna analiza se mo�e izvesti i kada igraq I objavi svoju taktiku pre poqetka
igre. Ako I odabere p, onda �e II odabrati kolonu sa najma�im proseqnim dobitkom,

odnosno q ∈ Y ∗ da minimizuje (5). Imaju�i u vidu da je (5) proseqan dobitak za I
ako izabere p, to on bira takvo p da je taj dobitak maksimalan. Na taj naqin posti�e
proseqan dobitak od:

V = maxp∈X∗ min1≤j≤n

m∑
i=1

piaij = max
p∈X∗

min
q∈Y ∗

pTGq. (7)

Vrednost V predstav	a do�u vrednost igre i predstav	a minimalan dobitak

koji I mo�e da ostvari bez obzira na II. Svako p ∈ X∗ koje zadovo	ava maksimum
u prethodnoj jednaqini zove se minimax strategija za I i ona tako�e uvek postoji u

konaqnim igrama.

Lema 2.1.1. Do�a vrednost igre je ma�a ili jednaka od do�e, odnosno V ≤ V .

Jasno je da I mo�e da obezbedi sebi bar V . U tom sluqaju, gubitak II ne mo�e

biti ma�i od toga, pa je onda to sluqaj i za najma�i gubitak,V , pa je V ≤ V .
Ako je V < V , proseqan dobitak bi trebao da bude izme�u V i V , jer oqigledno I

mo�e da ostvari najma�e V , a II mo�e da ga spreqi da ostvari vixe od V .
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Definicija 2.1.3. U sluqaju da je V = V ka�emo da vrednost igre postoji i da

iznosi V , odnosno V ili u zajedniqkoj oznaci samo V (G) ili V . U tom sluqaju

minimax strategije zovemo optimalne strategije.

Minimax teorema. Svaka konaqna igra sa nultom sumom u dva igraqa ima vred-

nost i postoje optimalne strategije za oba igraqa.

Posledica 1. Primetimo da iz ove teoreme mo�emo zak	uqiti da je potpuno nebitno

da li �e igraq objaviti svoju strategiju pre poqetka igre.

Posledica 2. Zanim	iva posledica je i to da ako posmatramo igre G = (aij) i
G′ = (caij + b), gde je c > 0, a b proizvo	an realan broj, tada va�i da je V (G′) =
cV (G) + b pri qemu minimax strategije za oba igraqa su iste u G i G′.

2.2 Igre generalne(nenulte) sume

Za razliku od igara nulte sume, u igrama nenulte sume ne va�i da pobednik ili

pobednici odnose ceo ulog. Samim tim je analizira�e ovakvih igara kompleksnije.

Kao i do sada, bavi�emo se igrama sa 2 igraqa.

Kada posmatramo ovakve igre, �ih je tako�e mogu�e predstaviti u matrici, samo

xto �e svako po	e matrice odre�eno vrstom x i kolonom y, zapravo biti ure�en

par qiji je prvi qlan u1(x, y), a drugi u2(x, y) gde u1 i u2 predstav	aju funkcije

dobitaka igraqa I i II, redom, dok x ∈ X i y ∈ Y predstav	aju qiste strategije za

koje su se opredelili igraqi. U sluqaju igara sa dva igraqa, mo�emo podeliti igru

na dve matrice, A = (aij) i B = (bij), gde one predstav	aju dobitke jednog, odnosno

drugog igraqa pri izborima i-tog reda i j-te kolone.
Najpoznatiji primer ovakve igre je, sigurno, "Zatvorenikova dilema". U skladu

s tim, to �e biti prva igra generalne sume koju �emo analizirati.

Zatvorenikova dilema. Dvoje osum�iqenih je dobilo kaznu od po godinu

dana zbog posedova�a oru�ja. Policija je sigurna da su oni op	aqkali banku, ali

nisu uspeli da prona�u dovo	no dokaza da bi ih osudili. Zato se osum�iqenima

nudi pogodba. Ako samo jedan prizna p	aqku dopuxtaju�i time hapxe�e drugog op-

tu�enog, on �e biti puxten na slobodu, dok �e �egov partner biti osu�en na dvadeset

godina. U sluqaju da oba osum�iqena priznaju dobijaju kazne od po pet godina. U

sluqaju da nijedan ne progovori, kazne im ostaju po godinu dana zbog posedova�a

oru�ja.

G =

( 1 2

1 (-1,-1) (-20,0)

2 (0,-20) (-5,-5)

)
Ovde smo �uta�e obele�ili kao strategiju 1, a priznava�e kao strategiju 2.

Odredimo prvo strategiju za I, a nakon toga i za II. Ako I zna da �e II da odabere
�uta�e �emu je bo	e da prizna i bude puxten na slobodu, nego da i on �uti i dobije

godinu dana u zatvoru. S druge strane, ako I zna da �e II odabrati prizna�e, za I je
opet bo	e da prizna i on, jer �e tako dobiti kaznu od pet umesto od dvadeset godina

zatvora. Zak	uqujemo da je za I bo	e da prizna u svakom sluqaju. Jasno je da istu
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analizu mo�emo primeniti i za II. Dakle, najbo	e za oba giraqa je da priznaju,

iako je sluqaj kada oboje �ute sveukupno bo	i. Problem je xto bi me�a�em izbora

strategije svaki od igraqa mogao sebi da pobo	xa situaciju.

Model ove igre ima primenu u ekonomiji. Kada dve firme treba da odluqe da li

da pove�avaju proizvod�u odre�enog artikla(istog), imaju opcije da to urade ili ne.

U sluqaju da jedna kompanija pove�a proizvod�u, a druga ne, �oj se profit osetno

pove�ava, dok ako obe kompanije odluqe da pove�aju proizvod�u, profit im ostaje

isti kao i u sluqaju da proizvod�a ostane na istom.

Osvrnimo se sada na najbo	e odgovore i dominaciju koje smo spomenuli u igrama

sa nultom sumom. Jasno je da iste definicije mogu da se primene pri qemu posma-

tramo dobitke II odvojeno u potpunosti od dobitaka I. Me�utim, i da	e se isti

principi raquna�a koriste, kao xto je bio sluqaj u igrama nulte sume.

Nivoi bezbednosti. Koncept igara sa nultom sumom koji pronalazi znaqajnu

primenu u igrama se generalnom sumom su bezbednosni nivoi, odnosno dobici koje

igraqi mogu sebi da obezbede u proseku. U igrama sa dva igraqa oblika m×n gde su

A i B pode	ene matrice dobitaka za I i II, redom, I sebi mo�e da obezbedi proseqni
dobitak od najma�e:

vI = maxpminj

m∑
i=1

piaij = V (A).

Ovo se naziva bezbednosnim nivoom I. Po definiciji je ovo do�a vrednost igre

A, pa je po minimax teoremi to zapravo vrednost igre A, pa je v1 = V (A). Igraq I
mo�e ovo da obezbedi bez obzira na matricu dobitaka II, B. Strategija p za koju se
dosti�e jednakost nazivamo maxmin strategijom za I.

Sliqno, bezbednosni nivo za II je:

vII = maxqmini

n∑
j=1

aijqj = V (BT ).

Toliko II mo�e da obezbedi u proseku da dobije. Svako q za koje se dosti�e

maksimum je maxmin strategija za II. Primetimo da je vII vrednost od BT , a ne

od B. Razlog je to xto smo vrednost igre definisali kao dobitke igraqa koji bira

redove i gubitak igraqa koji bira kolone, a za B va�i obrnuti raspored. Da bismo

to razjasnili posmatrajmo slede�i primer:

Posmatrajmo slede�u igru: G =

(
(2,0) (1,3)

(0,1) (3,2)

)
Odavde mo�emo da vidimo vrednosti A i B:

A =

(
2 1

0 3

)
i B =

(
0 3

1 2

)
Iz matrice A zak	uqujemo da je maxmin strategija za I (34 ,

1
4) i bezbednosni nivo

je vI =
3
2 . Iz matrice B zak	uqujemo da druga kolona dominira prvu. Igraq II �eli

da maksimizuje svoje dobitke, pa bira�em druge kolone garantuje nivo bezbednosti,

vII = 2, xto je zapravo V (BT ), dok je V (B) = 1.
Primetimo da ako oba igraqa koriste svoje maxmin strategije, I dobija samo vI ,

dok II dobija 3(34) + 2(14) =
11
4 . S druge strane, ako I obrati pa��u na matricu B

zak	uqi�e da �e II vrlo verovatno izabrati drugu kolonu zbog dominacije, pa bi
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bira�em drugog reda sebi obezbedio dobitak od 3 jedinice, dok bi II zavrxio sa

vII = 2. Dobitak (3, 2) je popriliqno stabilan. Ako bilo koji od igraqa veruje da

�e drugi odabrati drugu strategiju, onda �e i on odabrati drugu strategiju. To je

jedan od glavnih pristupa nekooperativne teorije igara, gde se takav par strategija

zove stratexka ravnote�a o kojoj �e biti vixe reqi kasnije. Slede�a zanim	iva

igra koju �emo analizirati je "Borba polova", koja je model uobiqajenog �ivotnog

konflikta.

Borba polova. Momak i devojka su oluqili da iza�u. Me�utim, ne mogu da se

dogovore gde. U isto vreme se izvodi predstava na koju bi devojka �elela da ode, kao

i fudbalska utakmica koja je momkova �e	a. Ako odu na razliqite doga�aje bi�e

jednako nezadovo	ni, jer nisu jedno sa drugim.

G =

( 1 2

1 (2,1) (0,0)

2 (0,0) (1,2)

)
Ovde je igraq I momak, a II devojka i 1 predstav	a utakmicu, dok 2 predstav	a

odabir predstave. Odredimo matrice A i B.

A =

(
2 0

0 1

)
i B =

(
1 2

0 2

)
Odavde vidimo da su bezbednosni nivoi za igraqe vI = vII =

2
3 . Maxmin strate-

gija za I je (13 ,
2
3), dok je za II (23 ,

1
3).

Stratexka ravnote�a. Podsetimo se obele�ava�a iz uvoda ovog rada. Stratexku

formu igre predstav	amo preko n nepraznih skupova X1, X2, ...Xn gde Xi predstav	a

skup qistih strategija igraqa i, i pomo�u funkcija u1, u2, · · · , un naX1×X2×· · ·×Xn,

gde ui(x1, x2, ...xn) predstav	a funkciju dobitka igraqa i gde igraqi biraju qiste

strategije x1, x2, · · ·xn i xj ∈ Xj , j = 1, 2 · · ·n

Definicija 2.2.1. Vektor qistih strategija, (x1, x2, ...xn) gde xi ∈ Xi, i = 1, 2, ...n
zove se qista stratexka ravnote�a ako za svako i = 1, 2, ...n i x ∈ Xi va�i:

ui(x1, x2, ..., xi−1, xi, xi+1, · · ·xn) ≥ ui(x1, x2, ..., xi−1, x, xi+1, · · ·xn)

Ono xto nam ka�e ova definicija je da u sluqaju da svi igraqi osim i odrede svoje
strategije unapred, najbo	i odgovor koji i mo�e da pru�i je xi. Drugim reqima,

odre�eni izbor strategija je qista stratexka ravnote�a ako svaki igraq koristi

najbo	i odgovor na strategije ostalih igraqa.

Objasnimo sada princip kojim mo�emo da prona�emo sve qiste stratexke ravnote�e

u igrama sa dva igraqa. Posmatrajmo slede�u igru:

G =

(1,2) (2,1) (1,0)

(2,1) (0,1) (0,0)

(0,1) (0,0) (1,2)


Prolazimo kroz svaku qistu strategiju koju mo�e svaki od igraqa da odabere.

Onda odredimo najbo	i odgovor(odgovore) na tu strategiju i u matrici obele�imo

zvezdicom dobitak upotrebom najbo	eg odgovora. Ona po	a koja sadr�e zvezdice uz

isplate oba igraqa su stratexke ravnote�e.

Ako I odabere:
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1. Prvi red. Najbo	i odgovor za II je prva kolona, u oznaci po	e postaje (1, 2∗).

2. Drugi red. Najbo	i odgovor za II su prva i druga kolona, zbog istog dobitka.

U oznaci po	a postaju (2, 1∗) i (0, 1∗).

3. Tre�i red. Najbo	i odgovor za II je tre�a kolona, u oznaci po	e postaje (1, 2∗).

Ako II odabere:

1. Prvu kolonu. Najbo	i odgovor za I je drugi red, u oznaci po	e postaje (2∗, 1∗).

2. Drugu kolonu. Najbo	i odgovor za I je prvi red, u oznaci po	e postaje (2∗, 1).

3. Tre�u kolonu. Najbo	i odgovor za I su tre�i i prvi red, zbog istog dobitka.

U oznaci po	a postaju (1∗, 0) i (1∗, 2∗).

Igra posle ovih provera postaje:

G =

 (1,2*) (2*,1) (1*,0)

(2*,1*) (0,1*) (0,0)

(0,1) (0,0) (1*,2*)


Ova igra ima dve stratexke ravnote�e i to su po	a i = 2, j = 1, sa vrednostima

(2, 1) i i = 3, j = 3, sa vrednostima (1, 2).
Obratimo pa��u da je u "Zatvorenikovoj dilemi" prisutna samo jedna ravnote�a,

odnosno po	e sa dobicima (−5,−5). To smo samo formalizovali nakon poznava�a

stratexkre ravnote�e, iako smo istu diskusiju sproveli i bez poznava�a stratexke

ravnote�e.

Igra kukavice Dva momka se bore za naklonost devojke. Kako bi odluqili ko

�e je pitati da iza�u, oni igraju slede�u igru. Obojica sedaju u automobil i zale�u

se jedan prema drugom. U sluqaju da taqno jedan od �ih skrene, drugi dobija pravo

da pita devojku za izlazak dok prvi dobija status kukavice u druxtvu. S druge

strane, ako obojica skrenu, ma�a je sramota nego da nijedan nije skrenuo, ali i da	e

ispadaju kukavice, samo u ma�oj meri. I u sluqaju da nijedan od �ih ne skrene

dolazi do sudara, xto je oqigledno najgora opcija po obojicu.

G =

( 1 2

1 (-100,-100) (1,-1)

2 (-1,1) (0,0)

)
U ovoj igri smo strategijom 1 oznaqili vo��u pravo, a strategijom 2 smo oz-

naqili skreta�e. Kada izvrximo istu analizu kao u prethodnoj igri dobijamo

slede�u situaciju:

G =

( 1 2

1 (-100,-100) (1*,-1*)

2 (-1*,1*) (0,0)

)
Ovde imamo dve stratexke ravnote�e. Jasno je da igraq treba da napravi procenu

kako da se postavi da bi izvukao ravnote�u koja �emu odgovara. Odnosno, ako se zna

da mu je protivnik izrazito hrabar, igraq treba da skrene i obrnuto, u sluqaju da
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je poznato da mu je protivnik kukavica, igraq iako mo�da sam nije toliko hrabar

�e verovatno pokuxati da vozi pravo u nadi da �e protivnik skrenuti.

Slede�a tema koju �emo pokriti je stratexka ravnote�a, neobavezno qista stratexka

ravnote�a.

Neka je mi broj qistih strategija koje ima igraq i, odnosno to je kardinalnost

skupa Xi. Skup svih mexovitih strategija igraqa i obele�imo sa X∗i . Neka su

strategije i-tog igraqa Xi = {1, 2, ...,mi}. Neka igraq i koristi mexovitu strategiju
pi = (pi1, pi2, ..., pimi) ∈ X∗i za i = 1, 2, ..., n. Tada je proseqan dobitak igraqa j:

gj(p1, p2, ..., pn) =

m1∑
i1=1

· · ·
mn∑
in=1

p1i1 · · · pninuj(i1, i2, ..., in)

Sada mo�emo da definixiemo stratexku ravnote�u koja uzima u obzir i mexovite

strategije.

Definicija 2.2.2. Vektor (p1, p2, ..., pn) gde pi ∈ X∗i za i = 1, 2, ..., n zove se stratexka
ravnote�a ako za svako i = 1, 2, ..., n i p ∈ X∗i va�i:

gi(p1, p2, ..., pi−1, pi, pi+1, ..., pn) ≥ gi(p1, p2, ..., pi−1, p, pi+1, ..., pn).

Svako pi koje zadovo	ava jednakost je najbo	i odgovor igraqa i na mexovite

strategije ostalih igraqa. Dakle, za kombinaciju mexovitih strategija ka�emo da je

stratexka ravnote�a akko svaki igraq koristi najbo	i odgovor na mexovite strate-

gije ostalih igraqa. Odavde jasno zak	uqujemo da je qista stratexka ravnote�a

specijalan sluqaj stratexke ravnote�e.

Pita�e koje se postavilo nakon uvo�e�a pojma stratexke ravnote�e je da li ona

uvek postoji. Odgovor na ovo pita�e je obezbedio D�on Nex koji je 1951. godine

dokazao da u svakoj konaqnoj igri sa n igraqa postoji stratexka ravnote�a. U

�egovu qast, stratexka ravnote�a se qesto naziva i Nexovom ravnote�om.
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Kooperativne igre

U nekooperativnim igrama me�u igraqima nisu postojali nikakvi obavezuju�i do-

govori, ugovori i sliqne obavezuju�e komunikacije. Jedini vid koji je obavezivao

igraqe je Nexova ravnote�a, koja je samoindikuju�a, odnosno igraqima ide u korist

da se pridr�avaju Nexove ravnote�e. S druge strane, u kooperativnim igrama pos-

toje mehanizmi koji van igre utvr�uju me�usobne dogovore me�u igraqima. Takvi do-

govori me�aju igre u potpunosti. Na primer, u "Zatvorenikovoj dilemi" smo videli

da je Nexova ravnote�a dostignuta kada oba igraqa progovore i izdaju ovog drugog.

Me�utim, ako bi postojala me�usobna komunikacija, oni bi mogli da postignu do-

govor takav da nijedan od �ih ne oda drugog i tada bi oba igraqa zavrxila u bo	oj

poziciji nego u nekooperativnoj verziji igre.

Kooperativna teorija igara je pode	ena u dve grupe u zavisnosti od toga da li

postoji mehanizam koji prenosi dobitak jednog igraqa na drugog. Ukoliko postoji

takav mehanizam, jedinicu koja se prebacuje mo�emo smatrati novcem.

Ostvar	ivi skupovi vektora pla�a�a. Glavna osobina kooperativnih igara

je sloboda igraqa da imaju zajedniqku strategiju. To omogu�ava bilo kakvu kombi-

naciju verovatno�a vektora pla�a�a. Na primer u "Borbi polova", momak i devojka

mogu da se dogovore da bace novqi� i u zavisnosti od toga na koju stranu padne odu na

utakmicu ili predstavu. Mogli su to da urade i u nekooperativnoj verziji igre, ali

tada su mogli da promene odluku i nakon baca�a novqi�a. Skup vektora pla�a�a

koje igraqi mogu da ostvare kada sara�uju naziva se ostvar	iv skup. Kada igraqi

mogu da izvrxe pla�a�e sa strane onda govorimo o prenosivom dobitku, dok kada to

nije sluqaj, req je o neprenosivom dobitku.

Kada igraqi sara�uju u igri sa dva igraqa sa matricama A = (aij) i B = (bij)
koje su opisane u nekooperativnim igrama sa generalnom sumom, oni mogu da ostvare

dobitak bilo koje od mn taqaka, (aij , bij) za i = 1, 2, ...,m i j = 1, 2, ..., n. Oni tako�e

mogu posti�i bilo kakvu kombinaciju mexa�a ovih taqaka. Skup svih takvih do-

bitaka je konveksni omotaq od tih mn taqaka u ravni. Bez prenosivog dobitka, to

su sve mogu�nosti koje igraqi mogu da postignu.

Definicija 3.0.1. Ostvar	iv skup pla�a�a neprenosivog dobitka je konveksni

omotaq mn taqaka, (aij , bij) za i = 1, 2, ...,m i j = 1, 2, ..., n

16
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U sluqaju da postoji prenos novca sa strane, vektor pla�a�a, (aij , bij) se me�a
u vektor pla�a�a (aij + s, bij − s) za realan broj s. U sluqaju da je s pozitivan

predstav	en je prenos novca od II na I, dok u sluqaju da je s negativan predstav	en
je prenos novca sa strane, od I na II.

Definicija 3.0.2. Ostvar	iv skup pla�a�a prenosivog dobitka je konveksni omo-

taq vektora oblika (aij + s, bij − s) za i = 1, 2, ...,m i j = 1, 2, ..., n gde je s proizvo	an
realan broj.

Kao primer prethodno uvedenih pojmova posmatrajmo slede�u igru i grafike koje

predstav	aju skup pla�a�a kada je igra prenosivog i neprenosivog dobitka. Leva

slika predstav	a igru sa neprenosivim, dok desna predstav	a igru sa prenosivim

dobitkom.

Primer 6. G =

(
(4,3) (0,0)

(2,2) (1,4)

)

Figure 3.1: Osenqani su ostvar	ivi skupovi vektora pla�a�a.

Ako je dogovor u kooperativnoj igri postignut, bilo da je ona prenosivog ili

neprenosivog dobitka, oqekivano je da nijedan igraq ne mo�e da postigne bo	u

situaciju za sebe, bez da bar jednom od preostalih igraqa situacija postane loxija.

Takav zavrxetak se naziva Pareto optimalan.

Definicija 3.0.3. Za ostvar	iv vektor pla�a�a, (v1, v2) ka�emo da je Pareto

optimalan u sluqaju da je jedini vektor, (v′1, v
′
2) za koji va�i v′1 ≥ v1 i v′2 ≥ v2

zapravo (v′1, v
′
2) = (v1, v2).
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U prethodnom primeru, Pareto ostvar	ivi zavrxeci za neprenosivi dobitak su

vektori na pravoj, koja spaja taqke (1, 4) i (4, 3). S druge strane, Pareto optimalni

zavrxeci u primeru gde postoji prenosivi dobitak su vektori sa prave koja sadr�i

taqku (4, 3) i ima koeficijent pravca −1.
U igrama pretpostav	amo da postoji period pre poqetka igre u kom se igraqi

dogovaraju oko zajedniqke strategije, naqina pla�a�a i xta se doga�a ako ne mogu

da do�u do dogovora. Tada se postav	aju pret�e me�usobne koje bi naxtetile pro-

tivniku. Ako igraqi do�u do dogovora, mo�e se pretpostaviti da je vektor pla�a�a

Pareto optimalan, jer bi inaqe igraq predlo�io dogovor koji �e �emu doneti ve�i

dobitak, a pri tome ne�e naxtetiti drugim igraqima. Uz dogovor o prenosu novca,

svi igraqi, kako su racionalni, �e pristati na promenu vektora pla�a�a.

Spomenute pret�e �e igraq koristiti samo ako vixe xtete nekom od ostalih

igraqa nego �emu, ali one u suxtini slu�e samo da bi obezbedile poxtenu pre-

raspodelu novca. Pretpostav	a se da �e igraqi uvek do�i do dogovora i da ne�e

biti potrebe za ispu�e�ima pret�i, jer se ve�i dobitak mo�e ostvariti sarad�om.

Rexe�e igara sa prenosivim dobitkom za dva igraqa. Ako igraqi do�u

do dogovora, logiqno je da �e ostvariti najve�i mogu�i zajedniqki dobitak, σ,
σ = maximaxj(aij + bij) i to je vektor pla�a�a koji �e biti pode	en me�u �ima.

Oni �e se dogovoriti da koriste neki red i0 i kolonu j0 za koju je ai0j0 + bi0j0 = σ.
Taj zajedniqki izbor, (i0, j0) zove se kooperativna strategija. Oni tako�e moraju da se
dogovore oko finalnog vektora pla�a�a, (x∗, y∗) koji predstav	a konaqnu raspodelu
dobitka, pa je x∗ + y∗ = σ. Takva podela zahteva raspodelu novca jednog igraqa ka

drugom. Ako je x∗ > ai0j0 to znaqi �e I primiti pla�a�e sa strane od II u iznosu od
x∗ − ai0j0 . U sluqaju da je x∗ < ai0j0 , to znaqi da �e II primiti pla�a�e sa strane

od I u iznosu od ai0j0 − x∗.
Pretpostavimo sada da su igraqi odabrali svoje strategije pret�e, p za I i q za

II. Ako dogovor nije postignut, vektor pla�a�a postaje:

D = D(p, q) = D(pTAq, pTBq) = D(D1, D2), gde A i B predstav	aju matrice

dobitaka I i II redom, kao i do sada.

Taj vektor pla�a�a se nalazi i u verziji igre sa neprenosivim dobitkom i naziva

se taqka nesuglasice ili taqka pret�e. Onda kada je odre�ena taqka nesuglasice,

igraqi moraju da se slo�e oko taqke (x, y) na x + y = σ koja �e biti kooperativno

rexe�e. Jasno je da I ne�e prihvatiiti ma�e od D1, a II ma�e od D2, jer toliko

mogu da ostvare i ako ne postignu dogovor. Kada su odre�ene date taqke nesuglasice,

(D1, σ − D1) i (σ − D2, D2), igraqi se dogovaraju oko toga koju taqku na toj du�i

da odaberu. Matrice A i B vixe ne ulaze u razmatra�e kada se donosi ova odluka.

Sredixte du�i se name�e kao logiqan kompromis, jer �e oba igraqa po�ednaku �rtvu

imati ako ne do�e do dogovora. Prema tome, data taqka je:

ϕ = (ϕ1, ϕ2) = (σ−D2+D1
2 , σ−D1+D2

2 )
Odavde zak	uqujemo da I �eli da maksimizuje D1 − D2 dok II �eli da min-

imalizuje tu vrednost. To je u stvari igra sa nultom sumom, jer je: D1 − D2 =
pTAq − pTBq = pT (A − B)q. Neka su p∗ i q∗ optimalne strategije za I i II, redom
u igri A − B, i neka je δ vrednost te igre: δ = V (A − B) = (p∗)T (A − B)q∗. Ako I
koristi p∗ kao svoju pret�u najbo	e xto II mo�e da uradi je da iskoristi q∗. Onda
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taqka nesuglasice postaje D∗ = (D∗1, D
∗
2) = D(p∗, q∗). Kako je δ = D∗1 −D∗2 imamo da

je rexe�e sa prenosivim dobitkom zapravo:

ϕ∗ = (ϕ∗1, ϕ
∗
2) = (σ+δ2 , σ−δ2 ).

Pretpostavimo da su se I i II dogovorili oko izbora (i0, j0), gde je ai0j0+bi0j0 = σ.
Da bi se ostvarila malopre�as�a isplata, D∗, potrebno je pla�a�e sa strane od II
ka I u iznosu od σ+δ

2 − ai0j0 ili u sluqaju da je taj iznos negativan, onda je pla�a�e

od I ka II.

Primer 7. Posmatrajmo igru :

G =

(
(0,0) (6,2) (-1,2)

(4,-1) (3,6) (5,5)

)
Odavde znamo i matrice A i B:

A =

(
0 6 -1

4 3 5

)
i B =

(
0 2 2

-1 6 5

)
Maksimum od aij+bij se dosti�e u po	u (2, 3) i σ = 10. Ako se dogovore, odabra�e

drugi red i tre�u kolonu, me�utim ostalo je da se dogovore oko isplate sa strane.

Posmatrajmo igru nulte sume, A−B : A−B =

(
0 4 -3

5 -3 0

)
Lako odre�ujemo strategije

pret�e, p∗ = ( 3
10 ,

7
10)

T i q∗ = (0, 3
10 ,

7
10)

T pomo�u klasiqnog naqina rexava�a igara

2× n.

Figure 3.2: Na slici su funkcije koje grade do�u kovertu, kao u delu kada smo analizirali

igre 2× n.

Tako�e, lako odre�ujemo i δ = V
( 4 -3
-3 0

)
= −9

10 . Odavde znamo konaqne dobitke

igraqa, i oni iznose:
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ϕ∗ = (10−0.92 , 10+0.9
2 ) = (4.45, 5.45) i zak	uqujemo da da bi se slo�ili igraqi na

vektor pla�a�a (5, 5) potrebno je izvrxiti pla�a�e sa strane od I ka II u iznosu od
0.45.

Mo�emo da odredimo i D = (D1, D2), taqku nesuglasice:
D∗1 = (p∗)TAq∗ = 0.3(6 · 0.3− 0.7) + 0.7(3 · 0.3 + 5 · 0.7) = 3.41
D∗2 = (p∗)TBq∗ = 0.3(2 · 0.3 + 2 · 0.7) + 0.7(6 · 0.3 + 5 · 0.7) = 4.31
Odavde je jasno da varphi ∈ D∗1D∗2, jer je D∗2 −D∗1 = 0.9 = ϕ∗2 − ϕ∗1.

Primetimo da u igrama mo�e da postoji vixe strategija kojima je σ zbir dobitaka
i da pla�a�e sa strane zavisi od toga koja kombinacija strategija je odabrana. Isto

tako, mo�e postojati vixe taqaka nesuglasica, jer mo�e da postoji vixe optimalnih

strategija u igri A−B.
Jasno je da isti princip rexava�a igara mo�e da se primeni i u raznim ekonom-

skim modelima gde se kompanije dogovaraju oko podele novca povodom me�usobne

sarad�e.
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Zak	uqak

Teorija igara, iako je bila prvobitno osmix	ena za ekonomske modele ona je naxla,

zbog svoje jednostavne prilagod	ivosti i jedinstvenog naqina modelira�a razliqi-

tih situacija, u raznim sferama i oblasti sveta kakvog danas poznajemo.

Mnogi konflikti iz oblasti politqkih nauka se mogu modelirati teorijom igara.

Bilo da su to ratni sukobi, odabir novog premijera uslov	en koalicijama ili na-

jobiqnije glasa�e gra�ana.

Tako�e je na�ena i xiroka primena u biologiji. Evolucija je po	e koje najbo	e

mo�e biti predstav	eno preko teorije igara, uzimaju�i u obzir prilago�enost vrste

okolini i resurse kojima raspola�e.

Ova oblast matematike, pored ve� ogromne ekspanzije se oqekuje da do�ivi jox

ve�u popularnost i razvoj nego xto je to sluqaj do sada. Mnogi matematiqari se

upravo bave ovom granom matematike, jer je �ena budu�a primena neizbe�na.

21
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