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1

Uvod

Magnetna levitacija je naqin za odr�ava�e objekata u stabilnoj, ne obavezno i
statiqkoj, konfiguraciji korix�e�em isk	uqivo magnetnog po	a. Magnetne
sile se koriste kako bi se suprotstavile efektu sile zem	ie te�e kod klasiqne
levitacije, odnosno, efektima drugih sila koje bi mogle da izvedu objekat iz
ravnote�e.

Ovaj fenomen bio je vrlo intresantan fiziqarima, pogotovo nakon Ernxouovog
otkri�a 1842. godine. Naime, engleski matematiqar i fiziqar Samuel Ern-
xou dokazao je da elektrostatiqka (kasnije je dokazano da isto va�i i za
magnetostatiqku) stabilna levitacija nije mogu�a u bilo kojoj konfiguraciji
naelektrisa�a i statiqkih magneta.

Ipak, ve� nekoliko godina nakon Ernxouove teoreme, pojavili su se alterna-
tivni mehanizmi magnetne levitacije. Ve� 1912. godine, Emile Bachelet je
patentirao prvi mehanizam elektromagnetne suspezije koji je nazvao
”Levitating transmitting apparatus”. �egov ci	 je bio prenos poxte i ma�ih
paketa u vagonu levitiranom u magnetnom po	u.

Ubrzo nakon Ernxouove teoreme i otkri�a dijamagnetizma od strane M. Fa-
radeja 1846. godine, Lord Kelvin je pokazao da je levitacija dijamagneta
mogu�a. Sliqno, koriste�i se otkri�em superprovodnika poqetkom 20. veka,
V.K. Arkadiev otkrio je levitaciju superprovodnika.

Tehnologija koja se najqex�e pomi�e u konotaciji sa magnetnom levitaci-
jom, xto se tiqe xire publike, su brzi maglev vozovi. Iako �ihov poqetak
dose�e qak 1912. i Bechelet-a, mo�e se re�i da trenutni mehanizam potiqe od
Vernera Kempera, koji je predlo�io korix�e�e kontrolera povratne sprege i
privlaqne magnetne sile. Nakon dugog perioda rada nad ovom idejom, napokon
je evoluirala u Transrapidni sistem korix�en za maglev vozove u Xangaju,
2003. godine.
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2 1. Uvod

Dizajn sliqan prethodno pomenutim brzim vozovima iskorix�en je u Nagoji za
konstrukciju sporijih "urbanih maglev-a". Prednosti ovakve vrste transporta
su ne samo tiha, bezbedna i pouzdana vo��a, ve� i jeftina zamena za trenutne
oblike transporta, kako su cene odr�ava�a i korix�e�a veoma male.

U ovom radu akcenat je na opisu dijamagnetne levitacije i elektromagnetne
suspenzije. Predstav	en je matematiqki model ovih metoda i opisan eksperi-
ment.
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Teorijski uvod

Dva k	uqna dela magnetne levitacije su podiza�e levitiranog objekta, xto
podrazumeva postoja�e podizaju�ih sila koje se suprotstav	aju gravitacionoj
sili i stabilnost levitiranog objekta, xto obezbe�uje da ne�e do�i do spontane
promene konfiguracije sistema u kojoj bi podizaju�e sile bile neutralisane.

Kada je req o magnetnoj levitaciji, podizaju�e sile su magnetne sile, a mag-
neti koji ih generixu mogu biti stalni, elektromagneti, feromagneti, dija-
magneti, superprovodnici kao i magnetizam indukovan strujom u kalemu.

2.1 Ernxouova teorema

Samuel Ernxou je bio engleski matematiqar i fiziqar. U svom radu pod
nazivom "O prirodi molekularnih sila koje regulixu sastav etra", izdatom
1842. godine, radio je na jednom od najizazovnijih pita�a svog vremena.

Ernxou je otkrio nexto jednostavno ali va�no. Qestice etra ne mogu da
se na�u u stabilnoj ravnote�i ako interaguju nekom od sila koje opadaju sa
kvadratom rastoja�a (1/r2). Najpoznatije sile sa ovom osobinom su gravita-
ciona, magnetna i elektrosatiqka.

Ernxouova teorema se osla�a na osobine potencijalnih energija koje opadaju
sa rastoja�em. Laplasijan sume takvih energija je nula, odnosno∇2

∑
ki/r = 0.

Ovo znaqi da kada postoji ravnote�a sila, telo i da	e nije u ravnote�i jer
ne postoji lokalni minimum ove potencijalne energije. Tako da, umesto min-
imuma u tri dimenzije, potencijalna energija je u obliku sedla. To znaqi da
ako je ravnote�a stabilna u jednoj dimenziji, nestabilna je u ortogonalnoj.

3



4 2. Teorijski uvod

Teorema tako�e va�i za bilo koji broj naelektrisa�a ili magneta. U sluqaju
magneta, posmatra se energija U , magnetni dipol M i po	e B:

U = −MB = −MXBX −MYBY −MZBZ (2.1)

Kako je M konstantno, energija U zavisi samo od komponente B. Kako u mat-
netostatiqkim po	ima va�i:

∇2B = 0 (2.2)

Iz (2.2) va�i da je ∇2U = 0, xto znaqi da potencijalna energija nema lokalni
minimum.

2.2 Izvan Ernxouove teoreme

Ernxouova teorema ne uzima u obzir materijale koji nisu stalni fiksni
magneti. Feromagneti i paramagneti, kao i dielektrici, poravnavaju se sa
pravcem magnetnog po	a i kre�u se ka �egovom maksimumu. Kako se maksi-
mum magnetnog po	a jav	a samo u izvoru, �ihova levitacija je u ovom sluqaju
nemogu�a.

Dijamagneti se za razliku od �ih kre�u ka minimumu magnetnog po	a u kome
se nalaze. Kako u ovom sluqaju lokalni minimum postoji, levitacija dijamag-
neta je mogu�a.

Ranije je pokazano da ne postoji lokalni minimum ni za jednu vektorsku kom-
ponentu magnetnog po	a. Sa druge strane, lokalni minimum brojne vrednosti
jaqine po	a mo�e da postoji.

Kao xto je ranije pomenuto, nekoliko godina nakon Ernxouove teoreme, Lord
Kelvin je teorijski pokazao da dijamagnecke supstance mogu da levitiraju u
magnetnom po	u. U tom sluqaju energija ne zavisi linearno od jaqine po	a B
ve� od B2 xto mo�e da ima laplasijan 0, odnosno:

∇2B2 ≥ 0 (2.3)

Pokazuje se da je k	uqna ideja svih do sada poznatih levitacionih xema u
tome da energija ne zavisi linearno od komponenti vektora jaqine po	a, ve�
od �ene brojne vrednosti.

Nemaqki nauqnik Verner Braunbek je 1939. godine, izuqavaju�i problem statiqke
levitacije, doxao do otkri�a da se stabilna levitacija mo�e posti�i samo ako
materijal levitiranog objekta ima ε < 1 i µ < 1. Gde su ε i µ dielektriqna
propust	ivost i magnetna permeabilnost respektivno.
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Kao specijalni sluqaj mehanizma po kom dijamagneti levitiraju, 1947. go-
dine jav	a se i superprovodniqka levitacija, koju je otkrio ruski fiziqar
Vladimir K. Arkadiev.

Jedini preostali naqin da se izbegne Ernxouova teorema, ako se izuzme korix-
�e�e elektromagnetne suspenzije, jeste levitira�e feromagneta koji rotiraju
oko svoje ose. Ovu pojavu otkrio je i opisao Roj Harigan 1983. godine. Kako
se telo rotira, pobija se Ernxouova teorema i levitacija je mogu�a. Komer-
cijalni primer ovog naqina levitacije je Levitron.



6 2. Teorijski uvod



3

Dijamagnetna levitacija

Dijamagnetizam je osobina materijala da formira suprotno magnetno po	e od
onog kome je izlo�eno. Magnetna permeabilnost dijamagnetnih materijala je
ma�a od relativne magnetne permeabilnosti, zbog qega se i koriste za leviti-
ra�e. (kao xto je pomenuto u oblasti 2.1)

U nastavku �e biti objax�eno kako dijamagneti levitiraju, nasuprot onome
xto govori Ernxouova teorema. Kako bi to uradili, najpre je potrebno postaviti
formule za energiju i ravnote�u dijamagneta u magnetnom i gravitacionom
po	u (3.1), kao i odrediti uslove za stabilnu ravnote�u (3.2). Nakon toga, u
oblasti 3.3 bi�e opisan eksperiment koji su izveli Beri i Gejm.

3.1 Energija i ravnote�a

Neka posmatrano spo	ax�e magnetno po	e dolazi od solenoida smextenog u
r = {x, y, z}, gde je jaqina magnetnog po	a oko �ega B(r). Objekat koji je levi-
tiran ima masu M i zapreminu V i nalazi se u gravitacionom po	u ubrza�a
g. Magnetna susceptibilnost objekta je λ. Kako je kod dijamagneta λ < 0, a za
sada posmatramo i paramagnete (gde je λ > 0), me�amo znaqe�e oznake λ tako
da λ = −|λ|. U delu 3.2 bi�e objax�eno zaxto je levitacija nemogu�a za sluqaj
λ > 0.

Za objekte gde je |λ| << 1 (koji nas i interesuju), va�i slede�a aproksimacija
za indukovani magnetni moment:

m(r) = −|λ|V B(r)

µ0

(3.1)

Gde je µ0 magnetna permeabilnost vakuma.
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8 3. Dijamagnetna levitacija

Beskonaqno mali rad koji se izvrxi u ovom magnetnom po	u je −dmB. Inte-
gracijom po po	u od 0 do B(r) i ubacija�em jednaqine 3.1. dobija se magnetna
energija objekta u magnetnom po	u B. Dodava�em potencijalne gravitacione
energije dobija se ukupna energija objekta:

E(r) = mgz +
|λ|V
2µ0

B2(r) (3.2)

Kako �elimo da se objekat nalazi u ravnote�i, ukupna sila koja deluje na telu
mora da bude 0:

F (r) = −∇E(r) = −mgez −
|λ|V
µ0

B(r)∇B(r) = 0 (3.3)

Gde je ez jediniqni vektor u pravcu vertikale. Smatramo da je geometrija
solenoida takva da levitacija objekta zavisi samo od �egovog polo�aja u z-
osi, odnosno smatramo da su sva po	a koja utiqu na telo rotaciono simetriqna
u odnosu na z-osu. Uzimaju�i to u obzir kao i jednaqinu 3.3 dobijamo uslov za
ravnote�u:

B(z)B′(z) = −µ0ρg

|λ|
(3.4)

Vidimo da uslov za ravnote�u zavisi samo od gustine tela, odnosno ρ.

3.2 Stabilnost

Da bi objekat levitirao mora da bude u stabilnoj ravnote�i, to jest mora da
postoji sila koja objekat vra�a u ravnote�ni polo�aj. Kako bi objekat bio
u stabilnoj ravnote�i, energija objekta mora da ima minimum. Za poqetak,
poka�imo zaxto levitirani objekat ne mo�e da bude paramagnet. Potreban
uslov za ravnote�u objekta je:

{
F (r)dS < 0 (3.5)

Integracija se vrxi po bilo kojoj maloj zatvorenoj povrxini bliskoj ravnote�nom
polo�aju. Po Gausovoj teoremi jednaqina 3.5 je ekvivalentna ∇F (r) < 0.
Odavde i iz jednaqine 3.3, uzimaju�i da je |λ| zapravo −λ (jer je req o param-
agnetima):

∇2B2(r) < 0 (3.6)
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Kako magnetni monopoli ne postoje va�i ∇B = 0, a kroz solenoid ne teqe
struja, tj ∇×B = 0, komponente B zadovo	avaju Laplasovu jednaqinu i va�i:

∇2B2 = ∇2(B2
x +B2

y +B2
z )

= 2[|∇Bx|2 + |∇By|2 + |∇Bz|2 +Bx∇2Bx +By∇2By +Bz∇2Bz]

= 2[|∇Bx|2 + |∇By|2 + |∇Bz|2] ≥ 0 (3.7)

Jednaqina 3.7 je u suprotnosti sa potrebnim usovom za stabilnu ravnote�u,
qime je pokazano da levitacija paramagneta nije mogu�a.

Dovo	an uslov da je objekat u stabilnoj ravnote�i (3.5 je samo potreban uslov)
je da energija mora da s pove�ava u svim smerovima od ravnote�nog polo�aja
koji zadovo	ava 3.4:

∂2xE(r) > 0 ∂2yE(r) > 0 ∂2zE(r) > 0 (3.8)

Xto znaqi da su dovo	ni uslovi za stabilnu ravnote�u dijamagneta (iz jed-
naqine 3.2):

∂2zB(z) > 0 ∂2xB(x) > 0 (3.9)

Pri qemu se prva nejednakost odnosi na vertikalnu stabilnu ravnote�u, a
druga na horizontalnu (uzimaju�i u obzir da su uslovi za horizontalnu stabil-
nost po obe ose ekvivalentni zbog rotacione simetrije). Sada treba pokazati
da se uslov za stabilnu ravnote�u mo�e izraziti preko prvog i drugog izvoda
B, odnosno B′ i B′′.

Poqi�emo uvo�e�em magnetnog potencijala Φ(r) za koji va�i:

B(r) = ∇Φ(r) (3.10)

Uvodimo i obele�je za izvode potencijala: Φn(z) ≡ ∂nz Φ(0, 0, z).
Kako magnetni potencijal Φ zadovo	ava Laplasovu jednaqinu i kako je po	e
rotaciono simetriqno, va�i:

∂2xΦ(0, 0, z) = ∂2yΦ(0, 0, z) = −1

2
Φ2(z) (3.11)

Va�no je napisati Φ u blizini ose, tako da Φ(r) razvijamo do drugog stepena:

Φ(r) = Φ0(z) +
1

2
(x2∂2xΦ(0, 0, z) + y2∂2yΦ(0, 0, z))

= Φ0(z)− 1

4
(x2 + y2)Φ2(z) (3.12)
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Iz definicije magnetnog potencijala 3.10 i jednaqine 3.12, dobija se jaqina
po	a:

B2(r) = Φ2
1(z) +

1

4
(x2 + y2)(Φ2

2(z)− 2Φ1(z)Φ3(z)) (3.13)

Koriste�i prethodne jednaqine, uslovi za stabilnost dijamagneta 3.9 se mogu
napisati pomo�u Φn(z), a time i pomo�u jaqine po	a i izvoda jeqine po	a po
osi:

D1 = B′(z)2 +B(z)B′′(z) > 0 D2 = B′(z)2 − 2B(z)B′′(z) > 0 (3.14)

Gde je prvi usov za vertikalnu, a drugi za horizontalnu stabilnost.

Odavde se mo�e uoqiti da je matematiqki razlog levitacije dijamagneta, up-
rkos Ernxouovoj teoremi, taj da energija zavisi od jaqine po	a B(r), koja za
razliku od �enih komponenti ne zadovo	ava Laplasovu jednaqinu i time mo�e
da ima minimum.
Tako�e, gledano sa strane fizike, dijamagneti ne zadovo	avaju Ernxouovu teo-
remu jer, kao xto se vidi u jednaqini 3.1, �ihov dipolni momenat zavisi od
jaqine po	a u kom se nalaze.

3.3 Stabilne zone

Jaqina po	a u solenoidu kao i ispod levitiranog objekta monotono opada kako
z uzima vrednosti od 0 do beskonaqnosti. Postoji prevojna taqka na nekoj
visini zi, odnosno va�i B

′′(zi) = 0. Iz jednaqina 3.14 vidi se da su i D1 i D2

pozitivni u taqki zi. Tako�e lako se pokazuje da D1 ima nulu u nekoj taqki
z1 < zi, xto znaqi da za taqku z u kojoj va�i vertikalna stabilnost mora da
bude z > z1. Sliqno, D2 ima nulu u taqki z2 > zi i horizontalna stabilnost
u nekoj taqki z je zadovo	ena za z < z2. Ovim smo pronaxli stabilnu zonu
(z1 < z < z2) u kojoj dijamagnet mo�e da levitira.

Da bi levitacija bila ostvarena, potrebno je da uslov za ravnote�u 3.4 bude
ostvaren, kao i da objekat le�i u stabilnoj zoni. Ovo se mo�e posti�i promenom
struje u solenoidu koja skalira jaqinu magnetnog po	a, ali odr�ava geometriju
funkcije po	a i stabilne zone ostaju iste.

Posmatrani model solenoida ima du�inu L i polupreqnik r. Definisane su
skalirane vrednosti:

ξ =
x

a
, η =

y

a
, ζ =

z

L
, δ =

2a

L
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Ako je B0 jaqina po	a u taqki z = 0, uvo�e�em novih skaliranih promen	ivih
definixemo po	e:

B(ζ, δ)

B0

=
1

2

√
1 + δ2

(
1− 2ζ√

(1− 2ζ)2 + δ2
+

1 + 2ζ√
(1 + 2ζ)2 + δ2

)
(3.15)

Prevojne taqke se nalaze blizu krajeva solenoida (ζ = ±1/2), ali se po uslovu
3.4 levitacija odr�ava samo na ζ = 1

2
gde je izvod funkcije po	a negativan.

Slika iznad prikazuje po	e (gde je δ = 0.1) kao i diskriminanteD1 iD2. Mogu
se izraqunati stabilne zone u ovom sluqaju: ζ1 = 0.487083 < ζ < ζ2 = 0.510223.
Prime�uje se da je stabilna zona veoma mala.

Za "tanke" solenoide (δ << 1 odnosno a << L) mogu se uvesti odre�ene aproksi-
macije. Smatramo da je prvi qlan u formuli 3.15 nula, a drugi jedan (ζ = 1/2).
Prevojna taqka i graniqne taqke stabilne zone izra�ene preko karakteristika
solenoida su:

zi =
1

2
L

z1 =
1

2
L0.258199a < z < z2 =

1

2
L+ 0.204124a (3.16)
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Sliqno, za xiroke solenoide (δ >> 1 odnosno a >> L) pojednostav	e�e je
ponovo mogu�e, u ovom sluqaju aproksimacijom solenoida na strujni prsten
kroz koji protiqe struja. Tada je jaqina po	a:

B =
B0(

1 +
(
z
a

)2)3/2 (3.17)

Koriste�i 3.15, dobijamo prevojnu taqku i graniqne taqke stabilne zone izra�ene
preko karakteristika solenoida:

zi =
1

2
a

z1 =
1√
7
a = 0.378a < z < z2 =

√
2

5
a = 0.6325a (3.18)

3.4 Eksperiment

U ovom ode	ku opisan je eksperiment koji su izveli Beri i Gejm 1997. godine.
Za pohetak, koriste�i jednaqinu 3.4, odre�uje se pribli�na vrednost jaqine
magnetnog po	a potrebnog za uspostav	a�e levitacije. Uzimaju�i da je mag-
netna susceptibilnost vode λ = −8.8 10−6 i ρ = 1000kg m−3, proizvod jaqine
po	a i �egovog izvoda je:

B(z)B′(z) = −1400.9 T 2m−1 (3.19)

Kao izvor magnetnog po	a u eksperimentu korix�en je "Bitter" magnet, koji
je zapravo solenoid naprav	en od gusto pakovanih metalnih ploqa kroz koje
naizmeniqno prolazi struja. Magnet kontinualno troxi oko 4 MW snage, ali
je to snaga koja se u vidu toplote osloba�a na solenoidu a ne na samu levitaciju.

Mere�em po	a koje proizvodi solenoid u eksperimentu pokazano je da postoji
prevojna taqka na zi = 78mm, gde je po	e B(zi) = 0.63B0. Kako je gradijent
po	a u taqki zi jednak −8.15B0 Tm

−1, po jednaqini 3.19 mo�e se izraqunati
potrebna centralna jaqina po	a:

B0 = 16.5 T. (3.20)

Iz jednaqine 3.14 mogu se izraqunati determinante D1 i D2, time i stabilna
zona: z1 = 67.5 mm < z < z2 = 87.5 mm.

Ubacivani su razliqiti dijamagnetni objekti i struja kroz soleniod je me�ana
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dok se nije uspostavila stabilna levitacija. Odgovaraju�e po	e B0 je izraqu-
nato na pribli�no 16 T i telo je levitiralo blizu gor�eg kraja solenoida,
xto je u skladu sa teorijskim predvi�a�em. Posmatra�em loptastog objekta
polupreqnika 3 mm naprav	enog od plastike, uoqeno je da stabilno levitira
u rasponu (69±1) mm < z < (86±1) mm, xto je tako�e u skladu sa teorijskim
predvi�a�em.

Indukovani magnetni momentm iz jednaqine 3.1 mo�e se posmatrati kao struja
I = |m|/S, gde je S povrxina konture kroz koju protiqe ova struja. Za objekat
preqnika 10 mm, koja odgovara maloj �abi koja je levitirana, struja iznosi
1.5 A. Naravno, ova struja predstav	a sumu mikro struja lokalizovanih u
atomu, xto znaqi da �iva bi�a korix�ena u eksperimentu nije udarila struja.
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Elektromagnetna suspenzija

Kao xto smo videli u prethodnim poglav	ima, Ernxouova teorema ne dozvol-
java stabilnu levitaciju paramagneta u konstantnom magnetnom i gravita-
cionom po	u. Metoda magnetne levitacije koja koristi elektromagnetnu sus-
penziju osla�a se na qi�enicu da se stalnim me�a�em napona na elektro-
magnetu me�a i struja, a time i jaqina magnetnog po	a, qime je omogu�ena
stabilna levitacija. Povratna sprega (feedback loop) u elektromagnetnoj sus-
penziji, ima ulogu da na osnovu uda	enosti levitiranog objekta od elektro-
magneta, koju dobijamo korix�e�em senzora, vrxi korekciju na struju koja mu
se predaje, i na taj naqin odr�ava pomenutu visinu na nekoj prethodno odred-
jenoj.

Korix�e�em elektromagneta u elektromagnetnoj suspenziji stvara se po	e koje
na telo utiqe privlaqno, silom suprotnom gravitacionoj sili. Alternativno,
mogu se koristiti dva elektromagneta, gde se jedan nalazi ispod levitira-
nog tela i na �ega deluje odbojno. Matematiqki model opisan u nastavku
podrazumeva da je korix�en jedan elektromagnet koji se nalazi iznad levi-
tiranog tela.

Kontroler qija je uloga da regulixe struju koja se prosle�uje elektromag-
netu, najqex�e je jedan od: PID (proporcionalno-integralno-diferencijalni
kontroler) i LQR (linearni kvadratni regulator). Kako se qex�e jav	a u
sistemima sliqnim onog koji se opisuje, ovom radu bi�e korix�en PID kon-
troler.

Prethodno pomenuti senzor koji meri rastoja�e levitiranog objekta od elek-
tromagneta je najqex�e ultrazvuqni ili holov senzor. Ultrazvuqni senzor,
kao xto i �egovo ime predla�e, na osnovu vremena proteklog izme�u trenutka
emisije i recepcije ultrazvuqnih talasa, raquna razda	inu od predmeta. Sa
druge strane holov senzor, baziran na Holovom efektu, meri magnitudu mag-
netnog po	a. Upotrebom jednog ili vixe ovakvih senzora, mo�e se izmer-
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16 4. Elektromagnetna suspenzija

iti jaqina magnetnog po	a koja dolazi od levitiranog objekta i na osnovu
toga odrediti �egovo rastoja�e. Kako ci	 ovog rada nije prav	e�e fiziqke
postavke ovakvog sistema, ne�e se koristiti konkretno ni jedan od prethodno
navedena senzora, ve� �e senzor biti modelovan kao deo transfer funkcije pri
opisu matematiqkog modela.

Ci	 ovog dela rada je pre svega postaviti jednaqine matematiqkog modela koji
odgovara opisanom sistemu levitacije. Nakon toga, prikazati rezultate simu-
lacije ra�ene u MATLAB Simulink-u i uporediti ponaxa�e levitiranog ob-
jekta u nekontrolisanim uslovima kao i kada je korix�en pomenuti kontroler.

4.1 Matematiqki model

Radi lakxeg snala�e�a sistem je pode	en na dva dela:
1) Mehaniqki sistem
2) Elektriqni sistem
Jaqina privlaqne magnetne sile kada je magnet na rastoja�u h i kada kroz
elektromagnet teqe struja i je:

f(h, i) = −i
2

2

dL(h)

dh
(4.1)

Ukupna induktivnost L kao funkcija zavisnosti od h:

L(h) = L1 +
L0H0

h
(4.2)

Gde su L1 induktivnost elektromagneta kad nije u blizini levitiranog ob-
jekta, L0 induktivnost elektromagneta i levitiranog objekta i H0 ravnote�ni
polo�aj i oni se odre�uju eksperimentalno.

Koriste�i 4.2, dobijamo:

f =
L0H0

2

[ i
h

]2
(4.3)

Korix�e�em Tejlorovog razvoja, jednaqina sile f mo�e se linearizovati:

f = f0 +
( ∂f
∂L0

)
4 L0 +

( ∂f

∂H0

)
4H0 +

(∂f
∂i

)
4 i+

(∂f
∂h

)
4 h (4.4)

Kako su L0 i H0, funkcija f se moze aproksimirati:

f = f0 +
(∂f
∂i

)
4 i+

(∂f
∂h

)
4 h (4.5)
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Gde je f0 sila koja se suprotstav	a sili zem	ine te�e u ravnote�nom polo�aju.
Iz jednaqina 4.3 i 4.5, dobijamo jednaqinu sile f :

f =
L0H0

2

( I0
H0

)2
+
L0I0
H0

4 i− L0I0
H2

0

4 h (4.6)

Pri qemu je I0 struja koja je potrebna elektromagnetu da bi telo bilo na
visini H0 (u ravnote�nom polo�aju). Sila neophodna da bi se telo vra�alo u
ravnote�ni polo�aj je f1 = f − f0. Data je jednaqinom:

f1 =
L0I0
H0

4 i− L0I0
H2

0

4 h (4.7)

Ovim je zavrxen opis mehaniqkog dela sistema. Kako bi se opisao elektriqni
deo sistema, potrebno je odrediti napon koji je potreban elektromagnetu:

V = iR + L(h)
di

dt
(4.8)

Ako pretpostavimo da se levitirani objekat nalazi u blizini ravnote�nog
polo�aja, kao i da va�i L1 >> L0, iz jednaqine 4.2 dobije se L(h) ≈ L1. Tada
va�i:

V = iR + L1
di

dt
(4.9)

Primenom Laplasove transformacije, dobija se:

I(s)

V (s)
=

1

L1s+R
(4.10)

Sada, kako bi se postavio uslov za ravnote�u objekta, koristi se Drugi�utnov
zakon:

M
d2h

dt2
= −f1 (4.11)

Primenom Laplasove transformacije, dobija se:

H(s)

I(s)
= − K1I(s)

Ms2 −K2

(4.12)

Gde su K1 i K2 date jednaqinama:

K1 =
2βI0
H2

0

, K2 =
2βI20
H3

0

Gde je β = H0L0

2
.
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Kao xto je ve� pomenuto, ovakav sistem bi morao da ima senzor koji meri vis-
inu levitiranog objekta u svakom trenutku. Kako bi se dobila kraj�a transfer
funkcija koja se predaje kontroleru, neophodno je i �ega predstaviti nekim
matematiqkim modelom, u ovom sluqaju datim jednaqinom 4.13.

Vs = Ksh (4.13)

Ovim se mo�e dobiti transfer funkcija sistema:

G(s) =
Vs(s)

V (s)
=

−KsK1

ML1(
S + R

L1

)(
S2 − K2

M

) (4.14)

4.2 PID kontroler

PID (proporcionalno-integralno-diferencijalni kontroler) koji u vidu pet	e
raquna grexku kao razliku izme�u referentne i prave vrednosti kontrolne
veliqine i prime�uje korekciju na osnovu proporcionalnih, integralnih i
diferencijalnih uslova. Kontrolna veliqina u ovom sistemu je visina levi-
tiranog objekta, odnosno, �egovo rastoja�e od podloge. Referentna vrednost
kontrolne veliqine je H0 i ona se odre�uje eksperimentalno (zavisi od ostalih
parametara u sistemu). Transfer funkcija PID kontrolera data je kao:

K(s) = Kp +
Ki

s
+Kds (4.15)

Gde su Kp , Ki i Kd proporcionalni, integralni i diferencijalni koefici-
jenti redom. Xema kontrolera prikazana je na slici ispod.
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4.3 Rezultati

Kako bi se na primeru pokazao kontroler kao xto je PID, sistem je prikazan
u dva scenarija. Prvi scenario je onaj u kome kontroler ne postoji, odnosno
levitirano telo je puxteno u prostor sa konstantnom jaqinom magnetnog po	a.
Grafik zavisnosti rastoja�a levitiranog tela od podloge koji ovu situaciju
odre�uje prikazan je na slici ispod.

Prime�uje se da visina levitiranog objekta eksponencijalno raste, xto znaqi
da se ni u jednom trenutku ne�e odr�avati na konstantnoj visini. Drugim
reqima, levitacija nije mogu�a.

Drugi scenario se odnosi na onaj u koji je uk	uqen kontroler. Grafik u tom
sluqaju izgleda kao na slici ispod.
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Mo�e se primetiti da se u ovom sluqaju, qak i pri promeni jaqine po	a,
odnosno napona na elektromagnetu, posti�e konstantna visina tela. Drugim
reqima, levitacija u smislu odr�ava�a levitiranog tela na konstantnoj visini
je postignuta.



5

Zak	uqak

Magnetna levitacija je oblast o kojoj se priqa ne samo u krugu fiziqara, ve�
i u xiroj javnosti ve� dugi niz godina. Razlog za to je veliki broj primena
u razliqitim oblastima koje pru�a. U ovom radu predstav	ene su dve vrste
magnetne levitacije: dijamagnetna levitacija i elektromagnetna suspenzija.
Pokazano je da, nasuprot onome xto govori Ernxouova teorema, magnetna lev-
itacija jeste mogu�a pri odre�enim uslovima.
Zanim	ivo je posmatrati sliqnosti i razlike izme�u opisanih vrsta lev-
itacije. Kako su naqini pristupa vrlo razliqiti, jedan je vixe teorijski
a drugi vixe in�i�erski, bilo mi je zadovo	stvo da se upustim u oba i iz
perspektive ove teme vidim sliqnosti i razlike u ove dve grane nauke.
�elela bih da se zahvalim mom mentoru Jovici Milisav	evi�u na sarad�i
i podrxci, ne samo u okviru maturskog rada ve� i tokom proteklih nekoliko
godina. Tako�e bih se zahvalila mojoj profesorki fizike Nataxi Qalukovi�
na prenetom zna�u i 	ubavi prema fizici.
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