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1. YBog

OTkako je mo4yeo BPTOIJIaBM pa3BOj NPUPOJHUX HayKa KpO3 HCTOPH]y, jeJHa
CTBap je yBek OuWJla HeONXOJHAa a TO je MaTeMaThka. Kao Hayka, MaTeMaTHKa ce
MHTEH3MBHO pa3BHjaJla TAaKo Ja Cy A0 16. Beka meHe Haj3HadajHUje IrpaHe OuJe
reoMeTpyja U apUTMETHKA, 3aTUM NOYHMIbe HWHTEH3WBHU Pa3Boj AudepeHLUjaJHOT U
VHTErpa/IHOT payyHa KOjUu AOCTHXKe CBOj BpXyHal| HerZie y 18. Beky. Te Teopuje nocrajie
Cy K/by4YHe 3a UCIMTUBaK-€ KaKo 3aKOHa IPUPO/Je KOjU BJIaZajy Ha HAIIOj IIJIAHETH TaKO
M 32 OHe KOjU OIMCYjy Lieo yHUBep3yM. /laHac MaTeMaTHKa YOIIITEHO CJAYyXU Kao
CpeACTBO KOje ONMUCyje 0OjeKTe Koje je caMa CTBOpWUJa U Kao Hajsehu momohHuK y
npoy4daBamy GU3HKe, XeMHje, 6M0JI0THje U OCTAIUX IPUPOJAHHUX HayKa.

JacHO je KOJIMKM je JONPUHOC MaTeMaTHKa [aia [1eJIOKYITHOM Pa3BUTKY CBETCKe
HayKe, a/Jlu OHO 1WITO he 6UTHU TeMa OBOI MAaTYpCKOI pajid jecTe [a MOKaXXeMO KaKo Cy
Jlpyre NpUpoJiHe HayKe yTUlajle Ha wy. KoHKpeTHO, nokywahy fa nmokaxeMm Kako ce
MHOTY MaTeMaTHU4YKHU NpobJieMHU- TeopeMe MOTYy UCIIMTATH MJIM l0Ka3aTU KopucTtehu ce
MamToM U ofpeheHuM ¢PuanykuM 3akoHuMa. lllTaBuiie, nmokywahy Aa npejacTaBUM
jelaH MoMaJIo eKCIIepUMEHTA/IHU NMPUCTYN AOKAa3UBalky HEKUX 3HAYajHUjUX U Mame
3HaYajHUX MaTeMaTH4YKHUX TeopeMa M3 00JIaCTU reoMeTpHje U apUTMeTHKe, Ha jeJjaH
Kpajie 3aHUM/bUB U UCTPAKMBAYKHU HAYUH.

Hpeja oBor paZia jecTe cTBapame jejHe MaJle pU3HULIE NUMTalkha U 04T0BOpa KOjU
nokasyjy Mehyco6GHy mnoBe3aHOCT H3MeDy ersakTHUX, NPUPOJHUX HaykKa U Koja
noTBphyje Ja je HeMoryhe nokasaTu rje ce Hajla3y JIMHUja Koja pa3/iBaja jeHY HAYKYy
oA apyre Beh fa ce BUXOBU NpeAMeTH NpoyyaBawkba Mehyco6HO NpoKUMajy.

[IoTYMHUTHU jefHY HAYKy ApYyroj, 6uao puU3uKy O6UI0 MaTeMaTUKY, IpeACTaB/ba
rpex yTOJIMKO IITO 6U CBaka 6e3 OHe Jjpyre eHOPMHO TpIiesa y CBOjOoj NHOBAaTUBHOCTH,
NPUMEH/bUBOCTH U Ha Kpajy JienoTU. Tpeba TeKUTHU Ka NpOHalaxKewhy 6asaHca u3Mehy
er3akTHOCTU M BpeMeHCKe HeloKo0JIe6/bUBOCTH jefiHe U HJiejHe LIMPUHE U MOACTpeKa
KpeaTUBHOCTH KOjy HOCH ipyra Hayka. Taja cMo CBY Ha AOGUTKY!



2. Moh nenTpa mace

2.1.0 MNojam ueHTpa mace

[Ipe Hero mITO MOYHEMO ca HaBOhemeM HEKHMX OCHOBHUX OCOOMHA I[eHTpa Mace
Tpebasio 6U Jja YBeJleMO HeKe OCHOBHE MOjMOBe KOju he HaM OUTH MOTPeO6HU Aa 6UCMO
CTBapH a/IeKBaTHO OMHCaJIH:

-du3uyKu cucmeM: je CKyn JiBa WM BHIle TeJsa Koja MOTY Jla UHTeparyjy Mehyco6Ho
WJIM Ca TeJIMMa Koja ce HaJla3e U3BaH TOI CUCTeMa.

-YHympauwmre cuie: 3a 1aTU CUCTEM Cy OHe CUJIe KOjUMa TeJla U3 TOT CUCTeMa Jesyjy
jesHa Ha fpyre.

-Cnossauwirbe cuse: Cy cujie MHTepakKliyje Tesla y CUCTEMY ca TeJIMMa Koja ce HaJsla3e BaH
TOT IOCMATPAHOT CUCTEMA.

-H30./108aHU cucmemM: je CKyll TeJsa TaKaB /ja je pe3yJITaHTa CIOJballllbUX CHJIA KOje Ha
1era JieJlyjy jeiHaK HyJIU UJIH Cy Te CIoJballlbe ChJie MHOTO clabuje o/l yHy TpallbHUX.

JAeduHuyuja: 3a cBaKo TeJIO0 UM CUCTEM TeJIa, U3JI0XKEHO JIeJIOBahy HEKe CIOJballlibe
cuJie, IOCTOjU TadyKa Koja ce Kpehe MCTO Kao IITO O6M ce KpeTaja MaTepHjajiHa Tayka
Mace jeJlHaKe YKYITHOj Macu CUCTeMa MO0/, 1€jCTBOM UCTe Te CIo/balllkbe CUJIE .

Ta Ta4yka ce Ha3HBa HEeHTap Mace TeJjila OAHOCHO CUCTeMa.
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2.1.1 ITo/102kaj ¥ KapaKTepUCTUKE LieHTpa Mace

[TocmaTpajMo cucTeM 0/ 1 MaTepUja/IHUX TayaKa U HeKa CBaka 0J] lbUX Y HEKOM
WHEepIHUjaTHOM pedepeHTHOM CHCTeMy MMa CBOj pazaujyc Bektop i, i € {1,2,3..n} u
cBojy Macy m;, i €{1,2,3..n}. Taga je mnosoikaj ueHTpa Mace "ozgpeheH pagujyc
BEKTOpPOM:
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s Di=1MiT
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Ako 03HayMMO YKYIIHy macCy CMCTeMa ca M, Koop/MHaTe LieHTpa mace oapebene cy
oArosapajyhuM KoopZiiHarama MaTepUjaJHUX TadyaKa:
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AKo yonuTeHo MocMaTpaMoO HEKO TeJI0 KOHAaYHUX JUMEeH3Uja, Ha CJIMYaH HAuyuH ce
oapebyje u weroB LieHTap Mace. /loBO/bHO je U3/IeJIUTHU I'a HA 6eCKOHAYHO Jiesrha Koju
ce MOTy cMaTpaTU MaTepUjaJIHUM TayKaMa U 10 Tope HaBeJleHOj popMy/rd U3padyyHaTH
MI0JI0Kaj KLer0BOT IIeHTpa Mace.

AHanorHo oBoMe MokeMo npoHahu ojrosapajyhe ¢opmyse 3a 6p3uMHY OJHOCHO
yOp3ame LleHTpa Mace CUCTeMa.

[TocMmaTpajMo AiRa pa3M4YMTa TPEHYTKa:
ileka je y TEmeHy Y 1 MOJIOMKELIEHTPA Mace ] a Y TPEHYTKY 2 7, [IPH 4YeMY BaXKH:
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BpeMeHy 061MjaMo U3pa3 3a 6E3HHY lleHTpuMace:
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Ha kpajy, ako NnpeTxoJHYy jefHauyuHy joll jeArnM HU3AMdepeHLUpaMO [0 BpeMeHY
flobrheMo jeaHayMHYy 3a yop3ame LemTpa Mace:
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M3 npeTxoHO HaBeAeHUX GOpPMyJa BUAMMO Jia ce KpeTwe GU3UIKOT CUCTeMa
KOjU Ce cacTOjU U3 BUILIE TeJIa, Y CIy4ajy Jja ce 3aMeHU 0BaKO JlePUHUCAHUM LIEHTPOM
Mace, 3aucTa kpehe kao MaTepujasiHa TayKa, OZJHOCHO /ja Ce HbeTr0BO KpeTambe MOXKe
ONMCaTH UCTUM BeJIMYMHAMA - jeJHAYMHAMa KOje OMCMO KOPUCTHUJIM U 3a ONTUCUBAaHE
KpeTHa CBaKOI JPYror, U30JI0BaHOT TeJla.

[lITo ce uMnyJica TUYe, UMITYJIC LIEHTPA Mace Npe/iCTaB/ba BEKTOPCKU 306Up
MMITyJica CBUX YeCTHLa Koje ce Hajla3e y GU3UYKOM CUCTEMY JIOK je eHepruja LieHTpa
Mace jelHaKa YKyIIHOj eHEPTUjU cCUCTeMa.

2.1.2 TeomeTpHjcKa TBphema y Be3u ca LEeHTPOM Mace

Ca,qa KaZa CMO Ce€ YIIO3Ha/lU Ca HEKHUM OCHOBHHUM KapaKTE€PHUCTHUKaMa LEHTpAa
Mace no3abaBHUMoO ce AOKa3rMMa HEKHUX TeOpeMa y BE3U Cad lbHUM.

Y cBuM cnenehum TBphewnMa nocmaTtpa ce QU3UYKU CUCTEM KOjU Cce HaJjasu y
JlekapTOBOM NPaBOYTIJIOM KOOPAWHATHOM CUCTEMY a TeJa Ce CMaTpajy MaTepHjaJHUM
TayKaMma.

WLt conmmpem mummia  Tq,T2, Ts, ... ... T, ca odzoeapajyhum padujyc eekmopuma
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13 eee oee o RILK |1 u odzoeapajyhum macama n ;, i € {1,2,3 ... n}eadcu caedehe
mep})we'%e. HRO je T‘F'G‘E’E‘OB yeHmap mace, éia emdcu caedehe:
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. HETH BRER wg T = LA
Joka3: Kpenumo op g@EbUHULL LeHTpa mice: 071 e aKucaga

MOMHOXXUMO W JIEBY W J&iHY CTi#s Hy ca 36H[I'I'M Macaiiil U3MHEEMMO CBe H

crpanugo6ujamMo:  my i 4 my i 4 m T = my T _ ;
caja mpe6anuMo i HaieHy CTEEIy MiMaj0 Mperpymmmmen: caﬁ:aprce AC6wjaMo
ciaepehe:

my (T — W) + mp (s — W) + - + ma (e — ) =17

Ha ocHOBy oziy3uMama BeKTopa J061jaMo TpaXKeHOo TBpheme. |



T2. Ako y cucmemy Koju ce cacmoju 00 n meaa, wux k < n 3aMeHUMO HUX08UM
YeHmpom mace Koju uma mdacy jeOHaKy 36upy maca mux mesd, mada ce no/i0xcaj
yeHmpa mace noyemHoz cucmema Hehe npomeHumu.

Joka3: Heka je T, ueHTap cucTeMa o/ n MaTepHujaIHUX Tayaka, Heka je T, ieHTap Mace k
_n_..lﬁpaHI/IX TayakKa U Heka je HeHTapuumce cucrema Ty, Pry1, Prs2, - Py Tauka T. Taga

=== ik i mi0ly
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1 1My E

Tpehu cuctem Baxu:

+ (2)-¥oHa4yHo no gedUHULUjU 32

v
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simo [, T Ky u 3amMenunmy nocneamwy jeHauMHy

AKo cazia U3 jeaHauuHe (2) u3ps
Aobujamo:
A 1m OP k Z =k+1 M O‘l ?:1 mlaﬁ _ e

k = n 5 = HEEL
i=1 M+ Dimps1 My Zi:lml

Kako cy 06a BekTopa jeAUHCTBEHO o/ipeheHa ciieiu a cy MehycobHo jejHaKa yuMe je U
N0Ka3aHo TBpheme ropwe TeopeMe. B

Til 3a cucmem 00 2 mena A u B ca macama n 4 u n p, u padujyc gexmomuniill bl u
OB saxcu caedehe: yenmap mace T Haaa3u ce Ha npaeoj AB u eaxcu lIil: [ =
Wi 1Y 4

=
Jloka3z:Ha ocHOBy Teopem! liisa ZaTH CHCTEM BaXH: mg\ A 4 «4in,TB <). HaxoH

T
e

MpeGaLyEEtba A APYTY CTERHY 06pTaba BeKTopa A06HjaMo: myli i = m,l'". OpaBze

~ T )
jacHO caemiM jmmHAKOCT: [4:[#7 = my:m, U3 nocienmwe jeHAKOCTH Crefd Aa C
p- Mg. y

BeKTOpH |i i 1 T JIMHeapHO 3aBUCHHU OJlaKJle Cei KOJIMHeapHOoCT Tayaka A, BuT. m



2.2.0 Heke no3HaTHje reoMeTpHUjCKe TeopeMe nNokasaHe Kopuuhemem
0COOMHA LleHTpa Mace-uzaeja

Y npeTxoJHOM JeJjly CMO HaBeJIM U Jl0Ka3a/d HeKa TBphewa Koja ce Be3yjy 3a
LleHTap Mace Koja IpoM3ua3e U3 0COOMHA BEeKTOPCKUX BeJIMYNHA, KOHKPETHO - paAujyc
BEKTOpa MaTepUjaJHUX Tadyaka y /lekapToBOM KOOpJUHATHOM cucTeMy. Ta TBphewa ce
NpPBEHCTBEHO 6a3upajy Ha reoMeTPUjCKMM OCOOMHaMa cucTeMa M 360r Tora he Ham
NOCJYKHUTH KAao OCHOBA 3a J0Ka3MBakbe HEKHUX HAjIO3HATHjUX TeopeMa U3 00J1aCTH
IJIaHUMEeTpHUje.

CaMa u/ieja 3a 0BakaB HauMH pellaBamba JIeXXH y ToMe Jia ce ofpeheHrnM TaukaMa
nonespyjy GUKTHBHe Mace. Mace foJe/byjeMO TaKO Jla Tayke Koje Jesie HeKe AYXKHU y
oapeheHUM ojHOCMMa 3alpaBo NMPe/ICTaB/bajy LIEHTAp Mace CUCTeMA KOjy YHHEe KpajeBr
Te Jy>KHM. JaCHO je Ja Ha OCHOBY TeopeMe 3. Mace Koje ce J0OJesbyjy MoOpajy OUTH
0OpHYTO NpONOpLMOHaIHEe OAroBapajyhum JesioBuMa Ay>u Ja 6u TBphemwe o LeHTpYy
Mace omnctaso. Ha oBaj HauuMH ce MOXe OApPEeJUTH MO0JI0XKaj LleHTpa Mace OUJIO KOT
MHOTOYTJIA.

Y cneneha yeTHpu notmnorsas/ba NokasaheMo Kako ce HeKe MO3HATHje TeopeMe
W3 reoMeTpHje MOTY Ha IaJIeKO eJIeTaHTHUjU HAYUH JI0Ka3aTH. 3a MovyeTak, u3BelrhemMo
HeIITO NpPOCTUjU Joka3 Ban O6esioBe TeopeMe a MOTOM U JoKa3aTh YeBUHY,
MeHesajeBy oHOCHO CUMCOHOBY TEOpeEMY.

2.2.1 loka3s BaH OGesioBe Teopeme

Teopema: Heka cy Tauke 4, B u C TemeHna tpoyrsa, AA,, BB, CC; ayxu TakBe Jja TauKe
Ay, B, C; npunaziajy cTpaHuIiaMa HacIpaMHUM 0/iroBapajyhuM TeMeHuMa 1 HeKa ce CBe
TPH YU ceKy y Tauku M. Ako Baxku: AC,: (1B = p, AB;: B;C = q,0oHa je:

AM:MA; =p +q

Joka3: lloctaBumo Tesa Maca 1, p, q pegom y temena A, B, C. Tajma cy Tauke
A4, By, C{peioM IleHTPU Mace 3a CUCTEME KOjU Ce cacToje o] Tesia CMellITeHUX y TauKaMa
B u C, cMmemiTeHUX y TaukaMa A 1 C 1 A v B 3aTO 1ITO Cy UCNIyHeHU cyieiehH yCI0BU KOjU
cy noTpe6HHu 3a (3):

AC;:CiB=p:1

AB;:B,C =q



JacHo je caja ja je Tayka M 1ieHTap Mace CMCTeMa KOra YMHe TeMeHa OBOr TpOyTJia na
Ha OCHOBY JebUHHIMje I[eHTpa Maceé CHUCTeMa HeNMOoCPEeJHO CJleAd OJHOC:
AM:MA; = (p+q):1

TuMe je foKa3 TeopeMe 3aBpLIEH. W

2.2.2 loxa3 YeBuHe Teopeme

Teopema: Heka cy Ttauke D, E, F, pegom usabpaHe Ha ctpanunama BC, CA, AB Tpoyraa
ABC vy Ha BuxoBUM npoayxenunil, [kmasellllD, BE u CF cy KOHKypeHTHe aKo U CaMo
aKO BaXKH YCJIOB:

[leHTap Mace Tayaka B, iimraui
T, = D. Takobe, aHasomum

By =10ked =q: 1 =T, = E. [Jlakie Tauke D, E

cnepeha  jemHakocT: Hi
Npe/ICTaB/bajy LeHTpe Mata GaToBapajyhwx cucteMa. Ha ocHoBy (T2) u (T3) Baxku ga ce
LleHTap Mace LieJIor CUMCTeMa HaJlasu Ha npaBoj BE oxHocHo AD, ctora ce mopa
Ha/Ia3UTH Y BUXOBOM Inpeceky. Hewn je.to Tauka K.dacwe je caga ma npasa CK cede
npaBy AB y Ttauyku F. AHaJIOTHO NpemxomioM, KaKo jeli lmmTap Mace 1ijeJor cCucTeMa U
KakKo Tayka F npunazga npaBoj AB Temrau

cactoju o Tadyaka A u B. Caga Baxku [ : [

MHoO>xemeM TpH A006HjeHa o/jHOCca A06ujaMo: - = 1,rTo ce ¥ TBpAHM. OcTaje Ja

ypaZiuMo [l0Ka3 TeopeMe Y O6pHYTOM CMepYy.



[locmaTpajMo cajja y CympoTHOM CMepy, HeKa BaXH IOo4YeTHa jeJHaKoCT U
NPeTIOCTaBUMO CyNpPOMHOiiia i JaTe MpaBe He CEKy y YHyTpPaUIKkOCTH TpoyrJa. Taza
noctoju Tayka F' Ha mmaBll| Al:TakBa ga je Tauka T Ha mpaeoj CF'. Tajja Ha ocHOBY
i iiaF’

—=— = 1. 360r noyeTHe MpETNOCTaBKe M IpPETXOJHEe
E'B

—

IIpBOr CMepa BaXH

[lomrto cy Tauke 4, F', F, B xo/iMHeapHe, TO ce TayKe

jelHaKOCTH 106H1jaMo: -

Y
Am A =Pq

B mpg =1 DETI C me =p

0 X
Cnuka 2. [lokas YeBuHe Teopeme

F, F' noknanajy. Koutpagukuuja! TuMe je 1okas y NOTIYHOCTH 3aBpIIeH. B

TeopeMy ciiM4YHy NIPETXOJHO] KOja ce OJHOCH Ha KOJIMHEAapHOCT TayakKa Koje npunajajy
CTpaHHUIIaMa TPOYyTJia loKa3ao je MaTeMaTuyap MeHesnaj. Y ciepnehem geny nokasahemo
Jl0Kas3 IpeKo IieHTpa Maca.

2.2.3 loka3 MeHeJ1ajeBe TeopeMe

Teopema: Heka cy y tpoyray ABC uszabpane Ttauke D, E, F Tako Ja ce Haja3e Ha
ctpanunama BC, CA, AB, niiv Ha wmmoBmM nmAyKeluuma. Tauke cy KoJIMHeapHe ako U
CaMo aKo BaXKH:

=)

=i

Joka3: [IpeTniocTaBUMO Jja JaTe Ta4yKe 3aUCTa jecy KoJMHeapHe. MopaMo pa3/iIMKOBaTU
2 ciay4aja, IpBU - KaJila npaBa oJjpeheHa TUM TaukaMa ceye JiBe CTpaHULe Tpoyrja U
npoAy»eTak Tpehe, ¥ APYTH - KaJla ceye CBA TPU NPOAYXKeTKa CTPaHULA.
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IIpsu cayuaj:

AHaJIOTHO NpeTXOAHOM CJy4ajy, NOCTaBUMO OAroBapajyha Tesna Maca mg, Mp, My Y
TeMaHuMa AuB, C, Kao U KoonduHATH: cucTeM. M3agepuMo Mace Taia aAa F 6yae neHTap
Maci CUCTenil Kojid ce cacniny of Emia Alu B, u meKo Aa Tayka (iiHyAe: LleHTap Mace
cHemMa Kojuw ce zactoju amitesna lina B.iHa ocHaiy (T1) Baxe cimiaehz jegHakocTH:

mpiis + m i =10 (1), m B + m, 8 = D(2), m 4 + (my + mp)EE =1 (3).

U3 jennakoctu (2) cnenu:

U3 jennakoctu (3) cienu:

{1 mg+my,

MHoOXemweM 3 nmpeTumAH emmKOCTH J06ujaMo:

my+mg Mg .??_12__1

mp myg +my my

Apyau cayuaj:

Heka je C ueHTap Mace cucteMa Koju ce cactoju o Tesia B u D. Heka je v Tauka F ueHTap
Mace cucteMa Kora yuHe tesia E, D. JacHo je Aa je aHaJIOTHO NPETXOAHUM

Jlobujamo:

'.':j'

Seeidy
=
4

m,+mg Mg _112__1

=i =i

mp myg +my mg

JlokayKiuMo cajia Jpyry cTpaHy ekBuBaseHIidje. [lonasehu o nocieqme jeqHaKOCTH
Tpeba Jja MOKaXKeMO KOJIMHeAapHOCT, cTora heMo Ha MOYeTKY NpeTNoCTaBUTH CYNIPOTHO,
Jla TaykKe HUCY KosiMHeapHe. Taja noctoju Tayka F', Ha npaBoj AD Tako ga cy D, E, F',
KOJIMHeapHe.

11



AHaJIOTHO TpBOIi oFywijy A0GHja ce Ja BaXu == =1 0K je Ha OCHOBY

presen

MPETIOCTABKE := :1;'.1 i = : s = [Tomrto cy Tauke 4,

F', F, BkonuHeapHe, To ce Tauke F,F' mnoknamnajy. Kontpazaukuuja! Tume je nokas y
NOTIYHOCTY 3aBpLIEH. W

Cnuka 3. Mpeu cnyyaj MeHenajese Cnuka 4. pyru cnyyaj MeHenajese
Teopeme Teopeme

2.2.4 Jlokas nocrojamba CuMcoHOBe npase - CHMCOHOBA TeopeMa

Teopema: Axko ce V3 NpPOU3BOJbHE TayKe Kpyra OmnMcaHor oko Tpoyrjia ABC chnycrte
HOpMaJie Ha leroBe CTpaHUlle UK NMPOAYKETKe CTpaHuUlla, Aobuhe ce TpU KOJIMHEApHe
Tauke. [I[paBa Ko0joj npunazajy Te Tadyke Ha3uBa ce CuMCOHO8a npasa.

=

Jloka3: Axo 61cMo moKa3aJiu Ja Bl

= o=

iy
tited
1

rze cy Tadke A4, B, C; noJHO»Kja HOpMaJia U3 TeMeHa 4, B, C peClieKTUBHO,

JMPEeKTHa nociejuuia 6 OuJla KOJMHEAPHOCT JAaTHX Ta4yaka. YBeJUMMO O3HaKe
LMBA =a, £MBC =f, tMCB =y. 36or jefiHakocTH nepudepHjcKux yrjoBa Haj
VICTOM TETUBOM CJIeJJ1 jeAHAKOCT: LMBA = £tMCA = a, £MCB = £MAB =.

12



[locTtaBMMO caZia Tesio Mace ctg y y T2 B v Tesio Mace ctg f y Tadky C. JacHo je fa je
cajia Tauyka A; leHTap Mace TOI HOBORZzra/IOT CUCTEMA U Jia Ha OCHOBY (3) BaXku:

gﬁ; _ctg B
A C ctgy

[ToctaBuMO caza Teso Mace ctg a y mswie A. JacHO je caja Ja je LieHTap Mace CHCTeMa
KOjer YMHe TeJia CMellTeHa y TeMeHUN:: il U B Tayka C;. Opatie cnefu:

L _ctgy
3 ctga

YouuMo caza Tauky A'lleHTpajHO CHUMeTpPUYHY Ta4KH A y OJHOCYy HA TayKy B; u
aHaJIOTHO NPeTXO0JHOM, CMECTHUMO M fwisthy Teso Mace ctg a. Tazja je BilieHTap Mace
cucTeMa Kora YMHe TeJsa cMellTeHa y mmmkaMa A’ u C M BaXku 04HOC:

[Tomto je B cpeaumTauminkmatA’

MHoxeweM A06ujeHammmH ot 00ujaMo:

_ctgpf —ctga ctgy _
T ctgy ctg p ctga

1
=
3

i

Cazia Ha ocHOBY MeHesajeBe TeopeMe ciefy TBphemwe. B

yA

“ Yy

Cnuka 6. [lokas CumcoHoBe Teopeme
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3. Ksagpar Hag XMIOTEHYy30M TO 3HA CBAKO JeTe
jeAHAK je 30Mpy KBajpaTa HaJ, 06e KaTeTe...

3.1.0 IIuraropuHa Teopema

BepoBaTHO jefjaH 0/ HAjIO3HATUjUX HAYYHUKA Y
HUCTOPUjU jecTe aHTUYKM uiao3odp U MaTeMaTU4ap
[lutaropa. Ca HUM CMO ce yHo3Ha/JM joll y CegMOM
pa3pesy OCHOBHe LIKOJIe KaJia CMO Hay4YHMJIM KaKaB OJHOC
oCTOju MU3MeDy cTpaHHULA KO/, TPaBOYTJIOT TPOYT.JIa.

Iberosa TeopeMa je TOJMKO NpPUMEHJ/bHUBA [Ja je
HepeTKO NpOoHa/la3ujia CBOje MeCTO y JOKa3MMa MHOIO0
cl10eHujux TBphewa u TeopeMa. HapaBHo, BpeMeHOM je
Takohe mocTaja U3BOp MHCOMpalMje U HaroHwsaa je
MHOTe JbyZie [a MpoHaJia3e KpeaTUBHA U HeCBaKUJalllkha
pelllerha NPUJIHWKOM HEHOT JOKasuBama. 300T Tora JaHac NOCTOjU NMperpiuT HJejHo

pas/IMYMTHX J0Ka3a. Y OBOM IMoOrJaB/by heMo H3/BOjUTH HEKOJIMKO Jl0Ka3a Koju ce
0CJIamajy Ha QU3UKY U MOKa3yjy leHy Moh y npaBoM cBeTJ1y!

3.1.1 Aiu npBO jeJaH 3aHUM/bUB MAaTeMaTUYKHM AoKa3 IlutaropunHe
TeopeMme...

Beh cMo ce noaceTu/M Kako rjacu Teopema. Hanme, Tpe6a nmokasaTu Jia Kaja ce
HaJi CBAKOM CTPAHHUIIOM NPABOYTJIOT TPOYTJA KOHCTPYHIEe KBaJpaT, 36Up MOBPIIMHA
OHa JiBa KBaJijpaTa KoOja Cy KOHCTpyHcaHa HaJi KaTeTamMa Tpeba Ja Oyje jefHaK
NOBPILUMHU KBaJijpaTa KOHCTPYHUCAHOT HaJ, XUNOTeHy30M. [locMaTpajMo CIUKY UCHOA U
pasMOTpPUMO MOBpPLIMHE oJpeheHux TpoyrjioBa KOju ce Ha H0j Hajlase.

Heka cy cTpaHulle mpaBoOyrJior TpOyrJa pejoM AyXKuHe a, b, c. JlomyHHUMO
KBaZipaT HaJ, XUIIOTEHY30M /[0 BEJIMKOI KBajpaTa KOHCTPyUIUyhu My TpHU TpoyrJa
noJiylapHa 3aJlaToM, HaJ, CBAKOM O/ Pe0CTaJie TPU CTPAHUIE TAKO JIa Ce XUIIOTEeHY3e
KOHCTPYHCAaHUX TPOYTJIOBa [0KJIAaNajy ca CTpaHKL[aMa. YOUMMO /1A je CTPaHUIa BEJIUKOT
KBaJipaTa jeAHaka a, = a + b. Cajia je theroBa NoBpUIMHA
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S =(a+b)? =a®+2ab+ b

Younmo caza ga ce MOBpPIIMHA BEJMUKOr KBajpaTa
3alpaBo  €acToju  OJff [OBpIIMHE  KBajpaTa
KOHCTPYMCAHOI  HaJl XWUIOTEHY30M  IO0YeTHOT
TpPOyIJla U NOBpLIMHE YeTHUPHU [paBoOyrja TPOyIJa.
To HamM paje:

ab
S=c2+47=c2+2ab

Ako caja TO HM3jeJHAYMMO Ca MPBUM H3Pa3oM 3a
NOBPLIMHY JIMPEKTHO A00HjaMO:

c? +2ab = a®? + 2ab + b? = c? = a? + b? a
1ITO je ¥ Tpe6aJio NoKa3aTH. W Cnmka 7. [lokas Mutaropune
Teopeme

JenaHn oj eneMeHTAapHUX U TPUTOM
eKCIepUMeHTaTHUX Joka3a [lutaropune
TeopeMe MOXe Ce BUJeTH Ha OBOTO/UIIHO]
H3JI0)KOU y OKBUpPY MaHHdecTanuje ''MA]
MECELL, MATEMATHUKE" . Hpeja koja ce
KpHje M3a OBOI' eKCIIepUMEHTAJHOr J0Ka3a
3aCHMBA Ce Ha KOHCTPYKLUMjU TpHU CyAa
06JiMKa MpaBe YeTBOPOCTPaHe NpPHU3Me, UCTe
BHCHHE, Ydje OCHOBe TpPeJACTaB/bajy
KBajipaTe noAyAapHe KBaJipaTUMa
KOHCTPYHCAHUM HA/Jl XUIIOTEHY30M OJIHOCHO
obeMa KaTeTaMma HpaBoyrJyior Tpoyria. Lleo
CUCTEM MPHU3MH Ce 3aTUM MPUKAYM Ha poTHUpajyhy ocHOBY Tako Ja ¢bopMupa 06JUK
NpUKa3aH Ha CJUIM JIeBO. 3aTUM ce y NMpusaMy HajBehe 3ampeMuHe oJHOCHO HajBehe

NOBPIIKMHE OCHOBE yJiMje TeYHOCT [0 BpXa. Je/IHOCTABHHUM OGPTaHEM MOXKe Ce jacHO
BUJIETH Jla CBA TEYHOCT KOja Ce Halla3W y MPU3MHU HAJ, XUIIOTEHY30M y MOTHYHOCTH
NoNyaBa MpeocTasie JBe NPU3Me KaJja ce poTHpajyha 0OCHOBa OKpeHe U OOPHYTO.

* Kao U3BOP 3a ropme CarKe KopuliheH je Google Images.
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3.2.0 dusuukm gokasu [luraropuHe Teopeme

Y nperxofHOM moOrJaB/by CMO Ce IOJCETHUJU jeLHOr OJf MHOTUX HJejHO
pasJIMYUTHX JoKa3a [lutaropuHe TeopeMe Kopuctehu ce caMo ejleMeHTHMa paBaHCKe
reoMmeTpuje. Y HapeJHOM ImorJjaBby heMo Kopuctehn 3aKoHe KOjU Cy MO3HATH Yy
NPpUPOJH, NONYT 3aKOHA OApKama eHepruje U jeJHa4YrHa XUAPOCTATUYKOT MPUTUCKA,
Ha HEeKOJIMKO HayMHa J0Kas3aTH MCTO TBphewe O OJHOCYy CTpaHULA NPaBOYTJIOT
TpoyrJsa. CTBapajyhu ozpeheHe mucaoHe orJsiefie nmokazahemMo CHary M pa3HOJUKOCT
KOjy noceiyje GU3UUKU NPUCTYN pellaBamby NpobdJiema.

3.2.1 Iluraropa HaJjeny

3amucaMMO fAa ce ocoba Mace m HajJasu y yrjay 6ecKOHAyHOI KJIM3aJMLITA
CaBpIIEeHO KOHCTPYMCAHOT TaKo Ja je KoeQULUjeHT Tpewa M3Mehy KIHU3a/bKU U Jeja
1 = 0. Heka je koopJUHAaTHU NOYeTaK Y TauyKH y K0joj ce ocoba Hajla3W Ha MOYETKY.
3amucauMo cajla Aa Heko "oArypHe' Ty ocoby o x oce 6p3uHOM a. Hekousnko
TpeHyTaKa KacHUje HeKa je HeKo "'oArypHe' u of y oce, 6p3uHoM b . EHepruja kiu3auda
HaKOH 06a o/irypUBatbha U3HOCH:
ma® mb?

Ey = Egin + Epot = _2_ + _2_ + Epot

Ca fpyre cTpaHe, ako MocMaTpaMo MyTaky D Kojoj ce kpehe kyM3a4y oHa ce Mopa
NOKJIAMaTH ca MpaBLEeM BEKTOpa YKyNHe 6p3uHe Kian3ada. Kako je:

c=d+h

YKyIlHa Op3MHa KJM3aya yCMepeHa /AyX JAujaroHajie MpaBOyraoHWKa Kora o6pasyjy
BEKTOpU Op3MHA KOjUMa je KJIU3a4d OATYPHYT OJi KOOPAWHATHUX 0Ca, TO he HaM 3aKOH
O/ip>Karba eHepruje HalKCcaH Ha JiBa HA4MHa JJaTU [J0Ka3 TeopeMe.

YKyInHa eHepryja KJrM3aya ce Mo)Ke HallMCcaTH U Kao:
C2

m
E,2 = Eginz + Epotz = _2_ * Epot
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rae je Enorz = Epor JEP J€ LieHTap Mace K/M3aya CBe€ BpeMe Ha MCTOM pacTojamby OJf
HYJITOT HUBOA MOTEHIUjasiHe eHeprHje (Heka To OyJe HUBO Jeja). U3jegHavyaBameM
OBHX eHepruja 1061jaMo:

ma® mb* mc?

- F B 2
2-1-2 2:>C a“+b

[Towrto je Tpoyrao Kojer YHe BEKTOPU Op3MHA, IPUKA3aH Ha CAULU UCIO/JI, IPABOYTJIY,
Jokas3 [IlutaropuHe TeopeMe je y NOTIIYHOCTH 3aBpIleH. W

Cnuka 8. Tpoyrao 6p3uHa
KopuwheH y aoKasy MutaropuHe
Teopeme

3.2.2 U npcTeH Ha nIpcTeHy Aoka3yje Ilutaropy

[TocMaTpajmo ciaepehy cutyauujy: Heka ce manu npcteH € Hasa3u HaTaKHYT Ha
XOPHU30HTAJIHO NOCTABJ/bEH BEJIMKU MOJIYNIPCTEH, KA0 Ha CJAULY UCIOJ U MOXe [ja KJIU3HU
no weMy 6e3 Tpema. O3HaYMMO KpajeBe MOJIyNpCTeHAa TadykamMa A U B a LeHTap
nosynpcrena ca 0. Heka cy 3a npcTeH 3aBe3aHe JBe HUTH HYJTe AyXKHHe, Koje Cy Y
II0YETHOM TPEeHYTKY OMJie HEeUCTeTHyTe TaKo Jia Cy UM CJI000JHHU KpajeBU IPUKAYEHHU Y
TaykaMa A u B. [log, HUTH HyJITe AY>XUHe MOJApPa3yMeBaMO TAaKBY HUT KOja MMa jakKo
MaJsly AY>KMHY Ha CaMOM II0YeTKY U Koja je 3aHeMapJ/bUBa y OJHOCY Ha AYKUHY 3a KOjy
he 6utn ucrernyra. I[lokaxuMo Ja je NPUJIMKOM KpeTamwa IO IOJYINPCTEHY Masu
IIPCTEH y CBAKOM TPEHYTKY Y PaBHOTEXH.

Ha manu npcreH pgenyjy 3 cujie: cula peEKLEe BEJIMKOr IPCTEHA U JABe y3ajaMHO
HOpMaJIHe CuJle 3aTe3ama HUTH. [Ipyru my T 0B KOk 3a npcTeH C riacu:

-

B =mi =i+ +if
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Cuna peakuuje mnpcTeHa Jesyje Y paAvja/lHOM IpaBlLy IIa HeMa TaHTeHLUjaIHy
KOMIIOHEHTY Te He yTU4Ye Ha NpoMeHy O6p3uHe npcreHa. Ca Jpyre cTpaHe, o6e cuje
3aTe3ala HMMaAjy CBOje TaHTeHIUjaJlHE KOMIIOHEHTe Koje Ou MorJje Ja yTU4yy Ha
MHTeH3UTeT Op3uHe. [[oKaXXMMO fAa Cy HUXOBA HHTEH3UTETHU jefJHAKW Te Ja ce
MehycoOGHO MOHHUIITABA]Y.

Ha ocHoBy XyKOBOI 3aKOHA 3a cuJje 3aTe3ama uMmaMo: Ty = kAx; =ka u T, = kAx, =
. S ;
kb rpe je: k = EI rje je E JyHroB MoJlyo e/JIaCTUYHOCTU 3a ATy HUT, S MOBPLUMHA

HEHOT NOMNPEYHOr mpeceka a [ AyKMHa HUTU Y HEHUCTETHYTOM CTamby. AKO 03HAYMMO
yrjioBe Kao Ha CJIHLOHU MOXeMO OoJApeinTH HpOjEKL[Hje CWJiIa 3dTe3alkbda Ha IMpaBal
TaHT'€HTe:
G T k 4
it - 1 cosa = a—
2R
rze je R noJiynpeyHUK BeJIMKOT MOJIYIIPCTEeHa, a yrao a ce MoXe OJApeJUTH Ha OCHOBY
TOTa IITO je yrao u3Mehy TaHreHTe U TeTUBe Kpyra jeHaK yriay nepudpepHjckoM Haj
IMOCMATPAaHOM TETHBOM.

AHaJIOTHO npeTxoAHOM UMaMO:
a

T =T = kb
2t 2 COS B R

JacHo je caza aa cy obe cusie jefHaKe Te ce MaJIM NPCTEH HaJla3u Y CTalby PaBHOTEXE Y
CBaKOj Ta4yKHU Ha MPCTEHY.

To 3Hauu Aa 3a WEroBo NpeMellTambe M0 NPCTeHY HUje NOTPeOHO YJIOKUTH HUKAKBY
€Hepryjy Te 3aKOH O/ip:Kakha eHepruje HalKucaH 3a MIOYEeTHU U KpajibUy 10J102Kaj IPCTeHa
(kafa ce Hasa3W y MOYETHO] TAYKW M Kajla Cé Ha/lasn y TadKu Ha jeJHOM Kpajy
peyHHKa) UMaMo:

ka* kb* Re?

= = 2 = g2 2
2+2 2+Oca+b

. k . .
rae je ca E = Eﬂxz O3HayeHa MOTeHLUjaJlHa eHepruja omnpyre ucreruyrte 3a Ax. U3
HaBeJIeHOT 3aKOHA OJp)Kama eHepruje oMax cjaeu Aoka3 [lutaropuHe Teopeme jep je

Cnuka 9. Mpukas npcteHa KopuwheHUx 3a goKasuBawe MNuTaropmHe Teopeme 18



jacHo ga je ZACB =90° kao yrao Haj, Npe4HHMKOM, a CaMMM THUM je Tpoyrao ABC
npasoyrJiu. Tume je floka3 [luTaropuHe TeopeMe y NOTIYHOCTH FOTOB. B

3.2.3 Ilutaropa 1 aKkBapHjym

KoHcTpyuiinMo akBapujyM 00JIMKa TpOCTpaHe NMpPU3Me 4Hja je OCHOBA 06JIMKa
IpaBoyrjor Tpoyrjaa. MOHTHUpajMo caZia akBapyjyM Ha BepTUKAJIHY OCYy TAKO Jia MoOXe
CJ1000JHO 1a pOTHPA OKO e, IPU YeMy 0ca NPoJia3y Kpo3 jelaH Kpaj XUIIOTeHy3e, Kao
Ha CJIMLU UCIIOZ,.

&

b/2 water b
‘;')
Cnuka 10. MpwuKas KOHCTpyucaHor CnukKa 11. NMpuKas cuna Koje genyjy
aKBapujyma Ha 604He cTpaHe akBapujyma

HanyHumo cajawaxBanujyni, ogpeheHOM wremsorrhy, Ha MNpUMEp BOJOM.
tie JIE [IOMEPA! To 3Hauu ga je
W mDIJIK ]a YTUYY HA HeTOBO

SR e i 12 SIS iR .
KpeTamwe jefHaK Hysu! iy + ey + sy =) rae cy WL, iy ogroBapajyhu MoMeHTH
KOje CTBapa CHJIa XUJPOTTATUYIKOT TIPUTHICKA Ha OUSHE CTpaHe akBapujyma ofpebene
XUIIOTEHY30M OJIHOCHO KaTeTaMa MpaBOYIJor TpoyrJja Koju je y ocHoBMU. Heka je

BUCHHA aKpapujyma h. Taga cuia XuJpoCTaTUYKOr MPUTUCKA HMa HaMaJHY TayKy y
. 1

npeceKy JKjaroHasa G0YHe CTpaHe M MMa UHTEH3UTET: F = pg.S = pohx = Epghzx,

r/ie je X 03HaYeHa JIy»KHHa Jipyre CTpaHe NpaBOyraoOHUKA KOjH Mpe/CTaB/ba jefHY GOYHY

cTpaHy npusMe. Cajia je MOMEHAT KOjU MpaBU CHJA jeflaHK NPOW3BOJAY MHTEH3UTeTa
CUJIe U KpaKa CUJIE T1a BaXKU:
b _ pgh®b?

Ly g £ pgh®c? a
i =iy = = ——— = - = -
B =i £ =290 g, = 2 2 POy, =

pgh?a?
4

----- S

lliiy eyt TakKo /ia 3apOTUPAjy aKBapHjyM y CMepy KpeTamba

i
Ka3aJ/bKe Ha caTy a MOMEHT lilij y cMepy CyNpOTHOM 0/ KpeTaka Ka3a/bKe Ha caTy TO
BaXKU:
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My—M; —M3;=0
A opaTsie HeMoOCpeAHO Claenu:
M; = M, + My = ¢? = a? + b?
yuMe je aokas [lutaroprHe TeopemMe y HOTIyHOCTHU TOTOB. W

YourMMO Jla ce OCHOBHA H/ieja 3a pelllaBakbe OBOI 3aJaTKa Ha HA4YMH KOjU je
JIeMOHCTPUpPAH Y OBOM IOIJIaB/by KpHje y ONMCHBalby Heuera IITO O6M MOTJIO, ajlu Ce
HUje fecuso. [IpuToM, 3aK/by4yak Jja ce HUIITA Hehe JeCUTH aKo CUIIaMO T€YHOCT Y CyJ
¥MMa NOTIYHO WHTYUTHBHY OCHOBY M Ha INpBHU IOrJeJ Jesyje NOTIHYHO OGaHaJHO.
MebyTuM, Kao M y MHOTHM JpPyruM CTBapuMa y >KUBOTY, Te HaW3rJeJ] HeGUTHe
YHUHEHULE MOTY YECTO OMTH K/bYYHE 3a pelllere pobyieMa.

3.3 Jou koja Teopema nomohy Boze...

Y npeTXoJHOM IMOTIOIJIAB/bY CMO BH/I€JIM KAKO CUIMAkbe TEYHOCTU Y CYI U
jeJHOCTAaBHO MOCMaTpame MOMeHaTa Koje TEYHOCT CTBapa Y OJHOCY Ha HEKY TaudKy
JIAKO MOXXEMO IOKa3aTH HeKe Mo3HaTe TeopeMe. CJIMYHO TOoMe HaBemheMo Jj0Ka3e
CUHYCHE TeopeMe U M3pasa 3a MOTEHIU]y KpyTra.

Teopema: Y cBakoM TpOyTrJly BaXKH OJ{HOC:

a b c

sina sinff siny

Joka3: llocMaTpajMo oapeheHy KoJIMUUHY BoZie CMEUITEHY Y HeKoj nocyiu. U3aBojumo
MHUCAOHO TPOYrao BOJe KOjH je MoAyJapaH ca HallMM 33aJaTUM TPOYIJIOM TaKo Ja je
cTpaHuua AB napasesiHa ca fHOM cyfa. Cazia cy npuTucuu y Tadykama A U B jegHaku. Ha

5]
A B

Cnuka 12. MucaoHo u3aBojeHun

BOAEHMU TpOyrao
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OCHOBY XU POCTATHYKOTI IPHUTUCKA MOYKEMO ITHCATH:

Pa— Pc = P — Pc = pgbsina = pgasinf

a

b
Opatsie HemocpegHO Cefy = — = SnE AHaJIOTHO TOMe, aKO 3apOTHUPaMO TPOYrao Tako

Jla ce TeMeHa IMoMepe 3a M0 jeZIHO MECTO yiAecHo fobuheMo ocTaTak jeHaKoCcTH. Tume

je LoKa3 3aBplleH. W

Teopema: Axo je AT TanreHTa a APQ ceduunia JaTor Kpyra OHJja BaXKu:

T

A

AP - AQ = AT?

Jokas3: TlocMaTpajMO OCeHYEeHU Jile0 Ha CIAMLHU Koja je NMpHKa3aHa U3HAZ. 3aMUCIUMO
caZia /ia je Taj OCEHYEHH Jle0 HalyweH ofpeheHoM TeuyHowhy, IpyU 4eMy je ropkba CIMKa
3amnpaBo NPHUKa3 U3 NTUYMje nepcrnekTuse. [lakie, HeKa 1ieo Hall GU3WYKHA CUCTEM MMa
oapeheny ny6uny Ah. JacHo je Aa ce NMpPUIMKOM cuMawa TeyHocTU Haul cyg HE
WDMETA! Timi3Hany fa je cyiia mupxmsoMeHaTa Kojy JeJlyjy Ha CyZ, y OJHOCY Ha LieHTap
myras A e HYTu:

o

-

y OZIHOCY Ha LileHTap Kpyra Hefi2 360r Tora i = ).

il e
[TocmaTpajmo cazia MomeHar M . 3a wera Baiiiv

o
3a MoMeHar i BaXKu:
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P ST N WP -1i]7
Mz = dez = pAh'p (:‘.""."'.':rJ J""T ..;.;.;D) = pAh b
L L

TZle je ca p AaT cpe/itby XUAPOCTATUYKH IMATHIGEK KOjU esyje Ha 60YHe CTpaHe 3U/ia U

KOjU U3HOCHU P = épgAh. Kako MomeHTH il 1 1: JleJlyjy y CyIpOTHOM CMepy U KaKo je

yKyllaH MOMeHaT Ha CyJ HyJa, TO Ce HHUXOBUM H3jefHadyaBamweM [00uja

AP-AQ = AT? .m Cnuka 13. MpuKas cuna Koje genyjy
Ha OCeHYeHu peo purype

4. 3aTaje jouw JoOpa CTpPyja OCHMM 3a HaNajame
eJIeKTpUYHUX ypebaja?

4.0 OCHOBHM IOjMOBH Y Be3H Ca eJIEKTPUYHOM CTPYjOM

Y oBOM norJiaB/by heMo ce NOCBETUTH JlOKa3MMa HejeJHAKOCTH u3Mehy cpesnHa
kopuctehu ce jejHOCTaBHMM (U3UYKUM MOJleJlMMa KOjU NpPEJACTaB/bajy eJeKTpPUYHa
KoJ1a. 3a movyeTak JieGUHUIIMMO [0jMOBE KOje heMO KOPUCTUTH:

EaekmpuuHa cmpyja: npejcTaB/ba YCMEPEHO KpeTame HaeJeKTPUCAHUX 4YeCTHULa
(esnexTpoHa) Hajuenthe Kpo3 nNpoBOAHUK. CJIMYHO KAa0 M HECTUIU/bUBU PJIYUIH, KOJ
eJIEKTpUYHE CTPYyje ce Mepu ''MaceHH NPOTOK' KOju MpeAcTaB/ba 6POj eJIeKTpOHA KOjU
npohy Kpo3 MompeyHH MNpeceK y jeJUHULK BpeMeHa, OJHOCHO jayHWHY eJIeKTPUYHE

cTpyje:

_Aq

I =
At

Y MepH ce y AMniepuma [A].
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HanoH: npejcTaB/ba pa3/MKy NOTeHLMjaj1a iBe Tayke U3Mehy Kojux ce BpIIM KpeTame
eJIeKTpOHA. 3a eJIeKTPUYHY CTPYyjy HANOH NpeACTaB/ba IOKPETAuyKy CHary Koja
06e36ehyje KOHCTaHTaH NPOTOK eJIeKTPOHA Yy BpeMeHy. Mepu ce BosiTuMa [V].

EanekmpuuyHu omnop: Kako U caMO UMe Kaxke, Ipe/iCTaB/ba OTIOP KOjU MPOBOJHUK
Ipy>Ka NpOTHLAKY €eJeKTpPOHA. JeJaH oOJi Haj3HA4YajHUjUX 3aKOHA H3 00J1aCTH
eJIeKTpOJAMHAMUKe OJIHOCH Ce Ha Je0 CTPYJHOr KoJia OTIopa R Kpo3 KoOju NpoTuye
CTpyja MHTeH3uTeTa | NPYU KOHCTAaHTHOM HanHy U:

OBaj 3aKko0H je popMysircao HaydyHUK ['eopr OM a jeiMHMLIA 32 €JIEKTPUYHU OTIIOP je UMe
Jlobuia 6ail no wemy [€1].

JenHo ox mpaBusia Koje heMo KOpUCTUTH Yy foka3uMma je IIpeo Kupxoghoeo npasuo:

CyMa jaurHa CBUX CTpYyja Koje yJia3e y YBOp jeJlHAKa je CYMH CBUX CTpyja Koje U3 mera
v3Jase.

3a Kpaj, noAceTUMO ce TBphewa Koja ce OJHOCe Ha Be3UBakbe eJeKTPUYHUX
OTIIOpA y CTPYjHOM KOJIY:

-3a n pedHo 8e3aHUX OMNOPHUKaA:

EKBUBaJieHTHH OTNOp u3HOCH: R, =) ,R; a ykynHu HamoH usMehy oTHopHuKa
usnocu: U, = Y=, U;.

-3an napasejaHo 8e3aHUX OmnopHUKa:

1 1 .
ExBHBa/leHTHH oTop I/I3HOCI/I:R—= ?=1R_ JOK Je HaIllOH Ha CBHMM OTIOPHHUIMMa
e i

Mehyco6HO jejHaK U jelHAK HAMIOHY y CNOJbAlllbeM ey KoJia.

R;

—d
R,

o
-
L%
=~
-
[]:‘,::J e ¢

Cnuka 14. PegHa Be3a OTNOpPHMUKA Cnuka 15. MNapanenHa Besa
OTMOPHUKA
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4.1 HejeanakocT usmehy apurMeTHYKe U reOMeTPHjCKe CpearHe

PasMoTpuMO esIeKTpUYHO KOJIO KOje ce CcaCTOju OJi OTIOpHUKA uHje Cy
OTIIOPHOCTH a, b. Heka je y npBoM ciy4ajy npeKnzad y KoJly OTBOPEH U HeKa je y KOJIO
IPUK/bYYEH U3BOP jelTHOCMEPHOr HallOHA. ¥ OBOM CJIy4yajy MMaMo lapaJjieiHy Be3y IO
JlBa peJJHO Be3aHa OTIIOPHUKA TAKO Jia je YKyTaH OTIOoP Y KOJIy:

R, a+b

R, = —
£ 2 2

Heka je cajja npekuad y Kosy 3aTBopeH. Cajia cucTeM npejcTaB/ba peJHy Be3y 10 /Ba
napaJieJIHO Be3aHa OTIIOPHHUKA, Kao IITO je NIPUKa3aHO Ha CIMLU UCNOJ, TaZa je:

2ab

ab
R,=—uR.=2R, =
P a+b r P a+b

Kako npusinkom 3aTBapama npekuzaya jo061jaMo eKBUBaJIEHTHU OTIOP KOjU je MabU
WJIY jeIHAK OJi eKBMBAJIEHTHOT OTIIOPA Ka/la je IpeKU/jad OTBOPEH J06HjaMo
HejeJHaKOCT:

a+b 2ab
=
2 a+b
OpaTiie ciaenu:
a+ b)? a+b
u— > ab > > >Vab

A oBO mpejcTaB/ba HejeIHAKOCT H3MeDy apUTMETHYKe U TeOMETPHjCKe CpeJuHe.
[IpeTxofHO pacybhuBamwe je TauHo jep "'mojajyhu" »kuiy Koja HeMa OTHOPHOCT Y
eJIEKTPUYHO K0JI0 GAaKTUYKH HUIITA Ce He MeHa I1a HeMa pasJiora /ja ce eKBUBaJIEHTHHU

nr

oTtnop koJia noBeha. TuMme je f0Ka3 roToB. M

] JT; b .
Q

a

b a

Cnuka 17. CtpyjHo Koo KopuwheHo 3a A0Ka3 HejeAHAKOCTH
nsmehy aputmeTnUKe U reomeTpmjcke cpeguHe
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4.2 HejeanakocT usmehy apurMeTHYKe U XapMOHHjCKe CpeauHe

[lo3HaTo je U3 MaTeMaTHKe Jla BaU oA HOC u3Mebhy cpesiiHa 3a HEHeraTHBHE
opojese:

XapMoOHuUjcKa < 2eomempujcka < apummemuyka < KeaopamHa

[loka)xuMO Jla U3 TNpPeTXOAHOI pacybuBama y Be3W ca eJeKTPUYHHUM KOJOM H
eKBUBaJIeHTHUM OTIOPHOCTUMAa HaBeJeHor y geny 4.1 cieau u opHoc usMeby
apUTMeTHYKe U XapMOHHUjCKe CpeJIuHe.

JacHo je na 3a ABa peasiHa 6poja A u B Baxu:
A=2B>0=>VA=VB

MHoxxehu npeTxoAHy HejeAHAKOCT MpBo ca VA a motoMm ca VB go6ujamo ciesehu HU3
HejeJHAaKOCTHU:

A=2VAB ANAB=B=>A=VAB =B

. . a+b 2ab .
CraBmajyhu y mnperxogHy jeaHakoct A = = uB = e Jl00MjaMo  TpakeHy
HejeHaKOCT:
a+b = 2
= ab = 1 1
2 Shp
a b

JacHO je fa OTIOPHOCT OTNOPHUKA Y3MMa UCK/bYYUBO HEHeraTUBHE BPEJHOCTHU Te Cy
CBU rope HaBeJleH!U YCJI0BU UCITYHeHU. TuMe je f0Ka3 3aBplleH. W

4.3 HejeaHakocTt usmebhy apurMeTnyKe M XapMOHHjCKe CpeAHHe 3a n
opojeBa

Y oBOM ci1y4ajy HejeJHAKOCT KOjy Tpeba N0Ka3aTH MOXKeMO 3alMCcaTH y ONIITEM
006JIMKY OJJHOCHO 3a IPOM3BO/baH NPUPOJAH 6poj n:

n =1

n
1 1 B
=) Qg 2| g

n n k=1

k=1
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[TocMaTpajMo cajia 1eMy eJIeKTPUYHOT KOJ1a IPUKa3aHy Ha caULM ucnoi. CBaku
pell y eJIeKTPUYHOM KOJIy Ce CacTOjUu OJ, UCTHUX OTIOPHUKA. YOUUMO Jjla NIPUTOM CBaKa

KOJIOHA Npe/CTaB/ba LUMKJIWYHY IepMyTallMjy OTIIOPHUKA, OJaTJIe je jaCHO [ia U Y CBAKOj
KOJIOHU QUIYpHILY UCTH OTIOPHULM. 3a NMOoYeTaK HeKa Cy CBU NpPeKUJayud OTBOPEHHU,

HBbHUXOBHUM Hp66aU,I/IBaIbEM Yy 3aTBOPEHO CTamke ,uoxa3aheMo ropmby Heje,[[HaKOCT.

AKo cy cBU IpeKuJjayd OTBOPEHU:

HMaMoO IIapaJjieJIHy Be3y o/ 110 n peAHO BE€3aHHX OTHNOPHHKA. ExBHUBaJIeHTHU OTIIOP

CBaKoOTI' peja U3HOCH:

n
erzak

k=1
oZaTJie e U a je eKBUBaJIeHTHA OTIIOPHOCT napa’sie/iHe Be3e jeiHaKa:
n
= — = — a
Pon' " n X
k=1

AHaJIorHO NMPEeTXOHOM CJIy4ajy, KaZjla 3aTBOPUMO CBe NpeKujaye A061jaMo
eKBHBaJIEHTHU OTIIOP MakbH UM jelHAK 0J] OHOT KOjU CMO MMaJIu KaJia Cy CBU
npeKujayy 6U/IM OTBOPEHH.

AKo cy cBU IpeKUJjayu 3aTBOPEHU:

HMaMoO peJHYy Be3y 0/, 110 n napaJjejiHo Be3aHUX OTIIOPHHUKA. ExBHBaJIEHTHU OTIIOP
CBaKe ITapaJieJiHe B€3€ U3HOCH:

=1q,

Kajzia uMaMo peiHy Be3y n MCTUX OTNIOPHUKA, EKBUBaJIEHTHH OTIOp je n nmyTa Behu:

Ren o= (3 at)
r_nE” 17 \n k=1ak

k=1ak

W3 Beh HaBeJieHe YKMbeHUIE Jja IPUJIMKOM 3aTBapama npekujaya jo6ujaMmo

T o PRI r—

as |—F| as }_p il a

iy, I—L| ] }—L

Cnuka 18. CtpyjHo Kono KopuwheHo 3a g0Ka3 HejeaHAKoCTU uamehy

.

+—p

|
NN

APUTMETUUYKE U XapMOHMUjCKe CpeauHe y onwTem cay4ajy
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€KBUBAJIEHTHH OTIIOP KOjU je MakU WJIM jeJHAK 0/, eKBUBaJIEHTHOI OTIIOPA KaJa Cy CBU
NpeKuJa4y OTBOPEHHU U YUH-eHUIe ia Cy BPeJHOCTHU OTIOPA UCK/bYYHUBO HEHEraTUBHU
OpojeBU cieau HaBeJeHO TBphemwe. TuMe je f0Ka3 3aBplIeH. B

4.4 T'pad y MmaTeMaTULM KAao A0Ka3 PejiujeBor 3aKkoOHa MOHOTOHOCTH
y CTPYjHOM KOJ1y

PasmoTpuMo Mpexy OTINOpHMKA IMpUKa3aHy Ha Ccauuu ucnon. Taksa
KOHQUrypalyja Tayaka y paBHU 0Be3aHUX JIMHHUjaMa Ha3uBa ce epad. Tauke y MpexHu
ce 30BYy UYBOPOBHU a JIMHUje ce 30By rpaHe rpada. ¥ ciaefehoj meMu Tauke npejicraBbajy
oApeheHU NOTeHLHja/1 a TpaHe NpeJCTaB/bajy OTIIOPHUKE KOjU MOBe3yje JiBe TaykKe ca
oApehenumM norenuujasruMa. Ceake JiBe Ta4Ke i U j Cy NoBe3aHe OTIIOPHUKOM R;;.

Vi R; VY

i

€ R >

Cnuka 19. CTpyjHO Kono Koje cumynupa rpad y foKasy
PejnujeBor 3aKoHa

JlosBosiMMO fla Heke rpaHe uMajy R;; = 0 ogHocHO R;; = . ®U3MYKM CMHUCA0
0BOra JIeXH y TOMe [ja rpaHe Koje umajy R;; = 0 3anpaBo npeAcTaB/bajy KpaTak CIoj y
KOJIy [IOK rpaHe KO/ KOjuX je R;; = 0o 3ampaBO HUCY HHU IOBe3aHe, OJHOCHO KPO3 Ty
rpaHy He Tede ctpyja. Ha Taj HauuH pacnopebyjyhu ogrosapajyhe oTnopHuKe 4uju cy
otnopu R;j =0 0JHOCHO R;j =, MOXeMO CTBOPUTH KOHUTrypanujy 6GUI0 KOT
CTpyjHOr KoJIa y KojeM GuIypuuly Tayke ca JaTuM noreHuujanuma. [locmatpajmo
eKBUBaJIeHTHU oTnop R u3Meby Heke fABe TauykKe, Ha NpUMEP Vy U Vy4q Kao WITO je
MPUKa3aHO Ha CJMUM H3HAA. JacHo je Aa je R ¢yHkuuja of R;; ofHOCHO R = f(REJ,-),
VHTYUTHBHO je NOTIYHO OYUIJIEJHO [ja aKO Ce OTIOP OMJIO Koje rpaHe y KoJy noBeha za
he ce u ykynaH otnop koJsia noBehatu. OBo TBphemwe je no3HaTo kao Pejiujee 3akoH
MOHOMOHOCMU.

Jloka3: Pagu nakiie HoTanuje, Heka Hame kKoJio (rpa¢p) uma N + 2 4yBopa U TO
Vg, U1, --- Un, Un+1 TPHKA3aHO KA0 HA CJAULU U3HAJ, M MOCMATPAjMO eKBUBAJIEHTHH OTIIOp
usmehy vy ¥ vyy, . [lpuk/byyumo caza Hanon V u3Mely 4uBopoBa vy M Uyyq. AKO
y3eMJbHUMO 4YBOp vy Tazaje Vy = 0acamuMm tum je Vy,q = V.
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AKo ce Ha KpajeBe OTHOPHHKA OTHNOpa R mpuk/bydu u3BOp HamoHa V Taza ce Ha
OTHOPHUKY ocJiobaha TomsioTa cHare:
VZ
P=—
R
Ako 6UCMO cajla HeKaKo ycIe/Iu jia ojpaBaMo noTeHnujane V, y uBopoBuMa oHja 61
YKyIHa ocJio6oheHa cHara y KoJy 6uJa:
N+1 ,~ i
(V- v,,
P(V,,V,, V5 ... Vy) =

i,j=0

rae je Vo=Vou Vyyq = Vyyr = V. YpeasrHoCcTH MU MOXEMO Jla KOHTPOJIMILEMO CaMO
Kpajie noteHuujaue Vou Vy,q = V nputom nymtajyhu ocrane Hanone Vi, , 1 <k <N
Jla ce MPOU3BOJbHO Meajy, JaK/le HEMaMO HUKAaKBY KOHTPOJIY HaJ, lbMMa.

PeasiHa cHara Koja ce u3/jBaja y KoJly je HajMama Moryha Kajja ce Ha KpajeBe NpUK/bY4YHU
HaroH V.

raeje Vo = 0uVy,, = V. /lokas 3a oBo TBphewe cieau U3 ciaejeher 3ak/bydrBatba.

Heka cy (V4,V,...Vy) mpaBe BpeAHOCTH MOTEeHLMjaja y ojroBapajyhuM 4YBopoBHUMaA.
Taza napuujasHum JudepeHLnpambeM U3pasa 3a 0c1060heHy cHary no noTeHyyjaarMma
y YBOpOBHMa J106HjaMo:

N+1 I N+1
10 P(V V) E:Vk—Viu;m'rmz:I 0
din = e P =
zaVk 1» N I Rkl : I ki
i=0 I i=0

Ha ocHOBY Kupxodoor npasuJa.

Jacuo je na je P(Vy,V,, Vs ... Vy)nosuTusHa kBaspaTHa dyHKUMja U Aa 360r Tora UMa
caMo jejilaH eKCTpeMyM KOjH je mopej Tora U1 MUHUMyM. To Tokasyje Aa 3a BpeJHOCTH
IpaBUX HallOHA KOjU Ce pa3BHjajy y KOJy A00HjaMO MMHUMYM QYHKLMje CHare Te je
peaJiHa cHara Koja ce M3/[Baja 6alll 33/jaTa FOPHUM U3Pa30oM.

3a Kpaj, youuMO Ja ce y M3pasy 3a CHary OTIOpHU R;; Hajase y MMEHHOIUMA

cabupaka ma je 36or Tora pyHKuMja cHare onazajyha ¢pynkuuja og ceakor R;j.Ca gpyre

vz : .
CTpaHe KaKo BaxH R =—, To je QpyHKIMja eKBUBAJEHTHOr OTIOPa 3ampaso pacTyha

dyHkuuja of cBakor R;j. OjaT/ie HEMOCPeAHO C/leAu Ja ca nosehaweM ormopa 610

Koje rpaHe Hauer rpada jos1a3u u 1o noBehawa ekBUBasieHTHOT oTopa. TuMe je nokas
PejiujeBe TeopeMe y NOTIyHOCTH 3aBpIlIEH. W
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5. MuMUHHUMYM U MAKCUMYM-4€CTO Pa30TKpPHBA TajHe
npupoae

5.0 YBoju ujaeja pU3UYKOr NPUCTyNA

Kako y mMaTeMaTuny Tako M y GuU3ULH, NPO6GJEMHU MUHMMyMa U MaKCUMyMa
oapebenux ¢yHKIMja cy BeoMa 3aCTyIlJbeHU Y ONKMCHBamy N0jaBa y NPUPOAU Koja Hac
OKpYyXyje. AKo Masio 60/be 06paTUMO NaXKky, MHOTO PU3UYKHUX CUCTEMA y NPUPOAHU
TeXHU Ja 3ay3Me CTame paBHOTEXe Koje MHAUPEKTHO NpeJcTaB/ba CTaké MUHUMaJ/IHE
WA MaKCUMaJIHe MOTeHIUja/iHe eHepruje, y 3aBUCHOCTHU OJ TOra Ja JIU je ped O
I10J103Kajy CTabUJ/IHe UM JIabUIHe paBHOTeXe. Tako Ha IpuMep, CBU CUCTEMHU TeJla KOjH
ce Hajla3e y TpaBUTALMOHOM N0Jby 3eMJbe TeXe Ja y 30Mpy MMajy MUHUMasHy Moryhy
NOTeHLHja/IHy eHeprujy, ako MpocrneMo BoJAy OHa he ce pa3/iMBaTH JOK He NMOCTUTHe
ONTHUMAaJIHY MOBPIIMHY Koja joj 06e36ehyje MUHUMAJIHY eHeprujy, JiaHall Koju ce o6ecH
0 /ZiBa eKcepa TeXM Ka IO0JIOXKAjy y KOjeM My je LileHTap Mace Ha HajMawoj Moryhoj
BUCHMHM, Oa/JIOH calyHHUIle TeXd OOJHUKYy Yy KojeM HMa HajMawy Moryhy
3anpeMHUHy/NOBPIINHY, 3paK CBETJIOCTH KOjU MpeJia3u U3 je[jHe y APYTYy CpefuHy bupa
YT 3a KOjU MY je NOTpe6HO MUHMMaJIHO BpeMe Jja OM CTUrao 0 0OKa nocMarpadya...

CBe HaBeJeHe TMoOjaBe Cy [JUPEKTHO MWJM HHJAUPEKTHO I[IOBe3aHe ca
NOTEeHLMja/JHOM €eHeprujoM TeJla WJIM CUCTeMa Ila ce NpUpoAHO HaMmehe wHzeja o
KOHCTpyHucawy QU3UUKOT CUCTEMA YMja IOTeHI[UjaiHa eHepruja npejcTaB/ba GYHKLUjY
Kojy Tpe6ba MUHMMU30BaTH (pehe MakcuMmuzoBaTH). Ha Taj HauuH, y cTalkbuMa y KojuMa
je MoTeHLMja/IHa eHepryja MMHUMaJIHA, CUJIA Koja JieJiyje Ha TeJI0O U3HOCHU HyJia Ia ce
TeJIO HaJla3U y PaBHOTEXHU.

Y cnenehoj Tabesn npuKasaHo je LITa OAroBapa Kojoj MaTeEMaTUYKOj BeJIMUUMHHU
Y Ha OCHOBY Te TabeJie Tpeba KOHCTpyHcaTH GU3UYKHU MOJeJ:

MarteMaTuKa dusuka

M I NI P —— [loTeHIIMja/IHA eHepruja -«

[IpBu u3BOA =2 . Cuna Emras—se=arens

MUHUMYM 7 <> TIOCTHIKE 32 MUHUMYM =ma ener TOCTUXKE 3a )
AT C 5] = —F(x

FexD ce F Cax) — P(x) ce Fixd — 1

OJIHOCHO Y €532, SABHOTEXeE
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HapaBHO, ka0 M y NpPeTXOJHUM IOrJaB/bUMa 3a KOHCTpyHCame (GU3UUYKHUX
cUCTeMa KOju 6W JJ06PO ampoKCMMUpA/IM JaTy I0jaBy U IpeJsa3 ca MaTeMaTHUYKOI Ha
bU3NUKM NPUCTYN pellaBaky NpobjieMa KOpUCTUheMO ce UJealHUM eJaCTUYHUM
onpyrama, HeuCTer/bMUBUM HUTHMA, U/lea/JHUM racOBUMa U TEYHOCTUMA...

5.1.0 Esmunca yonure

AeduHuyuja: Enunca kao reoMeTpHyjcka purypa npezcraBsba CKyI Tayaka YHju je
36Up pacTojama oJ /iBe 3a/laTe Tauke KOHCTaHTaH. Te /jBe Tauke Ha3MBAjy Ce KUXKe
eJIUIICce U Hajyelnhe ce 03Ha4aBajy ca F; U F,.

JemaH on HayMHA Ha KOjU CYy KaKO APEBHHU TAKO U CaBpeMeHHU MaTeMaTUu4apH
KOHCTpPYHCaJ/IM eJIUICY jecTe ciaefiehu: 3a60/y ce /iBa ekcepa KOjUu MpPeJCTaB/bajy KUKe
eJIMIICe, 3aTUM Ce 3a eKcepe BeXKy KpajeBU KaHala Y YXBaTH Ce KaHall 3a jeJHy TauKy.

A(’_}E
= _Jd X
]

Fig 1

Cnuka 20. KoHcTpyKumja enunce Cnuka 21. Enunca y lekaptrosom
cuctemy
[lopes Te Tadyke ce MPUCJIOHU OJIOBKA Ca YHYTpallke CTpaHe IOBPUIA KOjy
OrpaHH4aBajy /iBa eKcepa U U3abpaHa Tauyka M 3aTerHe ce KaHam Tako Aa ¢dopmupa
Tpoyrao. Caja moMepaweM OJIOBKE AYXK KaHama TaKo Jla CBe BpeMe KaHam 0Oyjze
3aTEerHyT J00UjaMo CIUKY eJIUIICE.

]e,[[Ha‘{I/IHa eJIhIce y I,ﬂeKapTOBOM KOOpAHWHATHOM CUCTEMY IJ1aCH:

X2 y?
a“ b
TZe Cy a U b BeJlMKa M MaJla IIOJIyoca eJIUICe a caM LieHTap eJIMIICe ce HaJasu y
KOOpJAUHATHOM IMo4eTKy. Ejurica ce mojaB/byje Ha MHOrO MecCTa y NPUPOLU AU
BEPOBATHO je HEeH 3Hauyaj HajynedyaT/bMBUjU Y TpaHaMa acTpodursuke. 3HaMo Jia ce CBe
IJIaHeTe U 3Be3Je Kpehy 110 eJIMITUYHMM [TyTakaMa OKO OHUX BeNHUX U MaCUBHHUjUX IO/,

yTULIAjeM BbUX0OBE IpaBUTaLyje.
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5.1.1 JeaHo Jieno cBOjCTBO eauInce- XepOHOB MPUHIMUII

Cnuka 22. MNMpocTtuparbe 3paKa Koju
Kpehy 13 jegHe }uxe enunce

Enunca uma jeJHO HeBepOBaTHO CBOjCTBO. AKO ce 3paK CBETJIOCTU eMUTyje U3
jenHe oJ KMKa, HAKOH oOJ0Mjamba O eJIMICYy 3paK he mpohu Kpo3 Apyry KUXKY.
[locMaTpajMo TO Ha peasHOM NpuMepy. Ako 6GMCMO HalpaBUJIMU CTO 3a OWJIUjap Yy
06JIMKY eJIUIICe Y IOCTAaBUJ/IM Oesly KYTJIy Y jeJHY KWKy a APYTY KyIJy Y APYTY XKUXKY, Ma
KOJIUKO ToJi Jia je urpad Jjoul curypHo he morogautu Kyray. UcTo Tako ako 6UCMO
UrpaJiv CKBOILI Y cCO6M 06JIMKa esIuIice IPU YeMy OY Urpavu CTajasv y )KHUXKaMa, Kako rof
Jla jefaH oJi KUX yAapH JIONTY Morao 64 /ia MorojAu OBOT JPyTor WJIM joUl rope ako ce
OBaj JpyTU M3MaKHe, /la IOroAu caM cebe. Y yeMy ce KpHje TajHa OBOI UHTePeCaHTHOT
cBojcTBa esiunce? Oarosop je y XepoHO80M npuHyuny.

AeduHuyuja: XepoHOB NPUHLUI KaXke Jja CBETJIOCT YBeK 61pa Hajkpahu nmyT.

Y oBoM mnorJiaBby noka3aheMo kKako ce XepOHOB NPUHLMI OCTBapyje Ha NpUMepPY
eJIMIICe U 3paKa eMUTOBAHUX U3 jeJHe XKUXKe.

5.1.2 Tephemwe Koje nokKasyje cge...

Teopema: Heka je Tauka P Ha esiunicu M Heka cy F; u F, weHe xxe. Heka je MN weHa
TaHreHTay Tayku P. Taza je ucnymweHo:

LF,PM = £F,PN
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JAoka3s: [locmaTpajmo ciaenehu pusnuku cucteM. Heka je HaM je Ha pacroJiaramby TaHak
paM 06JIMKa eJIMIICE YMje ce KUXKe Hajlasze y TaukaMa F; U F,. CTaBUMO Ma/id Kpy:KHHU
NpPCTEH Ha YHYTpalllby CTPAaHy paMa M NPOBYLIMMO KPO3 Hera HeUCTer/bMBY HUT UUjU
Cy KpajeBH 3aBe3aHH y KMaMa AaTor paMa. [logecuMo kaHan Tako Aa Oyze 3aTerHyT a
3a MPCTEH OKauyuMO Jpyro TeJ0 TaKo Jla MPCTEH MOXe Aa Mupyje Ha pamy. Caza
N0ZleCUMO €eJIMIICY TaKO Jla TAaHTeHTa y Ta4yKH y K0joj ce HaJla3u NpCTeH Oy/e napaJsesHa
ca TJIOM, Kao Ha CJIMIY UCIIOJ.

()

Cnuka 23. [lokas TBphera Koje
npeacTas/ba XepoHOB NPUHLMUN

Caza je jacHO fa je IpCTeH y paBHOTEXHU. /IBe cUJie 3aTe3ama Cy jeiluHe Koje UMajy CBoje
TaHTeHI[hja/IHe KOMIIOHEHTe Ma Ce oHe MOopajy mehyco6Ho moHUIITUTH. To HaM faje:

Ticosa; —Tycosap, =0
Kako je 360r HEUCTEr/bUBOCTH HUTH UCNyweHO T; = T, TO Baxu:
CoSay = COSy = A1 = Ay

TuMe je foKa3 TeopeMe NOTIIYHOCTU TOTOB. B

5.1.3 OcBpT Ha A0Ka3 XepOHOBOT NPUHLMIA

Y nmpeTXoAHOM OJe/bKy NOKas3aJd CMO jeJHAKOCT ymaJHOI U OAOOjHOr yrJa
CBETJIOCTU NPUJMKOM OZi0Hjarba 0 esuIcy. Takohe, mokasaiu CMO U joll je/lHY 0COOHUHY
Ha OCHOBY KOHCTPYKLHje CUCTeMa, Jla IPeJIOMHU 3paK Mopa NMpohu Kpo3 ApPYry KUKy
eJIvIiCe.

[To nepuHHULMju enurnice, cBaku nyT F;PF, uMma ucty AyXuHy 6e3 o63upa Ha
onabup Tauke P. [lopef Tora, cBaky TakaB MyT NPeACTaB/ba U Hajkpahu nyT of jeiHe
KIDKe [0 eJIMICe ma A0 Apyre »KWxe U 360r Tora npejcTaB/ba NYyT HEKOI 3paka
cBeT/IOCTU. Ha OCHOBY cBera npeTxoJHO peyeHOr IOKas3aJlhd CMO JAa je XepOoHOB
NPUHLMI 3alpaBo carjacaH ca YUHEeHULOM Ja Cy yIaJHU U 0400jHU yrao CBeTJIOCTH
jeJHaKU.
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5.2.1 [loM03MMO eKCnepuMEeHTAa/IHUM pe3yJTaTuMa Ja ce O0oJbe
ooGpaze...

Y exkcrnepuMeHTasHO] GU3MLU pe3yJTaTH Koje A00UjeMO 4YecTO 3axTeBajy
JloflaTHy 00paZly U TpolemUuBame oJpeheHUuX rpellaka Koje Cy HacTaje ycie[
IpopadyyHa U Koje J0BOJe A0 OACTyNama eKCIepUMEHTAa/IHUX pe3yJsTaTa O0J, OHMX
JlobujeHUX TeopujckuM mnyTeM. Lleo oBaj mporlec je HeomxoAaH 360r HECAaBPLIEHOCTH
YOBeKa U MHCTPYMeHaTa KOjuMa IIOKYyIlIaBa /a OluIlle [10jaBe Koje ra OKpPYXyjy.

[IpupoaHo, Hamehe ce noTpeba fAa ce Halle MeToJe obpahuBamwa pesysTara
ycaBplle WITO je Bulle Moryhe He OW JiIM OJCTymama OJi MpaBUX BPEeJHOCTU OuUJa
CBeJleHa Ha MMHHMYM. JeiaH oj Hajuyewhux mpobJsieMa ca KojuMa ce cpeheMmo je
ciaenehu:

Heka je mat ckyn ypehenux maposa (x;, ¥;) y paBHH. Ham 3azaTak je ga mponahemo
npaBy

y=ax+b

Koja Hajbo/be anpokcMMHpa JaT CKyn Tadaka. Y KOM CMHCJIY Haj6oosbe? Kapa
ocMaTpaMo CBaKy OJi Tauyaka X; odeKyjeMo Ja he BpegHOCT y; OUTHU AaTa U3pas3oM
y =ax; +b. MebhyTtuM, 360r npeTxoaHO HaBeJEeHUX paszJjora 4YecTto Jo0Jia3u /[0
O CTyTNamwa Nna AePpUHUILEMO I'PELIKY Kao:

A=y — (ax; +b)

TepMuH "Haj6oJ/be ampOKCMMHUpA" OJHOCH Ce HA MpOHalaXKewe KoedulMjeHaTa a U b
TaKo [Jia je cyMma:

Z(yi — (ax; + b))?
i=1

MUHUMasIHa Moryha. OBaj MeTo/, ce momnyJiapHO 30Be Memod HajMmarez Keadpama.

3amucarMMo oArosapajyhy nmpaBy Kao KpyTy LIMIKY NPOBYYeHY KpO3 pyKaBlie KOjU ce
oC/amajy Ha JABa BepTHUKaJlHA Hocaya KOjU Ce Ha/la3e Ha Ma/luM, jeJHaKuM,
pacTojamUMa o[ IpaBa X = X; IPUKa3aHO Ha CJIMLIU UCIIO,.
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Cnuka 24. EKcnepumeHTanHO
npoHanaxere Hajbosbe npase

Heka cy y Taukama Koje NHpeAcCTaB/bajy JaTe eKCIepUMeHTasHe BPeJHOCTH
3abozeHu ekcepH. [loBexxuMo cafia ekcepe ca pykaBLMMa nomohy eAacTUYHUX Oonpyra
KOje Cy y MOYETHOM TPEeHYTKy HEUCTerHyTe. AKO MPenycTUMO CUCTEM caM cebu, oH he
ce NMOCTAaBUTH y TAKBO CTakbe Jla My YKyIlHA NOTEeHIMjaJiHA eHepruja 6yie MUHUMaJIHA
Moryha. YouuMo Jia je cBaka ompyra UcTernyrta 3a A;= y; — (ax; + b). U3abepemo siu
Jla je KoeQUIHjeHT eJIaCTUYHOCTH k = 1 yKymHa noTeHIyjaiHa eHepruja je:

T 2 mn
kA 1 ,
Eu=z 5 =Z§(yi_(axi+b))
i=1 i=1

JacHo je caja Aa cMo mpo6seM MHUHMMajlHE CyMe KBaJipaTa rpellaka CBeJM Ha
IpoHaJAXKehe KOHAYHOT I0JI0XKaja LIMIKe MpenylTeHe caMoj cebu Aa ce kpehe moj

yTHUIAajeM eJJaCTUYHHUX cuia omnpyra. lllTaBuiie, cBeJiM cMO Ha NMpPo6JieM NMpOHAIAKeHha
PaBHOTEXHOT T0JIOXKaja OAHOCHO MUHUMAaJIHE MOTeHIUjasiHe eHepruje. HamoMmeHuMo
Jla Cy CBU eJleMeHTH OBOT GU3UUKOr CUCTEMA 3aMMUUI/bEHU Kao UJea/HH, OJJHOCHO ja
n3Mebhy cBaka /iBa eJleMeHTa HeMa Tpea.

JeauHe cusie Koje Jleslyjy Ha LIKIIKY Cy CUJIe HOpMaJiHe peakluje oj pykaBaua F;. Kako je
IIMIIKA Y CTalby PAaBHOTEXE U He MOMepa Ce TO je CyMa CBUX THX CHJIA je[lHAKa HYJIH Kao
¥ CyMa CBMX MOMeEHAaTa Koje Te CUJie CTBapajy y OAHOCY Ha TAuyKy MpeceKa IIHUIKe U Y
oce.

?=1Fi =0m Z?:lpidg =0

rJe je d; pacTojambe of TauKe A. JacHO jée ca C/IuKe Jla BaXKU:
X; =djcosa

PazmoTpuMo cuiie Koje Jiesyjy Ha pykaBiie. Kako je cBaku pykaBal| y paBHOTEXH TO je
pe3yatyjyha cusa Ha mera HyJ1a. Ha wera gienyjy eJlacTuyHa cuJia onpyre

Fel = kA= Vi — (ax[- + b)
KOja je ypaBHOTeKeHa MPOjeKIUjoM:

E, = Ficosa
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Ha ocHoBy npBe Be3e j061jaMo I1PBY je AHAYHHY:
n n
Zyi —ain —nb=0
i=1 i=1

Ha ocHoOBY zipyre Be3e 106ujaMo ApYTy jeIHAYNHY:

n n n

n n
(yi — (ax; + b))x; ,
Z Fidi :Z : (COSLQ)Z t= 0 :Z Xiy; —a xi‘: —b X; = 0
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1

Casa uMaMo cUCTeM O/ [iBe jelHAYMHE ca [iBe Hello3HaTe 4YHje jeJUHCTBEHO pelleHe
Jlaje ONITHMAJIHY IPaBY KOja alpOKCUMHUPA AAT CKYN Tayaka.m

5.2.2 Majv OCBpPT Ha NPETX0/HO MOrJIaB/be

[To MOM MUlLlIJbEWY OBO je jefaH o[, Haj3aHUMJ/bUMBUjUX [l0Ka3a KOjU CTOje y OBOM
MaTypckoM pagy. Yecto ce sbyau cycpehy ca 3abayzaMa ga ojapeheHe MaTeMaTHuKe
MeTO/le Y MojaBe HeMajy CBOj GpU3UYKK CMHCAO0, OAHOCHO "Jla ce He MOry BUJETU Y
npupoau’. YuHM MU ce Ja je TakaB C/ly4aj U ca MeTOJOM HajMamwer kBaaparta. Ha npBu
norJsie[, JauuyMMma IOIYyT MeHe, JeJyje Kao HyMepuUYKa MeToJa HacTajla 06e3 HeKor
nocebHOT pasJjora Wid ompaBJama a CaMMM THUM U 6e3 HeKe BeJiMKe MOhU KojoM 6u
MoOrJla JAONPHUHETH MaTeMaTH4YKOM CBETYy. Y NpPeTXOJHOM IIOrJaB/by HaBeO caM jeJaH
npuka3 GU3UUKOT MaH/jaHa 0BOj HYMepUYKOj MeTOU KOjU MU je mo3HaT. MoxJa ux uMa
joll, aju je U OBQj jeJaH AOBOJbAH [la MOKa)ke allCTPAKTHOCT Koja ce Kpuje u3a jeJHOT
Kpajme jefHOCTaBHO GOpPMyJIMCAaHOT MeTO/a U Jia MOKaXke Jja Ce ’eroBUM NPaBUJIHUM
TyMadeweM MOTy poHahy CKpHBeHe MojaBe U3 PUPOJe KOja HAC OKPYXyje.

5.3.0 IIpo61eMH TUINIA "KOHCTPYUCATH MUHUMYM"

Y MaTemaTHLM Cy Npo6JieMHM eKCIJIMIUTHOI KOHCTpyHcawa U onpehuBama
MHMHMMYMa BeoMa 4YeCTH U [TI0CTOjU MHOTO HauMHa 3a BbUX0BO oZipehrBame. Y HapegHOM
10rJ1aB/by U3/BOjuheMo HEKOJIMKO Ipo6seMa U TeopeMa KOjU ce OJHOCe Ha MPeTXOHY
TeMaTHUKy a MOT'Y Ce PeLlMTH OJHOCHO Jl0Ka3aTH oMohy oco6rHa ujeanHux ¢ayujia u
NOBPIUMHCKOT HamnoHa. Ajid mpe cBera, o6paZjuMo jelaH MO3HATH CBETCKU Npo6JseM y
HapeJHOM IOIJIaBJbY.
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5.3.1 3ap Huje Topuyenu 610 60/b4 pU3UYAp HErO MaTeMaTU4dap?

Jenan on mno3HATHjUX MNpob6jeMa y HWCTOPHjU MaTeMaTHKe je II03HATH
MateMatuyap ®epma noctaBuo ¢pusnyapy U MateMatuyapy Topuyesnnjy. Y cBOM nucmy,
®epma Tpaxu of, Topuuesvja Aa 3a 3a/iaTe TPU TauKe y paBHU poHalhe OHY TauKy Y TOj
PaBHHU 4YHjH je 306UP pacTojama 0J, Te TPH 3aZjaTe Ta4ke MUHUMaJIaH Moryh. Topudesu je
NpPBU Y UCTOPUjH KOjU je pelIro oBaj MpobJieM U 3060T Tora Ta Tauka HOCU HeroBO HMMe.
MebyTtum, TopryennjeBo pelleme je Kpajibe MaTeEMAaTHUUKO a Y lyXy HeroBe CKJIOHOCTH
Ka ¢usuuy My heMo NprKasaTy jeZJHO aTPAaKTUBHO PU3NYKO pelleHbe.

3aMHUCIMMO Jla MMaMO CTO Ha KOMe Cy U30ylleHe pyrne koje he mpejcTraB/baTu
Halle 3ajaate Tayke A, B u C. Y3MHUMoO caZjla TpY UJEHTUYHA KaHala U CIOjuMO je/iaH
HBUXOB Kpaj ¥y Tayky X. CaZla IpOBYLIMMO CBAKH O/ Ta TPU KaHalla Kpo3 pasJAHYUTYy pyIy
Y 2a cJ1000/1He KpajeBe NPpUKaYMMO TeJsia UCTUX Maca. O3HaYuMoO BUCUHE TeJia Y OJHOCY
Ha noj ca hg, hy, he. Taja je ykynHa noteHuujajHa eHepruja cucrema: E, = mg(h, +
hy, + h.). Kaga ce cucreM npenycTd caM cebd OH TeXH Ja Ce NMOCTaBU y CTame ca
HajMambOM yKYIIHOM IOTEHI|HjaIJHOM €HEPrUjoM a TO je CTame y KojeM je hy + hy + h.
MUHMMaJIHO Moryhe. To 3Ha4u fa je 36Up Je/10Ba OBA TP KaHala KOjU ce Ha/1a3u HCIOA
CTOoJIa a U3HaJ, TeJsa, Hajsehu Moryh. Opatiie cajja jacHO ciefu Ja je 30Up AYyXKUHA
KaHala Koju ce HaJla3h Ha CToJly MUHMMaJaH moryh. Tume je Hama Tadyka X 3ampaBo
TopuuenujeBa tauka. Kako je cucrem caZia y paBHOTeEXH TO je pe3yaTyjyha cuia Ha
CBAKO TeJI0 HyJia. Jlakyie, TpU CUJIe 3aTe3ama Koje JeJyjy Ha TadkKy X Cy jejHaKe H
usHoce T =mg. Kako je mputoM Tadyka X y PaBHOTEXU TO Te TPU CUJIE MOPaAjy
dbopmupaTH TpPOyrao ako MX pacnopeiyMMoO TaKo Jla BpX je/lHE AOAUPYje Kpaj Apyre.
[llTaBume, Mopajy <¢GopMUpaTH jeJHAaKOCTPAaHUYHM TpOyrao 3aTo WLITO Cy UM
VHTEeH3UTeTH jeaHaku! Opatiie slako cieu:

LAXB = £BXC = £CXA = 120°

TuMe je KOHCTpYKIMja TauKe y MOTIYHOCTH FOTOBA. M

120°

CnukKa 25. TopuuyenujeBa TauKka
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5.3.2 JeaaH 3aHMMJ/bMB MIPOGJIEM

Teopema: TlocMaTpajMo n-TOCTpaHU MOJMUIOH P HajMawe Moryhe moBpuUIMHE ONMHUCaH
OKO J1aTe 3aTBOpeHe KOHBeKCcHe KpuBe ¢urype K. Taja cBaka foAupHA Tauka usmehy

p=0 @ (vacuum)

CnukKa 26. Tpoyrao Hajmame
noBpLmnHe

KpUBe M N0JIMI'OHA NIpe/iCTaB/ba CpeJUILITe OroBapajyhe cTpaHulie MOJUTOHa.

Jloka3: 3a nodeTak NocMaTpajMo jeJHOCTAaBHHUjU CJy4aj Y KOjeM je ped O ONHMCAHOM
TpPOyrJy. AHaJIOTHO TOM pe30HOBamwy HU3BellheMO OMIITU [0Ka3 3a CBAKU N-TOCTPAHU
IIOJIMTOH. Pa3MOTpHUMO TpHU IpaBe JIMHUje Koje 3aTBapajy KpuBy K npu yeMmy je kpusa K
TeJI0O HEIPOMEHJ/bUBOT 00/IMKa-KpyTo. Heka ce usaMmehy Tesia U JiMHUja Hajla3u BaKyM a
V3BaH JIMHYja rac Ha NpUTUCKY p. [Ipenpeka y Buay tesa K cripedyaBa Jja ce TpH IpaBe
obpyie y jeqHy. OHO IITO ce caja JAellaBa jecTe MOKyLIaj Ja ce TPOyrao IITO BUILIe
NPUOJIMKU CBOM HJeaJHOM M0JIOXKAjy Y KOjeM Cy CBe TpU NpaBe NokJombeHe. Ha Taj
HAYMH TPOYTao TeXH /ia CMakby CBOjy MOBPIIMHY IITO je BUllle Moryhe.

Y ogpeheHOM TpeHYTKY, KaJia ce CUCTeEM CMHUPH HaKOH NpelnylTalkba caMoM ce6y,

CBe TpHU JIMHHUje JoJla3e y CcTame paBHOTexe. [lasMaTmaiMowcaza jefir TAaHTEHTY, Ha

npuMep y Tadyku O, Ha KpUBY OJHOCHO je[JHy CTp=sidLnrionnuroda. Hamsy nesyje camo

CroJballllb¥ NMPUTHUCAK raca. Kako JiMHUja He poTmda 14+ jemymMa CBUxIMOMeHaTa Koje
. :

HaCTOjM Jla 3apOTHpa LIMIKY Y CMepy Kasa/bke.wa <y a M, y cMepy CYyIpOTHOM O/
cMepa KpeTama Ka3a/bKe Ha caTy. Ha oCHOBY Jrbe ciipmie MOXeMOo MUCaTH:

IV 1)
M; = Fyd; = p-liDAd -~

3a Apyr¥ MOMEHT MOXeMO IUCATH:

I | 1)
MZ = dez =p- oAd B

r

rJe je ca Ad o3HayeHa MaJia Jie6/bUHA JIUHUje.
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)2 =1i10? a opaTae jacHo cneam ga je i) =111D

UsjegnauyaBajyhu MomeHTe fo6ujamo: [
oJlaKJ/ie HEeMOCPeHO C/Ie/IU /ia je TauKa 't cpegwinTe GArosapajyhe cTpaHMIe Mossrord.
Bes ymamema OMUITOCTH MOXEMO 3aK/byYHTH Ja Ce MCTa CTBap JellaBa U ca CBUM

OCTaJIMM CTpaHHUIIaMa ITOJIMTOHA.

[lITaBuIlle UCTU HAYMH 3aK/byYHBama Ce€ MOXe aHAJIOTHO NPeTXO0JHOM, IPUMEHHUTH 3a
O6u1JIO KOje n YMMe je J0Ka3 TeopeMe Y NOTIYHOCTH 3aBpIlEeH. B

- 0 v
&7 1T Tl 1 T 17T T8

N

CnukKa 27. MpuKas cuna Koje genyjy
Ha jeAHy CTPaHy NOJIMIOHA

5.3.3 Jou jegaH ABOAUMEH3UOHHU MPOOGJIEM...

3adamak: Hahu HajMawkbu Moryhy 306Mp MOBpIIMHA KPyra M KBajpaTa ako je 3aAaT 36up
NpeyHHKa Kpyra U CTpaHHIe KBaJipaTa.

Pewerse: 3amuciuMo ciejfehd MexaHWYKH cucTeM. Heka HaMm je Ha pacnoJiaramby
HEUCTEr/bMBA KaHAll y OOJIMKY MeT/be KOjU je jelJHUM CBOjUM JeJIOM HaMOTaH Ha

KBaJipaT a

telescoping

|
frame g | 3

— pressure p

Cnuka 28. NMpuKas mexaHUUYKOr cMcTema Koju ce cactoju oa
Kpyra u KBagpara
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JIpyTMM CBOjUM /leJIOM HaMOTaH Ha KpyT. [[pUTOM LieHTpaIHU €0 NeT/be NPoJa3u Kpo3
[|eBYMIYy Ka0o Ha CAMLH UCIIOA.

3aMHCJIUMO Jia Ce YHYTap NeT/be HaJla3| rac Koju ce IKpPU HACynpoT KaHamy. OH
MOXXe HeKo ojpebeHo Bpeme Ja ce WMpH, aJlM He U y 6GeCKOHAYHOCT jep ra
HEUCTer/bMBOCT KaHalla y ToOMe clpeyaBa. [loTeHLMja/Ha eHepruja raca je omnazgajyha
dyHKIMja NOBpLIMHE KOjy 3ay3uMa. To je 360r Tora 1ITO rac /ia 64 yonute Morao ja ce
LIMPU MOpa KOHCTAHTHO Jia IIpeTBapa Jleo CBOje eHepruje y paJ U3BplieH Ha/J, [eT/bOM.
360r Tora MMHHMAaJIHOj MOBPIIMHU OJATrOBapa MaKCUMaJ/iHa MOTEHILMjaJiHa eHepruja a
CaMMM THM M CTame paBHOTexe(s1abu/He). JacHO je cafa Jia je cuja 3aTe3arba HUTH
jeHaKa y CBUM JieJIOBUMa KaHana.

[TocmaTpajMo mpBoO Jieo 06/IMKA KBaJpaTa. 3aCMHUCIMMO /1A Ce Y ’heMy HaJla3U rac
KOjU je Ha NpUTHUCKY p. Ha meroBy gecHy 604Hy CTpaHULY Jiesyjy CUJie 3aTe3ama HUTU
Y IPUTHCAK raca Koju ce Hasla3u yHyTpa. Kako je cucreM y paBHOTeXHU TO pe3yaTyjyha
cuJia Ha 60YHY CTpaHHULy Mopa GUTH HyJIa:

2T; = pxAh

rze je ca Ah o3HayeHa MaJjia e6/bHA KOHTYpeE, OJJHOCHO IPEeYHUK MONPEYHOor npeceka
KaHamna.

T
- T, <~z
T pT { . {f{
P > 1 d =y
- T, =€

T .
(a) (b)

Cnuka 29. MpuKas cuna Koje genyjy
Ha KBagpaT OA4HOCHO Kpyr

C/JUYHO TOMe IMUIIEMO U 3a KpyT:
2T, = pdAh

Caza je jacHO Aa M3 NpeTX0/iHE ABE jeJHAKOCTU CleJU Ja CTpaHUIA KBaJpaTa Mopa
OUTH jeJHAKA PEYHUKY KpyTa.

2
Cpajex+d=s=>x=d = % =S5, = -5; (1 + m)MUHMMaIHU 36MpP MOBPIIMHA KOjU Ce

MO>Ke I06UTH 3a 3aJjaTH 30Mp IIPpeYHUKa Kpyra U CTpaHUIe KBaZpaTa.m
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5.3.4 Joul jegaH TPOAUMEH3UOHHU NMPOGIEM

Y npeTxoJHOM NOTIJaB/by CMO NOKa3a/M KaKo Ha jeJlaH JiaraH "QU3UYKHU" Ha4UH
MOXeMO OZIpeJJUTH Koje yCJI0Be MOpa 3a/10B0/baBaTH je/lHa ABOJAMMeH3MOHa GuUrypa ja
O6u ce mob6uJa TpaxkeHa MHHMMaJsHA noBpuirHa. Cajga heMo C/AMYHHUM NPUCTYyNOM
npo6JieMy, MOKyLIATH Jja NpoHaheMo GU3UYKK MOJes Koju 6U OAroBapao pellaBamy
npo6JieMa KOju Cy Y Be3U ca TPOJUMEH3UOHATHUM reOMETPUjCKUM TeTUMa.

3adamak: Of cBYX Ba/baKa JlaTe 3apeMUHe HahUu OHAj KOjyU MMa HajMarby NOBPIIUHY

Pewerse: 3aMuCIMMO [la UMaMO Ba/bakK HallpaBJ/beH OJ CAallyHHUIle KOjU MOXe CI000JHO
Jla Mema KaKo CBOj IOJIyIpeYHUK OCHOBE TAKO U CBOjy BUCHMHY. Heka je Hall Ba/bak
HanyweH racoMm 3ajare 3amnpeMuHe V. Heka Hama canyHdna KMMa KoeQHULUjeHT
NOBPIIMHCKOT HAllOHA KOjU U3HOCH . Taja je yKyliHa MOTeHIMja/lHA eHepryja BasbKa
JlaTa u3pasom:

E, =05, =0c(2B+ M)

M3 npeTxofHOr U3pasa casa claeM Aa Ba/bKy MUHHUMaJIHe NOBPLIKHE OAroBapa
MHUHHUMaJIHA NOTEeHIMja/lHA eHepryja a CaMUM THUM U CTakbe CTabujHe paBHOTexe. U3
yCJIOBA paBHOTEXe CUJIe IOBPLUIMHCKOr HallOHA M NMPUTUCKA raca Ha ropwy 6a3y Ba/bKa
Jfo6ujaMo:

o 2rr=p-r’m

Ca gpyre cTpaHe, nocMaTpajyhu moayuuavHAap Kora YMEe rac ¥ camyHulia U3 ycaoBa
paBHOTEXe CUJla HOBPLIMHCKOT HAMoHa U MPUTHCKA raca MMaMo:

o(4r +2h) =p-2rh
Ogmatsie HeNocpeaHo cieau oHoc: h = 2r. Cajia je MUHKMMaJIHA MOBPILIKHA jeHaKa:

2

ras
S=2rn(r+h)=6 (—) ..
2m
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pusL=p-xy push = p - 2rh

yo = [nd

z
N

(a) (b) "

Cnuka 30. NMpuKas cuna Koje cy y paBHOTEXKMU Kaga
nocmartpamo 6a3y Ba/bKa OAHOCHO jeAHY HeroBy
NONIOBUHY

6. 3axk/py4ak

Usrnena fa je fouiao Kpaj join jeTHOM MOKYIIAjy Ja ce MpUKake MeDYCOGHU yTUIA]
jenHe HayKe Ha APYTY U HbUXOBO Mehyco6HO MpoKUMame y CBPXY ONMKUCHBaWka CBeTa KOjUu Hac
OKpYyKyje. Muc/qMM Aa je HOpMa Koja je moTpe6GHa Ja G6MCMO AOOHWJIU jelaH CKYIl afileKBaTHO
ONMHCAaHUX TM0jaBa Koje IOKPHUBAjy ejeMeHTapHe 06JIacTH CpeAmOIIKOJICKe ¢Qu3nke y
NOTIYHOCTU HUcmouiToBaHa. Kopucrtehu ce 3akoHUMa oJjpkakha eHepruje, MOMEHTHUMA CHUJIA,
CTAaTUKOM M JAWHAMHUKOM uJeaqHuxXx Gayuaa, ocobruHaMma eJIeKTPUYHE CTPyje U eJIEKTPUYHUX
KO0JIa, CWJaMa MOBPIIMHCKOT HAmoOHAa W jOII MHOTMM Make WM BUlle OUTHUM H/IejHUM
[eJIMHAMa M0Ka3aJIu CMO /10CTa TBphewa U3 IJIAaHUMETpHje, I0TAK/IU Ce MaJlo TeopHje 6pojeBa,
[I0Ka3aJly [l0Ka3e HEKUX HAjII03HATUjUX TeopeMa Kao LITO je [IuTaropruHa U Kpo4yuju y rpaHy
MaTeMaTHKe HacTally UCK/bYYHUBO MOJ yTUlldjeM PU3UYKe M0jaBe LiEHTPA Mace - reOMeTpUjy
Maca. Y4HU MU ce Jia je rJIaBHA MOTHBAllMja OBOT Pajia jacHa 0] caMoOr Mo4YeTKa - npoHahu
oaroBapajyhm opHoc koju omnucyje ™Mehyco6HM mosiokaj MareMaThke W QU3MKe Ha
XHjepapxXujCKoj JIECTBULI U HAYYHOT 3Ha4aja U JONpPUHOCA.

Mma joiu jako MHOro0 JIoKasa Koju MoTBphyjy moBe3aHOCT OBe /|Be HAayKe a 3a Koje HHje
6110 MOryhHOCTHM HUTH IpocTopa Ja ce ybane. [IoKymaBIIy Aa UEjHO 3a0KPYKUM NPUYY O
pa3/MYMTUM MPUCTYNMMA pellaBakby INpobJjeMa y OBOM pajJy, HaBOAMO caM ojpeheHe
MHTepIpeTalyje HeKUX uJeja NpoHaheHUX y NpUJI0OXKeHOj IUTepaTypH Koja ce Makbe U/ BULIe
pasJ/vKyje oJi OHUMX HaBeJleHHX. CBa OpUIrMHa/IHA pelllekha Kao U joll JOoCTa JoJaTaka MOry ce
npoHahu y oAiroBapajyhumM Keburama.

3a caM Kpaj, UcTakao O6UX /Jja je MOj 3aK/by4aK Jla ce MaTeMaTHKa U GpU3MKa MOHAIIAjy Kao
JiBa KBapKa. HeMHMHOBHO je 1bMX0BO M30JI0BaHO MOCTOjakbe ajv LITO BHUILIe MOKYIIaBaMoO Ja UX
pas3ABojUMO TO je CUJia KOja UX II0Be3yje CBe jaya.
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