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Uvod

Namera ovog rada je da poka�e nekoliko tvr�e�a iz oblasti kombinatorne
geometrije, qiji se dokazi osla�aju na neke zanim	ive i neoqekivane metode i
tvr�e�a iz razliqitih oblasti matematike, a naroqito na Semeredi{Troter
teoremu.

U ovom radu ne�emo pokazati prvobitni dokaz Semeredija i Trotera [11]
iz 1983, ve� dokaz koji je objavio Sekeli [10] 1997. Sekeli je ovaj problem iz
oblasti diskretne geometrije povezao sa tvr�e�ima o preseqnom broju grafa.
Ovaj pristup daje dosta kra�e i jednostavnije dokaze od prethodnih.

Dokaz nejednakosti preseqnog broja u grafu, pokazan u drugom poglav	u,
predstav	a lep primer jedne zanim	ive kombinatorne tehnike, verovatnosnog
metoda, koji je tako�e opisan u tom poglav	u.

Pored teoreme Semeredi{Trotera, u tre�em poglav	u ovog rada pokaza�emo
neke �ene posledice. U nekim od �ih je prirodno pristupiti problemu pri-
menom ove teoreme, ali u drugim, pogotovo u problemu suma i proizvoda, odgo-
varaju�a konfiguracija pravih i taqaka u ravni nije oqigledna.

U posled�em poglav	u predstav	amo dokaze dva problema koje je Erdox [3]
postavio 1946. u vezi sa rastoja�ima izme�u taqaka u ravni. Jedan pristup
ovakvim problemima je postav	a�e kru�nica sa centrima u datim taqkama i
nekim odre�enim polupreqnicima, jer je incidencija kru�nice sa centrom u
jednoj taqki i neke druge taqke ekvivalentna tome da je rastoja�e izme�u te dve
taqke jednako polupreqniku konstruisane kru�nice. Dokazi ova dva tvr�e�a
imaju sliqnu ideju kao dokaz Semeredi{Troter teoreme, u smislu da se kon-
figuracije taqaka i krugova posmatraju kao grafovi i posmatra se preseqni
broj posmatranog grafa.
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1.1 Notacija

Sada �emo uvesti notaciju za asimptotsko ponaxa�e funkcije, koju �emo
koristiti u ostatku rada.

Definicija 1.1.1. Za realne funkcije f(x) i g(x) ka�emo da f(x) pripada
O(g(x)) ako postoje konstante c i x0 takve da va�i:

(∀x > x0) f(x) 6 c · g(x)

i pixemo f(x) = O(g(x)).

Definicija 1.1.2. Za realne funkcije f(x) i g(x) ka�emo da f(x) pripada
Ω(g(x)) ako postoje konstante c i x0 takve da va�i:

(∀x > x0) f(x) > c · g(x)

i pixemo f(x) = Ω(g(x)).

Definicija 1.1.3. Za realne funkcije f(x) i g(x) ka�emo da f(x) pripada
Θ(g(x)) ako postoje konstante c i x0 takve da va�i da f(x) pripada O(g(x)) i
Ω(g(x)). Pixemo f(x) = Θ(g(x)).
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Preseqni broj

Intuitivno, preseqni broj grafa je najma�i mogu� broj preseka grana grafa
pri �egovom crta�u u ravni. Nada	e �emo za neki graf G ovaj broj oznaqavati
sa cr(G). U pojmovima �emo ovaj broj formalno definisati.

Ispostav	a se da je veoma texko ograniqiti ovaj broj. Asimptotska vred-
nost mu se ne zna ni za jednu klasu grafova, a kamoli u opxtoj formi.

Pojam preseqnog broja grafa je prvi uveo Pol Turan, u problemu poznatom
kao Turanov problem fabrike cigli. Turan je za vreme Drugog svetskog rata
bio primoran da radi u fabrici cigli, gde je, guraju�i kolica sa ciglama
od fabrike do skladixta preko mre�e xina, primetio da je te�e gurati
kolica na mestima gde se xine presecaju. Tada je postavio pita�e kako se
mogu postaviti xine, fabrike i skladixta tako da se xto ma�e xina preseca.
Formalno, pita�e je koji je preseqni broj kompletnog bipartitnog grafa.

Pokazano je da postoji crta�e kompletnog bipartitnog grafa Km,n za koji
va�i cr(Km,n) 6

⌊
n
2

⌋
·
⌊
n−1

2

⌋
·
⌊
m
2

⌋
·
⌊
m−1

2

⌋
.

Postavimom qvorova na x osu tako da ni jedan nije u koordinatnom poqetku
i sa leve i desne strane y ose ima jednak broj qvorova (ili se razlikuje za 1).
Postavimo na sliqan naqin n taqaka na y osu.

Slika 2.1: Primer crta�a K5,4 sa najma�im poznatim brojem preseka
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4 2. Preseqni broj

Poznata hipoteza tvrdi da je preseqni broj kompletnog bipartitnog grafa
taqno ovaj, ali jox uvek nije dokazano da je ova ocena optimalna.

U opxtem sluqaju, jedna od ocena za preseqni broj grafa, poznata kao lema
o preseqnom broju ili nejednakost preseqnog broja, daje nam do�e ograniqe�e
ovog broja. Pokaza�emo dokaz za tu ocenu kasnije u ovom poglav	u.

2.1 Pojmovi

U ovom ode	ku �emo uvesti pojmove iz teorije grafova potrebne za for-
malno definisa�e preseqnog broja, a potom �emo ga definisati. Tako�e �emo
uvesti i pojmove i tvr�e�a za dokaziva�e nejednakosti preseqnog broja.

Definicija 2.1.1. Prost graf je onaj graf u kom nikoja dva qvora nisu
povezana sa vixe od jedne grane i ne postoji grana koja povezuje jedan qvor sam
sa sobom.

Definicija 2.1.2. Multigraf je onaj graf u kom mogu da postoje dva qvora
povezana sa vixe grana i sme postojati grana koja povezuje qvor sam sa sobom.
Broj grana izme�u dva qvora u multigrafu nazivamo vixestrukox�u grane
izme�u ta dva qvora.

Definicija 2.1.3. Most je svaka grana grafaG qijim brisa�em bi se pove�ao
broj povezanih komponenti grafa G.

Definicija 2.1.4. Luk je slika neprekidne injektivne funkcije [0, 1]→ R2.

Definicija 2.1.5. Crta�e grafa je funkcija koja preslikava svaki qvor
grafa u jednu taqku ravni, tako da nikoja dva razliqita qvora nemaju istu
sliku, i svaku granu grafa preslikava u neki luk koji povezuje taqke u ravni
koje odgovaraju qvorova izme�u kojih je grana, tako da nikoja dva razliqita
luka nemaju istu sliku (u sluqaju multigrafa).

Definicija 2.1.6. Presek je taqka zajedniqka za barem dva luka, ne raqu-
naju�i taqke koje predstav	aju slike qvorova grafa.

Definicija 2.1.7. Preseqni broj crta�a grafa je broj preseka posma-
tranog crta�a grafa, gde se presek koji je incidentan sa k > 2 luka broji

(
k
2

)
puta. Dozvo	eno je da je preseqna vrednost nekog crta�a grafa bude +∞
Napomena: Za svaki graf postoji crta�e sa konaqnim brojem preseka, npr.
taqke u opxtoj poziciji i du�i izme�u �ih.



2.2. Verovatnosni metod 5

Definicija 2.1.8. Preseqni broj grafa je najma�i mogu�i preseqni broj
crta�a posmatranog grafa. Preseqni broj grafa G oznaqavamo sa cr(G).
Grafove qiji je preseqni broj 0 nazivamo planarnim.

Teorema 2.1.1 (Ojlerova formula). Za prost povezan planaran graf bez mostova
G sa e ivica, v qvorova, f p	osni, koji formira c povezanih komponenti, va�i:

v − e + f − c = 1.

Konkretno, va�i v − e + f > 2.

Posledica 1. Za prost graf G sa e ivica, v > 3 qvorova bez mostova va�i:

e 6 3v − 6.

Dokaz. Suma broja ivica svih p	osni grafa je 2e, jer svaka ivica pripada
taqno dve p	osni (zato xto graf nema mostove, a to su jedine grane koje pri-
padaju samo jednoj p	osni), a svaku p	osan odre�uje barem 3 ivice, pod uslovom
da je v > 3.
Stoga, 2e > 3f , i ubaciva�em ovoga u Ojlerovu formulu se dobija:

e 6 3v − 6.

Podsetnik: Za funkciju f : R→ R ka�emo da je konveksna ako va�i:

(∀x1 6= x2 ∈ R) (∀t ∈ [0, 1]) f(t · x1 + (1− t) · x2) 6 t · f(x1) + (1− t) · f(x2).

Teorema 2.1.2 (Jensenova nejednakost za oqekivane vrednosti). Za sluqajnu
promen	ivu x i konveksnu funkciju f va�i:

E[f(x)] > f(E[x]).

2.2 Verovatnosni metod

Verovatnosni metod (eng. probabilistic method) je kombinatorni alat qiji
je pionir Erdox. U osnovi, metod se zasniva na tome da se postoja�e neke
odre�ene kombinatorne strukture sa odre�enim svojstvom ne dokazuje tako xto
se prona�e konkretan primer, ve� se dokazuje da ,,nije da ne postoji". Ako
�elimo da doka�emo da postoji npr. graf sa nekim svojstvom S, posmatra-
jmo prostor verovato�e u kom su svi grafovi elementarni doga�aji koji imaju
istu verovatno�u. Posmatrajmo oqekiva�e od sluqajne vrednosti X koja je 1



6 2. Preseqni broj

ako graf ima svojstvo S, a u suprotnom je 0 (indikator svojstva S). Ako je
verovatno�a da sluqajno izabrani element ima svojstvo S nenula, tada postoji
graf sa svojstvom S.

Pokaziva�em ovoga je stvarno dokazano tvr�e�e, jer ako ne postoji objekat
iz posmatranog prostora verovatno�e koji ima tra�eno svojstvo, verovatno�a
da sluqajno izabrani element ima tra�eno svojstvo mora biti 0.

Drugi naqin upotrebe verovatnosnog metoda je posmatra�e oqekivanih vred-
nosti nekih sluqajnih veliqina. Ako je oqekivana vrednost neke sluqajne veli-
qine X ma�a od neke vrednosti K, tada postoji element prostora verovatno�e
koji posti�e vrednost ma�u od K.

2.3 Nejednakost preseqnog broja

Prvo �emo pokazati jednu naivnu ocenu za preseqni broj grafa, koju �emo
zatim koristiti u dokazu nejednakosti preseqnog broja.

Lema 2.3.1. Za svaki prost graf G sa v > 3 qvorova i e grana va�i:

cr(G) > e− 3v + 6.

Dokaz. Ako neko konkretno crta�e grafa G ima cr(G) preseka, svaki od ovih
preseka se mo�e eliminisati ukla�a�em najvixe jedne grane.
Dakle, postoji planaran podgraf G′ grafa G koji ima barem e− cr(G) grana.
Po posledici Ojlerove formule za G′ tada, pod uslovom v > 3 va�i:

e− cr(G) > 3v − 6⇒ cr(G) > e− 3v + 6.

Verovatnosni metod se qesto koristi u teoriji grafova i jedan od primera
primene ovog metoda je pokaziva�e do�eg ograniqe�a preseqnog broja u grafu.
Ovaj dokaz koristi drugi spomenut naqin korix�e�a verovatnosnog metoda.
Intuicija iza toga je ta da mi znamo da ograniqimo preseqni broj grafa pomo�u
Leme 2.3.1 , ali nam ona ne daje asimptotsku ocenu. Tako�e ova ocena ne deluje
dovo	no jako.

Bira�em svake grane sa nekom konkretnom verovatno�om i posmatra�em
oqekivanih vrednosti u oceni koju nam daje Lema 2.3.1, dobijamo dodatan ste-
pen slobode (izabranu verovatno�u) i pogodnim izborom �e dobijamo dobru
ocenu za preseqni broj grafa. Uslov za odnos broja qvorova i grana u Teoremi
2.3.1 je potreban da bi verovatno�a izabrana u dokazu bila neve�a od 1, tj. da
bi bila verovatno�a.
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Teorema 2.3.1. Za svaki prost graf G sa v qvorova i e > 4v grana va�i:

cr(G) = Ω

(
e3

v2

)
.

Dokaz. Konstruiximo grafH tako xto za svaki qvor izG biramo sa verovatno�om
p . Neka on ima vH qvorova i eH grana.
Primetimo da va�e slede�e jednakosti:

• E[vH ] = pv, jer svaki qvor iz G biramo nezavisno sa verovatno�om p,

• E[eH ] = p2e, jer svaka grana iz G postoji u H samo ako su oba �ena kraj�a
qvora iz G tako�e u H,

• E[cr(H)] 6 p4cr(G), jer je svaki presek iz G odre�en sa dve grane koje
nemaju zajedniqke qvorove, koje su odre�ene sa 4 qvora koji svi moraju
pripadati, te da bi neki presek iz G bio presek i u H, sva 4 qvora koja
ga odre�uju moraju pripadati i H.

Lema 2.3.1 prime�ena na H daje nejednakost:

cr(H) > eH − 3vH + 6.

Posmatrajmo oqekivanu vrednost ovog izraza. Budu�i da je E linearno,
va�i E[eH − 3vH + 6] = E[eH ]− 3E[vH ] + 6.

E[cr(H)] > E[eH − 3vH + 6] = E[eH ]− 3E[vH ] + 6

⇒ p4cr(G) > p2e− 3pv + 6.

Dobrim odabirom verovatno�e p mo�emo dobiti dobro ograniqe�e za cr(G).
Ci	 je da u ovoj nejednakosti figurixu samo cr(G), v, e i konstante. Tako�e,
bilo bi po�e	no da se E(eH) i E(vH) razlikuju za konstantu, tj. da je p = c · v

e
,

za neku konstantu c, da bi desna strana nejednakosti bila homogena i da bismo
dobili xto oxtriju ocenu.

Tako�e, da nejednakost ne bi bila besmislena, �elimo da va�i p2e > pv (jer
bi u tom sluqaju desna strana nejednakosti bila negativna).
Za vrednost p = 4v

e
(ova vrednost jeste verovatno�a, tj. nije ve�a od 1 i nije

negativna zbog uslova teoreme e > 4v), ovaj izraz se svodi na:

256v4

e4
· cr(G) >

16v2

e
− 12v2

e
+ 6

⇒ cr(G) >
e3

64v2
+

3e4

128v4
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Poxto je e > v − 1, va�i 3e4

128v4
= O( e3

v2
) i stoga

⇒ cr(G) = Ω

(
e3

v2

)
.

Napomena: U opxtem sluqaju, ako ne znamo da li va�i e > 4v, mo�emo re�i

da je cr(G) = Ω
(

e2·(e−4v)
v2

)
, jer u sluqaju da uslov nije ispu�en, desna strana je

negativna i stoga ova jednakost sigurno va�i.

2.4 Do�e ograniqe�e preseqnog broja u multi-

grafu

Poxto prethodni dokaz va�i samo za proste grafove, prirodno se postav	a
pita�e xta se dexava sa preseqnim brojem u sluqaju multigrafa?

Ovom problemu tako�e mo�e da se pri�e verovatnosnim metodom. Ideja
je izabrati odgovaraju�i prostor verovatno�e i iz �ega sluqajno izabrati
prost podgraf posmatranog multigrafa, a zatim oqekiva�e preseqnog broja
multigrafa izraziti u funkciji od preseqnog broja izabranog podgrafa, koji
mo�emo ograniqiti nejednakox�u preseqnog broja.

Teorema 2.4.1. Za svaki multigraf G sa v qvorova, e grana i najvixe k grana
izme�u dva qvora va�i:

cr(G) = Ω

(
e3 − 4e2kv − 4ek2v

kv2

)
.

Dokaz. Posmatrajmo neko crta�e grafa G za koje se posti�e preseqni broj.
Konstruiximo �egov podgraf G′ na slede�i naqin:

1. Svaku granu iz G brixemo nezavisno sa verovatno�om 1− 1
k
.

2. Ako su neka dva qvora posle ovog brisa�a povezana sa vixe od jedne grane,
brixemo sve grane izme�u �ih.

Neka G′ ima e′ grana i v qvorova (broj qvorova ostaje isti jer smo brisali
grane).

Neka je pg verovatno�a da konkretna grana g grafa G postoji u grafu G′.
Ako je g jedna od k′ 6 k grana koje povezuju neka dva qvora, verovatno�a da je

ona jedina ostala neobrisana je 1
k

(
1− 1

k

)k′−1
, xto je ve�e ili jednako od 1

3k
, jer
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je
(
1− 1

k

)k−1
> 1

3
.

Stoga, oqekivana vrednost broja grana u grafu G′ je:

E[e′] >
e

3k
.

Poxto ne znamo da li je e′ > 4v, primenom drugog oblika Teoreme 2.3.1. za
graf G′ (koji je po konstrukciji prost) dobijamo:

cr(G′) = Ω

(
e′2 · (e− 4v)

v2

)
.

Posmatrajmo oqekivanu vrednost ovog izraza.

E[cr(G′)] = Ω

(
E[e′3]− E[e′2 · 4v)]

v2

)
.

Poxto je funkcija f(x) = x3 konveksna, Jensenova nejednakost prime�ena
na ovu oqekivanu vrednost daje:

E[e′3] > E[e′]3

⇒ E[e′3] = Ω

(
e3

k3

)
.

Sada jox treba ograniqiti E[e′2] odozgo. Ovo predstav	a sumu po svim
parovima qvorova (u, v) i (w, z) :

E[e′2]− E[e′]2 =
∑
uv,wz

puv,wz − puv − pwz

Ovi parovi grana su nezavisni, osim ako je ista grana ponov	ena dva puta.
Tako da se sve skrati i ostaje nam samo:

E[e′2]− E[e′]2 6
∑
uv

puv = E[e′]

⇒ E[e′2] 6 E[e′]2 + E[e′].

Sada mo�emo da ograniqimo E[cr(G′)]:

E[cr(G′)] = Ω

(
e3

k3v2

)
− 4v

(
O

(
e2

k2v2

)
+ O

( e

kv2

))

⇒ E[cr(G′)] = Ω

(
e3 − 4e2kv − 4ek2v

k3v2

)
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Poxto je svaki presek je odre�en sa dve grane, va�i:

E[cr(G′)] 6
cr(G)

k2

⇒ cr(G) = Ω

(
e3 − 4e2kv − 4ek2v

kv2

)
.

Napomena: Ako je e > 8kv, tada je Ω
(

e3−4e2kv−4ek2v
kv2

)
= Ω

(
e3

kv2

)
.
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Semeredi{Troter teorema

3.1 Problem incidencija

Jedna klasa pita�a u diskretnoj geometriji odnosi se na to koliko inci-
dencija mo�e da postoji izme�u neka dva skupa objekata. Jedno od osnovnih
pita�a ovog tipa je to koliko incidencija mo�e imati skup taqaka sa skupom
pravih u ravni, u zavisnosti od broja taqaka i pravih, i ono je jedno od retkih
koje je rexeno.

Erdox je za svako n i l konstruisao skup od n taqaka i skup od l pravih u
ravni koje imaju Θ(n

2
3m

2
3 + n + l) incidencija. Erdox i Purdi su postavili

hipotezu da ne postoji konfiguracija n taqaka i l pravih u ravni koja ima
asimptotski ve�i broj incidencija, tj. da je broj incidencija O(n

2
3 l

2
3 + n + l).

Semeredi i Troter [11] su ovu hipotezu dokazali 1983. Sekeli [10] je 1997.
ponovo dokazao �ihov rezultat, ali na drugaqiji naqin, tako xto ju je povezao
sa do�im ograniqe�em preseqnog broja u grafu i na dva naqina prebrojao broj
preseka konstruisanog grafa.

Time xto je dokazano da postoje konfiguracije sa Θ(n
2
3 l

2
3 + n+ l) inciden-

cija, i da je broj incidencija O(n
2
3 l

2
3 + n + l) dobijamo da je ova ocena oxtra

do na multiplikativnu konstantu.
Optimalna konstanta se i da	e ne zna, ali najbo	u poznatu konstantu za

gor�e ograniqe�e naxli su Radoiqi�, Tardos, Tot i Pah [7], tj. dokazali su

da je broj incidencija ograniqen odozgo sa 2, 5 · n 2
3 l

2
3 + n + l, a Pah i Tot [6] su

pokazali da 0, 42 · n 2
3 l

2
3 + n + l nije gor�e ograniqe�e.

11



12 3. Semeredi{Troter teorema

3.2 Semeredi{Troter teorema

Teorema 3.2.1. Za n taqaka i l pravih u ravni, broj �ihovih incidencija je

O
(
n

2
3 l

2
3 + n + l

)
.

Dokaz. Bez uma�e�a opxteg, mo�emo re�i da je svaka prava incidentna barem

sa jednom taqkom, jer ako je neka funkcija pripada O
(
n

2
3 (l − 1)

2
3 + n + l

)
, tj.

nije ve�a od c · (n 2
3 (l− 1)

2
3 + n+ l) onda va�i i da nije ve�a od c · (n 2

3 l
2
3 + n+ l),

stoga pripada i O
(
n

2
3 l

2
3 + n + l

)
, s tim da je oquvana konstanta.

Posmatrajmo graf qiji su qvorovi n datih taqaka i izme�u dva qvora pos-
toji grana ako su odgovaraju�e taqke susedne na nekoj od datih l pravih.

Slika 3.1: Graf koji formiraju date taqke i prave

U ovako konstruisanom grafu va�i cr(G) 6 l(l−1)
2

jer je to najve�i broj pre-
seka me�u l pravih.

Broj taqaka na jednoj pravoj je po konstrukciji za jedan ve�i od broja grana
izme�u tih taqaka, stoga ako broj grana ovog grafa oznaqimo sa e, a broj inci-
dencija izme�u taqaka i pravih oznaqimo sa I, va�i:

I 6 e + l.

Prema Teoremi 2.3.1, va�i jedno od slede�a dva tvr�e�a:

1. 4n > I − l, tj. I 6 4n + l
⇒ I = O(n + l).

2. cr(G) = Ω
(

(I−l)3
n2

)
, tj. cr(G) > c · (I−l)3

n2 za neku konstantu c

⇒ l2

2
> cr(G) > c · (I−l)3

n2
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⇒ I − l 6 1
c
l
2
3n

2
3

⇒ I = O(n
2
3 l

2
3 + l).

Stoga, I = O(n
2
3 l

2
3 + n + l).

3.3 Posledice Semeredi{Troter teoreme

3.3.1 Prave incidentne sa vixe taqaka

Teorema 3.1. Za n taqaka u ravni, postoji O
(

n2

k3
+ n

k

)
pravih koje su inci-

dentne sa barem k taqaka. Broj incidencija tih pravih i taqaka je O
(

n2

k2
+ n
)
.

Dokaz. Posmatrajmo graf sliqan onom iz dokaza Semeredi{Troter teoreme,
osim xto su uk	uqene samo prave koje su incidentne sa barem k taqaka. Neka
takvih pravih ima l.

Primetimo da je broj grana ovog grafa e > l(k − 1). Prema Teoremi 2.3.1.
va�i jedno od slede�a dva:

1. l(k − 1) < e < 4n
⇒ l < 4n

k−1
= O

(
n
k

)
.

2. l2 = O
(

e3

n2

)
= O

(
l3(k−1)3)

n2

)
⇒ l = O

(
n2

(k−1)3

)
= O

(
n2

k3

)
.

Iz ovoga sledi da va�i l = O
(

n2

k3

)
.

Primenom Semeredi{Troter teoreme na ovaj graf, dobijamo da broj inci-
dencija izme�u ovih taqaka i pravih koje su incidentne sa barem k pripada

O

(
n

4
3

k2
· n

2
3 +

n2

k3
+ n

)
= O

(
n2

k2
+

n2

k3
+ n

)
= O

(
n2

k2
+ n

)
.

Napomena. Ako va�i k 6
√
n, tada O

(
n2

k3
+ n

k

)
= O

(
n2+nk2

k3

)
= O

(
n2

k3

)
.

Sliqno, O
(

n2

k2
+ n
)

= O
(

n2

k2

)
.
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3.3.2 Problem suma i proizvoda

Napomena. Za svaki skup A koristimo oznake A + A = {x + y|x, y ∈ A} i
A · A = {x · y|x, y ∈ A}.

Posmatrajmo skupove A+A i A·A, gde je A skup fiksne (konaqne) kardinal-
nosti n. Nije texko na�i skup takav da va�i |A+A| = Θ(n), npr. aritmetiqka
progresija. Sliqno, ako je A geometrijska progresija va�i |A · A| = Θ(n).
Vidimo da mo�emo pojedinaqno da kontrolixemo ove dve vrednosti, ali prob-
lemi nastaju kada pokuxamo da istovremeno minimizujemo obe vrednosti |A+A|
i |A · A|.

Erdox i Semeredi[12] su postavili slede�u hipotezu:

Hipoteza 3.3.1. Za svako ε > 0, postoji n0 takvo da svaki skup A prirodnih
brojeva qija je kardinalnost n > n0 zadovo	ava:

max{|A + A|, |A · A|} = Ω(n2−ε).

Ova hipoteza mo�e da se tumaqi kao tvr�e�e da je nemogu�e da se veliki
skup istovremeno ponaxa kao aritmetiqka i kao geometrijska progresija, xto
se qesto naziva ,,fenomen suma i proizvoda".

Erdox i Semeredi su uspeli da na�u malu pozitivnu konstantu c (uni-
verzalnu za svako n) takvu da postoji skup A za koji je max{|A + A|, |A ·A|} =
Ω(n1+c).

Trenutno najbo	e gor�e ograniqe�e je dokazao Xakan[8], koji je pokazao da
ε mo�e biti proizvo	no blizu c = 1

3
+ 5

5277
.

Elekex[2] je pomo�u Semeredi-Troter teoreme pokazao da tvr�e�e va�i za
c = 1

4
.

Teorema 3.2. Neka je A konaqan skup realnih brojeva razliqitih od 0 i neka
je |A| = n. Tada va�i:

max{|A + A|, |A · A|} = Ω
(
n

5
4

)
.

Dokaz. Neka je A = {a1, a2, ..., an}. Definiximo za svako i, j ∈ {1, 2, ..., n}
realnu funkciju fi,j kao:

fi,j(x) = ai · (x− aj).

Prevedimo ovo na jezik Semeredi{Troter teoreme:
Funkcije y = fi,j su linearne, te predstav	aju nax skup pravih i ima ih



3.3. Posledice Semeredi{Troter teoreme 15

n2. Skup taqaka koji �emo posmatrati je (A + A)× (A · A).
Primetimo da za svako k ∈ {1, 2, ..., n} va�i:

fi,j(ak + aj) = ai · (ak + aj − aj) = ai · ak,

tj. za svako k ∈ {1, 2, .., n} taqka (ak + aj, ai · ak) pripada pravoj odre�enoj sa
fi,j. Stoga, imamo n2 pravih u ravni, od kojih je svaka incidentna sa barem n
taqaka iz skupa sa m = |(A + A)× (A · A)| = |A + A| · |A · A| = m elemenata.
Poxto va�i |A + A|, |A · A| > n, tada je m > n2, te za m taqaka i n2 pravih
incidentnih sa barem n taqaka, a n 6

√
m prema Teoremi 3.1 va�i:

n2 = O

(
m2

n3

)
⇒ m2 = Ω

(
n5
)

⇒ m = Ω
(
n

5
2

)
= |A + A| · |A · A|

⇒ max{|A + A|, |A · A|} = Ω
(
n

5
4

)
.

3.3.3 Trouglovi jediniqne povrxine

Teorema 3.3. Broj trouglova jediniqne povrxine koje obrazuje n taqaka u
ravni je O(n

7
3 ).

Dokaz. Primetimo da dve razliqite taqke p i q formiraju trougao jediniqne
povrxine sa nekom taqkom r ako i samo ako r pripada jednoj od dve prave
paralelne sa pq, na rastoja�u 2

|pq| . Neka su to prave lp,q i l′p,q.
Neka je P fiksiran skup od n taqaka u ravni. Za taqku p ∈ P oznaqimo sa

Lp skup pravih na kojima mo�e da le�i neka taqka koja uqestvuje u formira�u
trougla jediniqne povrxine sa p. Formalnije, za svako p ∈ P definixemo:

Lp = {lp,q, l′p,q|q ∈ P, q 6= p}.

Primetimo da za fiksno p, svaka od ovih pravih mo�e biti odre�ena sa
najvixe dve razliqite taqke q (da bi prave lp,q i lp,q′ bile iste, mora da va�i
|pq| = |pq′| i pq||pq′, i za svaku taqku q ∈ P postoji najvixe jedna taqka q′ ∈ P
sa tim svojstvom). Stoga za svaku taqku p ∈ P va�i n − 1 6 |Lp| 6 2n − 2, tj.
Lp = Θ(n).

Primenom Semeredi{Troter teoreme na P i Lp dobijamo da je �ihov broj

incidencija O
(
n

2
3n

2
3 + n + n

)
= O(n

4
3 ). Svaka incidencija izme�u P i Lp
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odre�uje taqno jedan trougao jediniqne povrxine qije je jedno teme p a druga
dva pripadaju P .

Sumira�em ovih izraza za svako p ∈ P dobijamo da je broj trouglova je-
diniqne povrxine n ·O(n

3
4 ) = O(n

7
3 ).
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Sliqna tvr�e�a

4.1 Problem jediniqnih rastoja�a

Erdox je 1946. postavio pita�e koliko najvixe parova iz skupa taqaka u
ravni mo�e biti na jediniqnom rastoja�u. Tada je dokazao da ovaj broj pripada

Ω
(
n1+ c

log logn

)
i O(n

3
2 ). Do�e ograniqe�e je dokazao tako xto je naveo konstru-

kciju za �ega,
√
n×
√
n rexetku.

Spenser, Semeredi i Troter [13] su 1984. pojaqali gor�e ogrniqe�e na

O(n
4
3 ) i ovo je za sada najbo	a poznata ocena, a jaqe do�e ograniqe�e jox uvek

nije na�eno.
Erdox je postavio hipotezu da je pravo gor�e ograniqe�e O(n1+ε) za bilo

koje ε > 0, xto je i da	e otvoren problem. Ovo pokazuje koliko se zapravo
malo zna o incidencijama. Iako je problem incidencija pravih i taqaka u
ravni rexen ve� decenijama, ve� kad se pre�e na jediniqne krugove nastaju
ve�i problemi i pita�e je ve� vixe od 50 godina otvoreno.

�udi su pokuxavali da rexe ovaj problem posmatraju�i i druge norme i
prime�eno je da odgovor na ovo pita�e dosta zavisi od izabrane norme. Valtr
[14] je pokazao da postoji norma u kojoj je mogu�e dosti�i Ω(n

4
3 ) jediniqnih ra-

stoja�a. Matuxek [15] je pokazao da postoji dosta normi u kojima svaki skup
od n taqaka formira O(n log n log log n) jediniqnih rastoja�a.

Vratimo se na poqetni problem. Dokaz ocene O(n
4
3 ) tako�e podse�a na dokaz

Semeredi{Troter teoreme, poxto je uslov da su dve taqke na jediniqnom ra-
stoja�u ekvivalentan uslovu da su jedna taqka i jediniqni krug sa centrom
u drugoj taqki incidentni, te je ovaj problem sveden na ograniqava�e broja
incidencija jediniqnih kru�nica i taqaka u ravni.

17
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Teorema 4.1.1. Najve�i broj jediniqnih rastoja�a izme�u n taqaka u ravni je
O(n

4
3 ).

Dokaz. Neka je P fiksan skup od n taqaka u ravni i C = {c1, c2, ..., cn} skup od
n kru�nica jediniqnog polupreqnika sa centrima u taqkama iz skupa P .

Svaka incidencija P i C odre�uje taqno jedan par taqaka u koji je na je-
diniqnom rastoja�u i prebrojava�em tih incidencija, svaki par taqaka pre-
brojimo taqno 2 puta. Stoga, ako doka�emo da broj incidencija P i C pripada
O(n

4
3 ), tada broj taqaka na jediniqnom rastoja�u iz P pripada O(n

4
3 ), qime je

tvr�e�e teoreme dokazano.
Oznaqimo za svako 1 6 i 6 n sa mi broj incidencija kru�nice ci sa P .

Oqigledno je da je broj incidencija P i C jednak
∑n

i=1 mi. Brisa�em svih
kru�nica koje su incidentne sa najvixe dve taqke broj incidencija sma�u-
jemo najvixe za 2n = O(n), xto smemo da radimo ako pokuxavamo da doka�emo

da ovaj broj pripada O(n
4
3 ) (na slici 4.1. crne kru�nice ne formiraju ni

jednu granu u grafu jer su incidentni samo sa dve taqke).
Pouqeni dokazom Semeredi{Troter teoreme, konstruiximo multigraf G

sa qvorovima u taqkama iz skupa P i granama takvim da izme�u neka dva qvora
postoji grana ako su �ima odgovaraju�e taqke susedne na nekoj kru�nici iz
C. Poxto dve taqke mogu da pripadaju samo dvema razliqitim kru�nicama
jediniqnog polupreqnika, najve�a vixestrukost neke grane ovog multigrafa
nije ve�a od 2.

Slika 4.1: Graf koji formiraju date kru�nice i taqke

Primetimo da svaki krug ci odgovara taqno mi grana u ovom grafu, i da
svaka grana mo�e poticati od najvixe dva jediniqna kruga.

Iz konstrukcije, ovaj graf ima n qvorova i barem 1
2

∑n
i=1 mi grana.
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Va�i do�e ograniqe�e preseqnog broja u multigrafu, i ako broj inciden-
cija oznaqimo sa x, va�i:

cr(G) = Ω

(
x3

2 · n2

)
(smemo da koristimo ovaj oblik Teoreme 2.4.1 zato xto ovaj multigraf ispun-
java uslov za broj qvorova, grana i najve�u vixestrukost).

⇒ x3 = O(cr(G) · n2)

Poxto svaki presek u ovom grafu odgovara preseku dve jediniqne kru�nice,
a svake dve kru�nice se seku u najvixe dve taqke, onda va�i:

cr(G) 6 2

(
n

2

)
= O(n2)

⇒ x = O(n
4
3 ).

4.2 Erdoxev problem razliqitih rastoja�a

Posle procene broja jediniqnih rastoja�a me�u taqkama u ravni, slede�e
logiqno pita�e bi bilo da li se mo�e proceniti broj razliqitih rastoja�a
me�u �ima. Gor�e ograniqe�e je oqigledno, poxto svake dve taqke mogu biti
na razliqitom rastoja�u prostim postav	a�em taqaka na pravu i tako xto je
svaka slede�a uda	enost susednih taqaka duplo ve�a od prethodne. Ispostav	a
se da je do�e ograniqe�e mnogo suptilnije.

Erdox je, tako�e 1946, postavio pita�e koliko najma�e razliqitih rasto-
ja�a mora postojati izme�u n taqaka u ravni. On je tada ovaj broj ograniqio

sa Ω(n
1
2 ) i O

(
n√

logn

)
, gde je gor�e ograniqe�e tako�e pokazano konstrukcijom

√
n×
√
n rexetke.

Erdox je tada postavio hipotezu da je ovaj broj Ω(n1−o(1)).
Ocena za do�e ograniqe�e je dosta pobo	xana od kada je ovaj problem

postav	en i trenutnu najbo	u ocenu su 2010. dokazali Gut i Kac [4], i ona

je Ω
(

n
logn

)
.

Sekelijeva [10] ocena Ω(n
4
5 ) iz 1993. nije najjaqa, ali se vodi sliqnim naqi-

nom razmix	a�a kao dokaz Semeredi{Troter teoreme, tako xto problem svodi
na incidencije skupa kru�nica i skupa taqaka.
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Teorema 4.2.1. Najma�i broj razliqitih rastoja�a izme�u n taqaka u ravni
pripada Ω(n

4
5 ).

Dokaz. Neka je P fiksan skup n taqaka u ravni i neka je t broj razliqitih
rastoja�a izme�u �ih.

Za svaku taqku p ∈ P va�i da su sve ostale taqke skupa P na kru�nicama
sa centrom u p qiji su polupreqnici ovih t rastoja�a.

Slika 4.2: Posmatrane kru�nice sa centrom u taqki p

Ovih tn kru�nica imaju n(n − 1) incidencija sa taqkama iz skupa P , jer
je svaka taqka incidentna sa taqno jednim krugom sa centrom u svakoj drugoj
taqki iz P .

Konstruiximo sve krugove osim onih koji sadr�e ma�e od 3 taqke iz P .
Ovime smo broj incidencija sma�ili najvixe za 2nt, stoga preostalih inci-
dencija ima barem n(n− 2t− 1).

Posmatrajmo graf G qiji su qvorovi taqke skupa P i qije su grane lukovi
izme�u susednih taqaka ovih kru�nica.

Ako na nekoj kru�nici ima k taqaka, grana koje formira ta kru�nica ima
k. Stoga, broj incidencija krugova i taqaka jednak je broju grana ovog grafa,
tj. barem n(n − 2t − 1). Kada bi t bilo reda veliqine n, tvr�e�e bi sigurno
va�ilo. Stoga, posmatramo sluqaj u kom je t dovo	no ma�e od n, tj. graf ima
skoro n2 grana (za ovo je dovo	no ograniqe�e npr. t 6 n

100
). Formalnije, broj

grana je Ω(n2).
Iz svake taqke izlazi ne vixe od t kru�nica, i one sa preostalih ne vixe

od (n − 1)t kru�nica imaju ne vixe od 2(n − 1)t2 preseka, tj. ukupno ima ne
vixe od n(n− 1)t2 preseka. Dakle, broj preseka pripada O(n2t2).

Najve�a vixestrukost u ovom grafu ne mo�e biti ve�a od 2t (jer postoji
najvixe 2t razliqitih krugova koji imaju jedan od ovih polupreqnika a sadr�e
neke dve taqke).
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Kada bismo odmah primenili do�e ograniqe�e za preseqni broj u multi-
grafu, dobili bismo slabiju ocenu od tra�ene (ocena koja bi se time dobila

je t = Ω(n
2
3 )). Primetimo da nam u Teoremi 2.4.1 ocena dosta slabi kada je

vixestrukost grafa velika, stoga bi bilo prirodno da pokuxamo da na neki
naqin eliminixemo grane velike vixestrukosti i time dobijemo jaqu ocenu.

Posmatrajmo odvojeno grane velike vixestrukosti. Ako grana uv ima vixestrukost
k, tj. izme�u taqaka u i v ima k lukova. Centri tih lukova moraju pripadati
simetrali du�i uv. Neka je to prava luv. Onda je prava luv incidentna sa k
taqaka iz P . Prema Teoremi 3.1, prave incidentne sa barem k taqaka iz P

imaju O
(

n2

k2
+ n
)
incidencija sa taqkama iz P .

Slika 4.3: Grana vixestrukosti 5 u posmatranom grafu

Neka je M skup parova qvorova {u, v} iz G takvih da je vixestrukost grane
uv barem k, i neka je E skup grana (lukova) koji spajaju ove parove taqaka.
Svaki luk iz E koji povezuje par taqaka {u, v} odgovara taqno jednoj taqki iz
P incidentnoj sa luv.

S druge strane, incidencija neke simetrale luv i taqke p mo�e da odgovara
najvixe 2t grana iz E, jer postoji najvixe t krugova sa centrom u p. Stoga
va�i:

|E| = O

(
tn2

k2
+ tn

)
Pogodnim izborom k i brisa�em svih grana sa vixestrukox�u barem k do-

bijamo tvr�e�e teoreme.
Xto je broj grana ve�i, a najve�a vixestrukost neke grane ma�a, to je jaqa

ocena koju daje Teorema 2.4.1. Stoga, �elimo da va�i |E| 6 1
2
n2, da bi broj

grana multigrafa dobijenog brisa�em grana iz E i da	e bio Ω(n2). Dovo	an
uslov za ovo je k = O(

√
t) za neku konstantu c.

Obriximo iz posmatranog multigrafa grane iz E. Za ovaj multigraf znamo

do�e ograniqe�e preseqnog broja, i ono je Ω
(

Ω(n2)3

O(
√
t)n2

)
= Ω

(
n4
√
t

)
(smemo da ko-

ristimo ovaj oblik Teoreme 2.4.1 zato xto ovaj multigraf ispu�ava uslov za
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broj qvorova, grana i najve�u vixestrukost).
Poxto ne mo�emo imati vixe od t2n2 preseka, va�i:

t2n2 > cr(G) = Ω

(
n4

√
t

)
⇒ t

5
2 = Ω(n2)

⇒ t = Ω(n
4
5 )

Iako je ovaj problem ve�inski rexen, tj. do na grexku reda veliqine
√

log n,
neke modifikacije su i da	e otvoreni problemi:

• Uopxte�e ovog problema u ve�im dimenzijama je i da	e otvoreno. Erdox
je konstruisao skup od n taqaka u Rd koji formira Θ(n

2
d ) razliqitih

rastoja�a i postavio je hipotezu da ne postoji skup od n taqaka koji
formira ma�i broj razliqitih rastoja�a.

• Konstruisa�e primera u ravni sa n taqaka koje obrazuju O
(

n
logn

)
ra-

zliqitih rastoja�a je tako�e jedan od te�ih problema u kombinatornoj
geometriji i u posled�ih par decenija postav	eno je nekoliko hipoteza
na ovu temu, ali rezultata skoro da nema.
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Zak	uqak

U ovom radu se mogu videti neke zanim	ive ideje i pristupi razliqitim
problemima koji isprva ne izgledaju toliko srodno.

U prvom delu rada smo se upoznali sa pojmom preseqnog broja grafa i doka-
zom ocena za �ega pomo�u verovatnosnog metoda. Zatim smo dokazom Semeredi{
Troter teoreme i dva Erdoxeva problema iz diskretne geometrije pokazali
kako preseqni broj grafa mo�e da ima bitnu ulogu u ograniqava�u broja in-
cidencija me�u geometrijskim objektima.

Tako�e, pokazali smo da primene Semeredi{Troter teoreme ne moraju nu�no
da budu formulisane geometrijski, tako xto smo zapravo u problemu suma i
proizvoda kao taqke posmatrali pogodne ure�ene parove brojeva, a kao prave
smo posmatrali linearne funkcije.

Ci	 ovog rada je bio da qitaoca upozna sa ovim metodama i prika�e presek
odre�enih rezultata dobijenih u oblasti incidentne geometrije.

Ovom prilikom bih volela da se zahvalim svom mentoru, Luki Mili�evi�u,
na tome xto me je uveo u ovu oblast matematike kada sam prisustvovala dodat-
noj na kojoj je pokazao dokaz nejednakosti preseqnog broja, na tome xto mi je
pru�io pomo� kada je bila potrebana, davao mi predloge kako da nastavim sa
radom i podr�avao i podsticao svaku moju ideju.

Tako�e bih volela da se zahvalim svim profesorima Matematiqke gimnaz-
ije koji su mi predavali matematiku, jer sam u ovoj xkoli mnogo nauqila i
razvila 	ubav prema matematici.
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