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YBOI

Hamepa oBor pajia je 1a mokazke HEKOJUKO TBpherma 13 00/IacTH KOMOMHATOPHE
reoMeTpuje, 9Mju ce JI0Ka3| OCJama]y Ha HeKe 3aHUMJ/bUBE U HeOUeKHBaHe MeToJie 1
TBphema U3 pa3anduTux objacTH MareMmaruke, a HapouuTo Ha Cemepenu—Tporep
TEOpPEMY.

Y oBom pany mehiemo mokasarn npobuTHu moka3 Cemepenuja u Tporepa [11]
u3 1983, Beli goka3 koju je o6jasuo Cekesu [10] 1997. Cekenu je oBaj mpobsiem u3
00J1aCTU JIHCKpeTHEe I'eOMETpHje IoBe3ao ca TBphemuMa o mpecednoM Opojy rpada.
OBaj mpucTyn gaje mocta Kpahe u jeaHocTaBHHje MT0Ka3€ OJ TPETXOIHUX.

Jloka3 HejeHAKOCTH IipecedHor Opoja y rpady, MOKa3aH y JPYyroM HOT/IaBJbY,
npeJicTaB/ba Jell MpUuMep jeJHe 3aHNM/bUBe KOMOMHATOPHE TEXHUKE, BEPOBATHOCHOT
METO/Ia, KOjU je Takohe OIucaH y TOM IIOIJIAB/bY.

[Topen Teopeme Cemepenu—TpoTepa, y Tpeliem noryiaB/by oBor pajia mnokasahemo
HEeKe IheHe MocJeuIe. ¥ HEeKUM O] IbHUX je MPUPOIHO TPUCTYIUTH MpPobIeMy TpH-
MEHOM OBe TeopeMe, aJii y JIPYTUM, [IOrOTOBO y MpodaeMy cyMa U HPOU3BOJIA, OJr0-
Bapajyha xouduryparuja mpaBux u Tavyaka y paBHH HHje OUYUTJIEIHA.

VY mocsieigbeM MoraaBsby MpeJcTaB/baMo JIoKa3e 1Ba mpodiema koje je Epmomr [3]
noctaBuo 1946. y Be3um ca pacTojamuMa n3Mehy Tadaka y paBHU. JemgaH MPUCTYI
OBAKBWUM TIPODJIEMHUMA je TMOCTaB/bathe KPYKHUIA ca MEeHTPUMA V JATUM TauyKaMa W
HEKUM Oj[peheHuM I[OJIyHPEYHUIINMA, jep je MHIUJICHIIN]ja KPYXKHUIE Ca [EeHTPOM Yy
JeJIHOj TAYKU U HEKe JIPYTe TaYKe eKBUBAJCHTHA TOME JIa je pacTojame u3Mehy Te jiBe
TavyKe jeJJHAKO TOJIYIIPEYHUKY KOHCTpyHcaHe Kpyzuuie. /loka3u oBa JBa TBphema
UMajy CIWYHy uiejy Kao moka3 Cemepeaun—TpoTep Teopeme, y CMUCIY Ja ce KOH-
dburypanuje Tauyaka u Kpyropa mocMaTpajy Kao rpadOBH U TTOCMATPa Ce MPEcevTHr
O6poj nocmarpanor rpada.



1.1 Horamuja

Cana hemo yBecTH HOTAIUjy 3a aCUMITOTCKO MOHAIIame (DYHKIMje, Kojy hemo
KOPHUCTHATH y OCTATKY Pa/jia.

Hedbununuja 1.1.1. 3a peanne dyuknuje f(z) n g(x) kaxemo ma f(x) npumaia
O(g(z)) ako mocTOje KOHCTAHTE ¢ U X( TAKBE /13 BaXKH:

(Vo > o) f(x) < c- g(x)
u namemo f(z) = O(g(x)).

Hedununuja 1.1.2. 3a peanne dbyukuuje f(z) u g(x) xaxemo ga f(x) npumaia
Q(g(x)) ako MOCTOje KOHCTAHTE ¢ U T TAKBE Ja BAKU:

(Vo > ) f(z) = ¢ g()
u namenmo f(z) = Q(g(x)).

Hedbunnnmja 1.1.3. 3a peanne dynkuuje f(x) n g(x) kaxemo ma f(x) npunaia
O©(g(x)) ako mocToje KOHCTAHTE ¢ U To TakBe na Baxu ga f(z) npunaga O(g(z)) u
Qg(x). Thmewo f(z) = O(g(x)).
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IIpeceunu 6poj

WNuryutusHO, npecednn 6poj rpada je HajMamu Moryh 6poj npeceka rpama rpada
IpHU IberOBOM IpTamby v paBuu. Hamasme hemo 3a neku rpad G oBaj 6poj o3HavaBaTn
ca cr(G). Y nojmosuma hemo oaj 6poj dbopmasino jgedbuHucaru.

Hcnocrasba ce Ja je BeoMa TEIIKO OTPAHUIUTH OBaj OPoj. ACHMITOTCKA Bpe-
HOCT MY Ce He 3Ha HU 3a jeJIHy KJiacy rpadoBa, a KaMoJIM y OMIToj (hopMu.

ITojam npeceuynor 6poja rpadpa je npsu yBeo Ilon Typan, y npobiemy mo3Harom
kao Typanos mpobsem dadbpuke muriau. Typan je 3a Bpeme pyror cBerckor parta
ouo upumopan Jia paju y dhabpury muriu, riae je, rypajyhu ko/mna ca muriaama
o/l ¢abpuke JI0 CKJIAJIUIITA MPEKO MpPEKe IMHHA, MPUMETHO Jia je TexKe TyparTu
KOJINIA HAa MECTHUMa Tje Cce IMHHe mpecernajy. Taaa je MOCTaBHO NMUTAFEe KAKO Ce
MOI'Y IIOCTaBUTH IuHe, (paOpUKe U CKJIQUIITA TAKO Ja ce MTO Makbe IIHHA [Ipecera.
QopmMaJIHO, TUTAILE je KOjH je IMpecedHr O6poj KOMILIETHOT OMIapTUTHOT rpada.

ITokazamo je na MOCTOju IpTalbe KOMILIeTHOT ounapTuTHOT rpada K, , 3a Koju
wawn er(K,,0) < 3] 252 - (3] - 752,

[TocTaBuMO m YBOPOBA Ha X OCY TAKO Jla HU jeJlaH HHUje Y KOOPJAUHATHOM IMOYETKY
W Cca JieBe U JIeCHe CTpaHe y oce uMa jegHak 6poj uBopoBa (Wau ce pasiukyje 3a 1).
[locTaBuMO Ha cIMYaH HAYUH N TadaKa Ha Yy OCY.

Cauka 2.1: Ilpumep nprama K54 ca HajMamuM mo3HaTHM Opojem mpeceka
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[lo3naTa xunoresa TBP/Y Jia je MpecedHr Opoj KOMILIETHOT OHIIapTUTHOr I'pada
TavYHO OBaj, aJM JOI yBeK HHUJje JTOKA3aHO Jla je OBa OIleHa ONTHMAJIHA.

Y ommTeM caydajy, jeIHa O OIleHa 3a mpecednn 6poj rpada, mo3HaTa Kao JemMa
0 npecevHoM OpOjy MJIM HejeHAKOCT HpecedHor Opoja, jlaje HaM JI0Hhe OTPaHUYICHHe
osor Opoja. ITokazahemo j0Kka3 3a Ty oleHy KaCHHje y OBOM TOTJIaBJbY.

2.1 IlojmoBnu

Y oBom ojesbKy hemo yBecTn mojMoBe n3 Teopuje rpadoBa norpedHe 3a op-
MaJIHO Jie(puHUCAIbe TpecedHor 6poja, a moroM hemo ra aedunucaru. Takohe hemo
YBECTH H IIOJMOBe M TBpherba 3a JOKa3uBambe HejeHaKOCTH IIpecedHor 6poja.

Hedununuja 2.1.1. Ilpoct rpad je onaj rpad y KoM HHUKOja JABa IBOPaA HHUCY
MOBe3aHa ca BUITE O] jeJlHe TPaHe W He MOCTOju IpaHa Koja MoBe3yje je/laH IBOp caMm
ca coboM.

Hedbununuja 2.1.2. Myarurpad je onaj rpad y KOM MOry j1a OCTOje JIBa YBOPa
HOBE3aHA, Ca BHIIE I'PAHA U CMe IIOCTOjaTH I'PaHa KOja MOBe3yje Y4BOP CaM ca COOOM.
bBpoj rpana uzmehy asa uBopa y mynarurpady HazuBamMoO BUINECTPYKOIMINY rpame
u3mehy Ta jaBa 4BOpa.

Hedununmuja 2.1.3. Mocr je cBaka rpana rpada G uujum Opucamem 01 ce mosehiao
Opoj moBe3aHUX KOMIIOHEHTH rpada G.

Hedunnmnuja 2.1.4. JIyk je ciuka menpekuane uujektusne dpynkmmje [0, 1] — R2.

Hedununuja 2.1.5. llprame rpada je pyHKImja Koja MpecainKaBa CBAKH IBOD
rpada y jegHy TAduKy pPaBHH, TaKO jla HWKOja JIBA Pa3/JIMIATa 9BOPA HEMajy HUCTY
CIWKY, U CBaKy rpany rpada IpecjnKaBa y HeKHU JIYK KOJU IOBe3yje TauKe Y PaBHU
KOje oJIroBapajy uBopoBa m3Mely Kojux je rpana, Tako Ja HHKOja JIBA PA3IUYIUTA
JIyKa HeMajy ucry cyuky (y caydajy myarurpada).

Hedunumnuja 2.1.6. Ilpecek je tauka 3ajegnndka 3a 6apeMm jBa JIyKa, HE Pady-
Hajyhu Tavke Koje mpejacTaB/hajy CJAUKe YBOPoBa rpada.

edbununuja 2.1.7. Ilpeceunu 6poj nprama rpada je 6poj mpeceka mocma-
TpaHor IpTamba rpada, rie ce mpecek KOju je HHIMIeHTaH ca k > 2 Jiyka Opoju (’;)
nyTa. J[03BosbeHO je 11a je mpecedHa BpeIHOCT HEKOr MpTamba rpada Oyme 400
Hanomena: 3a caku rpad mocroju mprame ca KOHAYHUM OpOjeM mpeceka, HIIP.
Ta4yKe y OIIIITOj TMO3UIMjU U JTyKHU u3Mehy mux.
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Hedbunnnnuja 2.1.8. IIpeceunu 6poj rpada je najmamu moryhu npeceunu 6poj
nprama mocmarpanor rpada. [lpeceunn 6poj rpada G oznauasamo ca cr(G).
['pacdose umju je mpeceunn 6poj 0 HAZUBAMO ILIAHADHIIM.

Teopema 2.1.1 (Ojreposa dopmyia). 3a mpoct noBe3aH mianapat rpad 6e3 Mmocrosa
GG ca e uBHIIA, ¥ YBOPOBA, f IJHOCHHU, KOjU (DOPMHUPA ¢ TOBE3AHUX KOMIIOHEHTH, BazKH:

v—e+f—c=1.
Konkperno, Baxkun v —e + f > 2.

ITocaenuria 1. 3a npoct rpad G ca e uBHIA, v > 3 YBOpoBa 6€3 MOCTOBA BAaYKU:
e < 3v— 6.

Jokas. Cyma Opoja mBHUIA CBUX IbOCHH T'pada je 2e, jep cBaka MBHUIA IPUIIAIA
TAYHO JIBe MJ7BOCHH (3aT0 1mITO rpad HEMA MOCTOBE, a TO CY je/lMHe IpaHe Koje MpH-
aJIajy camo jeJIHOj I/BOCHH ), a CBaKY Ibocal oapeljyje 6apem 3 uBurie, Mo yCJI0BOM
aa je v = 3.

Crora, 2e > 3f, n ybanmubamem oora y OjrepoBy dbopmyny ce moduja:

e < 3v—6.

Hodcemnux: 3a byuknujy f: R — R kaxkeMo /1a je KOHBEKCHA aKO BayKH:
(Vg a2 e R) (V€ [0,1]) f(t a1+ (1 —t)-x0) <t- fag) + (1 —1)- f(xa).

Teopema 2.1.2 (JeHceHOBa HejeHAKOCT 3a OYEKHBAHe BPEIHOCTH). 3a CJIydajHy
NPOMEHJ/BUBY & W KOHBEKCHY (DYHKIWjY [ BayKu:

Elf(2)] = f(E[z]).

2.2 BepoBaTHOCHU METO/,

Beposarnocuu merosn (enr. probabilistic method) je komOunaTopHu anar duju
je mmonup Epgomi. N ocHOBH, METOJ ce 3aCHHMBA HA TOMeE Jjla Ce TOCTOjamhe HeKe
onpehere KoMOMHATOPHE CTPYKTYpe ca oiapel)eHnM cBOjCTBOM He J0Ka3yje Tako IITO
ce nmpoHale KoHKperaH mpumep, Beh ce moka3yje Ja ,,Hhje ma He mocToju’. AKo
JKEJTUMO 13 JIOKAzKeMO J1a TIOCTOju HIp. rpadp ca HeKHM CBOJCTBOM S, ImOCMaTpa-
jMo 1poctop BepoBarohe y kKoM cy cBu rpadoBu ejemenTapiu jorahaju xkoju umajy
ucty Beposarnohy. llocmarpajMo odekuBame ofl ciaydajue Bpeanoctu X Koja je 1
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ako rpad uMa cBojcrBo S, a y cynporroM je 0 (uuaumkatop cojerBa S). Ako je
BepoBaTHONA Ja CIyYajHO M3a0paHU eJleMeHT UMa CBOJCTBO S HEHYJa, TaJla MOCTOjH
rpad ca cBojcTBOM S.

ITokazuBameM oBOra je cTBapHO JIOKa3aHO TBPheme, jep ako He 1mocToju objekar
13 MOCMATPAHOT TIPOCTOPa BepoBaTHOhE KOju MMa TpaykKeHO CBOJCTBO, BepoBaTHOhA
Jla CIYyYajHO U3a0paHu eJIeMeHT UMa TPazkKeHO CBOjcTBO Mopa duTu 0.

Jpyru HaUKMH yIoTpede BEpOBATHOCHOT METO/IA je TOCMATPaihe OUeKUBAHUX BPE/I-
HOCTH HEKUX CJIYYAJHUX BeJUYHHA. AKO je OUeKMBaHA BPEIHOCT HEKe CIydajHe BesIu-
qyuHe X Mamba 0J1 HeKe BpeHoCTH [, Taja MOoCTOju eJIEeMEHT ITPOCTOPa BepoBaTHOhe
KOJU TOCTHUXKE BPEJHOCT Mamby o1 K.

2.3 HejeanakocTt mmpecevHor Opoja

[IpBo hemo mokasartu jejHYy HAaUBHY OIEHY 3a Hpecednu Opoj rpada, kojy hemo
3aTHM KOPHUCTHTH Y JT0KA3y HejeJIHAKOCTH HpecedHor 6poja.

Jlema 2.3.1. 3a cBaku mpoct rpad G ca v > 3 YBOpPOBaA U € T'PaHa BayKu:
cr(G) = e —3v+6.

Jlokas. AKO HEKO KOHKpeTHO Iprate rpada G uma cr(G) npeceka, CBaKu OJi OBAX
Ipeceka ce MOXKe eJIMMHUHUCATH YKJIAhAKEM HajBUIINE jeJHe IPaHe.

Hakne, mocroju maanapan noarpad G’ rpada G koju uma 6apem e — cr(G) Tpana.
ITo mocenumu Ojaepose dopmylie 3a G’ Taja, 101 YCIOBOM U > 3 BarxKu:

e—cr(G)=23v—6=cr(G) > e—3v+6.
[

BepoBaTHOCHH MeTOJI ce UeCTO KOPUCTH Y Teopuju rpadoBa u jeaaH o1 IpuMepa
HpPUMEHE OBOI' METOJIA je TIOKA3MBaIhe JIOIher OIpaHrderha pecednor opoja y rpady.
OBaj moKa3 KOPHCTH APYTH CIOMEHYT HAYMH KOPHUIMhermha BEPOBATHOCHOT METO/Ia.
WNuTyunuja u3a Tora je Ta jia MU 3HAMO JIa OIPAHIYIUMO IIpecednu O6poj rpada momohy
Jleme 2.3.1 , anu HaM OHA He /aje aCHUMITOTCKY olleHy. Takohe oBa orneHa He Jemnyje
JIOBOJBHO jaKO.

Bupamem cBake rpaHe ca HEKOM KOHKPETHOM BEDOBATHONOM M MOCMATPAHEM
OYEKMBAHUX BPEJIHOCTH Y OIEHU KOjy HaMm jJaje Jlema 2.3.1, jobujamo jrogatan cre-
nen cy106oie (m3abpany BepoBaTHONY) W MOrogHUM H360POM Hhe JT0OUjAMO JT00DY
OlleHY 3a mpecednu O6poj rpadpa. YcaoB 3a ogHoc Opoja uBopoBa 1 rpana y Teopemu
2.3.1 je norpeban jia 6u BepoBarHoha uzabpana y jgokaly ousa neseha o 1, 1j. ja
6u 6usa BepoBaTHOhA.
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Teopema 2.3.1. 3a cBaku mpoct rpad G ca v 4BopoBa U € > 4v rpaHa BaKu:

e (2).

Zoxas. Koucrpyumumo rpad H Tako mrTo 3a cBaku uBop u3 G 6upamo ca BepoBarHohom
p . Heka on mma vy uBOpoBa u ey TrpaHa.
[Tpumernmo j1a Bazke ciiejiehe jeiHaKOCTH:

e Elvy| = pv, jep cBaku uBop u3 G GupaMo HE3aBUCHO Ca BEPOBATHONOM P,

e Eley] = p’e, jep caka rpana uz G nocroju y H camo ako cy oba mbeHa Kpajiba
yBopa n3 G Takohe y H,

e E[cr(H)] < pler(G), jep je ceaku mpecek w3 G ojupelien ca jgse rpamne koje
HEMa]y 3ajeJHNYKe YBOPOBe, Koje cy ojapehene ca 4 uBopa KOju CBH MOpajy
HpUIAIAaTH, Te jia Ou HeKH mpecek u3 G 6uo nupecek u'y H, cBa 4 uBopa Koja
ra oapelyjy mopajy npunagata u H.

Jlema 2.3.1 npumemena na H jaje HejeIHaKOCT:
cr(H) > ey — 3vy + 6.

[locmaTpajMo OYeKHMBaHY BpeaHOCT OBOI' u3pasa. DByayhu na je E uneapmno,
saxu Eley — 3vy + 6] = Eley] — 3E[vy] + 6.

Elcr(H)] > Eley — 3vy + 6] = Eley| — 3E[vy] +6

= pler(G) = p’e — 3pv + 6.

Jo6pum omabupom BepoBarHohe p MOxKeMo A00uTH 100po orpanuyeme 3a cr(G).

[lusb je ma y oBoj Hejennakoctu durypurry camo cr(G), v, e n Koucrante. Takobe,
. . L

6uto 6m mozkesbHo 1a ce E(ey) w E(vy) pasivkyjy 3a KOHCTaHTY, Tj. Jajep = c- 2,
3a HEKY KOHCTAHTY ¢, Jia OU JIeCHA CTpaHa HejeJHAKOCTH OMJIa XOMOTeHa U Ja OHCMO
JIOOWJIU IIITO OIITPHU]Y OIEHY.

Taxobe, ja HejejHakoct He Gu Oujia GeCMUC/ICHA, JKeJIUMO J1a BaxKu pe > pu (jep
OM y TOM CIydajy JecHa CTpaHa HejeJHAKOCTH OHjia HeraTHBHA).
3a BpemHOCT p = 4?” (oBa BpeaHOCT jecte BepoBaTHOha, Tj. Huje Beha ox 1 u Huje
HeraTuBHa 300T yCJIoBa Teopeme e > 4v), 0Baj U3pa3 ce CBOJU Ha:

2560 1602 1202
f cer(G) = . L
e e e
e3 3et
= or(G) > o
er(@) 2 Gz + Toged
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IomTo je e > v — 1, B&)KI/I%ZO(E—?)HCTOF&
o3

=ca(G)=0—=).

@ =9(%)

]

Hanomewa: Y ommrem cirydajy, ako He 3HAMO J1a JTU BaxKu e > 4v, MoxkeMo pehn

. o 32.(6_41,) . . . .
na je cr(G) = Q ( o ), Jjep y ciyda)y da yCJIOB HHJe UCIYIbEH, JeCHa CTPAIa Je

HETATUBHA W CTOTA OB jJeTHAKOCT CUTYPHO BAYKMU.

2.4 Jlomwe orpaHmYene IIpecevHor O0poja y MyJITH-
rpady

[Tomrro nperxoauu J0Ka3 BayKu CaMo 3a mpocTe rpadoBe, MPUPOTHO Ce MMOCTABIhA
NUTAEe ITA Ce JIEIaBa ca MpecednnM OpojeM y ciaydajy myarurpada?

OBom mpobJieMy Takohe moxke jia ce mpubhe BepoBaTHOCHHM MerojioMm. Iieja
je mzabparu oarosapajyhum mpoctop BepoBarTHOhe M U3 era CIy4ajHO U3abpaTu
npocT noarpad mocMaTpaHor MyaTHIpada, a 3aTHM OYeKHBAaIbe IIPecedHor Opoja
mysiturpada uspazutu y GyHKIUJU 0J1 IpecevHor 6poja uzadpanor mnojrpada, Koju
MOYKEMO OTPAHUYUTH HejeHAKOIhy npecednor Opoja.

Teopema 2.4.1. 3a cBaxku myarurpad G ca v IBOpoBa, € rpaHa U HajBuine k rpana
u3Mely JiBa YBOpa BaxKu:

e? — 4e’kv — dekv
cr(G) =Q ( P ) .

Zokas. Ilocmarpajmo Heko npTame rpada G 3a Koje ce MOCTHXKEe IpecedHn Opoj.
Koncrpyumumo meros noarpad G’ Ha cienehin Haunh:

1

1. Cpaxy rpany u3 G OpunreMo He3aBUCHO ca BepoBaTHOnoM 1 — +

2. AKo cy Heka JIBa YBOpa MOCJe OBOT OpHcarba IOoBe3aHa ca BUIIIe O jejHe TpaHe,
OpuiemMo cBe rpaie usmehy mbux.

Heka G’ uma €' rpana m v usopoBa (6poj 4BOpoBa ocTaje MCTH jep ¢MO Opucain
rpame).

Hexka je p, BepoBarHoha na KoHKpeTHa rpana g rpada G nocroju y rpady G'.
Axo je g jenna ox k' < k rpana Koje moBe3yjy HeKa JBa 4BOpa, BepoBaTHoha sa je

k-1

OHa jeJuHa OcTajia HeobpucaHa je % (1 — %) , mTo je Behe i jegnako o i, jep
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je (1-1)"' >4

Crora, ouekuBata BpegHOCT Opoja rpana y rpady G’ je:

€
Ele] > —.
€= 51

[Tomrro e 3Hamo ja Jin je €' > 4v, npumenom Jpyror obsmka Teopeme 2.3.1. 3a
rpad G’ (koju je Mo KOHCTPYKIHUjH MPOCT) T00HjaMO:

6'2.<e—4v)).

V2

cr(G") =Q (
ITocmarpajMo OUeKHBAHY BPEJIHOCT OBOT M3Da3a.

E[e?] — E[¢” - 4@]) |

V2

Eler(G))] = Q (

3

[Tomro je dbyuknuja f(z) = x° KoHBeKCHA, JeHCEHOBA HEjeTHAKOCT MPHMEEHA

Ha OBY OYEKWBAHY BPEIHOCT JIaje:

E[€/3] 2 E[ef]i’)

= E[”] = <Z—z> :

Cagna jom Tpeba orpannmuutd Ele?] omosro. Opo mpeicrabba cymy 0 CBHM
apoBUMa IBOpoBa (u,v) u (w, 2) :

E[GIQ] - E[€/]2 = Z puv,wz — Puv — Pwz

UV, W2

OBH mapoBH rpaHa Cy HE3aBHUCHU, OCUM aKO je UCTa IpaHa IMOHOB/HEHA JIBa IyTa.
Taxo ja ce cBe cKpaTu M OCTaje HaM CaMo:

Ele?] —E[e]? <) pu = E[¢]

= E[e?] < E[¢]* + E[¢].

Caza mozkemo Jjia orpannanmo Eler(G')]:

s -0.(125) (0 (122 +0 (1))

e — 4e’kv — 4ek*v
k3v?

= E[er(G")] =Q (
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[TomTo je cBaku mpecex je ojpeheH ca jiBe IpaHe, BayKu:

N cr(G)
Eler(G")] < 12
3 A0 A12
:>CT’(G):Q(6 46::))2 4ekv>‘

Hanomena: Axo je e > 8kv, Taga je ) (M> =0 <€—>

kv?
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Cemepeau—Tporep Teopema

3.1 IIpobaem mHIMOEHIIIjA

JeHa KJjlaca mUTama y AUCKPETHO] TEOMETPHjH OJHOCH C€ HA TO KOJHUKO MHIIH-
JICHIIHja MOZKe Jia HMOCToju m3Mehy Heka JiBa cKyma objekara. JejHO 0 OCHOBHHX
HUTamba OBOI' THUIA je TO KOJIUKO UHIIMJICHIINja MOXKEe UMATH CKYII TadaKa €a CKyIIOM
HpaBUX V PaBHH, ¥ 3aBUCHOCTHU 01 Opoja TayaKa U MPaBHUX, U OHO je jeJIHO O] PETKUX
KOj€e je perieHo.

Epnornr je 3a cBako n u | KOHCTPYHCAO CKYII OJ1 1 Tayaka W CKYM OJ [ IpaBux y
PaBHU KOje UMajy @(n§m§ + n + 1) uanuaennyja. Epgom w [Typan ¢y nocraBuim
XUIIOTe3y Ja He IOCTOju KOHMUIYpallHja 1 Tadaka W [ IpaBUX Yy PaBHH KOja MMa
ACHMITOTCKH Behim Opoj MHIMICHIIM]a, Tj. Ja je OPOoj HHIMIACHIN]a, O(n%lg +n+1).

Cemepenn u Tporep [11] cy oy xunoresy pokazaau 1983. Cekesn [10] je 1997.
MOHOBO JIOKa3a0 IUXOB Pe3y/TaT, Ay Ha, JIPYyradnji HAYWH, TAKO IITO jy je ToBe3ao
ca JOWUM OrpaHMYerheM MpecevaHor Opoja y rpady u Ha jBa HaunHa pedpojao 6poj
peceka KOHCTPYHUCAHOT rpada.

Tume mTo je ZO0Ka3aHO J1a MOCTOje KOH(MUTYpaIHje ca @(n§l§ + n+ 1) unnumen-
nuja, u jga je Opoj WHINIEHIH]ja O(n%l% +n + ) nobujamo ja je oBa OleHa OMTpa
JIO HA MYJITHILTUKATUBHY KOHCTAHTY.

OnTtuMasina KOHCTaHTa ce W Jajbe He 3Ha, aJi HajooJby MO3HATY KOHCTAHTY 3a
ropme orpanudere Hanun ¢y Pagonunhi, Tapmoc, Tor u ITax [7], 1j. moxaszanu cy
12 je 6poj MHOUICHIU]a OTPAHAYEH O03r0 ca 2,5 - nsls +n+ [, a ITax u Tor [6] cy
nokazaJu ja 0,42 - nsls +n+1 HUje TOPHE OrPAHUYECIHE.

11



12 3. Cemepenu—Tporep Teopema

3.2 Cewmepean—Tporep Teopema

Teopema 3.2.1. 3a n Tayaka u [ IpaBux y paBHHU, OPOj IUXOBUX MHIIMICHIA]A je
O (nitt +n+1).

/loxa3z. Be3 ymamerma oriinrer, MoxkeMo pehu jia je cBaka IpaBa MUHIUIEHTHA OapeM
ca jeJlHOM TAa4YKOM, jep ako je Heka dpyHkumja npumnaga O (ng(l — 1)§ +n+ l), Tj.
mnje seha ox ¢+ (n3 (1 —1)3 +n+ 1) onxa Baxu u xa nuje eha ox ¢+ (315 +n+ 1),
crora npunajga u O (n§l§ +n+1), c TUM Ja je ouyBaHA KOHCTAHTA.

[TocmaTpajmo rpad duju cy YBOPOBH N JaTHX Tadaka M u3Mely aBa uBopa moc-
TOjU I'paHa aKo Cy oAroBapajyhe Tauke cyceiHe HAa HEKOj O JATUX [ MpaBUX.

.
<

/RN

Cauka 3.1: I'pad xoju dpopmupajy mare tauke u mpase

VY oBako KoHCTpyucaHoM rpady Baxu cr(G) < @ jep je To HajBehu O6POj mpe-
ceka Mely [ mpaBux.

bpoj Tavaka Ha jejiHOj IpaBoj je 110 KOHCTPYKIMjH 33 jejgan Behu oj1 Opoja rpana
u3Mehy Tux Tavaka, crora ako O6poj rpana oBor rpada 03HaUYMMO ca €, a OpOj WHIHU-

JeHIja n3Melhy Tadaka W npaBuX O3HAYNMO ca [, BayKM:
I <e+ 1.
ITpema Teopemu 2.3.1, Baxku jegano oj caejeha jaBa rBphema:

1 dn>T—1, 7. I <dn+l
=I1=0(n+I).

2. cr(G) =0 <(I_l)3>, Tj. cr(G) = c- (I;—Ql)s 3a HEKY KOHCTAHTY C

n2
I-n*
n2

>cr(G) =2 c-
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=I-1< %l%n%
=1 =035 +1).
Crora, [ = O(n3l3 +n+1). O

3.3 Ilocneaunie Cemepenan—Tporep Teopeme

3.3.1 IlIpaBe mHIIIJEHTHE ca BUIIIE Ta4daKa

Teopema 3.1. 3a n Tauaka y pasuu, nocroju O <Z—§ + %) [paBUX KOje Cy WMHIIH-

nenTHe ca bapem k Tadaka. Bpoj mHImpennuja Tux mpaBux u tadaka je O (Z—; + n)

Zokas. Ilocmarpajmo rpad ciamdan onoMm u3 jokasa Cemepemu—Tporep Teopeme,
OCHM IITO Cy VKJby4eHe caMO IpaBe Koje ¢y HHIIIeHTHe ca bapeM k Tadaka. Heka
TAKBUX MPABUX UMA [.

[Tpumernmo 1a je 6poj rpana osor rpada e > [(k — 1). IIpema Teopemu 2.3.1.
BayK¥ jeJIHO OJ1 cJjejeha jiBa:

L l(k—1)<e<d4n
=l< 2 =0(2).

k—1

W3 osora caenu jga Baxku [ = O (Z—;)

[Ipumenom Cemepenu—Tporep Teopeme Ha oBaj rpad, jgodujamo 1a Opoj WHIH-
JIeHIIHja n3Mel)y OBHX Tavaka M MpaBUX KOje cy WHIUICHTHe ca O6apeM k mpumazia

S 2 2 2 2
O(Z—;-n§+%+n> :O<%+Z—3+n)20(%+n).

O

Hanomena. Axo Baxku k < +/n, taga O (Z—§+ %) =0 ("2:—?’“2> =0 <Z—§>
Coanano, O (Z—; + n) =0 (Z—;)



14 3. Cemepenu—Tporep Teopema

3.3.2 IIpobsem cyma m Impou3BOIA

Hanomena. 3a cBaku ckynm A kopuctumo o3vake A+ A = {x + ylz,y € A} n
A-A={x-ylz,y € A}

[Tocmarpajmo ckymnose A+ A u A- A, vie je A ckyn bukcHe (KOHAUHE) KApIHHA-
woctu n. Huje remko nahu ckyn takas ja Baxku |[A+ A| = O(n), Hup. apurverndka
nporpecrja. Cuawmano, ako je A reomerpujcka nporpecuja Baxku |A - Al = O(n).
Bugnmo 18 MOKEMO MOjeIMHAYHO J1a KOHTPOJIUIIEMO OBE JBE BPEIHOCTH, aJu TPO6-
JIEMH HACTAjy KaJia MOKYIIAMO JIa HCTOBPEMEHO MUHUMHE3YjeMO 06e BpeHoCTH | A+ Al
u|A- A

Epnomr u Cemepenu[12] ¢y nocrasuau ciaenehy xumoresy:

Xwunmoresza 3.3.1. 3a cBako ¢ > 0, MOCTOjU Ny TAKBO Ja CBaKKW CKyn A mpupomgHmx
Opojesa unja je KapJUHAJIHOCT N > Ng 33/10BOJhaBa:

max{|A + A|, |A- Al} = Q(n?).

OBa xunoresa MO¥Ke Jia ce TYMadu Kao TBpheme na je memoryhe nma ce Bequkn
CKYII HCTOBPEMEHO TIOHAIA KA0 APUTMETHIKA U KA0 T€OMETPU]CKA IPOTPECHja, IITO
ce 9ecTo Ha3WBa ,,(DEHOMEH CyMa W Mpou3Boja’ .

Epaom u Cemepean cy ycnenn jna Hally Majy TO3WTHBHY KOHCTAHTY ¢ (yHU-
Bep3aJIHy 3a CBAKO N) TaKBy Ja mocroju ckyn A 3a koju je max{|A + Al,|A- A|} =
Q(TL1+C>.

TpenyrHo Haj60/be TOPILE Orpannderse je jgokazao [[lakaun[8], koju je mokazao na

14 5
€ MOZKe OuTHn IPOU3BOJHHO omusy ¢ = 3 + 5=.
Enekemnt[2] je momohy Cemepenn-Tporep Teopeme mokaszao Ja TBpheme BaKu 32
—1
c=y.
Teopema 3.2. Heka je A koHadaH cKyI peaqHux OpojeBa pazandurux of 0 u Hexa

je |A| = n. Tana Baxu:
max{|A+ A|,|A-A|} =Q <n%> :

Jlokas. Heka je A = {aj,az,...,a,}. Jedbunumumo 3a cako i,j € {1,2,...,n}
peanny yHKIMIjy f;; Kao:

fij(x) =a;- (z —aj).

[Ipeseaumo oBo Ha jesuk Cemepeau—Tporep Teopeme:
dysxmuje y = f;; Cy JUHeapHe, Te IPeACTaB/bajy HAIl CKYIl IPaBUX U MMa HX
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n?. Ckyn Tayaka Koju hemo nocmarparu je (A + A) x (A - A).
ITpumernmo aa 3a cBako k € {1,2,...,n} Baxu:

figlak +aj) = ai - (ar + a; — a;) = a; - ay,

tj. 3a cBako k € {1,2,..,n} rauxa (a, + a;j,q; - a) npunajga upasoj oxpebhenoj ca
fij- Crora, nmamo n? npaBuX y DaBHH, OJl KOJUX je CBaKa MHIMJIECHTHA ca OapeMm n
radaka u3 ckyna cam = [(A+ A) x (A- A)| =|A+ A] - |A- Al = m enemenara.
[Tomro Baxku |A + A|,|A - Al > n, Tana je m > n? Te 3a m Tavaka u n’ npasux
MHIMJICHTHEX ca OapeM n Tadaka, a n < /m npema Teopemu 3.1 Baxku:

m2
=07

=m? = Q(n5)
:m:QQﬁyﬂA+m¢AA\

immmA+m¢+Au:Q@a.

3.3.3 TpoyrioBu jeaMHUYHE MOBPIITUHE

Teopema 3.3. Bpoj TpoyrioBa jeaunuyne HOBpIIUHE Koje obpa3yje n Tadaka y
. 7
pasmu je O(n3).

Jlokas. Tlpumerumo fa aBe pazauyure Tadke p u ¢ (POPMHUPAjy TPOYTrao jeIMHUIHE
MOBPITWMHE CA HEKOM TavyKOM I aKO W caMO aKo r MpUNaja jeJIHoj OJl JiBe TpaBe
: 2 l
napasiesIie a pq, Ha PacTojamy . Hexa cy To mpase 1, u [}, .
Heka je P dukcupan ckyn oJ n Tadaka y paBHH. 3a TaukKy p € P o3HaYuMO ca
L, cxyn 11paBux Ha KOjUMa MOZKe J13 JIe2K1 HeKa Tadka Koja ydecTByje y (popMupaiby

Tpoyria jenuaudne noppiiune ca p. Gopmasinuje, 3a cBako p € P nedunuiiemo:

Lp = {lp,qa l;),q|q € qu 7é p}

[Tpumerumo j1a 3a GUKCHO p, CBaKa 0Ji OBHX MPaBUX MOXKe OuUTH ojpehena ca
HajBHIIE JBe pa3induTe Tadke ¢ (1a O6u npase l,, u l, , Ouite ucre, Mopa 1a BaxkKu
Ipg| = |pd’| m pq||pd’, m 3a cBaky Tauxky ¢ € P mocroju najBuiie jenna tadka ¢ € P
ca TuM cBojerBoM). Crora 3a cBaky Tauky p € P Baxu n — 1 < |L,| < 2n — 2, 1j.
L, =0(n).

ITpumenom Cemepenu—Tporep Teopeme Ha P u L, nobujamo ma je muxos Opoj

unnugaeniuja O <n§n§ +n+ n> = O(n%) Cpaka unnunennuja usmehy P u L,
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ojapehyje TauHo jejlaH TPOYrao jeJIMHMYHE MOBPIIMHE YHje je jeJHO TeMe p a JApyra
nBa mpunaaajy P.
CymmpameM OBHX mM3pa3a 3a CBaKoO p € P mobmjamo Ja je OPOj TpPOyTIoBa je-

sumnmane nospumme n - O(ni) = O(n3). O
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Cauyna TBphema

4.1 IIpobyaeM jeIMHUYHUX PaACTOjarba

Epnom je 1946. mocTaBmo nuTame KOJUKO HAjBUINE MApOBa U3 CKYIa TadakKa y
paBHU MOkKe OMTH Ha jeJINHUYHOM pacTojamy. Taja je 10Ka3ao jia oBaj Opoj npumaia

1+ —5— 3 . .
Q N~ loglogn n O(n2 ) ,ZLOH)G Or'paHu4ebLe J€ JOKa3a0 TaKO IIITO jJ&e HaBeO KOHCTPY-

KIM]y 3a Bera, /1 X /N pererky.

Cnencep, Cemepenn u Tporep [13] cy 1984. mnojauaiu ropme OrpHHYEHE HA
O(n%) M OBO je 3a caJja Hajb0/ba MO3HATa OlleHA, & javue J0He OrPaHUYeHhe jOIT YBeK
Huje HaheHo.

Epmom je mocTaBruo XUNoTesy Ja je mpaso ropibe orpanmderse O(n'*e) za Guno
Koje € > 0, mro je u jgabe orBoped mpobaem. OBO HOKa3yje KOJIUKO €€ 3alpaBO
MaJio 3Ha O WHIUAeHInjama. lako je mpob/ieM WHIHUAEHIIMjA MPaBUX W TadaKa y
paBamu pemnen Beh nenenumjama, Beh kaj ce npehe Ha jeawHUYHE KPyrobe HACTajy
Behu mpobGsiemu u nuTame je Beh Buime o 50 ToguHa OTBOPEHO.

Jbynu cy mokyImraBaJam Ja pele oBaj mpoOieM mocMaTpajyhu m pyre HOpMe W
npumMeheHo je 1a 0aroBop Ha OBO MHUTAKHE TOCTA 3aBUCH OJ H3abpaHe HOpMe. Baatp
[14] je mokazao ja mocToju HOpMa y Ko0joj je moryhe moctuhu Q(n%) jeIMHIIHEX pa-
crojarba. Maryimek [15] je mokazao ma mOCTOjU MO0CTa HOPMHE Y KOjHMa CBaKH CKYII
on n tadaka dopmupa O(nlognloglogn) jernaudaaux pacrtojarba.

Bparumo ce ma nogernun npobaem. Tokas omene O(né) trakohe nogceha ma nokas
Cemepenu—Tporep Teopeme, TOIMTO je YCIOB aa Cy JBe TadKe HA jeIMHUYHOM Pa-
CTOjaby €KBUBAJEHTAH YCJIOBY Ja Cy jeJiHa TadyKa M JeJUHUYHH KPYT €& MEHTPOM
y JpYroj TadykKyd HUHIMJICHTHH, Te je 0Baj MpoOJeM CBeJIeH Ha OrpaHMYaBame Opoja
HHIINJICHIN]A je IMHAYHIX KPYKHUIA U TadaKa y PaBHU.

17
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Teopema 4.1.1. Hajsehu 6poj jeimHnYHUX pacTojama udMehy n Tayaka y paBHHu je

O(n%).

Jlokas. Heka je P dbukcan ckyn ox n tadaka y pasau u C' = {¢1, Ca, ..., ¢y} CKYT 011
N KPYKHUIA jeIMHAYHOT MOJIYIPEeYHUKA ca MeHTPUMa Y TadKaMma u3 cKyna P.

Craka manuaentja P u C ompehyje TauHO jenaH map Tavyaka y KOjU je Ha je-
JIUHUYHOM PACTOjarby U MpedpojaBameM TUX WHITUJIEHIN]a, CBAKM Map TavakKa Ipe-
opojumo Tauno 2 myra. Crora, ako JoKaxkemo Ja 0poj uamuaeHnuja P u C' npumnaia
O(ng), Taga 6poj Tauaka Ha jeIMHHYHOM pacTojamy u3 P npumaga O(n3), duue je
TBpheme TeopemMe J0Ka3aHo.

Oznaunmo 3a cBako 1 < ¢ < n ca m; Opoj MHIKJICHIINja KpyXKHHUIE ¢; ca P.
Ouurienno je ma je 6poj namuiaennuja P u C jegHax Z?:l m;. bpucameMm cBux
KPYKHUIIA KOje Cy WHIMJEHTHE Ca HajBUIlle JiBe TauKe OPOj MHIUMJIEHIU]A CMarby-
jemo HajBuie 3a 2n = O(n), MTO CMEMO Ja PAUMO aKO TIOKYIIABAMO 13, JOKAKEMO
J1a oBaj Opoj mpumaia O(n%) (Ha commu 4.1. npHe KpyxkHHIE He doOpMUPAjy HU
jenmy rpany y rpady jep cy MHIMICHTHH CAMO Ca JBE TA4YKe).

[Toyuenn mokazom Cemepean—Tporep Teopeme, KOHCTpyuimumo myarurpad G
ca YBOPOBUMA y TadKaMa U3 CKyma P u rpaHama TakBuM ja u3Mel)y HeKa JIBa 9BOpa
IIOCTOjU T'paHa aKo Cy IbUMa Ojrobapajyhe Tadke cyce/iHe HA HEKOj KPYKHHUIH U3
C. llomTo nBe Tayke MOTY /a MPHUIAJA]y CaMO JBEMa Pa3JIHIUTUM KDPYKHHUIIAMA
JeIMHUYHOT MOJIYNPEeYHNKa, HajBeha BUIIECTPYKOCT HEKe IpaHe OBOr MyJaTurpada
nuje seha o 2.

Cauka 4.1: I'pad koju dpopmupajy gare KpyKHUIE U TATKE

[IpumeTnMo 7@ cBaKW KpPyT ¢; OAroBapa TavHO m; TpaHa y OBOM rpady, n Ja
CBaKa I'paHa MOKe MOTHUIATH OJ1 HAJBUINIE JIBA jeIMHUYHA KPYyTa.
. . 1 n
U3 xoucrpykuuje, oBaj rpad uMa n 4Boposa u 6apeM 5 » " | m; rpaHa.
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Baxxu jiome orpanudeme mpecedHor opoja y Myaturpady, 1 ako 6poj HHIHICH-

MHAja O3HAYNMO €a T, BaXKH:
3
x
cr(G) =Q
@ =9(5")

(cmemo ma kopucTHMO oBaj 06K Teopeme 2.4.1 3aro 1To 0Baj MyaTurpad HCILyH-
jaBa ycsioB 3a 6poj YBOpOBa, rpaHa W HajBelly BUIMTECTPYKOCT).

= 2° = O(cr(G) - n?)

[TommTo cBaku npecek y 0BOM rpady oJiroBapa mpeceKky JIBe je JMHIYHEe KPYy KHUIIE,
a CBaKe JIBe KPYIKHUIIe ce CeKy y HajBUIIe JIBe TadKe, OHJIA BaKH:

4.2 EppaonieB mmpobJjieM pa3jnYdUTHX PacTOjarba

[Tocne mpomnene 6poja jeIMHUYHUX pacTojama Mely Taukama y paBHH, ciaenehe
JIOTUYHO THTae OM OMJIO J1a JIM Ce MOXKe MPOIEHUTH OpPOj PasMIuTHX PACTOjarba
mehy muma. ['opme orpanudere je OUNI/Ie HO, TOIITO CBaKe JIBe Tadyke MOry OWTH
HA Pa3JUYIUTOM PACTOjarby IPOCTUM ITOCTAB/bAIbEM TauaKa Ha MpaBy U TAKO IITO je
cBaka cjeseha yaa/peHoCT CyceIHUX Tadaka Ayiio Behia o nperxoame. Mcrnocrasiba
ce Ja je J0me OTpaHmdYerhe MHOTO CYNTUTHH]E.

Eppom je, takohe 1946, nocraBuo nmuTarme KOJUKO HajMAhe PAa3JIMIUTHX PACTO-
jama Mopa mocTojatn mamehy n tadaka y papau. OH je Taga oBaj Opoj orpaHHYHO

1 . .
ca Q(nz) n O =% )» TAe je Topibe orpammtemse Takohe moKazano KOHCTPYKIHjoM

VI X \/n pererke.

Epont je taja nocrasuo Xunoresy ja je osaj 6poj Q(n!=oM).

Onena 3a [0Wme OrpaHHYerhe je A0CTa MOOOJbIIaHa O Kaja je oBaj mpobsem
MOCTaB/heH M TPeHYTHY Hajoosby omeny cy 2010. moxasamm [yt n Kam [4], u ona

je (1 & )
ogn
Cekenmjea [10] onena Q(n%) u3 1993. nuje Hajjava, aju ce BOAU CIMIHUM HAUH-

HOM pa3MHullljbamba Kao poka3 Cemepeau—Tporep Teopeme, Tako mITo npobdjieM CBOIH
HA WHIUJAEHIN]e CKylla KPYKHUIA U CKyIa TavyakKa.
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Teopema 4.2.1. Hajmamu O0poj pasjmuuTHX pacTojarba u3Mehy n Tadyaka y paBHU
4
npunazga (ns).

Jloxaz. Heka je P dukcan cKyn n Tadaka y paBHE U Heka je t Opoj pas3imuuTux
pacrojama uszMehy mux.

3a cBaky Tauky p € P BayKu Ja Cy ¢Be OCTajle Tauke CKymha P Ha KPYKHUIAMA
ca HEeHTPOM V p YHjU CY HOJYIIPEYHUIIA OBUX ¢ pacTojarba.

Cauka 4.2: [locmarpane Kpy»KHHUIIE Ca IEHTPOM Y TAYKH P

Osux tn Kpy:kuUIA uMajy n(n — 1) uHIUgEHIH]a ca TaukaMma u3 ckymna P, jep
je cBaka Tadyka WHIHJAEHTHA ca TAYHO jeTHUM KPYToM ca IMEeHTPOM y CBaKOj JIPYTOj
Tavyky u3 P.

Kouncrpyummmmo cBe Kpyrose OCHM OHUX KOjU CAJIp¥Ke Marbe oJ1 3 Tavyke u3 P.
OBume cMo OpPOj WHITHIEHIIMja CMALUIN HAjBUIIE 38 2nt, CTOra MPeOCTaTnX WHIU-
JeHnuja uMa 6apem n(n — 2t — 1).

[Tocmarpajmo rpad G uuju cy YBOPOBU Tadke cKymna P u 4dmje cy rpane JyKOBU
n3Mehy cyceqHHX Tadaka OBUX KPYKHHIA.

Ako Ha HEKO] KpyzKHHUIM UMa k Tadaka, rpana Koje (popMupa Ta KPyKHUIA TMA
k. Crora, Opoj MHIIMAEHIIN]a KPYrOoBa U Tadaka jeaHak je Opojy rpana oor rpada,
1j. Gapem n(n — 2t — 1). Kana 6u t 6uno pena senudause n, TBpheme GU CUTYDPHO
Bakuya0. CrTora, mocMaTrpaMo ciaydaj y KoM je ¢ TOBOJBHO Mame O n, Tj. Tpad uMa
cKOpo m? rpaHa (3a OBO je JOBOJGHO OTpaHHYCHhe HIp. § < 18—0). Qopwmasamje, 6poj
rpana je (n?).

N3 cBake Tauke m31a3u He BUIE O] { KPYZKHUIA, U OHE €A MPEOCTAJTUX HE BUIIE
on (n — 1)t kpyxuuna umajy we sumie oj 2(n — 1)t npeceka, Tj. yKyInHO uMa He
puie ox n(n — 1)t? npeceka. /lakie, 6poj npeceka npunaiaa O(n*t?).

Hajseha Bumectpykoct y oBoM rpady He Moxke 6utu Behia ox 2t (jep mocroju
HajBUIIE 2¢ PA3IMYATAX KPYTOBA KOjU UMajy jeaH OJf OBUX IIOJIYIIPEYHUKA A CaJIPIKE
HEKe J[Be Ta4uKe).



4.2. EpgnonieB mpobjeM pasMdUTUX pacTojama 21

Kana 6ucmo ojiMax NMpUMEHUJIH JIOI-€ OrPpAaHUYEIbe 33 IIPecedHr Opoj y MYJITH-
rpady, n06uau GucMo caabujy omeHy o Tpazkene (omeHa kKoja 6u ce TuMe moOuIa
jet = Q(ng)) [Ipumerumo na nam y Teopemu 2.4.1 omena gocra caabu Kaja je
BHIIIECTPYKOCT I'pada BeJUKa, cTora OM OWJI0 MPUPOIHO JIa MOKYIIaMO Ja Ha HEKH
HAYUH eJTUMAHHUIIEMO I'paHe BeJIUKe BUIIECTPYKOCTH U THME JIOOHjeMO jady OIeHY.
[TocMmaTpajMo 04BOjeHO IpaHe BeJINKe BUITECTPYKOCTH. AKO IpaHa 1y UMa BUITECTPYKOCT
k, Tj. m3mehy tauaka u u v uma k jiykosa. llenTpu THX JIyKOBa MOpajy MpUNAIATH
cumMerpasn oy uv. Heka je To mpasa l,,. Onga je npasa l,, MHIHIeHTHA ca k
Tavaka u3 P. [Ipema Teopemu 3.1, npase unnujeHTHe ca bapem k Tavaka uz P

umajy O (Z—; + n) UHIINJIeHIHja ca TadKaMma n3 P.

®
®
®
®
®

v

Cauka 4.3: ['pana Bumectpykoctu 5 y mocMaTpanom rpady

Heka je M ckyn maposa uBopoBa {u, v} u3 G TaKBUX Jia je BUIIECTPYKOCT IPaHe
uv Gapem k, u Heka je E ckym rpaHa (JIyKOBa) KOjU Cliajajy OBe MapoBe Tadaka.
Ceaku n1yk u3 E xoju moBesyje map tadaka {u,v} oaropapa TauHO jeJIHO] TAYKA U3
P wHIuaeHTHO] ca ly,.

C apyre cTpaHe, HHIIMAEHITN]a HEKe cUMeTpaJie [, U TadKke p MOYKe Ja OJAroBapa
HajBuine 2t rpana u3 [, jep mocroju HajBuine t Kpyroea ca mneHTpom y p. (Crora

BayKu: )
tn
|E| = O (ﬁ + tn)

[Torogaum u3bopom k U OpuUcameM CBUX T'paHa ca BHIIECTpyKolrhy 6apem k 10-
dujaMo TBpheme Teopeme.

ITIto je 6poj rpana Behm, a Hajseha BUIIECTPYKOCT HEKE TpaHe Marba, TO je java
ouena xojy maje Teopema 2.4.1. Crora, xeanmo na saxu |E| < in?, xa 6u 6poj
rpana MyaTurpada pobujenor 6pucamem rpana uz £ u game 6uo (n?). Jlososban
yeioB 3a 080 je k = O(y/t) 3a HeKy KOHCTaHTY c.

O6pumnmMo u3 mocMaTpaHor MmyaTurpada rpase u3 F. 3a oBaj myaTurpad 3HaMo

JIOIbe OI'PAaHHYErhe MPecedHor Opoja, u oHO je {2 (OQ((”\/;);> =0 <"74i> (ememo J1a Ko-

puctumo opaj obsink Teopeme 2.4.1 3at0 1mT0 0Baj MyaTUrpad HUCHYHaBa YCJIOB 3a
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6poj YBOPOBa, rpaHa W HajBelly BUIIECTPYKOCT).
[TomTo He MOXKeMo UMAaTH BHUIIe of t2n? mpeceka, BazKu:

t*n* > or(G) = Q (%)

5

= t2 = Q(n?)

)

(SIS

=t=Qn
[l

Nako je oBaj npobsieM BeNUHCKH pellieH, Tj. J10 Ha TPEIIKY pejia BeJIudnHe v/log n,
Heke MoJaudHUKaLKje Cy U Ja/be OTBOPEHH IIPOOJIEMU:

e Yommteme 0BOT mpobyieMa y BehuM IuMeH3MjaMa je U Jajbe 0TBopeHo. Epmomt
je KOHCTpymcao cKynl oj n Tadaka y R? koju dopmupa @(n%) Pa3IHIUTHX
pacTojama W MOCTABUO je XUMOTe3y Jia He TOCTOjU CKYM O N TadaKa KOju
dopmupa Mambu OPOj PA3JIUINTUX PACTO]Aba.

. . n
e KoHcTpyucame mpuMepa y PaBHH ca 1 Tadaka Koje obpasyjy O <logn> pa-
3JIMYATUX pacTojarba je Takohe jemaH oi Te:KHX Ipod/ieMa y KOMOMHATOPHO]
reOMEeTPUjU U Y TOCJIE/IbUX 11ap JIEHEHH]a OCTAB/HEHO je HEKOJIMKO XHUIIOTEe3a

Ha OBY TeMy, aJIl Pe3yJITaTa CKOPO Ja HeMa.



5

3akJpy4dak

Y oBoM pajiy ce MOr'y BHAETH HEKe 3aHUMJ/HbUBE HJEje U IMPUCTYIH PA3TUTHTUM
npobJjieMruMa KOjU UCIPBa HE W3TJIEJ1ajy TOJUKO CPOJIHO.

Y IpBOM JIeJIy pajia ¢MO Cce YIIO3HAJIU ca I0jMOM IIpecedHor dpoja rpada u jJ1oka-
30M OIIeHA 33 Hhera HoMoly BepoBaTHOCHOT MeTo/Ia. 3aTUM cMO jJoKazoM CemMepean—
Tporep Teopeme u jBa Epjomesa npobjeMa u3 JUCKpeTHE IeOMeTpuje MOKa3a/iu
KaKo Tpecednn Opoj rpacda MozxKe jia uMa OUTHY YJIOry y OrpaHHYaBaiby Opoja WH-
nuiennuja Mehy reomerpujckum o0jeKTUMA.

Taxobhe, nokazasu cmo 1a npumene CeMmepeau—T'porep TeopeMe He MOpPajy HYKHO
Ja Oyny bopMmysrcane TeOMETPUjCKH, TAKO IITO CMO 3alpaBo y MpoOJaeMy cyMa H
HPOM3BO/A KA0 Tadke nocMarpaJsu mnorojgue ypehene napose Opojesa, a kao npase
CMO IOCMaTpaJ/Iu JuHeapHe pyHKImje.

[Tusb oBOr paja je 6uo ga YUTAOIA YIIO3HA Ca OBUM METOaMa U MPUKaXKe MPeceK
ojipehenux pesyiarara podujeHux y 00/1aCTH MHIHMICHTHE I€OMeTpH]e.

OBoM IpUInKOM OUX BOJIEIA JIa Ce 3aXBaJIUM CBOM MeHTODY, JIyku Muuhesuhy,
Ha TOMe TIITO Me je YBeO y OBY 00JIaCT MaTeMaTHKe KaJia caM MPUCYCTBOBAJIA J0IAT-
HOj Ha KOjOj je moKa3ao JI0Ka3 HejeTHAKOCTH IPecevdHor Opoja, Ha TOMe IITO MU je
npyzkuo nomoh kaja je 6mia norpedana, JaBao MU MPEJJIOre KaKo /1a HACTABUM Ca
PaJoM U MOAPKABAO U MOJCTHUIAO CBAKY MOJy HIE]Y.

Takobhe 6ux Bosea 7ga ce 3axBajauM cBEM IpodecopuMma Maremarndke raMHasz-
nje KOju cy MH TpeJaBaJd MaTeMaTHKy, jep caM y OBOj IIKOJW MHOTO Haydujaa u
pa3Buia Jby0aB npemMa MaTeMaTHII.
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