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O MaTeMaTHIH X BbeHOj YIIO3H y Pa3BOjy YOBEUAHCTBA je yHO TOra PeUeHO U HAIIUCAHO.
CnmuHo je ca yMeTHouIhy. 3a MaTeMaTHKY ce Kaxe Jja je YMETHOCT JbyAcKor yma. 1llTa je
3ajefHIYKO 32 MaTeMaTuKy u ymMmeTHocT? OOe cTBapa 9oBeK. YMETHOCT M3a3uBa ocehaj
JIETOT Y YOBEKY, ali 0BO ocehame HHje JaKo OIMCATH, jep CBAKO O HAC MMa COTICTBEHH
IOKUBIbA] NMenor. Tako ke ce MaTeMaTHYapy (a H MHOTH IPYTH) CTIOKHTH J1a Y MATEMATHIH
HMa MHOTO TOTa IITO je JIeNO, alli He HafJaXibyjy HCTe CTBAPU CBAKOT MaTeMaTHYapa Ha HCTH
HayuH. Y 0BOM pafy he ce mpuka3aTi TBphema 3a Koja heMo ce BepoBaTHO CBU CIOXKHTH la
Cy Hajlpe JIena U TajaHCTBEHa, a IOTOM U BUJIETH /A CY 1 JaHAC BeJIMKa IIOKpeTayka cHara y
MaTeMaTHIIN.

Marematuka ce pa3Buja of Kajia 1 Jby/ICKH pof. I'eomMeTpuja Kao IpBa NpakTUYHA [IPU-
MeHa MaTeMaTHIKNX 3Hamha OuIla je pa3BujeHa 1 KOf ApeBHUX uBHnn3anyja. Ca HOM je ce
pazBujana u anre6pa. Eyknunosu Eaemernitiu OUIN Cy KpYHA TeOMETPHjCKOT 3HAIba AHTHKE.
ApalIbaHu Cy Ta 3Hama cauyBajd 0 o0oraTuiy, fa OUX U 3allafHa NUBUIH3AIM]a TOHOBO
oTKpwiIa y foda peHecance. Op Taja MoxXe ce pehn Tpaje HelpeKuHa MaTEMATHIKa PEB-
onyja. Pere [lekaprt je yBobemeM KOOPIHHATHOT CHCTEMA CIIOjUO are0py i reOMeTpH|y
U JlaleKOCesKHO MOBe3ao BU3YENHO U allcTpakTHO. ['eoMeTpuja Kojy oOHUYHO Be3yjeMo
3a BH3yeNHe 00jekTe Kao ILITO cy TauykKe IpaBe, KPYroBH, . .. HOCTaje fy0iba U clo0of-
HUja, JOK anreOpa MoBe3yjyhH ce ca TeOMETPHjOM BHIIE HHje CTaTHYHA Beh MUHAMIJHA
MaTeMaTHIKa MUCHUIUINHA. MaremaTnka ce pa3Brjana Tako fa seh y XX Beky mocroju
MHOTO MaTeMaTHIKUX JUCHMIUIMHA KOje NMajy cBoje 00jeKTe U TEXHHKE M3ydaBama Koje
ce HeKajla YMHe JIOCTa yAa/beHN jeAHd off Apyrux. MebyTtum oBakas pa3Boj MaTeMaTHKE
HUKAJja HUje HapyIHO HbeHO jeAUHCTBO Kao HayKe, jep ce MaTeMaTuuke Hieje NpeIinyy Ha
HeouekuBaHe 1 H3HeHabyjyhe HauuHe. Tako 1 0Be XKeNUMO ia TOBOPUMO O TIPEINIUTA Y
1 TIOBE3aHOCTH /iBe (PyHAaMEHTATHEe MaTEMATHIKE TEOPHje FT€OMETPHje 1 MONMHOMA.

T'eomerpuja je cBoj HajOpsku pa3soj umana y XIX Beky. I[lokymaju fia ce gokaxe
nerr Eykiamaos mocTysaT goBesu Cy 10 CTBapama HOBHX FEOMETpH]a, KOja Cy H3MEHHUTIA
1 VHTYHIA]Y KOjy je CBET [0 Taja MMao o reomeTpuju. Ilojasune cy ce xumepOoImika
U IIpOjeKTHBHA FeoMeTpHja. Y MPOjeKTHBHHAX TeOMETPHjH He MOCTOje NapasesHe Ipase,
a oMoryhaBa HaM jefiHy IIpO3payuHHjy CIUKY O TBphemlMa 3a Koje ce 3HaO fa BaXe Uy
eYKIHICKO] TeOMUTPHjH Kao mTo cy [lackanosa, [Jezaprosa, bpujanmonosa u [Tanocosa
TeopeMa. KnacnuHa IpojeKTHBHA FEOMETPH]ja j€ CBOj BpXYHaI] AOCTUIIA ca foka3oM I1oH-
ceJIe0Be TeopeMe, alli Pa3BOj TEOMETPH]H HUIje Ty CTao.

Anre0pauanrebapcke CTPYKTYPE Cy OCTANE je3HK KOjUM KOMIHHIUpAa HaykKa. XAnoepT
je U reoMeTpujy IOCTaBUO Ha anrebapcke ocHoBe. boraTcTo anreGapcKux CTpyKTypa U
OHO ILTO Cy OHE NpYyXuile MaTeMaTAIH, YINHIIIO je 1a Cy HaM MHOTH anre0apcku 00jeKTH
HocTam NprpoyTHy 1 6ucku. Takew cy nommaOoMA. He mocTojn MaTeMaTHIKa RUCIATIINHA
KOja HUje Ha JUPEKTaH WM MHIUPEKTaH HAauMH 3aMHTEPECOBaHa 3a IOJuHOME. Tako u



reoMeTprja. Ha oBaj HaumH je ce ponia jefHa off Haji3a30BHAjUX TPaHa MaTeMaTHKe - all-
rebapcka reoMeTpHja. Y OBOj 00acTH je ypabeHo MHOTO, ald | JaHaC je MHOTO OTBOPEHHX
IUTama y anrebapckoj Ha Koje MOKYIIaBajy fAa pellle MaTeMaTHiapy, I1a je OBO CUTYPHO Off
jemHa off uCIUIIIHHA Koja he ce aktnBHO pazBujatn y X X1 Beky.

Ospie hemo roBopuTH 0 HEUEMY LITO CTOGOHO MOKEMO Ha3BaTH €JIEMEHTAPHOM aire-
6apckom reomerpuju. Hajnpe hemo necpunncaru pasHe anre6apcke KpuBe, ca akKIEHTOM
Ha KOHHKe 1 KyOHKe Kao 00jeKTe ca KOjiuM ce cpeheMo I TOKOM FHMHA31jCKOT 00pa3oBamba.
3arum hemo nokaszatu reopemy okasesy (Katz) kojaje cnenmjanan ciyuaj uysene Besyose
TeopeMe. [lpuMeHOM oBe TeopeMme foka3aheMo TeopeMe BesaHe KiacudHe Ilamocose u
[TackamoBe TeopeMe 32 MACTHYHE IIECTOYITIOBE yNICaHE y KoHUKe. [lokazahemo Heke
IO3HATE M HEKOJIMKO HOBUX PE3yIITaTa 32 MECTHIHE OCMOYIIIOBE U 21-TOYTJIOBE YIIUCAHE Y
KOHFKe KOjH he aTy NOTHyHO HOBY CIIWKY Ha OBa TBphewa. To je cnKa Koja he OTKpHuTH
ny6oky Be3y u3Meby oBux TBpbewma. Ha kpajy hemo ce JoTakHyTH I HEKMX OTBOPEHHX U
030WbHEX NpobieMa 3a cTpykType Ilanocosor u Ilackanosor Tuma.

O Benuke moMohi y HacTajamy OBOT pafia 61o je nnporpamcku naket Cinderella koju
jepassuo Jiirgen Richter-Gebert jenan onranac sonehux Hemaukux maremMatudapa. OBa
TEMa je BeoMa aKTyeJIHa JaHac 1 loM ce 0aBe HEKH Of] CBETCKUX O3HATUX MaTeMaTHiapa,
kao mro je S. Tabachnikov, L. Evans, G. Katz, R. Swartz u npyru. HepasHo je
mauankmura Roberta Bixa, Conics and cubics: an elementary introduction to
the algebraic geometry Konuke u KyOuKe: eleMeHTapaH yBOJ y alireGapcKy reoMeTpHjy
KoOja II0Ka3yje fla 0Ba eJIeMEeHTapHa IIpU4a 1 T€ KaKO IPUBJIAYA MaKiby HayTHE jaBHOCTHL.

Jiirgen Richter-Gebert Robert Bix

I'ne ce cacrajyreomerpujannonuaomu? Tamo e nodube jefHa Jena 1 oI HEJOBOJbHO
ACTpakeHa MaTeMaTHKa.
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Aure6apcke Kpuse

2.1 Pasne anreﬁapcxe KpusBe
Y oBOM fieny hemo ce yIO3HATH ca peaTHnM I KOMIVIEKCHEM anre0apcKuM KpABaMa.

Hedunnmuja 2.1.1. Peaana aazebapcka xpusa C je mofckyn on R? = R x R xoju je
TeOMETPH]CKO MeCTO Tauaka Hylla OJMHOMA JIBe poMeHibuBe P(x, y) ca peanHuM Ko-
edpujeHTIMA, Tj.

¢ ={(z,y) € R?*| P(z,y) = 0}.

Hepnunmuja 2.1.2. Komiiaexcna anzebapcka kpusa C je nopckyn og C2 = C x C xojuje
TeOMETPHjCKO MECTO Tauaka Hylla TOJTMHOMA JIBe poMeHIbiBe P(x, y) ca KOMIUIEKCHAM
Koe(uIijeHTAMA, Tj.

C= {(m,y) € C?| P(z,y) = 0} )

Ha ounrnenan HauuH ce CBaKo] peanHoj anre0apcKoj KPUBOj MOXKe PULPYKATH KOM-
NekcHa anreGapcka Kpusa. Peanse anreGapcke KpuBe Cy H3y4aBaHe XUbajly TOUHA paHUje
HEro 1ITO Cy KOMIUIEKCHe anrebapcke Kpube IpU3HaTe Kao MaTeMaTH4KH 00jeKaT HaKo
Kajia cy ce MojaBuiie MOCTaJIo j€ jacHO fla Cy OHe W je[HOCTABHUj€ U UHTEPECAHTHHjE 3a
npoyuaBawke. Ha npuMep MHOTO je Jakile HOMMHOM ca pealHnM Koe(hHInjeHTAMa Moc-
MaTpaTH Kao IOJIMHOM ca KOMIUIeKCHAM KoedunumjentamMa jep ce y C cBakm monmHom
(hakTOpUIIIE U jEfHOCTABHI]E j€ y3€TH CaMO pealHe Hyle i ogbanuTu ocrane. Kommnnexche
anre6apcke KpUBe ce MOTY IIpOY4aBaTH ca CTAHOBULITA HEKOIMKO MaTeMaTHYKUX TUCIH-
IIMHA Off KOjUX e U3fiBajajy anrebpa, TOIOIOTH]a U KOMIUIEKCHA aHalu3a.

Peanne anreGapcke KpuBe cy mpoydaBanu y crapoj I'pukoj. OHH Hucy 3Hanu 3a
jenHavuHe Kpyra, mapaboie, enurnce, Xunmepoole, all cy MO3HABAIM OBe 0GjeKTe Kao
reoMeTpHjcKa MecTa Tadaka. HIp. enmIca je reoMETpHjCKO MECTO Tadaka 4dju je 30Hp
pacTojama Off iBe YHAIIpe]l 3ajjaHe TauKe Koje Ha3uBaMo XixkaMa KoHcTaHTaH. IIpase u
Kpyrose je Moryhe KoHcTpyucaTu IloMohy LiecTapa U JIEBUpa, 0K OCTaNe KpUBE Jpyror
pena auje Moryvhe. Crapu I'puu cy petiraBajyhu npoGneMe AyIApamba KOIKe U TpHCEKITje
yrila KOHCTPYHCAIE HHCTPYMEHTE KOjuMa Cy KOHCTpyUcatu Hapabolle, jep ce youmwid fa
ce OBU IIPpoGJIeMH MOTY PEIINTH KOHCTPYHCAamhM OBUX KpUBUX. TeK ca pa3BETKOM Teopuje
T'anmoa MHOrO rofiHa KacHUje JOKa3aHo je ja Cy 0Be KOHCTPYKIIHje He MOTY PEIUTH NOMOohy
lIecTapa 1 Jewupa.

Ipumep 2.1.1. Ha cnmmm 2.1 hemo npukasaTi HEKOIAKO anreGapcKux KPUBH ca FbUXOBIM
jenHaYMHAMA i ONIFOBapajyhoM CIIMKOM Kao PETHOM OTHOCHO KOMILIEKCHOM KpiBOM. CinKe
KOMTITIEKCHE KpHBE 3ampaBo skupe y npojektiHoM npoctopy CP? o koMe hemo HerTo
KacHHje AeTalbHUj€ TOBOPHUTH.
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Cnnka 2.1.

Crapu I'puy cy no3naBanu u apyre anrebapcke KpHBe Kao eNMUIUKINYHE KPUBE KOjEMa
Cy OIIICHUBaHE MyTame IIaHeTa npe oTkupuha Kemneposux 3akoHa. 3anapHa EBpoma je
OBa 3HaHa IIOHOBO OTKpPHIA Y PeHEeCAHCHOM o0y Kajia Cy OTKpUBEHe 1 HOBe anreGapcke
kpuse. Jleorapno fa Buaw ce moceGHO HETEpECOBAO 3a BUX NPOYIaBajyhu IepCIeKTABY
TPOAUMEH3UOHANHNX 00MKa. AHTHYKA 3HaMma 3alafHU CBET je Ipeys3eo of ApabipaHa
KOjH Cy IMAaJIU pa3BHjeH anre0apcKul 3allic MaTeMaTHKe, IITO je YCIOBIIIO KacHUjH Yop3aH
pa3Boj MaTeMaTHKe.

Kpajem XVII Beka, matematidapu cy onajany upejama lexkapra u Pepmaa fja ce re-
OMETpH]jCcKaMeCTa Ta4aKa OIACYjy Kao pelllekha je/JHe I BUIIIE je[HATHHA IBE IPOMCHIBIBE
nox uy. Pa3soj qudpepenimjansor pauyHa i lberoBa IPAMeHA Ha anre0apcKe KpuBe [oBela
je Mo HOBHX ca3Hamba O OBUM o0jeKTuUMa. 3Hama o anredapcke KpuBe Cy ce MojaBiie Kao
KOHKpeTHa [IpUMeHa MaTeMaTHKe y MHOTUM JPYTHM IpoOieMuMa.

Pasnuunty oGmuny anreGapckux KpUBHUX 3aHHTEPECOBAIO je MaTeMaTHyape Kao LITo
cy IbyrH 3a cuarynapurere anreGapckux Kpusux. CHHIYNApHTETH Cy Tauke y KojuMa
CIIMKOBHTO PEUCHO KPHBA JOKMBIbABA [ICTCHEPALH]y Tj. He m3rmefga rmatko . Ha counm
2.1 ce MOTy yOUMTH Tauke y KOjuMa KpUBa OICTYIIa Off CBOT CTaHAapiHOT o6JIHKa, e ce
y4BOpaBa WM [OCTaje oLITpa. Te Tauke Cy CHHIYIapHe H Y BbUMa JoNna3u 1o feopmanyje
KpHBE, KOj€ j& BaXXHO Pa3yMeTH.



Meduunnuja 2.1.3, Tauka (x,y) € C anreGapcke kpuse C fepuHuCaHE TOTAHOMCKOM
jemnauunom P(x,y) = 0 je cunzyaapra (cunzyaapuitieit) yKOIMKO je

oP oP

H3yuaBame curynapureTa anredapckux KpuBH je IoceOHa 0OnacT - Teopuja CHHIY-
JlapUTeTa Koja UMa BeJIUKY IIPUMEHY Y MHOIMM O0JIacTHMAa Kao LITO je Teopuja YBOpOBa,
TOTIOJIOTHja, KOMIIIEKCHA aHAJIW3a U JIp.

Kaxko peanne anrebapcke KpiBe MOTY OHTH jaKo AeT€HEPHCAHE Kao HIIP. KpUBa

2242 =0
Koja je camo Tauka (0,0) € R?u
x4 y?=—1

Koja mpejficTaBba mpasan ckyn y R? qoumio je o uieje a ce yMeCTO peaHAX MOCMATpajy
KOMIIIEKCHA peltersa jenadune P(z,y) = 0. Kpuse ce y C2 muoro “6ome onarmajy,
jep kpuBa 2 + y? = 0 mpejicTaBba Map KOMILTEKCHHX PABUX KOje Ce CEKY IOK je KpuBa
22 + y? = —1 KOMIIEKCHA KPYKHHIIA.

¥ XIX Beky ce youmno ia IoflaBak-eM OiroBapajyhux “Tauaka y Ge CKOHAUHOCTH ajire-
Oapcke KpuBe NOCTajy KOMIAKTHU TOHOJIOUIKA OPOCTOpU. Tako ce ¥ AOLIIo U Ha HAEjy
Jla ce KpuBe IOCMATpajy y MPOjeKTUBHUM NpocTopuMa. Ha KOMIDAKTHUM IIpOCTOpEMa
je Moryhe mecpmaECATH MepoMopdHe 1 XonoMopgHe (PyHKIHje 1A je ce Ha KOMIUIEKCHE
anrefapcke KpUBE MOTIIa IIPUMEHITH U KoMiuiekcHa anamu3a Ha C. Omaspe ce pasBuna
Teopuja PumanoBux nospiium, Koje cy HazBane no bepxapny Pumany (1826-1866). Puman je
6uo m3y3eran MaTeMaTndap XIX Beka Kojul je MHOTO YTUIIA0 Ha Hfeje a reoMeTpHja He
Tpeba H3yuaBaTH CaMo eyKIIHicKe IPOCTOpe, Beh I MHOTO TeHepallHije IpocTope.

Henexuny u Be6ep cy 1882. nmoka3zanu 1a Behn neo Teopuje anre6apckix KpUBHEX OCTaje
Ha CHa3W M Hajl Omiio KojuM TosbeM IF, Tj. KpuBe ce BALIE He MPOYUaBajy caMo Hajl OJbIMa
KOMIIIEKCHUX U peanHux Opojesa. Tako HIIp. y peliaBamy AHO(AHTOBE jeJHAYNHE

P(z,y) =0

y Teopmju GpojeBa 4ecTo ce IMocMaTpa OBa jefHaumHa Mo mod p rie je p mpocT 6poj.
AT 0BO HEje HAUIITA IPYTO IO OCMATpare anrebapcke Kpuse Haj momeM F), = Z/pZ
WIH BETOBIM anreGapcKuM 3aTBopemeM. OBa y0oka Bes3a n3Mebhy anreGapckux KpHBUX
u Teopuje Opojesa mocnyxuna je u Eanpujy Bajicy y mokasy uysene Benuke ®epmaose
TeopeMe a jefHaurHa

x'll + yn — Z’IL
HeMa [[eo0pojHa pelllea y CKyIy IpHpoAHuX OpojeBa Kafa je n > 3.

Jlanac mocTa 3HAMO 0 anred0apcKuM KpuBaMa. Anzebapcexu eapujeitieiiiu Cy e(PUHACAHA
KAa0 CKYTIOBH 3aj€/JHIIKUX HyJTa KOHAYHOT GpOoja ONMHOMAa Y KOHAUHO MHOT'O TIPOMEHIBHBUX
1 H3y4JaBame OBHX o6jeKaTa TOBENO je 10 HOBUX njeja u pabame jeHe HOBE MaTeMaTHIKe
IUCIUIIAHE - a12ebapcke 2eomeiupuje.

ITpuponHo je mocTaBUTH IUTame Kaja ABe anrebapcke Kpuse ACUHUILY HCTH re-
OMETPHjCKH CKYIT Tavyaka. 3a MONHHOM KakeMo Jla je HpeMyluOmiIan ako ce He MOXKe
3aMucaTy Kao pOM3BOJ 1Ba IOMHHOMA KOji ¢y 00a pa3nnuuTa of KoHcTanTe. OroBop Ha
TO NUTakE Jalbe YyBeHn Xundepros Hymmrenexarn,.

Teopema 2.1.1 (Xun6epros Hynmrenenxan). P(z,y) u Q(x,y) ¢y ioaunomu maxeu oa
je

{(z,y) € C*| P(a,y) = 0} = {(2,y) € C*| Q(z,y) = 0}
aKo u camo axo iocitoje apupoonu 6pojesu m un imaksu 0a P | Q™ u Q | P™ iwj. axo u
camo axo P u Q) umajy ucitie upedyyubuare axitiope.



3a mommHoMm P(z, y) kaxkemo a uMa ymmn GakTop ako moctoju Q(x, y) Takas ja
(Q(z,y))? | P(z,y). 3a nomunome Koju He Nocenyjy Aymie (aktope n3 Xun6epTosor
Hynurrenexana crefu:

Mocnemma 1. [Toaurnomu P(x,y) u Q(x,y) xoju nemajy Oyiiae gaxitiope Oedpuruury
uciily kominexcry anzedapcky kpusy y C? ako u camo axo cy ckanapru MHoxuouu jedan
opyzoz iij.

P(z,y) = AQ(z,y)
3a nexu cxaaap X € C\ {0}.

Hedpunnnuja 2.1.4. Citieiien d aazebapcie kpuse C je creneH oaroapajyher mommHoma
P(z,y) 1o x uy Koju je nedpuHuiie Taunuje creneH Hajpeher MoHoMa y nonutomy P(z, y)

Tj.
d=max{i+j|a;; #0},

e je P(z,y) = Zid‘ ai,jilliyj-

Jepunnmuja 2.1.5. Anrebapcka KpuBa CTeleHa 1 ce Ha3uBa iipaea Tj. TO je KpHUBa AehUH-
HCaHa je[HAYNHOM
ax +by+c=0,

3a HeKe KOMIUIEKCHe KoeduiujeHre a, b u ¢ u rje je 6ap jefan o koeuuujeHata a u b
paznmunt of, 0.

ITpase cy HajemHOCcTaBHUje anrebapcke kpuBe. Iloctoje anrebapcke KpvBe BHIIHX
CTeleHa Koje Cy yHuja Bullle paBux. OmicaheMo HeKe Off FbUX.

Medunnmmja 2.1.6. Tonunom P(xzq,...,x,) crenena d y n NpOMEHBHBHX j€ XOMOZEH
YKOJHKO je 32 CBAKH CKanap A

P(A\z1,..., xp) = AP(x1,...,2,)

WM €KBUBANIEHTHO aKo je P(z1, ..., x,) o0InKa
. — i in
P(xy,...,2,) = E Qiy i T
i tin=d

Caaki (haKTOp XOMOT'€HOT IOTMHOMA je TaKohe XOMOreH MONMMHOM. XOMOTEeHH NOIH-
HOMH Y fIBe IPOMEHIBbABE c€ (haKTOPHUINy Ha JMHEapHe haKTope IITO MoKa3syje ciefcha
TeopeMa.

Teopema 2.1.2. Hexa je P(x,y) xomoZen nenyaiiu foaunom citieiiena d, iwada ce on
Qaxitiopuute Ha APOU3BO0 AUHEAPHUX HOAUHOMA U],

d

P(z,y) = H(aiéﬂ + Biy)

i=1
3a Heke Kouciuarie o, 3; € C.
Jlokas. 3amummmMo
d d T
r, d—r d T
P(z,y) =Y aa"y* " =y a, (=
r=0 r=0 Y
e cy ag, a1, - - ,aq € C. Tapaje

> ()

r=0



TIOJIMHOM Ca KOMIUIEKCHUM KOC(HIHjEHTAMA jefiHe TPOMEHIBHBE - KOjU Ce TT0 OCHOBHOM
cTaBy anrebpe MoTHyHO pacraniba Hap C Tj.

d Jfr d 2
2 ar () =<1l (5-)

3a HEKe ¢, Y1, - - -, Ya € C. Canaje
Play) =y'Sipa (2)
= yle[IL, (% _ %.) -
=cllii(@—y)

OfaKJie cnenu TBpheme. 0

2.1.1 KomniekcHe NpojeKTHBHE KpUBe

Kommekcne anreGapcke kpuse y C2 mazupaMo adpuHAM, Kako G WX Pa3iHKOBATH Of
IPOjeKTUBHUX anreGapckux KpUBUX. Y OBOM felly heMo ce YIO3HATH ca IPOjeKTUBHUM
IPOCTOPOM, IIPOjeKTHBHUM aNre0apckKuM KpUBaMma, Kao 1 Be3oM u3Meby adunux u npojek-
TUBHUX KPUBHUX.

Hedunnmuja2.1.7. Hekajenaradunnpocrop A. [Ipojexiiusruiipociiop P A je xonmaaar
mpocrop A \ {O}/ ~ ca KOTUYHIIKOM TOMONOTHOM 1 ~ j€ peNalija eKBUBAJICHIA]a Ha
AN\ {O} necunucana ca x ~ y < & = \y 3a HeKd HEHyJIa cKanap .

Hac cnienwjanso unrepecyjy peamsu R P? n kommnnekcau npojektusan mpoctop C P2,
Koje heMo 06a 3aBHCHO 0T KOHTeKCTa o3HauaBaTH P2, OBe MpocTope PeCeKTHBHO Ha3H-
BaMO peJIHa I KOMIVIEKCHA MTPojeKTHBHA paBaH. OHM HacTajy Kaja ce IpojeKTHBH3Y]jy Kao
y nedunmmmju 2.1.7 mpocropu R? n C3. TIpojekTHBHEI IPOCTOP HUje TAKO BU3YENU30BATH.
Ou okanHo u3rnena kao R? oprocro C2. Tauke npojextussor npoctopa P? cy knace
ekBuBaseHuMje ypehenux Tpojku (x, y, z) pasauaurux of (0, 0, 0), mpu uemy cy iBe TpojKe
(z,y,2),(x1,y1,21) € A\{(0,0,0)} exBuBanentne (x,y, z) ~ (21, Y1, 21) AKO U CAMO
aKoje 1 = AT, Y1 = Ay, 21 = Az, Te je \ HeHylIa cKanap, i Ty KJIacy eKBHBaJICHIje
o0erexaBaMo ca @ : Y : z] xomozere koopOuraitie. TeOMETPHjCKH ITeaHo, [ @ ¥ : 2]
je mpaBa Kpo3 KOOP/IMHATHU TOYETaK 1 Tauky (z,y,2) € A3, Ysobeme npojexrusse
DPaBHHU [0j€/IHOCTABIbYj€ TUTAE PECEKa aNreBapeKux, jep 3a pasmuky of pasuu A%,y P2
ce cpake fiBe mpase ceky. Y P2 ce Moxe youutn ckyn tavaka {[z : y : 1]|z,y € A}

A / (2,y.2)

P2

Cnuka 2.2.

Koji je xomeomopdpan ca A2, Y oBom ckymy ce Hamase ckopo ce Tauke P2 cem Tauaka
{[#:1:0]]x € A} U{[1:0:0]}. 3aro je mpojexruBan npoctop P? nokammo xao R?
omrocro C2, 1j. To cy o6munm R? 1 C? kome cy gofaTe ~6eckoHauno aneke Tauke Koje



Jieke Ha jefiHoj TpaBoj. MIHTYHTHRHO TO je MpaBa Ha K0joj ce Hajla3e TIpecely MapaeaHux
IpaBUX. 300T OBE NMOBE3aHOCTH H3Mehy OOMYHE W MPOjeKTHBHE PABHH CBa MPOjEeKTHBHA
TBpbhema Koja cy TauHa y IPOjeKTHBHO] pABHA BaXe 1 Y €YKIAACKOM CIIy4ajy.

Cajia hemo mokasaTu WITa je paBHa anreGapcka Kpusa y P2, Ykomuko je paBHa
anrebapcka kpmea C y C? (R?) sajata momasomom P(z,y) = 0 crenena d, taja
je ®oj ofroBapajyha nmpojexTisHa anre6apcka kpusa C 3ajjaTa XOMOTEHHM MOTHHOMOM
P(x,y,z) =21 P(£,2).

z? z

Hedunnmuja 2.1.8. [Ipojexitiucna anzebapexa kpuea C y kommnekcuoj pasau C P2 (CP?)
je CKyN Tayaka udje XOMOTeHe KOOp/IMHaTe TPEJCTaB/bajy HyJle XOMOTEHOr MONMHOMA
P(z,y, z),1j.

C = {([z,y,2] € CP?| P(x,y,2) = 0, P(Az, Ay, Az) = A?P(x,y,2), A € C} .

CreneH mpojeKTUBHe anre0apcKe KPHBe je Kao W Koy adpuHe KPUBE CTeNeH NOTHHOMA
KOjH je medpurmuIIre.

YKOJMKO HaM je IaTa pojeKTHBHa anrebapka Kpusa C, a MHTEPECYje HAC BeHa aduHa
cmika C, jo6uhemo jegrocTaBHO Tako mro noraefamo y C2 (R?) ckyn tauaka P(z,y) =

P(z,y,1) = 0. Aduna u pojeKTHBHA CIIUKA jeUHCTBEHO ofipebyjy jenHa apyry.
Ipumep 2.1.2. TIpaBe y mpojeKTHBHOM IIPOCTOPY NMA]y jeTHAYAHY
ax +by+cz=0.

Y TpojeKTHBHO] PaBHHU CE CBAKE ABE IPaBe CEKY Y TauHO jefHOj Tauku. IIpojeKTnBaH
IPOCTOP MHOT'O IOTOJ{HUj U 32 IPOY4aBambe anre0apckux Kpusux. IIpojekTiBHA reoMeTpuja
je jerHa IeTla MaTeMaTHIKa TeopHja Koja je 1ocTa jajia MaTeMaTHI| i ’beHOM pa3Bojy.

2.2 Konuke

Meunnmumja 2.2.1. Anrebapcka KpuBa cTeNeHa 2 HA3UBA CE KOHUKA.

Konnka C je reOMeTpHjcKO MeCTO Tadaka Hy/a MOJMHOMA JPYTOr CTEIeHa y IBe
npomenbuse P(x,y) = ax? + 2bxy + cy?® + 2dx + 2ey + f. Y 3aBmcHOCTH Off
KOHTEKCTa, y albeM TeKcTy heMo ce KOPHCTUTH [0jMOM KOHHKA HITH Ka0 FeOMETPHUjCKUM
MeCTOM Tauaka Wi Kao IOIMHOMOM KOjU ie(pUHUIIE TY KOHUKY.

KoHuKa Kao cKyl Tayaka y paBHH HaM je JoOpo Ho3HaT. To cy reoMeTpHjcKH 00j€KTH
KOjH cy HaMa NO3HaTH Kao eNuIice, Xunepoode, napadorne, MapoBd IpaBAX KOJH ce CEKY,
IapOBH TapaieHAX IPABHX, Ipase (IyIe), Tauke U IIpa3Hu cKynoBr. OBH CKYNOBH TaYaKa
ce locTa pasNuKyjy Kao IITo ce BUM Ha CHIK 2.3, T1a ce OCTaBlha IATakke KOji CKYI Tauaka
IpefcTaBba KOHUKA 3a1aHa jefHAUNHOM

P(z,y) = ax? + 2bxy + cy® + 2dx + 2ey + f = 0. 2.1
He ry6ehin Ha ommTocTsn MOXKEMO IpeTnocTaBuTH fa je a > 0.

Teopema2.2.1 (MeTpruka Knacuuranyja Kouuka). Hexaje konura C 3adana jeOnauunom
(2.1).

- 2 . — . . 22 y2 _
1. Ako je ac — b* # 0 xouuka je usomeinipusna nekoj 00 Kpuea: = + 5z = 1
2 2 2 2
N _ 22y . _
(eauiica), o= == 1 (xuuepboaa), =5 = 5 (tiap ipasux Koju ce cexy), ilauku
UAU UPASHOM CKYILY.

2. Axojeac — b* = 0 (a® + b + ¢ # 0) konuxa je uzomeimpuaHa 1exoj 00 Kpuea:
22 = 2py (@apaboaa), y*> = ¢ (dap tapaseanux iipasux), y> = 0 (Oyiinoj Aunuju)
UAU UPASHOM CKYILY.



O >
/

Cnuka 2.3.

Tlokas. 1. Ilpumennmo Tpancnanmjy ' = x +m,y = y+ n,u3amenomy (2.1) gobujamo
—f =a(a’ =m)® +2b(z’ —m)(y —n) +c(y’ —n)* +2(a" —m) +2(y' —n) =

az?+2b2"y' cy’? +2(—am—bn+-d)z'+2(—bm—cn+e)y’ +P(m,n)— f—2(dm+en).

PenraBamem cucrema am + bn = d, bm + cn = e o m u n (Koju 360r AeTEpPMUHAHTE
oBor cucteMa ac — b? # 0 uMa pelema), 1 cTaibajyhu

g =2(dm +en) — P(m,n),
PEenyKyjeMo jenHaunHy KOHUKE Ha
az’?® + 2bz'y + cy? = g.

Axoje b = 0Taga TBphetbe TUPEKTHO CIEIU. YKOMHKO je b 7 0 poTHpajMO e CUCTeM 3a
(p ¥ 0OUjaMO HOBE IPOMEHIbHBE

T =2TCosp+ysine, y=—Tsine + ycos .
JenHaunHe KOHWKE Y HOBUM IIPOMEHIBHBHMA Cafia M3riefa
g= xQ(a cos? p — 2bcos psin ¢ + csin’ ©)+

zy(a - 2sin @ cos @ + 2b(cos® p — sin? ) — ¢ - 2 cos psin @)+
y*(asin® p + 2bsin @ cos ¢ + ccos? ).

Yxonuko uzabepemo fa ¢ Gyfe TakBo fia je

(a—c¢)

= — ctg 2y,
% g2y
1 CPEANMO je[HAUNHY TOBORMMO j€ Ha 00JNK
2 2
x
L=,
a? pB?

e je 6 jemako O wm 1. OnaBpe ciemy NpBu €0 TBphema.
Hokaxmmo feo mop 2. ITo mpermocrasud je ac = b?. Ako je b = 0 MoxeMo
npernocraButy ia je ¢ = 0 na ce (2.1) pegykyje Ha

cy? + 2dx + 2ey = f
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Koja ce OfroBapajyhoM U30MeTpHjoM JIaKO TOBOJM Ha TpakeHH oOMMK. Ako je b # 0
MO3KEMO TIPETIIOCTABATH fia ¢y a, ¢ > (. IIpuMennMo poTammjy 3a yrao ¢ Takas jia je

a
tgp =4/~
C

T =T Cosp — Yysiny, y = T oSy + 1 cos p.

Hoge xooprurate cy

3aMeHOM y jefiHaYMHY KOHHKE 300T m360pa ¢ KoedumujenT y3 2 he 6urn 0 u nocie Mamor
padyHa jeHAuMHA CE CBEJe Ha TpakeHH OOJIHK. O
Konuka je Hedezenepucana YKONUKO je enuIca, xunep6orna unu napabona. Y KoImKo
je map TpaBuX Koje ce CeKy, ap NapaseHAX IPaBAX WK IyIUIa IpaBa 3a KOHAKY KaXeMO
1 je OezeHepucana.
W3 nokasa gena 1. Teopeme 2.2.1 moGujamo fa je Koruka C map npaBmX Koje ce CEKY aKo
1 CaMo aKO CUCTEM

am+bn =d,
bm+cn =e,
dm+en=f

MMa HEHYJITA pelierba. M3 JoKasa erTa Hof 2. CIIeH fia ce AereHepHCaHH ciyvaj foouja
aKo H CaMo aKo je % = % (y3 ycnios fia je ac = b?). Y o6a ciyyaja fo6ujamo fia je
JleTepMUHAHTA

a
det| b
d

o o o

d
e | =0,
f

1ITO je TAKJIC HOTpC6aH U JOBOJbAH YCJIOB [1a KOHUKA 6y}1€ JereHepucata.

Teopema 2.2.2. 3a 5 iuauaka y oiwitiem ioa0xcajy iociioju jeOunciusena xonuxa C Koja
UxX caopxct.

Joka3. be3 ymamema ONIITOCTH, HOCTABAMO eIy KOH(HUTYPaIdjy y paBaHy K0joj j€ YBefieH
koopnuHaTHA cucteM xOy. [pumernMo aduHy TpaHchOpMalyjy TPOMeHe KOOPIUHATA
TaKO 1A jeflaH Iap Off THX ITeT Ta4aKa JIesKH Ha T-OCH, a HeKU APyrumap Ha y-ocr. KoHKpeTHO,
Hata aprHa Tparcopmanuja Tpeda 1a cimka 5 fatux tavaka A, B, C, D u E Ha cnefehn
HAYWH!

A(xa,ya) = A1(0,y4,),

B(zp,yp) = B1(0,yp, ),

C(rc,yc) = Ci(zc,,0),

D(zp,yp) + Di(zp,,0),

E(xg,ye) — Ei1(zE,,yEB,)-
Ipu aunuM TpancopManujama ce MOMHHOM CTeNeHa 2 IPEBOH Y ONUHOM CTENeHa 2
y HOBEM KoopjuHaTaMa OjaTie cies fa ce Hama Konnka C cinka y Koruky Ci (z,y) =

a12% + by + c1y? + dix + ey + f1. Koedumujertn nomiroma C; MoKeMo cajja
OfIpE/IATH Ha OCHOBY CIIE/ICIUX jeIHAIINHA:

Q(A1) =0= Cly,241 +e1ya, + f1 =0,

Q(B1) =0= c1yp, +e1yp, + f1 =0,
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Q(Cl) =0= almél + dGC1 + fl = 07
Q(D1) = 0= ayzh, + dizp, + f1 =0,
QE)=0= a1x2E1 +birgYE, + ¢:1y2E1 +dizg, +eyp, + f1 =0.

OBux 5 jeHAauMHA Cy HE3aBHCHE, C 003UPOM Jia Cy IIpBe ABe He3aBucHe (BannepMongoBa
feTepMUHaHTa je pasnmanta of 0); Apyre ABe MO aHAJOTHH; MPBAX UETHPH jep HEMajy
3aje[IHAUKY HEeMO3HATY | Haj3ajl, Tpeha je jemuHa y Kojoj ce jaBiba HerosHata by. Tume ce
rapaHTyje a FOpH-H CHCTEM HMa pellierhe TUMeH3Hje jeffa, Tj. cBi Moryhn nomHomu Cy ¢y
HCTH JI0 HA MHOXKEHbe cKanapoM, a reoMeTpajckit C1 1 AC1 onpebyjy jennHCTBEHY KOHUKY.

[Momwro je atmHO NpecnnkaBame OMjeKTUBHO, U3 apuHe TpacH(popMallije HHBEP3HE
MoYETHOj, 1 Koedurmjenara nomunoma Ci (2, y), MH MOKEMO OfIpEUTH KOeQUIAjeHTE
noveTror nonunoma C (2, y ) Koju ce anyupa y Taukama A, B, C, D u E, unme je TBphembe
JA0Ka3aHo. O

Teopema 2.2.3. Csaxa nedeZenepucana iwj. upedyyubuana kornuxa C koja apoaasu kpo3
ueiniupu Oaitie wauxe A, B, C u D ce moxce apedciuasuiniu y 06.auxy

C = Maglep + placlsp,

apu vemy ce ca lxy osHauasa upasa koja upoaasu kpos wiavke X u'Y wj. uoaurom ose
ApomeH.pUse CllieiieHa jedar Kojuiu ce anyaupa Ha céum iauxana ipase XY .

Hoxkas. Heka je X Tauka kornke C, Koja ce He Haiasu Ha npasama AB, CD, AC unn
BD (rakBa TauKa NOCTOJU U3 UPEAYUMOUIHOCTH ocMaTpade Kpuse). Tapa je Lap(X),
lep(X),lac(X),lpp(X) # 0 ofakne ciequ 1a oCToje A U 1 TaKBH JIa j&

)\lAB(X) . lCD(X) —l—,ulAc(X) -lBD(X) =0.

HexkajecanaCy = Maplop+placlpp. Haochoyus6opa Au pcnenupgajeCr(A) = 0,
C1(B) = 0,C1(C) = 0,C1(D) = 0uC1(X) = 0. Ha ocrosy Teopeme 2.2.2 moCTOjI
jeMHCTBEHA KOHWKA Koja mpona3u Kpo3 Tauke A, B, C, D n X, ofakiie je 10 Ha MHOKeHe
ckanapoM C = Cy, unmMe je TBpheme TOKa3aHo. O

2.2.1 [IlackanoBa reopema

Teopema 2.2.4 (ITackanosa Teopema). Hexa je daitia konuka C, uwmauxe A, B, C, D, E u
F na woj. Taoa cy apeceyu ipasux ABu DE, BCu EF, AC u DF koauneapnu.

JTokaz. Ha ocHoBy Teopeme 2.2.3 mocToje ckanapu A1, A2, A3, (i1, (o U (i3 TAKBH fia je:

C =Mlaplep + mlpelap, 22)
C = Xolarlep + p2lapler, (23)
C = Aslpelcr + palpcler. (2.4)
W3 (2.2) m (2.3) noGujamo:
Mlaslep — Aalar - lgp = (peler — ilee) - labp. (%)

Iame, Heka je P rauka npeceka npasux AB u DE. Tajga umamo pajelap(P) = 0u
lgp(P) = 0. 3amemyjyhu tauky P, Tj. beHY Z U Y KOOPMHATY Y IIONMHOMCKY je/IHAUNHY
(%) mobujamo (p2lgpr(P) — pmlpe(P)) - lap(P) = 0. C o63upom aa P ue npunaga l4p
to Mopa 6utu (p2lpr(P) — p1lpc(P) = 01j. na X nexu na npasoj ualpr — pilpe.
Crmuso ce fo6uja u ga npecek npasux C' D u AF nexu na piol pp — p1lpo, HOK 3a mpecex
BC u EF tBpbemwe ounrneno Baxku. Tume je Teopema loka3aHa. O

Hotayujcka naitomena: o0so je iipasa dodujena iipumenom Ilacuanose iieopeme Ha
wecitioyzao ABCDEF.
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Cnnka 2.4.

Teopema 2.2.5. Tpu uipase gpopmupare iipusmerom Iackanose itieopesme Ha wecilioyzaose
ABFDCE, AEFBDC u ABDFEC yiucane y neoezenepucarny xonuxy C ce cexy y
Jjeonoj wmauku.

Hoxkas. U3 (2.3) u (2.4), kao y noka3sy [lackanoe TeopeMe, ToOMjaMo Jla TauKe mpeceka
npasux AF u BE, ED u CF, AD u BC nexe na npasoj p2lap = pslpc. Cmuano, u3
(2.2) m (2.3) cnepu a Tauke npeceka npagux ABu CF,CDu BE, AD u EF cBe nexe
Ha paBoj pilap = pslepr. Capa, ocraje ma ce fokaxe jia ce npase pilpc = poler,
polap = pslpe v pilap = puslar cexyy jeHoj Taukm.

Cruka 2.5.

MebyruM, ako ce npse aBe npase ceky y Tauku Y, ouja je p1lpo(Y) = palprp(Y)
u pi2lap(Y) = pslpe(Y) Tako paje papalap(Y) = papslpc(Y) = popsler(Y),
OfIaKJIe 3aKITyjydyjeMo fia je

plap(Y) = pslpr(Y),

jep cy 300T MPETMOCTABKe O HelleHepUCaHOCTH KOHIKE C CBU KOS(DHUIMjEHTH [i1, [42, [43, A1,
A2 7 Az pasmmanta of 0. OBuM cMO ToKazanu 1a Y npumnaga Tpehio] Ipasoj. O



23 Kyouke

Mepunnmuja 2.3.1. Anrebapcka KpuBa cTeleHa 3 Ha3WBa ce KyOuKa.

KyGuka Q je reoMeTpujcko MecTo Taqaka HyJla IOIMHOMA [IBe IPOMEHJbUBE CTEIIeHA
Tpu. Kao 1 Xof KOHUKaA, y 3aBECHOCTH OJf KOHTEKCTa, IO, KyOuKoM heMo cMaTpaTd UiIn
TeOMETPHUjCKO MECTO TauaKa HIId CaM MOITHHOM.

IbyTH je oko 1700. moTnyHO KinacugmkoBao KyOouke u ommcao 72 mMoryha ciydaja.
IIpoyuasao je cHHTymapuTeTe KyOUKa Tj. TauykKe Y KOjUMa KpHBa HE M3JIeNa ~TIATKO .
Kao mrro ce Moke Bupietu 3a Tauky (0,0) Ha kyOukama y> = 2% + zu y? = 2° na
criy 2.1 KyGrKa MMa CHHTYTapATETe TUITA  YBOpa’ M OUITPHIE  PENOM. YKOIHKO KyOUKY
IOCMATPaMo y IIPOjeKTUBHOM IIPOCTOPY, MHOTe Off OBHX 72 KpUBe IIOCTaHy eKBUBAJICHTHE
jemHa mpyroj. Ilopep ABe moMeHyTe KyOHKeE, IPOjEKTHBHO IJIEAHO KyOHKa Ae(hUHACAHA
UpeyuOUTHAM IIOTHHOMOM MO2Ke OUTH JOIL caMO eKBUBAJIEHTHA HECUHTYJIApHO] KyOuu
y?=x(x —1)(z — N\ rmeje A # 0, 1.

Ky6uke cy Beoma 3HavajHe 3a MOFIEpHY MaTeMaTuky. UmTaBa Teopuja eMUMTHYKUAX
(hyHKIWja H eMUNTHYKAX MHTErpaja 3aCHOBAHA j€ Ha CBOjCTBMMA OBHUX (pyHKUHMja. MHOr:
LIeHTpaJIHU pe3yJITaTH aHANU3e U FeOMeTpHje Be3aHH cy 3a 0Be Kpuse. [MaBHH [0 OBOT
pafia je ypaBo 6a3ypaH Ha jeTHOCTaBHOj OCOOMHY KyOHUKe ¥ KaKo U3 e IIPOU3UIIase HeKU
JIeny pe3yJITaT eneMeHTapHe TEOMETPH)e.
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3

Teopema o kaBe3y

IMocmarpajmo sa ckyna npasux H = {hq,... hqtuV = {v1,...,v. }.

Hedunnmuja 3.0.2. Yanjanpasax H uV d x e yunn kases K. d- e Tavakanpeceka H NV
CYy 480p0o6U UK UCHIAKHYHie TAYKE KaBe3a.

3.1 Teopemao 3 X 3 KaBe3y 3a Kyonke

Teopema 3.1.1 (Teopema o KaBe3y 3a Kyouke). Ceaxa kyOuka Koja upoadsu kpos 8 uc-
[HAKHYIUX Wavaka 3 X 3 kasesa upoaasu 1 Kpos 0eselily ayuKky Kasesd.

Hoxkas. Heka mpase h1, ha, hg 1 v1, V2, v3 dopMupajy 3 X 3 kaBe3. Heka je Q KyGuka
Koja IIpona3d Kpo3 8 Tavaka Kape3a. ZKemMo fla ToKakeMo fja ako MoNMMHOM Q UMa Hylle
y 8 Tauaka KaBe3a, Tajja MOCTOje CKalaph A 1 /4 TAKBH Jia je

Q = )\hlhzhg —+ HU1V2V3.

JacHo, yromiko GEeMO OBO TOKa3aiu, TBpherbe 61 OrITo T0Ka3aHo, jep cy CBe Tauke KaBesa
(ma v ieBeTa) Hyne noauHOMa Ahq hohg 1 (101 v2V3.

Cnmka 3.1.

Y Ty cBpXY, HallpaBUMO IIap OYMIVIENHUX 003epBanuja:

1. Pecrprkija IOMNHOMA IBE IPOMEHIBHBE CTelleHa d Ha HEeKOj IPaBoj je e(heKTHBHO
TIOJIMHOM jefiHe IPOMEHIbHBE CTelleHa HajBHIIe d.

3amcTa, TOCMATPAjMO Y IIITa ce CIIMKa paBa ax + by + ¢ = 0 monuaoMoM P(x, ).

Axojeb # 0,mamajey = —*4—<,u P(z,y) = P(x, =%~F), naKkie nonuHoM
jenne BapuaGiie creneHa Hajpume d. Ako je b = 0 Tajja je ¥ = —° KOHCTaHTa 1
P(x,y) = P(=*,y) wro je, IOHOBO, IONMHOM je[jHe Bapualle CTeleHa HajBULIe
d.
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2. AKO MOMUHOM jefiHe mpoMensbuBe P(x) crenena d uMa Hyse vy, . . . ¥ Oy, Tafia je
onoomuka P(x) = k(x — aq) - - - (x — aq), pu uemy je k ckanap.

3. Bpenmuocr nomuHOMa [(2, y) = ax + by + cy rauka M (m,, m,) jenHaka je

dy
=T

7ie je d s opujenTHcano pacrtojatbe Tauke M o npase [.

Opjenrrncano pacrojame dps Tauke M off mpase | nMa aBCONYTHY BPEAHOCT HCTY
Kao pacTojame Tauke M off mpase [, a 3HaK d,,, je HO3ATABAH (HETATHBAH) YKONHUKO
BEKTOP UHjH je MoYeTak MofHOXK]e HopMane u3 tauke M Hal, a kpajy rauku M, uma
ucry (cynporas) cMep off Bekropa (a, b).

JlokaxkuMo jefHy Jemy.

Jema 3.1.1. Axo ce ioaunom P(x,y) cimieiiena d anyaupa y d + 1 koauneaprux mauaxa,
OHOA je OH UHOeHIUUYKU JeOHAK HYAU HA O] PABOj, a camum UM je 1 0ebUs AUHeapHUM
HOAUHOMOM KOJUM je OeqhUHUCAHA [a Upasa.

Tlokas. [pernocrasumo cynpotro. O63epranuja 1) nam kaske fa je P(x, y) Ha mocMaTpa-
HOj TIPaBoj OJIMHOM jefiHe Bapualie cTeneHa Hajeuce d. Cajia, Ha OCHBOY OCHOBHOT CTaBa
anre6pe, OH MOKe IMATH HajBHIIe d HyIa HA TOj IIPaBOj, IITO je Y KOHTPAAUKIH]H Ca HAIIOM
TPETIOCTaBKOM J1a uX uma Gap d + 1.

Hekaje P(z,y) = adz?+afa?'y+- - +adyd+al 1o+ - +alz+aly+al
ul = ax + by + ¢ npasa Ha Kojoj ce anyaupa monuaoM P(x,y). YKomuko je a = 0
Tajia je mpasa | o6muka y = c¢, na nomaroM P(z, ¢) mopa 6mra 0 3a crako x. Kako
y—c | P(x,y) — P(x,¢), 1o 360r P(xz,c) = 0, cnequy — ¢ | P(z,y). Ananorso
mobujamo n ako je b = 0. MoxkeMo npeTnocraBuTa ia je a, b # 0.

[pumeTnmo n1a je

d d a
P(z,y) = “2x% 1 (az + by + c) + (a‘f - %b) 24 ly 4o 4 af — e —
ad adia,db
d—1,.d—1 o ’2b> d—2 0_ ajc 17{‘%)(;
by Hax+by+c)+ ~———2"Py(avtby+c)+- - Fag— " ——a—— =

= Q(z,y) - (az + by + ¢) + R(y).
3amnpaso,

e je Q(z,y) NOMUHOM JIBe IPOMeHIbIBE cTenena Hajumre d — 1 u R(y) monmHoM jefe
NPOMeHJBUBE CTENeHa HajBHUIIe d.

Iakne, 3a CBAKO T U Y TaKBO fia je ax + by + ¢ = 0, mopa 6utu R(y) = 0. To 3Haun
na ce R(y) anymupa 3a cako y 1j. R(y) = 0 yume je neMa oKa3aHa. O

Bparumo ce gokasy teopeme. Heka ce npase vy u v2 ceky y Tauku X. Heka je
hiNwvy = A1, hi Nvg = Ay, ho Nwv; = By, hi Nvg = By, hsNvy = Cf,
hsz Nvy = C5. Hexa cy jefHaumne ofrosapajyhnx Ipasux an, = + by, y + ¢, = 0,
OJIHOCHO Gy, & + by, Y + ¢y, = 0. Cajia je Ha OCHOBY 003€epBarnuje 3) 3a IPOU3BOILHY TAUKY
S paBe v WM NIpaBe vV UCHYHEHO:

hihoha(S) = \Ja?, + 7 \/a3, + 03, \Jah, + b} dudads.
MebyTum, 13 06pacia 3a TOBPIIAHY TPOYIIIA je

Psa,a
YT A A, P T BB,

PSBlBQ _ PSCICZ
3= —
C1Cy
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IITO HaM fIaje:

Psa,a, - Psp, B, - Psc,c
hihoh — 2 b2 . 2 b2 . 2 b2 . 142 152 1¢2
hahy(8) = \Jad, + 07\ JaR, + 07, Jaf 4 0, e

Capia, younmo fiaje Psa, 4, = % -SA;- XA sinampuuemyjea = LA X Ay. Criuune
(hopMyJie Baxke U 3a peocTane Be NOBPIIUHE, Aajyhu Ham cnefiehy popMymny:

huhaha(S) = Loh Ry oh Ol ol
1762103 - A1A3-B1B3-C1C3

SAlsBlschAQXBQXCQ sin3 .,

Cajia, iprCETHMO Ce TIPBE i Ipyre o63epamuje. MMamo fia je kybuka Q(x, i) Ha IpaBoj
v1 nomuHoM f1(z) = ki(x — a1)(z — B1)(x — 1) UpH YeMy ce OBaj IIOITMHOM aHYIUpa
y taukama A1, By u C1, 1ok je Ha npaBoj ve fa(z) = ka(z — az)(z — B2)(xz — 72),

adymupajyhin ce y Taukama Az, Bo u Co. Younmo aje SA; - SBy - SCy = 19 y maje

k1
XAy XBy- XCy =120,
W3 nocafaimmer fena ce 3aK/bydyje fia je

hihaha(s)  QX)\JaR, T8\ JaR, +0F,Jad, + 87,

f(S) kle . A1A2 . B1B2 . 016’2 ’

M3pa3 KOju HE 3aBHCH HUTH Off OJ0kKaja Tauke S HA MPaBOj U1 HUTH [a JIM CC Ta TauKa
Haja3® Ha IpaBoj v WK ve. OpaBfe ce 3aKkibydyje Aa je % HCTH 32 CBE TaykKe
MpaBHX V1 U Vg pasmuauTax off A1, Aa, B1, Be, C1 u Cy. Jlakie, MOCTOjH A Tako fja ce
T(x,y) = Q — Ah1hohs anynupa Ha vy U vs.

Capa cMoO cIipeMHH [ja JOKakeMO TJaBHA fico TBphema. Jlema 3.1.1 Ham kaxe fia je
T(x,y) nebuB ca MOIMHOMOM V1 V2, KA0 U JA j& KOJHIHUK JIMHEAPAH TOMUHOM 10 T U Y.
Taj KonMMUHEK ce aHyJIMpa jouI y NOfaTHE JIBE Tauke KaBe3a IO yCIOBUMA TeopeMe, MTO
HaM ITOHOBO Ha 0cHOBY 3.1.1 KaXe fia je 0Baj MOJIMHOM JIeJbHB IIOTMHOMOM KOjH Ce aHympa
y CBUM Taukama Ha [paBoj Kpo3 Te e Tauke. OBUM je TBphemwe KoHayHo jokazano. [

3.1.1 TI'pynnu3aK0H HAa KyOHIH

Enmvmtrake KpuBe cy OIUrpasie BeIMKy YIOTY y MATeMaTHIH, IOTOTOBY Y TeOpHUju 6pojeBa,
Kpunrorpadiju, W pacTaB/bamby IPHPOTHAX OpojeBa Ha mpocTte ynHmHONe. Hcropumjckw,
ONIPHHENH €Y, 3a ToyeTak, y Andrew Wiles-oBom mokasy Benuke Fermat-ose reopeme.
EnmunTryuke KprBe NMajy MyHO KOMILTMKOBAHUX (hOPMYJIa KOje MX OMUCY]y U MyHO YTauKuX
JIOKa3a KOju IpaTe OBe KapaKTepusaluje.

Anu, 3a TOYeTaK, ITa cy yonurre enunTudke kKpuse? [TocToju BUle HAUMHA HA KOje ce
oHe Mory fecpmaucati. Wolfram ux je gecpunncao Kao KyOuKe umja pemermha y KOMIUIeK-
CHOM TIpocTOpy (hOPMHPA]y CKYI TOMOJOMKH XoMeoMopgaH Topycy. pyra necuanmnmja
eNMUNTUYKAX KPUBU KapaKTepHIlle NX KA0 HECHHIYNapHe KyOUKe MO JBe MPOMEHJbUBE U3
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HEKOT ToJba, HauMe f(z,y). EnxunTuuka Kprsa Haj nobuMa Kao 1mro ¢y R min Q mMosxe
OUTH 3anncaHa y 00InKy

y*> = 2% + ax + b ( Weierstrass-oBa jensaumna);

Takobe Moxe OuTH 3anucana 1y Legendr-oBoj hopmu:
v =z(z —1)(z — \).

Jour jefjan HauMH Ha KOJU ce MOKE IPEJICTABATH E€IMIITHIKA KPUBA jeCTE MPECEK IIOBPIIH

z = 2% — ay® + bry® + cx?y capasmu z = Az + B. Haname, M hemo ce 6aButi caMo

eIUITHIKNM KprBama Hay R wmu Q.
Taxobe, moxceTnmo ce 1mrTa je rpyma. I'pyna G je ckym Ha KoMe je e(puHIcaHa GuHapHa
onepanmja < ca cnefgehnM cBojcrBEMa

1. (saiisopenociii) 3a cBaka iBa enementa a,b € Gjea b € G;

2. (acoyujaitiusHociu) 3a ceaka Tpu a, b, ¢ € G Baxn
(a®b)Dc=ad (bdc);

3. (HeyitipaaHu eaemeriii) MOCTOjU eNleMeHT e € (G, TaKaB J1a je
abe=eda=a
3a cBaku enemeHr a € G,

4. (uneep3nu eaemeniti) 3a ceaku a € G mocrojma !t € G Takas jiaje

a@a‘lza_l@a:e;

Capa hemo fiepiHnCaTH cablpamke Ha KyORIM H NOKAa3aTH Aa OHO 3a{0BOJbaBa OCOOMHE
rpyre.

Jedunnmuja 3.1.1. 3a npoussomHe e Tauke A n B emunruuke Kpuse Q @ y? =

23 + ax + b rechuanmeMo cabupame A @ B Ha cnefiehn sauna: A © B je Tauka C koja je
TavKa CHMeTpUIHa Tauku 1’ Koja je npecek npase A B ca enuntiuakoM KpuBoM Q, y OfHOCY
Ha Z-0cy.

UT

Cnuka 3.3.

YBepuMo ce cafja ia 0BaKo fehiHACAHA OIepalyja Ha eNUNTHYKO] KPHBH 3aCTa YAHY
rpymy:
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1. (3aiusoperociii) kKao IPBO YOUNMO JIa j€ PECTPHKIINja eMTUNTHYKE KPHBE, Kao KYONKe,
Ha TPaBOj MOJNMHOM CTeNeHa 3 Wiy Hyaa monuHoM. M3 Tor pasmora je tauka 1'
m3 fecpunnimje fo6po Aedpunucana. Hamme, Tauke A n B u3 gedunnnmje cy Hyne
HEKOT MONMHOMa jeflHe IPoMeHJbHBe cTenena 3. M3 Tor pasnmora oH uma n Tpehy
Hyny Ha mpaBoj A B opakuie tBpbeme cinemu. Ca pyre cTpane, u3 jeTHaunHE KPUBE
BHJIMMO Ia je OHA CHMTepUYHa Y OFHOCY Ha -ocy. CxonHo ToMe Tauka C npunaga
€NMUNTAYKO] KPHBH, IITO j€ U TpebGaso MoKa3aTu.

2. (acouujaiiusHocii) OBaj Aeo je 3anpaBo HAIITA IPYTO HO 3aMackipaHa TeopeMa O Ky-
6rKama Kojy cMo paHnje fokazanu. Hanme ja 6ucMo ce yBepriTH /1a aCONHjaTHBHOCT
OBaKBe ONlepalje Baxku, mocMatpajMo 36up Tpu tauke A, B u C tuM peocnenom.
Hame, Hekaje ABNQ =T1,A®B =T, ACNQ =13, A6 C =1Tymn
majzag 1oC N T, B = D. JacHo, Tpaxku HaM ce Jla TTOKAXXeMO Jia je ¥ CTBapH cafia
tauka D Ha oBoj Kyoumu. [TpumennmMo TeopeMy o kyoukamata hy = D — B — Ty,
h2 :A—C—T3,h3 ZTOO—Tl—Tgl/Ivl :A—B—Tl,’()g :D—C—TQ,
vy = Too — Ty — T, mpu uemy je T Tauka y 6eckonaunocTu. JacHo, Tauke T,
A, B,C, Ty, T, Ts, Ty ulTo, Texke Ha KyOHIH T1a Y CKIIA[y ca TEOPEMOM JIEXKA A
tauka D.

Cnuka 3.4.

3. (neyiupaanuenemenini) JacHO, TauKa y 6eCKOHAYHOCTH 3a[]0BOJbABA IOTPEOHE YCIIOBE.
HamMe mpecek mpae Koja capxXu GecKOHAUHY TauKy 4 HEKy Tauky Kyouke A je
HOpPMATHA Ha 2-0CY H JIPYTH MyT cede KyOUKY Yy TAUKU Koja je cuMeTprdHa Taukd A
y OJHOCY HA Z-OCY.

4. (uneep3anu enemeniti) Takobe, THBEP3 OMIIO KOj€ TAUKe je TaUKa CAMETPUYHA H0] Y
OFIHOCY Ha Z-0Cy.

3.2 T'enepanna Teopema 0 KaBe3y

Craxu omaoM P (2, y) crenena d y P2 mocraje XOMOTeH IOMHHOM TI0 , Y | 2 CTENeHa
d, Tako mro je cBakoM MoHoMy 2%y’ y P(x, ) MoroM 299?297, Acduna anrebapcka
kpuBa y A? je ckyn Hy/a IOJTMHOMA IO ' 1 ¥/, IOK je MPOjeKTHBHA KPHBA Y MPOjeKTHBHOM
npocotpy P? ckym Hya XOMOTeHOT MOMMHOMA 10 Z, Y i 2. CTeneH KpUBe je cTeneH Moi-
HOMa Koju je Aecpunniie. Takobe, [Ba npornopuyoHaIHa HOIMHOMA JIe(PHHAIIY HICHTHIHY
KpuBy. W3 Tor pasiora, BATAMO J1a je CKYII Kiaca IOJIMHOMA 110 & | Y cTelnieHa d 1o Ha npo-
HOPLHOHATHOCT OMjeKTBHHO KOJIUPaH CKYIIOM KpHBa cTeneHa d y adpuHoj paBHA. CIIMYHO,
CKYTI KJIaca TPOTPOINOHATHOCTA XOMOTEHUX IMOJIMHOMA TI0 Z, Y W 2 cTeneHa d je CKym
TpOjeKTHBHHX KpuBH cTenena d y P2,

IMonunom P(z, y) crenena e pume ofdumMa 1l +2+3 4+ -+ (d+1) = W
koeduiyjeHata. TakBr HOMTHOMH, 0 Ha KOS(PUIUjeHT IPONOPIHOHATHOCTH KOjH j& OHOC
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BUXOBHX Bojlehnx Koedhumjenara, nHe n-THMEH3NOHAIHE TpojekTrBHT mpoctop P™ roe
jen = (UZL;CIH) -1= @. Iberope Tauke cy Kiace NPONOPIUOHATHOCTA HA3A
koedunmjenata nonuaoma Pz, y).

Kamaje k < d, monmHOMY 110 1 Y CTEIeHA HajBHILE k Cy CalpsKaHH y CKYITy IIONTHHOMA

creneHa Hajsue d. Kao nmocienuiy uMaMo haMuuIijy I0jeKTHBHAX HONIIPOCTOpa

K243k
{P. = }o<k<d-

Tako, Ha IpuMep, (haMudja:
PcPcPcPcPMcpP®

onrosapa nomauoMuma P(x, y) crenena 0 u najume 1, 2, 3, 4 u 5, peffom. Adure Kpuse
crenena d y A% opmupajy oTBOpeH cKkyn

d2+3d (d—1)243(d—1)
2

P, 7 \P,

2 -
y npocropy P =" Ha puMep, y 0BOM Mofieny, kybuke y P2 cy komupane Taukama y
P?, nok cy ky6uke y A% konupane ckynom P9 \ P2,

Cirepu HaM IfUIb fla ONMHIIEMO NMoiAHOMe P crenena d Koju ce aHyNHpajy y YBOpOBAMA
paror (d X e) kaesa K, npu yemy je d > e. ®opcupajyhin nonunoM P fa ce aHynupa
y JIaTOj TauKH MpOjeKTUBHE PaBHH, MI HaMeheMo JHHeapHy PEeCTPHKUM]Y HAJl HEerOBAM
KoeduuujenTnMa. Buiite Tagaka, HapaBHO, aje BHIIIE OrpaHAIeHa Koje MOTY la cMarbe AH-
MEH3Hjy BEKTOPCKOL IPOCTOPA TUX HOMMHOMA. AKO CTEIIeHH IONHHOMA HICY OTpaHHUeHN
OII03TO, pa3InyuuTe TauKe he HaMeTaTn He3aBUCHE ycnoBe. MebyTuM, Kajja cy cTeneHu
OTrpaHWYeHH, HOBE TAUKe YeCTO JTOMIajy CYBHUIIHE YCIOBE MM PECTPUKIHjE Tj. peNalyje Koje
Cy TIoCTIefIHIe IPEeTXONHIX yemoBa. Ha npumep, Ha ocHOBY npebalimbe uckycnje ce Moxke
ouermBaTH fa mojmHoM P (2, y) crenena najpuute d u Koju ce aHynupa y dzggd Tayaka je
noTIyHO Ofipeben 10 Ha mponopiuonanHoct. Iomro (d X d) KaBe3 nMa d* BOPOBA, HEKH
OfI BbHX MOpa /1A J1ajy HEMOTPEGHE Tj. 3aBHCHE YCIOBE 3a Koeduuujente nommaoma Pz, y)
(mapaBHoO IO7T ycnoBoM fia je d > 3).

Oge ce cafa Hamehe KIByIHO MUTambe: KOju 1BOpoBH (d X €) KaBe3a cy HeOTpeOHH,
I KaKO MOXKeMO OINUCATH BapHjUTET NMONMHOMA KOjH ce aHYIHpajy V aTHM YopoBHMa?
Hexkomko koMOrHaTopHuX feprHunmja he Ham noMohn. Kao u panuje, o6ojuhemo fBa
CKyIa NUHAja Koje hopMApajy KaBe3 IaBOM U OpBEHOM 00joM. 3a OUIIO KOjH MOpefaKk
upsennx uadja { Ry, Ro, ..., Ry} unnasux { By, Ba, ..., B.}, mu emo o3HaunTu ca
D;j Ipeceury Tauky R; N Bj.

Me¢unnmuja 3.2.1. 3a nogekyn A ckyma 1soposa (d X €) KaBesa, KazahieMo fia je:

1. fw@puanzyaapan ako je y OJHOCY Ha HEKO Ipeypeherbe IPBEHAX U IUaBHUX JIMHAja KOje
dopmupajy kases A o6muka {p;; }itj<d;

2. K6a3u-MUpuaHzyaapan ako KapIuHAIHOCT YBOpoBa Y A KOjH lieXke Ha IIaBO] JINHH]I
upie o d o d — e + 1 1 y3uMa cBaKy Cpefiiby BPEJHOCT TauHO jeIHOM;

3. cyilep-itipuanzyaapan ako je y OffHOCY Ha HeKo Ipeypebeme NpPBEHHX U MIABUX
paBuX Koje hopmupajy Kase3 A 06muka {pi; }itj<d+1;

4. cyllep-Kk6a3u-MPpUAHZyAapar axo KapIHHAIHOCT CKyna Tadaka y A koje Jiexe Ha
TU1aBO]j TUHU{A ufe Off d 10 d — e + 2, Ipu YeMy je BpemHCOT d NOCTUTHYTA Ha JIBE
mpase, a cBaka off d — 1 710 d — e + 2 je MOCTHrHYTa TAYHO jeTHOM.

Capra cMo cripeMHH fia pehOpMyIHIIEMO TeHepaIn3alijy TeopeMe o KyOumu.
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Teopema 3.2.1 (Teopema 0 KaBe3y 3a paBHe KpuBe).

1. Ako kpusa 'y P? ciueiiena d (poaasu kpo3 cyilep-keasu-mpuanzyiapar ckyii A
ygopoea (d X €)-xasezacad > e, onOa UpoaaslL u Kpo3 cée OCiliane 460POGe KaGesda.

2. Hu jeOHa kpusa cilielieHa marwez 00 € He Moxce 0a ipohe Kpo3 Keasu-iipuanzyiapan
ckyil weoposa (d X e)-xasezacad > e.

TMokas. JTokasahemo Teopemy 3a kasese y A2, Apryment 3a P? je cimuan. 3a jokas npse
CTBaKe, IPEYPEIUMO ITaBe IpaBe TAKO Jia PBe /B IUIaBE IPaBe cajipske 10 d YBOPOBA,
tpeha d — 1 uBopoBa, yeTBpTa d—2, ..., IO TOCIE®BE NpaBe, Koja caap3n d — e + 2
YBOpPOBA.

Hexka je RR; nuHeapaH MOJMHOM IO & U Y, UMjH je HyJa cKyl mpasa [?; u Heka je B;
TIONIMHOM UMjH je HyNa cKyn npasa ;. [lame, Heka je R = Hle RinB = H§:1 B;.
Tapa, 6uno Koja muHeapHa kKomouHanuja Sy, = AR+ (1B ce aHyIupa y CBUM YBOPOBHMA
kaBe3a. Heka je S|.,) KpuBa crenena d jecunucana jengadunom Sy , = 0. Opa Kpupa
3aBmCH Off W30opa MommHoMa R u B Koju unHe KaBe3. Mebyrnm, pamummja {Spy. ) } Tix
KPUBH je IOTNYHO OfipeheHa KaBe3oM.

Hexka je P 6u10 KOjui TOMMHOM CTelleHa HajBHIIe d KOjH Ce aHyJIupa y YBopoBuMa u3 A.
Kao 1 ko1 JoKa3a TeopeMe 0 KyOnKama, ITiJb HaM je fa JOKaxKeMo J1a 3a TIOrofiHe GpojeBe A
¥ /4 1 HeKd nosimHoM @), 1a je P obiuka AR + B - (), 1 mpema ToMe MOpa J1a ce aHyIupa
y CBAaKOj TAUKH.

Jarmu feo foka3sa he 6UTHU CIyCT MO CTeNeHy NOAUHOMA. Y OpeRuMo pecTpukije P u
S, HaImasoj mpasoj B. IMomrTo ¢y 06e pecTpuKIyje TOMHHOMH II0 jeHOj BAPHAOIIHT cTe-
TeHa HajBALle d, OHM Jlene 3ajeJHUIKH Kyl of d HyNa, Tj. 4YBOPOBA P11, P12, .- -, Pld.
Opnaspie cnegd a Mopajy OMTH OpONOPUUOHANHH. bBupameM MOrogjHOr A = A, MH
HaMmeImTaMo fa je P — S, HAeHTHUKE Hyna Ha npasoj F21. Ilomto je Bi npenymy-
ounan nomuHoM, P — Sy, , je memus ca By. Ipema tome, P = Sy, , + B1 - Py
npu yemy je Py monunoM crenena Hajeumre d — 1. [Toruro cy cBu uBopoBu ckyma A pa-
smaunt, P) Mopa f1a ce anysmpa y cux d usoposa A N Ba, ¢ 063upoM fia je By Henyna
Ha A N By, Cnemu na je pectpukiuja P Ha npaBoj Ba ueHTHYKH jeHaka Hymn. U3
CIMYHUX pasiora Kao Majonpe, P je nemwuso ca Bo. Vcxopnu nomunoM P je caja o6iuka
P = S\, .+ (B1Bs) - P»,npu uemy je P, monuHOM cTeleHa Hajuiie -2, OBaj mocTynaxk
MO3Ke Ja Ce HACTABH CBe IOK He fobmjeMo faje P = Sy, , + (B1 B2 ... Be) - P. p yemy
je P. crenena d — e. [lakne, P je o6muka A\ R + B - Q). Takobe, oByie ce nako youyara fja
y cly4ajy Kafa je e = d, mu obmjamo P = S ;.

Hoka3 gpyre craBke je jout nakmm. Heka je () TOTMHOM CTENeHa Maber Off € KOJH Ce
aHyJIUpa Ha KBa3H-TpHAHTyIapHOM cKymy 1 uBopoBa kaBe3a. OHpa, 10 apryMeHTY CIIMYHOM
KOjH CMO MaJonpe U3J0XKIIH, Ber0Ba pecTpHKIHja Ha OMII0 K0joj IUIaBOj IPaBoj Mopa fia
Oyfe UNEHTHYKH jeHAKa HymW: 3a ofrosapajyhe P, 6poj kopeHa Ha B,, mpemayje
mweroB crenen. [Ipema Tome, () Mopa fa Oyfe fewuBo ca B1 By ... B, mTo je jequHo
moryhe Kajia je () mIeHTHUKY jefiHaK Hymd. KoHTpagukimja. O

3.3 Dbe3yosa teopema

BesyoBa Teopema je cyluTuHCKH IpBO OUiIa UCTakHyTa off cTpaHe Mcaka IbyTHa y nokasy
28. neme npBOr TOMa CBOje KibHre Principia, rie TBPAH Aa je 6poj 3ajeJHUUKHX Ta4aKa fiBe
anrebapcke KpHBe je[HAK MPOU3BOJY BAXOBHX cTeneHa. OBa TeopeMa je KacHhje 00jaB-
jenal779.y Etienne Bézout-oBoj Théorie générale des équations algébrigue. Beay,
KOJ¥ HAje HMao Ha CBOM pacIlojlaramy MOJICPHY anre0apcKy HOTALH]y 3 jefHAUAHE ca BUIIIE
IPOMEHJBUBHX, j€ 1a0 JOKa3 3aCHOBaH HA MAHUIYJIAUUj | [TIOMa3HUX alnre0apcKux U3pasa.
Ca MofiepHe TauKe TJIEUINITa, leroBa 00pafa OBOT MaTepHjana je Ouiia XeypucTHiKa, jep
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HHje TPeNU3HO (hOPMYIHCA0 YCIOBE MO KOjIM TeOpeMa BaKH. Y Ty CBPXY, 3anoueheMo 0Baj
Jie0 e IHAIT] OM MyAiiuiAuyuiienia ipecekd, TAYHAjE CaMO TPAHCBEP3aIHOT Peceka.

Hedunnmuja 3.3.1. Axo je P 3ajennnuka Tauka Be paBHe anre6apcke kpuse X n ) Koja
je HecHHTYJapHa (HUCY CBH MApIWjaliHA U3BOIM Y TOj Taukd jeaHaku 0) 3a obe Kpuse, U
IITaBHIIE TAHTEHTHE Mpase Ha X 1 )Yy P cy paznmuuTe, OHJja je MYITAIUTAIUTET Mpeceka
1 m oBO ce Ha3MBA Hiparnceepsaanu ipecex. Ao kpuBe X 1) AMajy 3ajeTHITUKY TaHTCHTY Y
P, Tafa je oBaj npecek MyITHILIHIUTEeTa GapeM 2. VIHTYITHBHO, TO je CTEleH NOKIIalamka
KpuBux X m Yy Tauku P.

Capa HaBofTIMO Be3yoBy Teopemy y TyHO] TeHepanHoCTH, 6e3 jlokaza. OBa Teopema je
KJIacHYaH pe3y/iTaT TeopHje anre6apCkiux KpUBHX.

Teopema 3.3.1 (beayosa TeopeMa). Heka cy X 1Y dee upojexiiuste kpuee Oeghurucare
Hao towem I koje Hemajy 3ajednuuky xomuioneniny(osaj ycaos eaxcu ako ¢y u X u Y
Oecpunucane pazauquitium upeoyuubuinum iorunomuma). Taoa je ykyian 6poj inauaka
apecexa X u Y ca koopounaitiama y aszebapcku samsopenom ionmy E koje caopucu T,
pauynajyhu myaftiuiiauyuitieitie, jeOHak Gpoussooy citieiiecna X u Y.

Capa, HaBoguMO jefHy nociefuny besyose Teopeme, cnenmjanas ciaydaj besyose
TeopeMe. IbeH chenujanaH cnydaj je TeopeMa O Kybukama, Koja je TONHMKO OOHNATO
ACKOpHIITheHa y OBOM pafy.

Hocnepuna 2. Heka Ose iipojexiiuste kpuee C uD y P2 umajy iiauno n? iauaka ipecexa
U HeKa Mmn 00 HuX aexce Ha upedyyubuanoj kpusu £ citieiiena m < n. Tada Gpeociianux
n(n — m) mauaka Aexce Ha KPUBO] cilieilena HajsuLe . — M,

Tokas. Heka cy C, D u £ xpuse [epunHuCcaHE XOMOTeHHM moiuHomuma P(z,y, 2),
Q(z,y,z)n R(x,y, z) penom. Hekatauka [a : b : ¢|na € me nexuna C ND. Taga Kpupa
cTereHa 1 Ie(hUHICAHA TOTUHOMOM

AP(z,y,2) + pQ(z,y, 2),

e je A = Q(a,b,¢), u = —P(a,b,c), ceue E'y Gapem mn + 1 Tauaka (KOHKPETHO Y
[a : b : c] mmn Tauaka xoje mexe ga C' N D mo npernocrasmm). OnaBe clIe, Ha OCHOBY
o6payTe Besyose TeopeMe, 1a oBa KpuBa i F MOpajy HMAaTH 3aj€THAYKY KOMIIOHEHTY, KOja
ca pyre crpane Mopa outa F, jep je F upenymuounna. [Ipema Tome,

AP(z,y, 2) + pQ(x,y, z) = R(z,y,2) - S(z,y, 2),

3a HEKH HEKOHCTAHTAN XoMoreH noyunoM S(x, v, z) crenena ne Beher ogn — m. [pema
TOME, aKo [u : v : w] € C N D rana win je R(w, v, w) = 0umm S(u, v, w) = 0. Onaspe
cnepu pan(n —m) radaka C N'D koje He eske Ha € MOpajy IexKaTh Ha KpUBO] fiePUHICAHO]
nosusomMoM Sz, y, z) = 0. O
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4

IIpumene Teopeme o KaBe3y

Y oBOM HorIaBbY hemo ocBeTnuTH fyOOKy Besy uzMeby anrebapcke reoMeTpuje paBHUX
anre6apcKUX KpUBHUX U KJIaCUYHUX TeopeMa IpojeKTuBHe reomerpuje. Iloxaszahemo u
HEKOJIHKO HOBHX TBpbewa Koju IIpou3uiIase U3 TBpphera TeopeMa Koje cMo JoKa3all y
IPETXOHUM IIOIJIaBIbaMa.

Blaise Pascal je 1640. kao mecTorofuimmbak youno fa IIeCTOYrao yIUCaH y Kpyr
HMa CBOjCTBO Jla TpHU Tauke foOUjeHe Kao IIpecelld MapoBa HACIPaMHUX CTPAHUIA YBEK
TIpUITANa]y jefHo]j mpaBoj. OBO CBOJCTBO je Ha3Bao ~ TajaHCTBEHH MIECTOYTA0 | MOCITA0 I'a
je oiehum MaTeMaTH4apyMa Tora 1o6a. Y 6p30 IIocyIe Tora je youHo [a UCTO CBOjCTBO HMa
LIECTOYTao0 KOjH je yrucaH y enuncy. OBaj pe3ynTar je 61o jejas o IpBUX (PYHTAMEHTATHHAX
pe3yaTata Koju Huje 6uo mo3HaT aHTHukuM ['prmmMa. 3a [Ie3aprosoM TeopeMoM Koja je
JlOKa3aHa YeTHPU CONUHE paHHje, TOBeo je 1o pabama jefjHe HOBe HeMeTpUUKe TeOMeTpHje -
IpOjeKTHBHE reoMeTpHje. I1pojeKTHBHA reOMeTpHja Y KIIACHYHOM CMUCIY je JOCTUTIIA CBO]
BpxyHan y XIX Beky ca uysenum IToHceneoBuM pe3ynTaToM - Teopemu o IToHceneoBoM
IOpU3MY, ally JIE[oTa OBUX TBPheHa PUBJIAUM U falbe aXiby MAaTEMATHUKE JaABHOCTU U
IPEACTaB/bajy MOTUB 33 UCTPAKUBALE Y MOJEPHUM MaTeMAaTHUKUM AUCHUIIMHAMA.

Blaise Pascal

IMTackanosa, [lesaprosa, bpujanmonosa u [1amycosa Teopema npefcTaBibajy KiacuBHE
TeopeMe IpojeKTnBHe reoMeTpuje. CrienujanHo, OHe BaXe U Y eYKIuIcKoj paau. [Toctoje
7 foka3u Koje Kopucrehn MeHemajery u UeBHjeBy TeopeMy JJOKa3yjy oBa TBphema 3a
eykiuicku cnydaj. Mako opmynanuja I[Tackanose, bpujanmonose u I1anycose TeopeMe,
Ka0 ¥ CTIMYHA TEXHHUKA JOKa3a Hacnyhyjy yOoKy Be3y Meby muma. [lyamHocTy IpojeKTHBHO]
reoMeTpHju ycnocTasiba Be3y Meby bpujanmonose u [Tackanose Teopeme. IIpojekTuBHA
reoMeTpHja 1 BenmKa cnofoa Koja OHa Jiaje JOBENA je IO HEKOJINKO HOBUX /IOKa3a OBUX
TBphema. MoryhHOCT fia ce IpojeKTHBNM TpaHcopMarujama npenasu u3 bpujaHinonose,
Ianocose u IlackanoBe KoHpurypanuje npebe y Heke creljjante (HIp. IIeCTOyrao ca
Tapase HIM HACpaMHAM CTPAaHANAaMa, peBobembe KOHMKA y KPYroBe) je CTaBmia OBe
TeopeMe Y jeflaH KOHTEKCT | ycrocTaBuia uBpirhy Be3y nsMehy wux. JyXoBuTH foKasu
[Tackanose u [Tanocose TeopeMe Koju MpoU3MiIa3e Kao IOCIeUIa TEOPEME O IEBET Tadaka
OBO TEOPEME BHJIE Y JEAHOM jeJMHCTBEHOM CBETITY, KaO CIEIIjajHE ClIyyajeBe OBOT TBphema.
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4.1 IlanocoBa Teopema

Teopema 4.1.1 (ITarocoBa Teopema). Heka cy A1, Az u As wauke na iipasoj a u By, Ba u
Bs itiauke na ipasoj b. Ipase A1 Bs u As By cexy ce y wiauxu Cs, iipase Ao Bs u A3 Bo
cexy ce y imaurxu C1 u upase Az By u A1 Bs cexy ce y mauxu Co. Taoa cy mauxe Cq, Ca u
C'3 koauneapre.

Toxkaz. O3naunmo ca p1, ps i ps npase A3 By, A1 Bsu A By,acaqi,qo ugs ipase B3 As,
By As n B3 Ay pefoM. Hexa je ¢ mpaa C1Co. TMogpasymeBaMo fia ¢y W HOTHHOMHE KOjH
3aj1ajy ofroBapajyhe npape 03HaueHU UCTO Kao u paBe. [IpaBe p1, p2 U p3 ca npaBama qi,
g2 1 q3 popMupajy KaBe3 3 X 3 umju cy 9 omropapajyhux Tauaka A;, As, A3, By, Ba, Bs,
Cl, Cg u 03.

Cnnka 4.1.

IMocMaTpajmo erenepucany Kyouky a - b - ¢ = 0. I'eoMeTpujcKu ce cacToju off 3 IpaBe
a, b u ¢, a anreGapcku je abc monmuaoM Tpeher cremena. OBa KyOmKka mposasu Kpo3 Aj,
As, As (npaBa a), B, B, Bs (npasa b) u C, C (npaBa c), Tj. nponasa Kpo3 8 Tauaka
KaBe3a, a 110 TeopeMu Mopa npohin u kpos aesety, Cs. Kako C3 Huje HE Ha IPaBOj @ HU Ha
npagoj b To C3 J1eskd Ha IPaBo;j C. O

IMpumeTnmo fa y mokasy [lanocose TeopeMe HICMO HATTIE KOPUCTHITA MOPEak Tauaka
Ha ipaBama a 1 b. 3aro TBpherse ocTaje Ha CHa3u 3a OWIO Koju pactopef Tavaka. [Ipase
Koje ce mojaBmbyjy u3 [anocosux kouduryparmja Ay As Az By By Bs, A1 As Az Bs
B3 By u Ay Ay As Bs By By uMajy jeiHo Jieno CBOjCTBO Koje je mcKazaHo y ciefiehoj
TeOpEMH.

Teopema 4.1.2. [pase koje ce iiojasmyjy uz laiiocosux konguzypauuja A1 Ay As Bi By
Bg, Al A2 A3 Bg B3 Bl u Al Ag A3 Bg Bl BQ CeKy ce y]e()HO] WA4KU.

Tokas. O3naumMo ca i1, i, i3 paBe Ao Bs, A3 By u A1 Bo peioM, ca j1, j3 mpase A1 By
u A3 B3 penomu ca k1, ko, ks npase By A3, B3 A1 u By As kao u ogrosapajyhe momunome
Koju nepunumry ose mpase. Heka je M7 npecedna Tauka npaBux ¢1 u k1, My npecevna
TauKa mpasux io U ko, M3 My npeceuna Tauka npaBux i3 u ks, N1 OpecevHa TauKa mpaBux
11 4 j1 W Tauka N3 npceyHa Tauka npaBux i3 u j3. [Ipema Ilanocooj reopemu tauke M,
My m M3 nexe Ha jefHoj IpaBoj m. [JokazaheMo jeny nemy.

Jema 4.1.1. Tauxe My, M3, N1, N3, As u B1 aexce Ha jeOHO] KOHULU.

Joxka3. Ilpase i1, 12 U 93 ca IpaBama m, j1 | j3 popMupajy KaBe3 3 X 3 ca HCTAKHYTHM
Ta4yKaMa Ml, Mg, M3, Nl, Ng, Al, Ag, Bl n B3.

ITocroju jenunacTBena Kounka C Koja mposasu kpo3 b tavaka As, My, M3, By u N3,
Ky6uka ko - C = 0 cacroju ce o1 Kornke C n pase k2 Ha K0joj ¢y Tauke Ay, Bs u M, na
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Cnnka 4.2.

mpona3su Kpo3 8 o 9 Tauaka KaBe3a. [1o TeopeMu MOpa cafipskaTH 1 ieBeTy Tauky V1 Koja
He IpHAMafa mpasoj k2. 3aTo KoHnka C IpoJa3’ X KPo3 Tauky V. O

Bparumo ce caga TBphemy Koje Kemumo gokaxkemo. Heka je N mpecevHa Tauka
IPaBHX %2 ¥ jo, P; npecedna Tauka npasux j1 u ki, P> Ipecevyna Tauka OpaBux jo U ko 0
Ps npeceuna tauka npaBux js u k3.

. . J3 ks .
J1 J2 Py ka

N "
Ay ‘\V‘ ‘@ N
RIS

is a

/]

ko

Cnuka 4.3.

ITpema ITamocoBoj Teopemn, Tauke N1, No n N3 neske Ha jeiHoj IpaBoj 1, a Tauke P,
P» u P3 nexke Ha npaBoj p. Heka ce npase m un ceky y Tauku X . I1pema nemu 4.1.1 Tauke
My, M3, N1, N3, A3 u By nexe Ha jeqHoj KoHUIM, la npumMenoM [lackamoBe Teopeme Ha
mecroyrao As My Ms By N1 N3 nobujamo ga cy Tauke Py, Ps u X RKomuHeapHe, Tj. Tauka
X mpunaja npasoj p. O

4.2 TIlackanoBa Teopema

Teopema 4.2.1 (TTackanosa reopeMa). Hekacy A1, Aa, Az, A4, As u A weciu iauara na
konuyu C. Tpase A1 As u Ay As cexy cey imauku P, iipase Az As u As Ag cexy ce y iauku
Q, aipase AsAq u Ag A cexy ce y auku R. Taoa cy imauxe P, QQ u R koauneapre.

Hoxas. Heka cy my, mo ums npaBe A1 Aa, A3 Ay u As Ag petom, a nq, ng 1 N3 Ipase
AyAs, Ag Ay u Ay Az pefom. Heka je [ mpaa PQ). Ilpase n1, na W ng ca mpaBaMa my,
mo 1 m3 GopMupajy 3 X 3 KaBe3 unjux cy 9 ofrosapajyhux tavaka Ay, Ao, Az, A4, As,
AG, P, Q uR.

IMocMarpajmo kyouky [ - C = 0 xoja ce cactoju off mpase [ u konnke C. OBa KyOuka
nponasu kpo3 A1, As, As, A4, As u Ag (koruka C) u P u () (npasa [), ma Mopa npotin i
Kpo3 IeBeTy Tauky R, koja He npumaja C. [lakne, R gexu Ha npasoj [. O
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Cnnka 4.4.

Peprocnen 6 Tauaka Ha KOHMIM MOXKE NPOM3BECTH PA3IUUMTE MPABE, KOje HA3UBAMO
Iackasosum npaBaMa. Ibux nva 60, a Heke off BEX ce ceKy y jenHoj Taukd. OBo cMo Beh
BHJIENHN Y TeopeMH 2.2.5, anu cajja heMo ra foKa3aTH Ha Jpyravynji HaquH.

Teopema 4.2.2 (IlTajuepoBa Teopema). Hexa cy A1, Ao, As, Ay, As u Ag wiecii wanaxa
na konuuu C. Tackaaose ipase weciioyznosa Ay Ao AsAyAsAg, A1 A2 AcAsAsAsu
A1 Ay As A3 As Ag ceky ce y jednoj iauku.

Hoxkas. OsHaumMo ca w1, ug 1 ug mpase A; A, A3 Ay u Ag, ca v1, V2 1 v IpaBe Az Ag,
AgAs u Ag Ay, cawy, we nws mpae Ay Ay, AsAg u A3 As. Osnaummo ca P mpecek g
M V2, ca () TIpecek us | vy, ca IR mpecek us 1 v3, ca L npecek uy u ws, ca M mpecek uz 0
w1, ca IV ipeceK ug M ws, ca S mpecek v1 Mwi,cal mpecek vg M wa, ca U mpecek vs  ws.
ITpage koje canpxke Tpojke Tavaka P, Q, R; L, M, N; S, T, U oznaunmo pefom caly, lo u
l3. Heka je X mpeceuna Tauka npasux lo u [3.

JokaxuMo 3a noueTax ciepehy aemy.

Jema4.2.1. Tauxe As, As, L, M, S uT aemxce na jeonoj konuuyu.

Cnuka 4.5.

Joxkas. [Tpase v1, vz 2 caIpaBaMa w1, wo U w3 (hopMUpajy KaBe3 3 X 3 ca UCTAKHYTUM
Taukama As, Az, Ay, As, L, M, N, S uT. Hekaje C’' konnka koja nponasu kpo3 As, L,
M,SuT. Kyouka C’ - us = 0 npornasu Kpo3 8 Tauaka KaBesa, lla Mopa n As nexkatn Ha
C'. O

BpaTnmo ce capa TBphemy Koje kemumo fja fokaxkemo. [Ipase u1, ug u l3 ca npaBama
v1,v2 1l hopmumpajy 3 X 3 KaBe3 ca uctakHyTuM Taukama Ag, As, L, M, P,Q, S, Tu X.
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Cnuka 4.6.

Ipemanemud.2.1 tauke Ao, As, L, M, S uT nexe nakonnmu C’, maxyomkaC’-l; = 0
Ipona3u kpo3 8 Tauaka KaBe3a. OBO 3HauH fla TpeocTaa Tauka X JIeXH Ha IpaBoj 11 uumMe
je TBpbeme foKa3aHo. O

4.2.1 [lerenepucanu ciyuajeBu

[MackanoBa TeopeMa KOjy cMO TOKAa3aJId BakKd 3a IIECTOYITIOBE YIHCaHe Y KOHUKY. OHa
je jomr reHepanHuja jep ako y mecroyriy ABC D EF ymcanoM y Kornky C Tauka ' —
E, taga npaBa 'L’ Texu TaHreHTH y Taukd F, 1j. npuMeHa Ilackanose TeopeMme Ha
ABCDEF xan F' — A ce Moxe cxBaTuTd Kao npumena Ha mecroyrao ABCDEE Tj.
flerepanyjoM gobdujamo crnefehy nociaepumy.

Mocnegnna 3. Hexaje ABC DE nemioyzao yiuucar y konuxy C u neka je inauxa M ipecex
apasux AB u DE, inauxa N ipecex ipase BC' u inanzeniue na xonuxy C y wwauku E u
wmaura P apecex ipasux CD u AE. Tada cy wauxe M, N u P xoauneapre.

Cnuka 4.7.

Y3nmajyhu pasnnunte HauMHE lereHepacama MOKEMO J00UTH pasininTe CUTyanuje
Koje Cy OIeT HUIIITa pyro Ao fereHepanuja [Tackanosux Kondurypanmja. Jokazahemo
jOIII B MHTEPECAHTHE HOCIEANIe AereHepalldje MIeCcTOYIIa.

Mocnexnua 4. Hexa je ABCD ueinieopoyzao yiucan y konuxy C u nexa je wauxa M
fiipecex tipasux AD u BC, wwauxa N upecex iipase AB u tipase C D, wnauka iipecexa
imanzeniuu na korwuxy C y wauxama A u C u Q mauxa iipecexa wmanzeniiu Ha koruky C y
iwauxama B u D. Tada cy wiauxe M, N, P u Q) koauneapHe.
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Cnuka 4.8.

Hoxas. ITpumenom [Tackanose TeopeMe Ha trectoyrao AABCC' D no6ujamo fia cy Tauke
M, N u P xonuneapue. Ilpumenom Ilackanose Teopeme Ha mecroyrao ABBC DD
mobujamo fia cy u Tauke M, N u () KouHeapHe, OfaKkIe cleu TBpherbe. O

IMocnegnna 5. Hexa je ABC ueiusopoyzao yiucan y konuxy C u nexa je wiauxa M iipecex
apase AB u inanzeniue na konuxy C y wauxu C, iauka N tipecex apase BC' u uanzenite
na konuky C y iauku A u iwauxa Q apecex ipase C' A u wanzenivie na xonuxy C y iwauru
B. Taoa cy wiauxe M, N u P koauneapne.

M A

Cmuka 4.9.

Tokas. IIpumenom ITackanose Teopeme Ha mecroyrao AABBCC po6ujamo ia cy Tauke
M, N u P konuueapse. 0
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4.3 MucTu4nu ocmMoyrao

IIpupopHo je nocTaBUTH NUTAKSE [ JIM NOCTOj1 HauwmH fia ce yorure [Tanocosau ITackanosa
TeopeMa. ITocToji I HeKO CTMIHO CBOjCTBO KOj€ O OCER0BAJIE YETBOPKE Tauaka OFHOCHO
OCMOYTao YIUcaH y KoHEKY? OBa HTamba Cy [OCTa pa3MaTpaHa y IPOTEKJIa iBa BeKa 1 jOIII
yBEK HHje CTaBbeHa Tauka Ha BuX. Caga hemMo pasMoTpuTH u y AyXy TeopeMe O KaBe3y
JIOKa3aTH TBphekbe 32 MHUCTHUHA OCMOYTA0,,yIIUCAH Y KOHUKY U HCH JIETEHEPUCAH CITYJa]
Koju 61 TIpeficTaBibao renepanusanmjy [Tanocose Teopeme.

4.3.1 IlackanoBa kon¢gurypanuja

Teopemad.3.1 (Muctuunn ocMoyrao). Hexajeocmoyzao ABCDEF G H yiiucan y KoHuky
C u neka je wiauxa M upecex upasux AB u DE, wauxa N apecex upasux BC u E'F,
imauxa O dpecex apasux C D u F'G, inauxa P apecex tipasux DE u G H, ftiauxa ) iipecex
apasux EF u H A, iauxa R apecex ipasux FG u AB, wauxa S fipecex iipasux GH
u BC u iniauka S apecex iapasux HA u CD. Tada mauxe M, N, O, P, Q, R, Su T
ipuiiadajy jeonoj konuuu C*.

Ciuka 4.10.

Ioxkas. Heka je C* konuka koja mposnasu kpo3 5 tadaka M, N, O, P u (). Ilpase AB,
CD,EF uGH canpasama BC, DE, FG u H A dopmupajy 4 x 4 kaBe3 ca 1BOpoBuMa
yraukama A, B, C,...,SuT. Tauke A, B, ... P u () ¢popMupajy cynpa-Tpuanryiapan
ckyI, ma kpuBa D = C - C* Koja je 4eTBPTOT cTelleHa Ipoiasu Kpo3 wera. Ho, mpema
TeopeMHd 0 KaBe3y OHa Mopa mpohn m Kpo3 mpeoctane Tauke R, S u T. Kpusa D je
TeOMETPHjCKE CKyN Tauaka e Konnke C u C*, a kako R, S n T' He nexe Ha C, Mopajy
npunagat C*. O

4.3.2 Tlanocosa Kondurypanuja

Crepcha Teopema ce Moxke cxBaTHTH Kao aHazor [Tamocose Teopeme. by gob6mjemo xana
Y TEOPEMH O MUCTHYHOM OCMOYIITY y3MeMO crietjanty Konuky C = a - bkoja je yHuja e
npase a u b.

29



Teopema 4.3.2. Hexa cy A1, Aa, As u Ay iauke na iipasoj a u By, Bo, B3 u By inauxe
Ha tipaso] b u nexa je iwiauxa M upecex iipasux A1 By u A3 Bs, iiauka N iipecex upasux
Ao Bo u Ay B3, aura O apecex upasux A3 Bs u Ay By, wauxa P apecex apasux Ay By u
Ao By, iuauka Q iipecex tipasux Ao By u Ay By, mauka R iipecex tipasux A1 By u Ay B3,
iwauxa S tipecex upasux AsBs u Ay By uitiauka S tipecex iipasux Ay4By u AsBy. Taoa
wmauxe M, N, O, P, Q, R, S uT apuiiadajy jeonoj kornuuyu C*.

Cnuka 4.11.

4.4 MucTu4ng 2n-TOYIIIOBH

Teopewma 4.3.1 ce mpupofiHO reHepanusyje 3a 2n-TOYroBe yIucaHe y KOHHKY.

Teopema 4.4.1. Heka je D mHoZoyzao ca 2n clipana yaucan y HeOeZeHepUCany KOHUKY
C, u Heka cy My ciipare 000jeHe HauamerHUUHO Y 08e Boje, ypsery u iaasy. Axo je K
(n X n)-kases Zenepucan ca OAMUX T YPBEHUX U N AAABUX APAGU, HAOA CUX n? — 2n
HOBUX Tlemena Kagesa aexce ha pasroj kpusu C* citieiiena najeuue n — 2.

Hokas. C o63upom f1a je C upeyuuGuiIHa KOHIK, CIE/IM /1A Ce HA CBAKO] PaBoj KaBesa K
Hanase TauHo jige Tauke C. Opatie cnenu fa je Moryhe npeHymMepucaTy npase (1 IUIABE i
UpBeHe) TAKO f1a TauKe [ unHe CKyl YBOPOBa P; j KOjH 3a[0BOJbaBajy yenosi + j = n =+ 1
3aje/HO ca IBa ~hOIKa “Ppn1 U Pin. Ckym D je cagpskan y A = {p;; }itj<nt1. KOjH je
Cylep-TpuaHryIapat ckym. teros kommiemenrapas ckyn A \ D ce cafpxu of

2 _
n—|—3n_1 _Qn:n(n 1)_1
2 2

eeMenara. 2KelTuMo Jja poBeprMO fia i 1BopoBu ckyma A \ D nexe Ha Hekoj kpugoj C*

n(n—1)
2

cTeneHa Hajpuie n — 2. Iomro uma — lenemenatay A \ D, nocrojarme Takse

KpHBE je 3arapaHTOBaHO HejeJHAKOCTIMA
(n—2)%+3(n—2) S n(n —1)
2 - 2

-1

gl < n-—2<n-—1 [TIlpema tome, Tauke A \ D nexe Ha kpusoj C* cTemena

n — 2 (npebamma HejegHAKOCT HaM TapaHTYyje er3UCTEHIH]y KoedunujeHata kpuse C*

n(n—1) . (n—2)243(n—2)

Kao pellermha XOMOTeHOT CHCTEMA ——5— — | IMHEeapHHX je[HaYMHA [0 ~—— 5
TPOMEHIbUBHX ).

Pasmorpumo cafia kpuBy Q@ = C U C* crereHa n ca UpefyIuOUIHOM KBaJPaTHOM

kommonentom C. Yroporn D-a ce nanase ua C, u uopou A \ D wa C*. TIpema Tome,
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cen upoporn A ce Hamasze Ha C. Tlo TeopeMu 0 KaBe3y 3a paBHE KPHBE, CBU YBOPOBH
KaBe3a K Mopajy fa nexe Ha KpuBoj Q. Mebytnm, usoposn K koju Hucy y D He Mory
npunaznata C, 3aTo MTo 61 0BO GHIIO Y KOHTPAAUKIH|H ca UALEHIIIOM JIa IpaBa He MOXKe
cehn MpenyIuOuNHy KOHIKY Y TpH Tauke. Cien fa HeypaduyHaTH YBOPOBH MOPajy a JTeske
Ha C*, 1070 je U TpeGao OKa3aTH. 0
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