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YBoOZI

Yogek je Kpo3 CBOjy UCTOPHUjy TEKMO IMTO H60/beM pa3dyMeBamby IojaBa oko cebe. IIpo-
IIECOM pa3yMeBarbha THX I0jaBa OH je MHTEKTYAJJTHO HAIIPEJIOBAO U IMUPHUO CBOje 3Hame. Ho,
YOBEK je y CBOJUM pa3MHUI/balbUMa HEPETKO HINA0 W M3a I'PAHUIA CBETa KOjU IO3Haje U
pasMuIbao 0 crBapuMa u3BaH mera. Craporpuku maremarudapu wnodant u Xepomor
u3 Ajekcanamje cy pasmarpaju o0jeKaT Ha3BaH ,, IMHAMOKOIKA, KBapaT ITOMHOXKEH KOIl-
koM. OBakKaB 00jeKT ce MOXKe pa3MaTpaTH jeJIMHO Kao IJI0J MAITe, U HUje UMa0 IPUMEHA
Yy mpakcu, Te pasMUIll/balbe€ O IheMy U IbeMy CJANYHUM CTBapuMa HI/Ije HauIJIO Ha OJI0-
6paBame Tenokynae japaocru. Craporpuku maremarudap [lanyc u3 Asnekcangpuje (300
roJIMHA I1.H.€) CMaTpa Jia je JUCKyChuja OBaKBUX objekara GecriorpebHa U jia He Tpeba Tpo-
muT BpeMme Ha Henocrojehe. Mako cy MHOrM HaydHUIIM KPO3 BEKOBE 3aCTYIAJM OBAKBO
MuIbere, HemMadku ¢uinozod Mmanyen Kanr (Immanuel Kant)pasmarpa npupoiy cse-
Ta 1 merope auMmensuje. Kaur y ceom paxy Thoughts on the True Estimations of Living
Forces cniexymnuinie fa je quMeH3uja CBeTa Y KOjeM KUBUMO ojfipeheHa 3aKOHOM I'DaBUTAIIU-
jé, TO jeCT YMILEHUIIOM Ja I'PABUTAIlMOHA CHJIa OIMaja Ca KBaIpaToM pacTojama. Mako je
JI0CTa TOTa peKao O JIUMeH3WjaMa y CBOjuM jnesmnMa, KaHT HuKama Huje 0 Kpaja 00jacHuo
Ha4YuH MOMONY KOjer je MI0Imao JI0 OBOT 3aK/bydKa. Ho, MOXKeMO MPeTHOCTABUTH & je OH
JIO OBAKBOI' 3aKJbYYKa JIOINIA0 TIOMONY pa3MUIl/baiba O HEYEMY IIITO jeé IMOCTAB/HEHO HAKOH
merose cMptH, o ['aycoBom 3akony. Hamme, Kopucrehnu mera Hama HHUje TEMIKO 3aK/bY IUTH
cnenehe: nmocmarpajyhu taukactu objekar mMace m U OHUCABIIU JBe cdepe OKO Hhera pa-
JUjyca r1 U pajujyca ro, IpU 9eMy Vaxku 71 < ro, KOPUCTEhU YUILEHUILY 1A je PJIYKC KPOo3
cdepy noynpedHuKa 1 JIaT ca

P = / gds,
S

rJie g IPeJICTaB/ba I'PABUTAIMOHY CHUJIY 110 JeJIMHUIIA Mace, Kao W IPETIOCTABKY J1a je Ipa-
BUTAIMOHO II0Jbe PaJjasIno, gobujamo jga je @1 = [ gdS = g1-S1 u @y = [ gdS = g2- 5S>
ryie je S nospimmHa chepe y quMeH3Uju Y Kojoj ce Hanazumo(S) = 4wr? A Sy = 4nrd, non
IPETIOCTABKOM JIa je nuMeH3nja Harrer mpoctopa 3). Puyke mo [aycoBom 3akony 3aBucu
oI, yKyIiHe Mace obyxBalieHe ImocMaTpaHOM IIOBPIIMHOM, T€ MOXKEMO TBPIUTH 2 je (IIYKC
HCTH Kpo3 cdepy ca MOJYIPEUIHUKOM 11 U Kpo3 cdepy ca MOoJyIpedHuKoM 79. OmaBie,
Kopucrehn 3aKOH rpaBUTallje JaKo HAJA3UMO Ja je HOBpIIuHa cdepe y HaIleM IIPOCTO-



1. VBox 2

Py cpa3MepHa KBaJIpaTy HOJIyIpedHuk ucre. /lakie, oBakBa cuTyaluja oAroBapa CBETy ca
3 numenHswuje, jep Ou jpyraduju 6poj JUMEH3Hja 3aXTEBA0 CPa3MEPHOCT moBpinune cdepe
HEKOM JIPYT'OM CTEIIEeHy, & TO IPpeMa 3aKOHY IpaBuTaluje Huje moryhe.
Hapagno, oBaj yrporihen Kjiacudau Mo/JIeJI CTBAPHOCTHU Jiaje HeJ0BO/bAH JTOKA3 TPOJMMEH-
3MOHAJTHOCTHU CBeTa y KojeM kuBumo. [Ipe cBera, pasmarpare Ou ce y MHOTOME 3aKOMILIN-
KOBAJIO KaJia OMCMO aHaM3upasi CUTYaIljy Ca CTAHOBHUIITBA 3aKPUBJ/HEHUX KOODIMHATA
U HETPUBHUjAJTHUX TOIOJIOIHja JI0O3BOJHEHUX Yy OIIITOj TEOPHUjU peslaTUBHOCTH. 1y HEe MO-
2KEMO YBECTH IPETIIOCTABKY XOMOI'€HOCTU U U30TPOITHOCTHU IIPOCOPA, HUTHU JA j& METPUKA
npocropa Eykmmacka. Takohe, 'aycos 3akon He 6u 6usio moryhe NpuMeHUTH Y YOIIIITEHO]
curyaruju. Jaxk n 6e3 OBUX TBPAHU HAJIA3ZUMO HEIOTIIYHOCT JOKa3a Ja je CBET TPOJIUMEH-
3UOHAJIAK, KOJU JIEZKU Y TOME Jia, CMO KPEHYJIH O/I TO3HATHX (DU3UIKUX 3aKOHA U HA OCHOBY
BUX OIPeJIIIN JUMEH3Ujy cBeTa, a He o0pHyTo. OOpa3jioKeme TBP/IE JIEXKH BEPOBATHO
y Tome mTo je KaHT BepoBao y ToO Jia Cy 3aKOHU HPUPO/Ie TPUMAPHH U JIa OHU KAO TaKBU
onpehyjy numeH3ujy cpera.
JacHo je, He ynazehu 9ak HU y IPUHIIAIL JI€JIOBAIbA, CUIIA, Ja j€ HAII JOYKUBJba] CBTEA TPOJIH-
mensuonasian (Easun A6or A6or je 1884. ropune objasuo uoseny Flatland: A Romance of
Many Dimensions, re je oucao »KUBOT Y IBOJUMEH3NOHAIHOM cBeTy. KacHuje ce jaBbajy
MHOTre Kibure 1 (hbUaIMOBH UCIUPUCAHE OBOM uzejoM). Ho unak ce y HayIu JBajeceror BeKa
jaBJbajy 3HAYAJHU HAIPEUW Yy Pa3BOjy TOIOJIOTHja BUINE JUMEH3Hja, IIpe CBera o CTpaHe
MarTeMaTuvdapa MeHrepa u YPHUCOHA, KAO U T€OpHje Koje KOPUCTE BUINE OJ TPU JIMMEH3H]ja
(Kamyna n Koaju dopmysumy jeuHCTBEeHY TeOpHjy IpaBUTAIje U eJeKTPOMAarHeTH3Ma,
Kopuctehu neTy JUMeH3Hujy, BUIIEIMMEH3MOHAJHNA IIPOCTOPU C€ KOPUCTE Y TEOPUJU CTPY-
Ha...).Ho cBe reopuje koje noumsajy Ha TOj WJeju y MHOIOME I[IpeBa3uja3e HAMEHE OBOI
pamga. Hame unrepecoBatbe mnpe csera hemo dokycupary Ha eJIEKTPOMArHETH3MY, U aHAJIU-
3upaheMo eJleKTpOMarHeTHe MojaBe Koje Ce jaB/bajy y PA3IMIUTUM JUMEH3UjaMa.
[Mkorckn dusngap u maremarndap Llejme Kiepk Maxkcsedn (James Clerk Mazwell) je
Yy CBOM 4yBeHOM pajy u3 1865. rogauHe crojuo gBa 3acedHa, U 10 TaJ HeClojuBa peHOMEHa,
eJIEKTPpUIIUTET U MaraeruzaM. Fberosa teopuja onucyje mnoaiiame JBa 1M10Jba, €JIEKTPUIHOT
E u marsersor nojba B, Koju 3aBuce 0J] ryCTUHE HAEJIEKTPUCAA P U TYCTUHE €JIEKTPUIHE
crpyje J. Kazma je ob6jaBuo cBoj pasa, Makcses HUje KOPUCTHO JaHAC CTAHIAP/IHY BEKTOPCKY
HoTanujy, Beh je cBoje jesHaumne objaBuo y obsinky cienehux 20 jeqnadnna;
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1. VBox 3

QZM(E at)_a_ﬁiy
R=us5 —a5) = 5 .
g;—gf=4mf ﬂ=p+%§
gi—gzzélwr' r’zr—i—%

P=—-¢p Q=-8 R=-¢r

P=Ekf Q=kg R=kh

de Op  Oq  Or 0

ot “or Ty Tz
rje Baxku Besa m3Mmely opurmHasHEX U MojgepHux npomemnsux E < (P,Q,R); D
(fyg,h); H < (a, 8,7); B < u(a,8,7); J < (p,q,7); p <> e; ¥ je esreKTpocTaTHIKK 110-
rernujari; (F,G, H) je MarneTHH MOTEHIAjAT.
[Tpumehyjemo na je y nppobutTHOj Bep3uju y MakcsesoBe jeqHadnnae 6o yk/bydeH OMoB
3aKOH, Kao 1 JIOpEeHIoBa cujia 1 3aKOH OJprKarba HaeJleKTpucama. Tek je kacauje OnmBep
Xensajc (Oliver Heaviside), caMOyKHU €HIVIECKU UHKUEED, MaTeMaTudap u pusndap yBeo y
yroTpeby 3armce mpeKko BeKTopeke anaam3e. Qb MakcBeoBuX jeTHATHHA MATEMATH Y-
KI €KBUBAJIEHTHU BEKTOPCKUM Cy Ju(EPEHIINjaHA U HHTETPAJIHU 00U, Y OBOM MaTyp-
ckoM payty Hajuerhe he 6utu kopunrthen mudepennujaaan obiuk MakcBe0BrUX jeTHAYNHA,
0 KOM he 6uTHu BUIlle pedn y Hape HUM morjaB/buMa. Hagaibe, 6uhe pedn o ejeKTpoMar-
HETHHUM IIOjaBaMa y jeJHO]j JIMMEH3UjH, Te y JBe, Ha KOjoj Ce U HAajBUIIE 3aJp2KaBamMo 300T
TOra IITO Ce Yy 0] jaB/bajy MPBU HETPUBUjAJHHU IPUMEPH €JICKTPOMAIHETHUX II0jaBa, Te
3aBpIIIaBaMO OBaj 70 MATYPCKOT paja JUCKYCHjOM O YETBOPOINMEH3UOHATHOM IIPOCTOPY
u yommTemeM Ha N > 4 mumentuja. Ho mpe Hero mro KpeHeMO y HCTpaKmBambe OBUX
denoMeHa, TOTPEOHO je meduHUCATH onpeheHe MaTeMaTHYKe MOJMOBE KOji HUCY TI0 TIJIaHy
u mporpamy MaremaTndke ruMHA3T]E.



2
JIndpepennujajine popme

['py6o peueno, mudepentujaana popMa MpeacTaB/ba OUI0 KOjy BEIUINHY KOja Ce MOXKe
UHTEerpajuTH, yKpyayjyhu mudepenrujane. Uneja o qudepenmnujamunum dpopmama mpouc-
TeKJIa je M3 pajoBa JBa Maremarudapa. lIpsu je Hemaukm mommvar Xepman ['pacman (
Hermann Ginther Grassmann) koju je 1844. ropune y cBojoj kwbusu Die lineale Ausdehnu-
ngslehre, ein neuer Zweig der Mathematik paszsmo umejy anarebpe rime cuMOOJM TIPe-
cTaBsbajy reoMmerpujcke objekre. OH je OBUM YBEO y MATEMATHUKY CIOJBAIILY aJrebpy,
KOja ce 3acHHBa Ha croJbaineM npoussoiy. Ilouerkom jpageceror eka Enu Kapran (FElie
Cartan) ua ocnoBy I'pacMmanoBe ajrebpe 3acHUBa ClOJballlby aHau3y. Clo/ballba aHAT-
3a ce IM0Ka3a0 Kao MPUPOJIAH je3UK TeopHuje Mojba, jep M0jeIHOCTAB/bYje pellema Ipodiema
u3 oBe obJracTH, a yjeaHo Jaje jelHOCTaBHE W KOMIIAKTHe MaremaTrudapcke dpopmyste. Ha-
paBHO, MaTEMATUYKHU je Moryhe moTmyHo (hOpMaJIHO yBecTu audepeHnujagHe obuKe u
CIIOJBAIIJBY aHAJM3Y, HO TO je Ipe cBera OOMMAaH I0Ca0 W 3aXTeBao OU IIpe cBera yBoherme
MHOTHX JPYTUX MaTEMATUIKUX I0jMOBa U3 JITHEAPHE ajiredpe Te TaKaB MaTeMATUIKU (hop-
Masm3aM mHehe Outn mpemamer oBor pajga. Jlakme, ore he mpe cBera OmTH AT MOKYIIA]
objarbera gudepeHiujaaaux GopMu He yaa3ehu MpeBulle y MaTeMaTuKy KOja CTOjU n3a
IbUX.

2.1 /dudepennujasna 1-¢popma

EnexTpudHo n MaraeTHo 1noJsbe cy npumepu gudepeniujanux dpopmu. ['pagujent, porop
U JIUBEPTEHIja ce MOI'Yy IIPOTYMAaYUTH KA0 PA3JIMYUTH ACIEKTH JeJIOBarba jeJHOr olepa-
topa d Ha jgudepennujaany dpopmy. OcHoBHA Teopema anajuze, CTOKCOBa TeOpeMa Kao U
laycoBa Teopema camo Cy CIIeNMjaJTHU CIydajeBU jeaHe TeopeMe o audepeHIinja HuM 00JIr-
numa. Ho, mopest Tora mro ¢y o4urjieHo KOPUCHE, HUKAJA Ce TOKOM CPEIEhe IITKOJIe HUCMO
cycpesta ca mojMoM gudepentmjaannx dpopmu. Pazsor Tome je mpe cBera HeI0BOJHHO ITO3HA-
Bakbe MaTeMaTuke jia 0u ycresn ja ux pasymemo. Wnak, moxeka je Moryhe mpucTynuTu
npoy4aBamy Teopuje 6e3 yayO/buBama y IeHy MaTeMaTUdKy 1033 I1HY.

ITocmarpajmo BekTop enekTpudHor noba B = Fieyx + Esey + FEse,. Jeana o unrep-
IpeTaluja eJeKTPUIHOT M0Jha KOoja je ommrrenpuxbaheHa jecTe Ja OHO IPEJCTaB/ba CUIY
KOja Jiestyje Ha TpoOHO HaesekTpucambe. Ca apyre cTpaHe, eJIEKTPUIHO T10JbE MOXKEMO ITOCT-
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MaTpaTHU Ca €HEPreTCKOr ACIIEKTa; eHepruja Koja je moTpebHa Ja ce Y eJIeKTPUIHOM II0JBY
HaeJIEKTPUCAIbe ¢ MIPEHEJIO ca MO3WINje 'y Ha MO3UIHjy Iy je JaTa ca

ra
W(t) :q/ E-dl

1

Axko y oBy jeanakoct yBenemo cmeny £ = Ey(z,y, z,t)de+ Ey(z,y, z, t)dy + E,(x,y, 2, t)dz
J0JIa3UMO JIO jeHadnHe

W) = —q / £.

Bennuuna £ mpencrasiba JIMHeApHY KOMOMHANX]Yy AudepeHnyjaia U UMa TPU He3aBHCHE
KOMIIOHEHTe, HAJIMK Ha BekTop. OBa BejmunHa ce Hasupa 1-dpopma. Kibyuna pasziuka us-
Meljy oBe BeJIMYUHE W BEKTOPA jeé y TOME IITO CY OPTOBU OCa 3aMEHbeHH IU(bepEeHI]aIr-
Ma dz,dy u dz. lemepsino, 6u0 Koja BeJMUMHA KOja Ce MOYXKE HAIMCATU KAO JIMHEapHa
KOMOWHAaIja OBUX JdodepeHnnjata npeacrasba 1-dpopmy. Cabupame aBe 1-dpopme HaIM-
Kyje Ha cabupare BeKTopa, TO jecT 3a gare jase l-popme A = Aijdx + Asdy + Aszdz u
B = Bidz + Bsdy + Bsdz umamo 1a Baxku

A+ B = (A; + Bi)dz + (A2 + Ba)dy + (A3 + B3)dz.

Kana pajuMo ca BEKTOPCKOM peNpe3eHTAINjOM eJEeKTPUIHOT MOJha YECTO HaM je OJf
moMohu Ja MMaMoO 3aMUIIJbEHY CJIUKY JIMHHUja [0Jba, TO jeCT JUHUja KOje UMajy OCODmHY
Ja TaHTeHTa Ha HUX y CBAKOj TAYKM IPOCTOPA MMa IpaBall eJIeKTPUIHOT MoJba Y TOj Tad-
ku. CIM9HO U TIpu paJty ca JudepeHnnjHuM hopMaMa KOPUCHO je UMATH Ha, yMY EbUXOBY
Bu3yesHy perpesenTanujy. [llTa npejicrasba Ta Busyejina HHTEpIpETaInja Judepeniimjai-
HUX HOPMU MOXKJIA je HajJIaKINe yTBPIAUTU HA POPEIIOMEHYTOM IIPUMEPY €JIEKTPUIOL MTOJbA.
WNaTerpasn eeKTpUIHOT 10Jba, IO HEKOj KOHTYPH m3Mely nBe Taduke ojapelyje pasiuky Imo-
Ternujasia u3mehy mwux. Tauke usmely kojux je oBaj unterpaj 0 onroBapajy Tadkama Ha
€KBUIIOTEHIIN]aJHO] IIOBPIIN. 3aIllpaBo, BPEIHOCT MHTErpaJia buhe mponoprnuoHaHa Opojy
E€KBUIIOTEHIIMJaJIHUX PABHU KOje JIMHUja KOja IIoBe3yje JBe TadKe IIpecela.

Cinka 2.1: 1-dopma ce rpaudku MozKe [PEJICTABUIN TIOBPIIXHAMA.

Jaxme, 1-dpopMmy MOKeMO HajJIaKIle 3aMICIUTH Kao moBpinn. 1-popma dx ce Moxke rpa-
bUYIKHN MPeICTABUTH Kao MTOBPIIN HOPMAaJIHE HA & OCY U yIaJbeHe 3a jeJUHUTHO PaCTOjamhe.
[Tpumerumo ja oBako jgeduHECcaHEe MOBPIMUHE 33I0BO/bABAJY TBPIILY & je WHTErpPaJl 110
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nytamu kKoja npecena 4 nudepennajine dpopme darn 4, wian f(;l dx = 4. Hapagsmo, oBo je
caMo JeJIUMHUYIHO TA9HO, jep OM ca IMPOMEHOM ropibe IpaHulle HHTerpasa Ha 4.25 maHTEerpas
n06no BpegHOCT 011 4.25, MoK 0U niajbe IMyTama Ipeceksa camo 4 moBPIU. Y OBOM CIIy-
qajy Mopamo pehu ja je moryhe ja myTama He Ipecera Ieo Opoj MOBPINH, HENO YeTUPU
MIOBPIIHU Ca KOjUMa Cy IIPecenu OYUrJIeIHU U jeJIHY MOBPII Ca YJIeJIOM %. Baxxno je Takohe
HaIIOMEHYTH J1a je OWTHA OpjeHTalldja MOBPINN IIPH MIPOIOPY 3aMUI/beHe JIMHUje KPO3 IbY.
[Tpumernmo nma y ciaydajy Ja JBa IIyTa IIpecedeMo HCTY paBaH OHa ce Hehe OpojaTu 1Ba
myTa, Hero he ce oBa JIBa MPO0pa IOHUIITABATH, 300T OYUUTJIEIHE PA3IUKe Y OPjeHTaIl]aMa
paBHHE 1pu npogopuMa. OpjeHTalyja MOBPIIK Ce MOXKE O3HAYUTH CTPEIUIaMa Ha IIPTEXKY.

YipaBo onucaHa CUTyalljaMa ca eKBUIIOTEHIjAJTHIM PaBHUMa OJIr0OBapa eJIeKTPOCTa-
TUYIKOM cJiydajy. Kaja eJeKTpudHo 1MoJbe HUje KOHCTaHTHO, HEro IPOMEILUBO Y BpPEMEHY
OB€ paBHU I\JOFy 6I/ITI/I KOHavYHe, UJIn ce IVIOFy cpeTaTu <y31\/H/IMO 3a IIpuMep €JIEKTPUIHO I10/be
y KOHIIEH3aTOpy IJe OHO Bapupa Ca BPEMEHOM; Yy TOM CJIyd4ajy €JeKTPUUIHO II0Jbe je jade
ITO CMO OJIMKe MEeHTPY KOHIEH3aTopa, Te ce ca NpUOIMKaBarmeM IEeHTPY ,,10/1ajy  HOBe
HOBPIIIN).

HapagsHo, kao 11T0 je HAaIOMEHYTO, OBJIe HUje JaTa MareMaTndka jpedpuHunmja 1-popmu.
[Toxymaj dpopmasnnor yeohema 1-dpopme Ouhe merasbHO aHaIU3UpaH y cjeaeheM ITOJIo-
IJIABJBY.

2.2 Ilokymiaj maremarunuke popMmasmsanuje 1-doopme

Jla 6ucmo ycmenn ga dopMmasHo yBegeMo audeperinjainy 1-opmy, morpebro je je-
duHRCaTH AP MaTeMaTUIKUX ojMoBa. IIpBa cTBap Kojy TpebaMo meduHUCATH CY MHO020-
cmpyrxocmu. MHOTOCTPYKOCTH TPEJICTaB/bajy allCTPAKTHE TOIIOJIOIIKE IIPOCTOPE ¥ KOjIMa
CBaKa TadyKa MMa OKOJIMHY KOja rojceha Ha eyKJIUJICKHU IIPOCTOP.

Hedunnmmja 1. Tonosnomku npocrop je ypehenn map (X, 7T) ckyma X u mojckyna T
HAPTUTUBHOI CKyIla ckyna X ca ocobnmHaMma:

1.0, XeT
2. cBaka yHuja ckymnosa u3 7 je ckym u3 T
3. ImpeceK KOHAYHO MHOTO CKymnoBa u3 7 je ckym u3 7.

AKO KemMO MHOTOCTPYKOCTH TIPEINU3HUje JeMUHICATH MOPAMO YBECTHU IMOjaM TJIaT-
kor Manupama. Manupame f orBopenor ckyna U C R™ y R™ ce HazuBa 1yIaTKO akKO UMa
KOHTHUHYaJIHe MapIfjaJiHe U3Boe CBUX pefoBa. MelyTtuMm, ako je moMeH manupama [ Huje
OTBOPEH CKYII, HUje YBeK MOryhe rOBOPUTHU O HAPIINjaJTHUM U3BOJIMMA, T€ MOPAMO YCTAHO-
BUTH OLIITHU]Y JeDUHUINU]Y.

Hedbununuja 2. Mamupamwe f : X — R™ nedunncano Ha mIpoM3BOJBHOM HOJACKYIY X
n3 R™ ce Ha3MBa IVIATKUM aKO Ce€ MOKe JIOKAJIHO IIPOIIUPUTU HA TJIATKO IIPECIMKABAHE HA
OTBOPEHOM CKYIIy; TadHUje, aKO OKO cBake Tauke x € X moctoju orBopeH ckyn U C R" u
rinarko manupame F o U — R™ rakso na Bdefaxxku na je F jeqnaxko f na ckyny U N X.
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Hedbununuja 3. Iarko manupawme f : X — Y apa mojackyna Eykianickux mpocTopa
je mudeomopduzanm ako je GHjeKTHBHO, W aKO je MHBEP3HO Mammpame f 1 : Y — X Ta-
kobhe rmatko. X um Y cy audeoMopdHI ako MOCTOjU MPECTUKABAbe TAKBO IPECTUKABAHE
f m3meby mux.

Cajzia cmo y moryhHocTH J1a JieUHHUIITEMO MHOTOCTPYKOCT.

Hedununmja 4. Ipernocrasumo na je X nocakyt Hekor Eykimmosor mpocropa R”. Onna
je X K-dumensuonana mmozocmpykocm ako je gokaiHo audeomopdra ca RF| omrocTHO
aKo CBaKa Tauka x mocejyje okoiuny V y X koja je mudeomopdHa ca OTBOPEHUM CKYTIOM
U uz R¥. Ckyn cBuX raTKMx Manmparma Ha MHOTOCTPYKOCTH o3Hadasahemo ca C™°(M).

Ca oBuM ceToM geduHUNMja yBean cMO Tojam MHOTocTpykoctu. Crmenehn mojam koju
TpebaMo uzyduTu mnpe yohema 1-dopme jecy BEKTOPCKa 10J/ba Ha MHOrOCTpyKocTuMa. Ot-
IIITe je TO3HATA HOTAINja BEKTOPA Y KOjOj Ce BEKTOPHU N3parkapajy IPEKO CBOjUX KOODIMHATA
(v1, ..., ). Mehyrum, npesicrasbame BEKTOpa Ha MHOIOCTPYKOCTHMA y OBAKBOM OOJIHMKY
HUje TaKO jeTHOCTaBHO. AKO TOCMATPaMO JiBa BEKTOpa Ha cdhepH, MOKYINa] n3pakaparba
IbUX MIPEKO mcTor Oasmca moBeo 6u 0 HenpujaTHOCTH. TpuK y meduHHCAIY BEKTOPa HA
MHOTOCTPYKOCTUMA, JeCTe Y TOME IITO 32 JIATO T0Jbe CTpesia (BEKTOpe MOXKEMO BU3ye/In3a-
TH Kao crpesie) mMoxkemo Hahu m3Boje Heke dyHKImje f y mpasiy Tux crpena. Ako je v
BEKTOpCKO moJbe, a f dyakimuja y R™ uspog dyHKImje f y mpasily BeKTOpa V je

v(f) =) _v0;f.

J

Kaxko oBo Baxu 3a 6us10 K0jy QyHKIWM]y f, MOXKEMO 3aK/bydUTH Ja je V. = j v;0;. Jakie,
BEKTOCKO HOJbe V He Tpeba moucropehmBaTn ca ImHerosuM KOMIIOHEHTaMa vj, Beh ca ore-
paTopoM v;0;. Kombnnauja BeKTOpCcKor nosba u GyHKIHje je IpyTa QyHKIIja Ha MHOTO-
CTPYKOCTH KOja je IoBe3aHa ca U3BoJOoM mHoueTHe dyHKIuje. OBUM CMO MOCTHUIJIN J1a HAM
je BEKTOPCKO TOJbe HE3ABUCHO O] M300pa KOOPANHATA.

Hedununuja 5. Bekropcko mospe v ona muorocrpykoctu M je medpuHUCAHO Kao PyHKIIN]a
u3z C*°(M) y C*(M) xoja 3am0BosbaBa ciejehe akcnome:

L v(af +Bg) = av(f) + Bv(g)

2. v(fg) = gv(f)+ fv(g)
sacse f,g € C®°(M)ua,f €R

Ckyn cBux BeKTOpa Ha MHOrocrpykocru M osnadasaliemo ca §(M). [Ipumernmo na je
n3BoJ1, (hyHKIHje y IpaBily BeKTopa Vv gar ca V f - v, rie V mpejcraBiba FreHePaTU3aliu]y
ornepaTopa rpajujeHTa Ha MHOrocrpykocruma. Ha muma moxkemo medunucaru QpyHKIH]jY
df, xoja je Beoma ciuuna V f Ha OWIO0 KOjOj MHOTOCTPYKOCTH.

Hedbununmja 6. Heka je f : M — R dbyskiuja peaiHux mpoMemnBux n3 ckymna C.
Hedunuremo mudepeniujan nim 1-dopmy kao suaeapro manupatwse df : (M) — C(M)
neduHICaHO Cca

df(v) =v(f),
3a cBe v € §(M)
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Kako je df nuHeapHo Mammpatbe, OHO MOpa Jia 3aJ0BoJbaBa cjeieha crojcTsa:
Ldf(v4+w)=(v+w)f=()f+(w)f=df(v)+df(w)
2. df(gv) = gv(f) = gdf(v).

Cama cmo y moryhHocTH ma KopucTuMo audepeHnpjaiHe popMe ca MATEMATHIKOD Ac-
nekTa. ITomohy HaBemennx AedUHUIN]a HEje TEITKO J00UTH Ja cy 1-dome JTuHEpaHO He3a-
BHCHE, IIITO IMOKa3yje j1a ce 6miio koja 1-dpopma Moke HaIIMCaTH Kao JIMHeapHa KOMOUHAIT]a
d.Tl, dxg, ceey dl‘z

2.3 p-dopme

MNaxo je moryhe dpopmasino yBecTu mpuHnui p—dopme, To he y oBoM paiy OUTH m30-
CTaBJbEHO, Te NEeMO MCTe yBeCTH Kpo3 mo3HaTte rnpumepe y dusuiu. CariacHo ca jieduHm-
cambeM 1-popmu, jaunmHa MaHTETHOI MOJ/ba HTPEeITCcB/ba 1-popmy. VI3BOp MarHeTHOr mojba
jecTe HaeJIeKTpHUCAbe y MOKPETy, TO jecT crpyje. IIpermocTaBuMo ma mMaMo CTpyjy ¢ Koja
Teue y MOTH3UBHOM cMepy  oce. OBy cTpyjy HataTuMo Kao [ 4 Jxdydz, rae je A noppuuna
y Yz paBHH Kpo3 Kojy Teue crpyja. OBaKBUM HHTEIpPa/bebeM CTpyja he odnriaemHo OuTu
ITO3UTUBHA aKO je TYCTUHA CTpyje Takohe mosutuHa. Ho, 06pTameM KOOp/InHATA HA TaKaB
HAYMH 7 cajia CTPpyja mpoaupe mospmuny A ca japyre cTpane odurienno Tpebamo 100m-
TH HEraTUBHY BPEJIHOCT cTpyje. Jla OGucmMo OBO MOCTHUIVIM, MOPAMO yBECTU OPUjEHTAIIN]Y
oBpIH A.

Cnosparnimbe nudepennujaine dopme HaMm omoryhasajy jia jgeduHUAIIEMO OpjeHTAIU]Y
KOOpJMHATHOT cucTeMa. [Ipema Tome, yBomuMo criosbarrmku mpouso dy A dz ca ocobunom

dy Adz = —dz A dy.

Crosparma qudepeniujaaHa (popMa IpeicTaB/ba CIIOJbAIIEY TPOU3BO/L IU(DEPEHITN]aTHIX
dopmu. Criospatme gudepeniiujaane hopMe Koje ce CacToje Ol CIIOJbAIIILET IIPOU3BO/IA JIBA
nudepenIjana uian of CyMe TaKBUX IIPOU3BOJIa Ha3uBajy ce 2-gpopme. MoxkeMo oryanTu
na g yaumamo dy Adz = ydz nwin dy Adz = —dydz. Axo ce ommyammo 3a dy Adz = dydz,
MOXKEMO ITHCATH § = fA Jody A dz.

[Tocmarpano ca cTaHOBHHUINTBa (usnke, 2-opMe MPeICTaB/bajy BeJTUINHE KOje WHTE-
rpasmumo 1o nospinuan. Tok diynaa, GIryke eIeKTPUIHOT 10/ba, (PJIYKC MATHETHOT MOJba
caMo Ccy HeKe BeJIMUInHe Koje MpescraBbajy 2-dopmy. Ommru 06k 2-dome je :

C = Cidy ANdz + Cadz A dx 4+ Csdz A dy.

Kopumhemenm crosparimer mpon3soga MoxkeMo opMmuparu audepennujatae popMe pera
Beher ox gBa. ¥ n—IMMEH3WOHAJHOM IIPOCTOPY MOXKEMO UMAaTH JudepeHiujajtne dpopMme
pena ox 1 mo n. Crospallibn TPOU3BO UMa U ciesiehy ocobuHy

dx Adz = 0.

2-dopwme cy rpadutku mpeacraB/bere Kao dhamuanja nesu. Ha npumep 2-dbopma dx A dy
ce MOYKe BU3YEJIM30BATH KA0 CKYI MAapaJIeTHUX PABHUX, HOPMAJHUX HA & U Y OCy KOje
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Cunka 2.2: I'padbwuuku npukas 1-dpopme, 2-bopme u 3-dopme

ce mpecenajy u TUMe Tpajie Tyde Koje ce MPOCTUpPy IyK 2z oce. 3-popme ce cacroje o
KOIIKACTHX ,KyTujura’ duje crpanuile oarosapajy 1-dpopmam dz,dy u dz. Ha cimmu 2.2 gar
je rpadpuuKu MpuKa3 jadnHe ejieKTpudHOr 1mojba € kao 1-cpopme, dirykca ejekTpocTaruake
naayKimje Q Kao 2-dopme m eHepruje ejgekTpudHor mnoba W, xao 3-popwme. I'yeruna
HaeJIeKTpHucama je yobuuajan mnpumep 3-dopme. Hby y oBoM 00IMKY MOXKEMO HAIMCATH
ka0 Q = pdx A dy A dz. CxoaHo TOMe, YKYITHO HAETEKTPUCAhe YHYTap HEKe 3aIlpeMUHe

HaJIa31UMO I/IHTeraL[I/IjOM
q= / Q.
1%

[Tpu Buzyasmsanuju 3-popme kao Ha caumu 2.2¢ Tpeba MMATH HA yMy Ja je 3alpeMuHa
,KyTHujuie” HHBEP3HO IPOIOPIMjaIHa I'yCTUHN HACJIEKTPUCAIHA.

Cayuaj kaja 1-dopMma mpejcraB/ba HEKOH3EPBATUBHO 10Jbe Beh je OMO aHAJIU3UPaH y
paiy. ¥ ToM ciiydajy ce gomaajy HoBe mnoBpinr. OBa 0cOOMHA ce MOXKe JIOKAJIHO aHAJIU3UPATH
y3 moMmoh omepaTopa CIO/bAIHET U3BO/Ia JedUHICAHOT Ha caejehn HAYnH

0 0 0
d=|—dz+ —d —dz| A.
ox + oy vt 0z
Osnaj oneparop npecsukasa p-popmy y (p + 1)-dopmy. Ako je £ HEKOH3EpBATUBHO T10JbeE,
onIa je 2-popma d€ paznuunta o 0. /IBe BaxkHe 0COOUHE CITOJBAIIELED U3BOJIA CY:

L dU+V)=dU +dV
2. dUAV) =dU AV + (—1)sterery A QY

[Ipu noBesuBamwy uHTErpaia nudepeHnujaJHnx (GOPME U CIIOJBAIILET U3BOAA KOPUCTU CE

CrokcoBa Teopema
/ dw = ?{ w,
M oM

rie je M ueka obisiact y npocropy,a OM mwena rpanuna. umensuja OM tpeba ma ce moj-
yaapa ca cremeHoM dpopme w. AKo je w ckasap min Tako3sana 0-opma OHIa ce CTOKCOBA
TeopeMa CBOJIM Ha OCHOBHY Teopemy aHajm3ze. Ako je w 1-dopma, CrokcoBa Teopema ce
MO2Ke TPaAPUIKH MTPOTYMAUNTH IUH-EHUTIOM Ja HOBE MOBPINH w HacTajy ox Tyba dw. Kama
je w 2-dopma, oBa TeopMa ropopu Jia HOBe Tybe HacTajy u mwupe ce oj1 3-popme.



2. Jlucpepennujaane popme 10

2.4 XoIIOB oneparTrop AYyaJHOCTU

Y TPOAUMEH3UOHATHOM IIPOCTOPY , 1-dbopme u 2-dbopme nmajy 1Mo Tpu HE3ABUCHA, JU-
depeHnnujaj, Tako sa cy npocropu 1-dpopmu u 2-dbopmu n3oMopdHU. XOIIOB OIEPATOP -
amHocTHu (%) je mpeciankaBame m3Mely nBa mzomopdna npocropa. ¥ Eykinuckoj Merpurn
UMaMO:

*xdr=dyAdz xdyAdz=dzx

*dy =dzAdx xdzAde=dy
*dz =dr ANdy *dxAdy=dz.

BekTopcka Besimanna Koja je jgyasina ca 1-gpopmom o nyasina je u ca 2-dopmom xa. Mzmehy
0-dopmu (ckanapa) u 3-popmu oBaj oneparop jesyje Tako mro ox dyHKIwmje f npasu 3-
dopmy xf = fdzAdyAdz. Y TpoauMeH3MOHAIHOM IPOCTOPY BAXKHU J1a je xx v = v, 33 OUJI0
KOjy dopmy . ['pacduyaku aejcTBO OBOT OIepaTopa MOKEMO MPUKA3aTH Ha CaeJehn HadTuH:
rocmaTpajmo 1-cpopmy dx, moepiu Koje ona obpa3syje cy HopMmaJiHe Ha T ocy. [Ipumenom
Xonosor omeparop ayananoctu pobujamo dy A dz, omHocHO Tybe KoOje ce MPOCTUPY YK &
oce, Tako ja cy nospiru 1-dopme dr HOpMasHe Ha OBe Tybe. Y ONIINTEM CIydajy, XOIOB
omepaTop JIyaJIHOCTH Jietyje Ha 1-dpopmy u 2-popMy Tako MITO MpeTBapa MOBPIIMH y HA Y
HopMmasiHe Tybe u TyOe y Ha by HOPMAaJIHE ITOBPIIHU, KA0 IITO je WIyCTPOBAHO HA CJund 2.3.

Cunka 2.3: I'padbwuku npukas gegoBama XOIIOBOT OIepaTropa JyaaHocTu Ha 1-dbopmy

CrpukrHo roBopelin, 3a npousso/bHy p-popmy «, *x« je jeauncrBeHa (n — p)-dopma
TaKBa Ja jeTHAINHA

anB=(xa,B)o

BaKM 3a 6uII0 Kojy (n—p)-dbopmy 5. Y 0BOj jeJIHAKOCTH, 0 je jeJIMHUYHU JIE0 3allPEMUHE , a
(-,+) o3HAYaBa yHyTpallbl (CKaJapHK) IPOU3BOJL yBJIEH y3 oMol onrosapajyhe merpuke,
KOja je y HaIlleM CJIydajy eyKJIuJICKa.
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MakcBeJjioBe jeHaUYMHE

Hajnosnaruju obnk MakcBeioBUX jelHAINHA je IbUXOB BEKTOPCKU OOJINK

V-D=p
V-B=0
VXE__%]?

D
VxH:J+%,

rme je D enexkrpocrarnaka naayknuja, H jagnmna marserrnor mosba, E jadnna eleKTpraHOT
noskba U B marunerna nnaykimja. OBaj cucreM jeJHAMUHA Ce TTOKA3a0 OJTUIHUM IIPU UCITU-
TUBaIbY €JIEKTPOMAIrHETHUX [10jaBa y TPU JUMEH3Hj€e Y OJICYCTBY BE3aHUX HAEJIEKTPHUCAIbA,
HO TPODJIeM HacTaje y MHTYHUIUjU HEeroBe IpUMEHe y JIpyTruM JuMeH3ujama. Ha ocHOByY
OBUX jeJHAYMHA He MOXKEMO JIaKO JIONU 0 1mojaBa Koje ce JIeMaBajy y JABOJINMEH3UOHATHOM
€JIEKTPOMATrHETU3MY IIpe CBera jep HaM je IojaM BEKTOPCKOT MPOM3BOJIA y JIBE JINMEH3HU]e
unejacan. /la 6m cmo TO mpesasurin, Kopuctuhemo Beh paspaben marepujan audepen-
nujaaHux (GOPMHU U CIOJbAIIHET IMPOU30/a KOjU HAM CJIy?KU KAO YOIIITEHhe BEKTOPCKOT
IIPOU3BOIA.

3.1 udepeniujaanu obauk MakcBejloBUX jeJHavYMHA

Kopumihemem CrokcoBor upenturera nu MakcBesoBUX jeiHAYNHA Y UHTETPATHOM 00-
Jiuky moryhe je mobutu cienehu cer jegHadnHa:

dD =9

dB =0
e -8
w2

11
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[Tpumerumo Hajpe MPETHOCTH OBAKBOI 3amuca. ¥ BEKTOPCKOj HOTAIUju 1'aycoB 3aKOH je
3ammcaH IIpeKo omneparopa jusBeprennuje. OBaj ormepaTop MOXKEMO JAKO BU3€ATU30BATH.
Kama BekTOpCKO mO/bEe MMa HEHYJITY JAUBEPreHITN]y MOpPa IMOCTOjaTH MJIM U3BOP I0Jba MJIN
weroso norounyhe. Orosapajyha ciuka pu pajy ca audepennujainum odaukom ['aycoBor
3aKOHa MOoMjeHaKo je mHTynTusHa. Kyrujuie 3-dpopme mpoussojie Tybe 2-popme Koje cy
OpjeHTHCcaHe WIN O] HeJIEKTPHUCAIba WA Ka HAEJEKTPUCAILY.

Ca mpyre cTpaHe, IIpH BEKTOPCKO] HOTAIUJU OIEPATOP POTOPA je Mare WHTYUTHUBAH.
MarnerHo 1ospe 6€CKOHAYHO JyTOr' IPOBOJHUKA Cy KOHIIEHTPUYHE KPYKHHUIlE, U JIAKO Ou
e MOIJIO TIOTPEIITHO 3aKJby YUTH JIA jé POTOP TOT 110Jba Y CBAKO] TAYKU HEHY/ITH (3ampaso je 0
y CBaKOj TauKu BaH MpoBOJIHMKA). [Ipu paiy ca mudepennujansnum obaukom MakBeaoBux
jeHaunHA KOPUIMNEHEM OIEPAaTOpa CIOJbAIIHET U3BOJAJ MOXKEMO 3aK/bydnTH Ja Tybe
2-dopme J dopmupajy nospmu 1-dpopme €. Ban mzopa marmerHor nosba (xkuie) Hema
JoJaBama HOBUX ITOBpIH, Te je porop 0.

Maxo cmo ca oBe uwerupn jemuadwne Behuucku mokpuin 20 OPUTMHAJIHUX jeIHAYNHA,
OCTajy HaM jOII HeKe. 3aKOH O/Ip:Kamba HaeseKkTpucama, OMOB 3akoH u JIopeHIOBY cuiLy
M30CTaB/HAMO jep HUCY Y AUPEKTHOM KOHTAKTY €& €JCKTPUYHUM U MATHETHUM TIOJHEM, aJIu
HaM 3aT0 Tpebajy jenHaunte Be3e uamehy £ u D, kao u usmelhy ‘H u B. BekTop ejekTpudHor
nojba B ayasnan je u 1-dopmu € u 2-bopmu D. OmaBie MOXKEMO 3aK/byduTn jia cy &
u D moBezanu mpeko XoIoBor omeparopa myasgHoctu. Kopucrehu Be3y mamely BekTOpa
€JIEKTPUYIHOT 110Jb& U BEKTOPA €JIEKTPOCTATAYKE WHJIYKIIAje MOXKEMO ITHUCATH

Dzég*g

Kao U aHaJIOTHY BE3Y

B:uo*H.

Hapagmo, y cay4ajy ja je nocMaTpana CpejiiHa JHHEPHU JUeJIeKTPUK MOpaJu Ou J1a 3aMe-
HUMO € Ca& € U fig Ca M4, HO KAKO PAJINMO Ca BAKYYMOM, MOXKEMO OCTABUTHU OBE jeTHATNHE
y JATOM OOJIHKY.

3.2 Emnepruja EM mosma

OrmrrTe je MO3HAT TIOjaM TYCTHHCKE €HEPTHje eeKTPUIHOT U MATHETHOT M0Jbha, OTHOCHO
€HEPI'Uju 10 jeJUHUIU 3anpeMune. Y nudepeHInjaJHoM 0DJIMKY OBe eHepruje Cy:

1
END = Q(EIDI + E,Dy+ E.D;)dx ANdy A dz

1
HAB= §(HIBI + HyBy, + H,B,)dx Ady A dz.
[ToMHOKUMO (y CMUCITY CHOJBAIIHET TPOU3BOJIA) Ca JIeBe CTpaHe AMIIEPOB 3aKOH (4eTBPTY
MakcsenoBy jeanaqnny) ca &, a Papazejes 3akon (Tpehy MakcBenoBy jeHaqnny) ca jgeBe

crpaue ca H.Hobujamo

—5/\d7—[——5A(2§+J)
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dé’/\?—[:—%/\H.
ot

CabupameM OBe JBe jeJHAUYNHE, IUXOBUM CpehuBameM U KOpHIIliemeM JIpyre ocoOuHe
CIIOJBAIIIHEI M3BOA H00HUja ce

1

dEAH) = 5.5

1
END+ HAB)~ENT.

Haxkon ypohema cmene S = € A ‘H j1obujeHn u3pas ce MOXKe 3aliCaTh Kao

MWe W _eng.

T ot

Benmnauna S onrosapa nudepennujainoj IlonaTurosoj popmu. MHTErpajbembeM MOCIE e
jenHadmHe 10 3anmpeMuHn V' gobujaMo mHTerpasnn obymk IlomHTHrOBE TEOpeMe

d d
8:—/We—/Wm—/5/\j.
ov dt Jy dt Jy %

OBUM CMO HW3JMCKYyTOBajU CBY MOTPEOHY TEMATHKY IIpe aHAJU3€ KOHKPETHOI' IIpejl-
MeTa oBor paja. o cama je 6mao pedm, ceM ako TO HHje OMJIO AUPEKTHO HAIJIAIIEHO, O
TPOAUMEH3NOHAJHOM CJIy4dajy. Y HacTaBky OaBuhemo ce caydajeBuMa y KOjuMa, JTUMEH3HUja
npocropa Huje Tpu. ITocebHo mMopamo oOpaTuTH HaXKiby Ja aHaau3upajyhu curyarmumje y
JIPYTUM JUMEHHjaMa MU He aHAJU3UPAMO CJIyUajeBe Te ce Y CUCTEMY U3 CHMETPHUje MOXKE
y pasMaTparby HUCKJ/bYUUTH jejHa OJf 0ca, Bell IocaMTpaMo CJIydajeBe Ijie ce IeIOKyIaH
deHOMEH, 3aje/HO ca CBUM H3BOpHMMA HaJia3u y TOj aumensuju. Jlakie, yhu hemo y jeman
Kpajibe HEeMHTYUTUBAH CBET U IIOTPYAUNEMO Ce Jia OTKPUjEMO 3aKOHE eJIeKTPOMIHETU3MA Y
bEMY.

On caga ma Hajla/be ped hie OUTH O MojaBaMa U3 €JIeKTPOMArHETH3Ma Y JUMEH3HjaMa
pazmmauTuM o, Tpu. Mako Hausrien 6ecCKOpUCHA aHan3a, 300I OUUTJIEHOT MarbKa IpHU-
MEHE, IbOM CTHYEMO MHTYUIIH]y O €JIEKTPOMAHTHeTU3My renepaJjino. MoryhuocTt moriyHor
pa3yMeBarba eJIEKTPOMArHeTu3Ma y jeJHO] WK y JIBe JIMMeH3Hje CBaKaKO HAM OTBapa MO-
ryhHoctu y pasymeBarbe UCTOr y Tpu. Ho, MopaMo BHIETH y KOJUKOj MEPU C€ KOHIICIT
eJIEKTPOMArHeTu3Ma Mekha ca [IPOMEHOM JuMeH3uje rnpocrtopa. [Ipu Oynyhum ananuzu-
pamuMa he ce cMaTpaTh, ako JApyradnje HarJIalleHo, Ja ce PaJu O N-IUMEH3UOHATHOM
IIPOCTOPY TJIEe Ce BPeMe IIOCMATPa OJ[BOjEHO OJI IIPOCTOPHUX KoopiaunaTa. Takohe, kao 1o
ce U JI0 CaJia, MOIJIO IIPUMETHUTH, aKO TO HUje JIpyraduje HarJIaIleHo, TOCTOjakhe MArHETHUX
MOHOTIOJIa Hehe OUTH y3MMaHO y pa3MaTpaibe.
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EjaekTrpoMmarnern3zaM y pas3jimduTIM
JIUMeH31jaMa

4.1 EaekTpoMmarserus3aM y jeHOj JTUMEH3UjUA

[Tounumo ca paszMaTpameM eJIeKTPOMArHETHUX TI0jaBa y jesiHoj mumensuju. Kao o
cMO Beh HammoMeHy M, MaKCUMaJIHa, AuMeH3uja gudepenujaane dopme He MOXKe 1a mnpehe
JIMMEH31]Y [IPOCTOpa, T€ Y OBOM CJIy4ajy nocroje camo 1-dopme. lakie, Benuunna Q npe-
craB/ba 1-bopMy U oiroBapa HaeJEKTPUCAILY II0 jenuHUIU ykuae. Taxkohe, y ciydajy
eJIEKTPOMAarHeTu3Ma y jeHOj IUMEH3UjU HeMa MArHEeTHOT M0Jba (KO MCKJBYIMMO HPETIIO-
CTaBKy O MarHeTHUM MOHOIOJIMMA), IIITO IPUPOHO HPOUCTUYE U3 YUILEHUIIE JIa HE TI0CTOje
2-dopme B u D u 1-dbopma H. Ho, nako D ne nocroju kao 2-popmMa, MOPaAMO UMATH Be3y
koja he Ham momohu j1a MOBEXKEMO eJIeKTPUIHO IM0Jbe Ca HAEJIEKTPUCAUMA.

4.1.1 EaekTpudHO moJbe

N 6e3 ynybpuBama y OMI0 KaKBY MaTeMAaTHKy MOXKEMO CTehu yBH y IOjaBe W 3aKO-
HUTOCTH KOje Baxke y oBoM cBery. OBaj cBeT OU 0JiroBapao CUTyalluju Kajia O MeJOKYITHA
HaIll TPOJUMEH3UOHAJHU IIPOCTOP CMECTUJIN y YCKY IIeB. Y OBAKBOj CUTYAIMjU MOXKEMO
pehu 7a je eJIeKTPUYHO T0Jbe KOHCTAHTHO, jép je T'YCTHUHA JIMHUja 10Jba KOje MOTUIY Of
jeJIHOT TAYKACTOT HaeJeKTPHUCAha KOHCTAHTHA 33 CBe Tadke y mpotopy. Kako mMaraeTHo
[I0Jb€ HE yTHYe Ha HaeJeKpHcarma Koja ce Kpehy Jy»K UCTe OCe y OBOj CUTYAIUjU OHO He
mocroju. CeT jeaHauInHA KOJU OM OIHUCAO ITOCMATPaHy CUTYAIH]Y je

d€ =0

dD = Q

rie D npencrasiba 0-dbopmy. U3 npyre jegunaunsue npumerom CTOKCOBOT 3aK0HA, Tjie 001aCT
M upencraBiba MpaBy, a IEHY I'PAHUILY [IPEJICTAB/bAjJY HEHEe KPajihe Tadke J001ujaMo 1a je
[I0Jb€ TAYKACTOT HAEJIEKTPUCAIbA
=L,
2¢q

14
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Kako mema marmerHor mojba HEMa HHU 3pateiba, Te Op3uHA CBETJIOCTH HE UTPa HUKAKBY

yaory y oBakoM cBery. Cuita u3mely jiBa TauKacTa HaeJIeKTPUCAba je OUurieaHo F = %.
S :

Jaumia nospa y Tadku ca KoopaunatoM ¥ je B = 5= re je ¢4 yxymno naenekrpucarse

KOje MMa T KOOpAMHaTy Belly Hero rmocmaTpaHa Tadka, a — YKYIHO HaeJeKTPUCAIbe KOje

UMa T KOOPJMHATY Mamy HEro OHa, ¥ OHO je HEe3aBUCHO OJ] KPeTara HAeJeKTPUCaba (JI0KIe

T'o1 OHa HE IIpeJjia3e TavKy Ca KOOPDJANHATOM 1‘)

4.2 EjgekTpoMartHerus3aM y JABe ANMEH3Uje

Jla 6ucMo MOTIM NPUCTYIUTH aHAJIN3U IPoO/IeMa MOPAMO Pa3BUTHU IPBO CIOJHAIILY
a3y y R2. Y nse mumensuje 0-dopMa mpeicTaB/ba TAUKY U HBeH OCHOBHE 00JHK je 1, 1-
dopwma mpeacTaB/ba JIUHA]Y U OCHOBHEU o0t ¢y dx u dy, a 2-dopma npeacraBiba MOBPII
ca ocHoBHUM 00simKOM dx A dy. OmepaTop croJbalimber u3Boja je

0 0

4.2.1 XoII0B onepaTop JAyaJHOCTH y JBe JIUMEH3Uje

Hauwn na koju omneparop 3Besjne aeryje Ha 0-dpopMy ce MOKe HACIYTHTU Ha OCHOBY
TpoanMen3uoHaaHor caydaja. On masbe 0-dpopmy y 2-popmy Tako ma je

*91 =dx Ady
*odx Ady =1,

rJie JIBOjKa y MHJIEKCY O3HAYaBa Jia Ce PaJid O olepaTopy y jBe numensuje. [pu jnenoBarmy
OBOT oreparopa Ha 1-dopMy MOpaMo KpeHyTHu oji jeduHuimje XomoBor OnepaTopa IyaJi-
noctu. Kako je auMmeH3uja HaIIEr mMpocTopa N = 2, BUAMMO Jia OIEPATOp 3Be3/e CJIKA
npoctop 1-dpopmu y 1-dpopme. Ilocmarpajmo 1-popmy o = dxz. Mopamo umaTu jia BaxKu

dz A B = (xodz, f)dx A dy,

e je B mpomsBosbHa 1-dopma. Y Eykimnckoj merpurin numamo aa je (dz, dz) = (dy,dy) =
1 u (dz,dy) = 0. Ako y nocienmnoj jeaqaaunau 3amerumo 3 = dax umamo

dz Adz = 0 = (kedz,dx)dx A dy,

IITO TOKa3yje na xodx He Moxke mMaru dr KOMIIOHEHTY, jep jeé BPEIHOCT YHYTpAIImher
npoussoga (xodx, dr) Hyna, 70K 6GM BPEIHOCT yHyTpAIlher Npou3Boja dr ca HEKOM -
depenrujaanom popmoM Koja cagapxku dxr 6miaa menynra. Kao mocsemuity oBora Mopamo
AMaTH 12 Baxku xodr = ady, rje je a HeKa KOHcTaHTa. ¥Y3umajyhu ga je § = dy umamo ja
je
dz A dy = a(dy,dy)dx A dy,

omakJje ciaenn Ja je a = 1. CIMYHUM MOCTYIKOM JOOHjMO a BaxKu ja je xody = —dz. 3a
IPOU3BOJbHY 1-pOpMYy « BazKl *9 kg v = —av. ¥ JBe guMensuje 1-popMma ce Moxke rpadudku
IIpeCTaBuTH Kao pamuinja aunuja. V3 mpeTxoannx jeiHadnHa BUIUMO 18 0Baj OIepaTop
npecaukasa 1-dpopmy v 1-dpopMmy HOpMaJIHy Ha Iby.
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4.2.2 MakcBeJsioBe jegHAYMHE Yy JBe ANMEH3Uje

MaxkcBesioBe jeHauuHe y JBE JUMEH3Uje Cy BEOMa CJAUYHE OHUMA Yy TPU JIUMEH3U]e,
jenwHa pa3jnKa je y TOME IITO je XOIIOB OIeparop IYAJHOCTH IepWHUCAH HA MAaJIOIpe
nomenyT HaduH. CeT oBUX jemHAUMHA je cieaehu:

dD =9
dB=0
oB
P —
£ ot
oD
dH = sl
H=JT+ 5
ca JIOJATHUM jeTHadrmHaMA:
D = €0 *2 &
B = Mo *2 H.

MakcBejioBe jeHaYnHe y JBe JUMEH3Hje ce MOTYy M3BECTU U3 AHAJOTHUX Y TPH JINMEH3H]je
pAaCIIMCaBIIN je/IHAYNHE 110 KOMIIOHEHTaMa, Te OH1a (DOPMUPAHLEM YHYTPAIIILET TPOU3BOJIA
ca Zz ja 6u ce ykjaoHno dz audepeHIimjas u TpuMeHOM JiepUHUIII]e CIIOJballlEber U3BOJIA Y
JIBE JIMMeH3uje u XOLOBOTI' OllepaTopa, JAyaJHOCTH.

IIpu paxy y aBe quMeH3Hje MHTE3UTET €JIEKTPUIHOL 1oJba £ ocTaje 1-dpopma, jep Mmopa
IIpe/ICTaB/baTH MOTEHIIN]ATHO OJbe 38 HAEJIEKTPUCAIHE KOje je CJIODOIHO KPeTaThu ce y Ty
paBuu. H u B upejcraBibajy cKajgapHa M0Jba KOja 0JroBapajy 2z KOMIOHEHTH TPOIUMEH3H-
onaJine Bejmuune. M3 @apasejepor 3akoHa, momro je £ 1-popma,cirenn na je B 2-dopma,
a oHJAa je caMuM TuUM 360r Bese ca B, H je 0-bopma.

Tlocmarpajmo ryctuny enekrpudsor duykca. 3 aejersa XoroBor omneparopa J1yaJHo-
CTH MOYKEMO 3aKJbyJIUTH Ja cy auauje 1-popme D nopmastre na gunuje 1-popme €. Axo cy
D, u D, xommonente 2-popme y Tpu aumensuje onja je D = —Dydx + D.dy. 3aTo mTo
je dumsmukn cmep duiykca ayxK juHnja 1-dpopme D a He HOpMajaH Ha by, D je Tako3BaHa
ucnperierera dgopma (eng. Twisted forms). 1-bopma J je Tkohe ucnperierana ¢popma u
IbeHe KOMIIOHEeHTe cy moBe3ane ca 3D ciyvajem Ha ncru Hadun Kao u kKoj D.

WNako je y TpomuMeH3MOHAJHOM Cjydajy Moryha aHajmsa mnpobsiema 6e3 yBoma mojMa
twisted form, dopme oBor Tuna nocroje u'y 3D caydajy. 3-dpopma Q je npumep twisted form
KOja je opHujeHTHCaHa IMOMONy 3HaKa HaeJleKTpucama. Y3 by, twisted form mpeicraBibajy
nHDnJ.

Amnanusupajmo cajia mpobiiem cusie y 2D erekrpomarnerusmy. [Ipu oBoj anansm jaBibajy
ce 1Ba Kpylujajna mpobsema. Jeman je onpehuBarbe eeKTPUIHOT U MarHETHOT I10Jba Y
HEKOj TadKW IMPOCTOpa, a APyru je oapehuBaibe 3aBUCHOCTH CHJIE Ol OBHX BekTopa. IIp-
BU mpobsieM peraBamo anajsioruo ciy4ajy v 1D. Kopumthemem MakcBenoBux jegnadnna
MOXKEMO JIOOUTU jeJHAYUHY €JIEKTPUYHOr I10J/ha TAYKACTOI HaejieKTpucama. Kopucrehn
yumbenuily ja je dD = Q kopumhemem Crokcose Teopeme jobujamo na je E(r) = QT?TEOf
Cuia Koja moTuve of eJIEKTpUIHOr 1oJba hie ounrinenno outu F = ¢E. Ho, kao mro je
Beh HamomenyTo, MaraeTHo nosbe y 2D je ckanmapHo mosbe u yobuuajHa TPOJIUMEH3NOHATIHA
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JneduHUIMja CUJle MIPEKO BEKTOPCKOI' Ipon3Boja y 2D maja y Boay u3 Buile pasjora. Y
0oBOM ciiy4ajy, JlopeHroBa cujia Koja Jieyje Ha HaeJeKTpucame ¢ Koje ce kpehe 6p3mHOM
V y esieKTpudHOM 10Jby B u maruerHom no/by B uma 00K

F=q(E+ D).

4.2.3 Ilporok enepruje y 2D

Y JIBOAMMEH3UOHATHOM CJIYyYjy UMAMO MOCTOjare TPOMEHUBOT U €JIEKTPUIHOT M MAar-
HETHOT I10Jba, T€ CAMUM THM MMaMO MOI'YNHOCT 1OCTOjarba €JIeKTPOMArHETHOT 3PAaverba.
[Tounronros BekTop y 2D mpencrasben je 1-popmom & = & A ‘H. Kao u kox D mupa-
Ball IIPOCTUpama je ayxK juauja 1-¢popme S. lakie, maremarndku, IlonaTHHrOBa (bopma
je twisted form. 3aro mTo je ‘H wucnperierena dhopma, oHa poy3pykyje ga u £ A H Oyue
twisted form. JacHo je J1a je OBUM IOCTUTHYTO Jia je (pusutka opjeHTanuja GpJykca eHepruje
Jyk Jinauja 1-dbopMe yMecTo HOpMaJIHa Ha bUX, KA0 IITO je Caydaj IPU HEUCHPEIJIETAHIM
dopmama. 36or oBe pasyuke y dopmynanuju 2D [lourTHroBe Teopeme mHTErpas BEKTOPA
KOju je nyasan S Huje yobmdajaH HHTErPaJI 110 KOHTYPH ca, JudepeHIInjaJTHuM TaHT€HTHUM
BEKTOpPOM, Bell yKJbydyje qudepHIInjalHn BEKTOP KOju je HopMaJiaH Ha myTamy. Ca apyre
cTpaHe , y CIydajy Ja ce u3p3u Ipeko judepeHnujainux Gopmu

rie je P KoHTypa Koja orpaHmdaBa MOBPIITUHY .

4.2.4 TanacHa jeagHYMHA

Kao mTo cMo Buaenn y mperexogHOM OJE/bKY, IMPOTOK eHepruje y JBe IUMeH3Hje je
moryh (mpucernmo ce Ja To Huje 6uo ciaydaj y jeaHoj aumensuju). Crora, MOKyMIajMo
JIOOUTH TajIaCHy jeHAYNHY €JeKTPUIHOr mosba. OBaKBa jeHAUMHA OIUCYje MPOCTUPAHE
€JIEKTPUYHOT 110Jha U u3Berthemo je n3 MakcBesoBux jeiHadnna. 3a 1MoveTak, JeIyjMo Ha
obe crpane PapajieeBor 3aKoHaA OIePATOPOM dkg JT00MjaMO

d*gdgz—gd*gg 0

ot ~HogdH.

Kopurmihiemem AMIepoBor 3aKoHa H3paykKaBaMoO H, U 3aMEHOM Yy IPETXOJHY jeHAUYUHY
J06mjamMo

o2 P
am D~ Hog T

[Tpumernom XoIoBor onepaTopa JIyaJHOCTH Ha 06e CTpaHe JeJHAKOCTH U KOPUIINemeM Be3e
usmely D u £ (x9D = —ep€) mobujamo

d 9 dé = — L0

1 92 0T

degdE = =2 _ 9
2072 2o M2y
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Omneparop Jlannac-ne Pama nedunucan je Ha cienehin HadwH:
Aa = (=1)"PHD[(=1)" kg d 3 d + d *g dkoa.
3ameHoM n = 2 H00WjaMoO Ja Cy CBU CTEIEHH [TapHHU, T€ BayKW Ja je
Aa = [xod x3 d + d g dxa]a.

Pagynamem KOMIIOHEHATa OBOT orepaTopa (IIoCMaTPaBIIN HErOBO JE€jCTBO HA MPOU3BOJb-
Hy GopMy UMju je CTeleH Marbu OJ TPU U IPUMEHOM JepUHUINje CIOJbAIIIbEl HU3BOIA
n XOIoBOr omeparopa JyaJHOCTH) I00MjaMo /14 OBaj OmepaTop Jeiyje Ha J0OpO MO3HAT
HaYUH
0? 0?
- Oz + Oy?

Ha KoMIOHeHTe mudepenimjaane dopme. Kopurrhemem omneparopa Jlamnac-ne Pama, Be-

3e \/ﬁ = ¢ ¥ TOJ| MPETIOCTABKOM Jla je T'yCTUHA HaejieKTpucama ( mobujamMo TajacHy
jeTHaIuHYy
1 9 N
A— 77} £ = ok 2L
{ 2 ot HO*2

Jlobujena TasiacHa jemnadnHa Beoma nojceha Ha TasacHy jeqHaunny y 3D caydajy. Hamme,
TajacHa jeJHAYNHA €JEKTPUYHOr I0Jba Y TPHU JINMEH3Uje MMa JIEBY CTPAHy jeIHaAKOCTU
HCTY, IOK JlecHa cTpana y 3D ciyvyajy mma mpenzHak + yMecTo —.

4.2.5 IloreHiujan m KpeTame y JBOANMEH3NOHAJIHOj €JI€KTPOINHAMUIINA

Ca maTiM 06UKOM €JIEKTPUIHOT TI0/ba MHTETPAIMjOM MOXKEMO JTOOUTH U3TJIE]] eJIEKTPO-
CTATUIKE MOTEHIHjATHE €HePTHje HaeJIeKTPUCama y ToM 1mojby. Ona je W = — g;‘g) In(r)+C.
PazmoTpumo caia Kpetame HaeIeKTPUCAHE TeCTHUIE HACJIEKTPHUCAIbA (] Y M0J/bY TaIKaCTOr
HaeJIeKTpucama —ge (CyIpOTHOI 3HAKA) Koje Mupyje (Ipu OBOj aHa/M3u 3aHeMapuhemo
edexre 3padema). Ao ce decrura kpelie 10 Kpy»KHO]j [IyTamby U3je[HaIaBambeM HBEeHOT TeH-
TPUIETAJHOT yOP3ama ca CHJIOM UHTEPAKIUje Ca CTATUIHUM TAYKCTUM HACJIEKTPHUCAEM

nobujamo

mv’  qig

R 2weoR
OBuM yBHbhaMO [1a je yCJIOB 3a KpeTame 110 KPYKHUIIN HE3ABUCTAH O paaujyca ucrte. Pasz-
MOTPHMO Ca&JIa CUTYAIU]y yV KOjOj ce HaeJeKTpucare ¢; Kpehe He Mo Kpy»KHUIM HEro 10
HeKo] japyroj nyramwu. IIpumernmo Hajupe ja je 0OJMK €JIEKTPOCTATHYKOI ITOTEHIIN]asIa
TakaB Jia je OeckoHavaH 3a 1 — +00. OmaBje cie/in Ja je Kperajbe HaeJeKTpucama y dec-
KOHATHOCT HeMoryhe y /iBe IuMeH3Mje. 3a OBAKBO KPETAahe BayKU 3aKOH OJIPyKAIha €Hepruje
(ryGurm ycses 3paderba ce 3aHeMapyjy) U 3aKOH OJpyKarba MOMEHTa HUMITyJIca (CHiIa eje-
KpeocTaTuyuke MHTepakimje je nenrpasina). OBa j1Ba 3aKOHA 3alMCAHA IPEKO je[HAUNHA Y
TOJTAPHUM KOOPMHATAMa CY:

2 _ q192
2meg

= muv

m

252 41767 + W (r) = E = const
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mr?¢ = L = const.
Uspaxasajyhu ¢ u3 apyre jegHadnne u 3aMEHOM Y MPBY JI00WjaMO

mr2 L?

2 + 2mr?

+V(r)=E.

OpaBe, u3pazkaBameM 7, JT00HjaMo

SaMeHOM M3pa3a 3a MOTEHIWjaJ IPpY YeMy y3uMamo fa je koucranta C' = 0, gobujamo

;= 1\/2E7~2 _ wﬁ _ L722 — }\/aTQ — Bn(r)r2 — 7,
r\l m TEQM m T
rie cy «, 8 u vy > 0 omroapajyhe cmene. AnanusupajmMo PYHKIN]Y 1101 KopeHoM. [la 6u
rocrojaja opbura y Kojoj ce BpeanocT r kpehe mamehy Heke JBe BpegHOCTH ITOTPEOHO je
Ja OHA WMa JIBE PeaJiHe MMO3UTHBHE HyJie TaKBe [1a je BPeIHOCT Te (PYHKIUjEe y TadKaMma
n3Mehy HBUX MO3UTHBHA. 10 3Ha4MW ja je moTpebHo ja rpaduiu GyHKIHja y = ar? —
15} ln(r)r2 Uy = 7y UMajy JBe IIpecevHe Tadke, IPU 4eMy je y obsractu m3Mely Te JiBe Tavuke
3aJI0BOJHEH YCJIOB Ja je rpaduk npse byHknuje udnaa rpacduka apyre. Llpramem rpaduka
0OBUX JBe]y (DYHKIMja 38 pas/ImduTe BPEIHOCTU MapamMerpa « u [ npumehujemo ja je To
caydaj, ogHocTo ma cy y 2D emexkTpocraTuim 103BOJbeHEe opbuTe m3Mely aBe BpegHOCTH
pactojama r. Ho, ucrnocrasipa ce 1a TakBe opdbuTe HUCY 3aTBOPEHE.

¥ — ot = Flnfa)r?

y=ar’ - gln(r)y? /\
y=7
¥=1 \

a) 6)

Cnuka 4.1: I'pabumm bynxmmja y = ar? — BIn(r)r? n y = v y caydajesuma kama je a) a > 0 n
6) a <0

4.2.6 KsanTtHu XoJjioB edekar

XosoB edekar je mojaBa Kaja y MaTepHjaJly IBPCTOr arperarHor CTamba KPo3 KOju je
MIPOMYIIITEHa CTPYja M KOjU je TMOCTAB/bEH y CIIOJbAIIIbe MOMPETHO MArHeTHO MOJbe, J0Ia31
JI0 TI0jaBe IMOIPEYHOr HAlOHA. BpeIHOCT OBOr HAIIOHA JIAKO C€ MOXKE JOOUTH KOPHUIITNemheM
YUILCHUIIE JIa CE€ HAEJIEKTPHUCama He Kpely y mompedHoM cMepy, To jecT ja je Jlopeniosa
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cujla KOja IOTHYe OJf MAarHETHOT I10/ba U3je/IHaUeHa ca eJIEKTPUIHOM CHJIOM KOja ce jaBiba
ycpe s X0I0BOT HAIOHA. XOJIOB HATIOH OJIaB/Ie U3HOCU
U= B = EI = Rygl,
ne ned

rJe je j rycTuHa crpyje, I jaunna crpyje, | IuMeH3uja IPOBOJHUKA Y IIPABILY 110jaBe X0JI0-
BOI' HAIOHA,d HEroBa JUMH3Mja Y [IPABIy HOPMAJIHOM Ha, [IPABAIl IPOCTUPAba CTPYje U Ha
mpasalr mojase XoJ0BOI' HAIlOHA, B jaunHa BEKTOpa MarHeTHe WHAYKIIMje, N KOHIIEHTPAaIl-
ja eleKTpOHa y MPOBOIHUKY a € HaeJeKTPHUCAIhEe eJIEKTPOHA. X0JI0B edeKar je mojaBa Koja
ce jaBpa y 3D cery u oTkpuBeHa je 1879.

Nako je muckycuja oko 2D cBera Bohena 10 cajga m3riemaa Kao IUCTO TEOPH)CKA,
0e3 TpakTUIHE MPUMEHE, IMOKA3aJI0 ¢ KAa0 HeTadHuM TO TBpauTu. 1960-ux cy HaydHUIIN
ycresn pOpMUPATH JTBOIUMEH3NOHATHE eJIeKTpoHCKE rac. CiiojeBu oBOr raca (popMupaHu
cy y onpehennm Bpcrama tpansucropa (Mocder). Cioj esekrpona je csera 50nm TaHaxk,
JIOK E-eroBa JpyTra JUMeH3Hja MOXKe Whu 10 peja BequdnHe Muymmerpa. OBO je y MHOTO-
Me jionpuHesio oTkpuhy kBanTHOr XosioBor edekra (1980. romuna). Ilpu ycnocrasibamy
KXE remneparypa ce cHuzKaBa J10 jako HEUCKuUX Temmeparypa (u3mehy 25mK u 500mK),a
MarHeTHO IOJbe KOje ce yKJbydyje je jako Beiauko (m3meby 57 u 157"). Tama nmpoognn
eJIEKTPOHU 300r (KBAHTHOMEXAHMYKOT) MPOIeNa eKCTUHKIM]e He MOTy Ja ce Kpehy my»x
z oce, Te cy Be3aHu 3a ry paBaH. OBUM je IMIOCTUTHYT CKOPO HJI€AJIaH JBOIUMEH3NOHAJIHA
€JIEKTPOHCKHU Tac. X0JioBa MPOBOJAHOCT (= 1/omnoprocm) y oBOM ciydajy je 1eao6pojHu

&
YMHOXKaK eJIEMEHTapHe ITPOBOJHOCTU -

4.3 EaektpoMmarseru3aMm y YeTHPHU ANMEH3Hje IIPU YUEeMy Ce
BpeMe He TPeTHupa OJBOjeHO O/l IPOCTOPHUX KOOPAWHATA

Craeneha anymsa mokpuhe MakcpesoBe jeaHadquite IpyU 9eMy BpeMe TPeTHPaMO He Kao
JIO cajia OJIBOjeHy JUMEH3Hjy, Beh Kao KOMIIOHEHTY YeTBOPOBEKTOpA y IPOCTOpy MUHKOB-
CKOT. Y YeTBOPOJMMEH3NOHAJIHOM MpocTopy MuuKOBCKOr MakcBesoBe jeaHaduHe MOIpH-
Majy BeoMa KOMIAKTaH 00/uK. [la 6MCcMO yTBPIUIN BIUXOB OOJIMK TOTHUMO O] pa3MaTparba
nHTerpajHe pepsuje PapajiejeBor 3aKoHa y Tpu auMensnje. OBaj 3aK0H je

i)
— B=— E.
dt J4 9A

UnrerpasbemeM OBe jeJHAUMHE [0 BPEMEHY y BpeMeHcHOM uHTepBasity 1 = [t1,ts], u mo-
cMaTpameM BpPeMeHa Kao YeTBPTe KOOPJAWHAHE Y JOJIaTKy Ca TPU TPOCTOPHE JT00MjaMo

/B —/B +/ £Adl=0.
A to A t1 OAXT

Jlomen nHTErpalje y 9eTBOPOINMEH3NOHATHOM IIPOCTOPY Koju je (popMupan momohy x, ¥,
z 1 t je IBOAMMEH3MOHAJIHA, [IOBPIIKMHA TPOIAUMEH3NOHAIHOT IMJIMHIPa MeHEPUCaHa TPaHC-
JINpameM TOBPINA A Jy»K BpeMeHCKe oce 0Ji KOOpJauHaTe t1 J0 KoopauHare to. Y IPBOM U
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JIPYTOM 9JIaHY TOCJIEbe jeJHadNHe WHTerpalyja ce BpIIU 10 Oa3aMa MUJIMHIpA, JTOK Ce
Ko Tpeher wiaHa HHTerpalyja BPIIX IO OMOTAYy LMJIMHIPA.

VYeenumo caja PapajiejeBy 2-dpopMmy F Y I€TBOPOINMEHZNOHATHOM IIPOCTOPY JeDUHU-
caHy Ha cjenehm HaunH

F=FEde ANdt + E,dy ANdt + E.dz Adt + Bydy Adz + Bydz Adx + B.dx A dy.

3a oBy dopMmy Baxku
F =0,

oV
e je nosprunaa mnHpa OV oapehena ca 0A X t1 UJA X ta U A X [t1, ta]. akie, diyke
QdapanejeBe popme yBek HyJa. [Ipn nHTErpa/bemy cTe WIAHOBU KOJU CaJprKe €JIEKTPUTHO
[oJbe JIONPUHOCE MHTETPAJY IO OMOTAUy IUJIUHIPA, TOK YIAHOBUA KOje CaJprKe MArHETHO
JIOIIPHHOCE MHTErpaJy 1mo bazama. AKO 3a IIPOCTOpP HHTerpanyje n3abepemMo HOBPIIUHY 3a-
npeMuHe Koja ce kpehe myxk BpeMencke oce noduliemo Papanejes 3akon. Ako, ca apyre
cTpane, nzabepeMo 3alpeMuHy KOja Ce IIPOCTUPE KPO3 CBE TPHU IIPOCTOPHE ajud He U KPOo3
BPEMEHKY KOOpIAuHATY HobuliemMo 1a je bjyKe MarHeTHOr IoJba Hysa. Ha cinvan madmn
MOKEeMO KOHCTpyucaTu MakcBeaoBy (opMy

G = D,dy ANdz + Dydz ANdx + D.dx ANdy — Hpde Adt — Hydy A dt — H.dz A dt.

Ho, npe nero mro nHacraBuMo ca opMysIanujoM 4eTBOPOIUMEH3UOHATHOT eJIEKTPOMAarHe-
TH3Ma y mpoctopy MUHKOBCKOT MOpaMo ce 1o3abaBuTH ca oIl Imap MaTeMaTUIKUX I1OjMO-
Ba. Hajupe, npocrop Munkosckor nema Eykiuacky Merpuky. ¥y 0BOM IIPOCTOPY pacTojarbe
n3mehy nee 1-popme A u B je

AtBt
2’

(A, B) = xa(AN*4B) = Ay By + AyBy + A, B, —

r7e je ¢ Op3mHa MPOCTUpaba eIeKTPOMATHETHIX Tajgaca y BakyyMmy. Ca OBOM METPUKOM
MOXKEMO JIAKO YBUJIETH Ha, KOjU HAYUH XOIIOB OIEepaTop IYAJTHOCTH Jejyje Ha dopMme y
9eTBOPOIMMEH3NOHAHOM IIPOCTOpY. Tako, AeaoBame oBor oneparopa Ha 0-dopmy onucaHo

je jemnaamaoM *41 = dx A dy A dz A cdt, va 1-dopmy *xgdx = —cdt A dy A dz, Ha 2-
dopmy *4(dz A dy) = —dz A cdt, va 3-popmy *4(dz A dy A dz) = —cdt u Ha 4-dopmy
*x4(dz A dy A dz A edt) = —1. Takobe, 6urno je HamomenyTu u ciejseha cBojecrBa XoroBor

OIepaTopa JYATHOCTH ‘kqkxq = 1, x4 k4 *4xq4 = 1, *Zl = %4 *4 x4. Omeparop croJballber
U3BOJA je

0 0 0 0

[Tpumenom Crokcose Teopeme Ha PapajejeBy HopMy UMaMO Ja BaXKu
dF =0.

YV 4eTBOPO AMMEH3UOHAJHOM IIPOCTOPY BaxKu pejaiuja G = %*4 JF, Ipu UeMy BeJTMInHA,

% HeMa HUKaKBOI (pU3MUKor cMucia (OBje ce Hajasu caMo 300r n3abpaHOr cucreeMa

jemHuIA).
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IloenkapeoBa Jjiema HaM I'OBOpHM Jla aKO je CHOJballllbu u3Boj Heke p-dopme 0, oHIA
ce y simply conected space MoKe MPEJICTABUTH KAO CHOJbAIIbI U3BOJ Heke (p-+1)-dopme.
Kopucrehu oo, nmamo

F=dA,

rae je A = Apdr + Aydy + A.dz + c®dt, tae cy A, Ay, A. KoMIOHEHTe MarHeTHOr
BEKTOPCKOT ToTeHIrjama,a ¢ mpeacTaB/ba CKAIAPHU €JTeKTPUTHU TIOTEHIHAT. Y BEIIMO
Jasbe audepeHujaaay Gopmy

Jy = —Jpdy Adz Adt — Jydz Adz Adt — J.doe Ady Adt + do A dy Adz,

rjae ¢y Jg, Jy, J. KOMIOHEHTe IyCTHHA CTpyje, a p je TyCTHHA HaeJleKTpucamba. 1eTBopo-
JVMEH3MOHAJHA BapujaHTa AMIIEPOBOI 3aKOHA IJIACH

dg = Ja.

Kopunihemenm nperxonaux pesaruja modujamo

LAy dA = T,
Ho

OJTaKJIe BHIUMO J1a Y 9€TBOPOIMMEH3NOHAHOM IIPOCTOPY J4 W3BOp MakcBesioBux popMu.

Axo ysegemo oneparop d ma cienehn maunn d = (—1)F *Zl dxy4, Tze je k cremen dompe
HA KOjy OIepaTop Jiejlyje, MOKEMO yBECTH TAJACHU OIEPATOD KAo

O =dd+ dd.

Ca ciobogom uzbopa rejia 3a A y kojem pagumo ysehemo na je d x4 A = 0 (JIopennos
rejir). Cajia MOXKEMO 3alUCcaTu TaJacHy jeJHAUYNHY Kao

<>-A=1/LO*4.74-
Ko

V 9eTBOPOINMEH3NOHATHOM IIPOCTOPBPEMEHY Ca KOODAWHATAMA I, Y, 2 U t UMaMO Ja OIle-
patop < ucnymaBa yCJIOB

10%f 9%F  9*f  0%f
of oy 022

T 2oz o2

4.4 Yomnnrewme Ha n + 1 mpocTopBpeMe

[Ipumeruaun cMo jorn panwje fda jemaH Te UCTH ceT MaKCBeJIOBUX jeHAYNHa OIUCY]Y
eJIEKTPOMArHETHE II0jaBe y pas3jmauTuM jJumMensujama. Crora, Taj cer MOXKeMO yIoTpeOuTn
y OIMCHBAIbY I'E€HEePaJIHOI CJIy4aja KaJja ce paju O N-JMMEH3MOHAJIHOM IIpOocTopy. ¥ n-
JUMEH3NOHATHO] €JIEKTPOAMHAMUIIA MOCTOjU U €JIEKTPUIHO W MAarHETHO IOJbe, OHA MOTY
OuTH MPOMEHUBA Y BPEMEHY, Te€ CTOra MOCTOjU e(PeKaT eJIeKTPOMATrHETHOT 3PAveHha.



4. EjekrpoMarHeTusaMm y Pa3/IMauTHM JIHMEH3UjaMa 23

IIpornec Hanaxkemwa jeJIHAYMHE [10Jba TAYKACTOI HAaeJIeKTPUCaba Ha PACTOjamby T Ol Hera
CWYaH je MCTOM IIOCTYIIKY V JIBe WM Yy jeJHo] auMeH3uju. lobujeHn oOIUK 3aBUCHOCTHU

jadurHe 110Jha O] pacTojama je
q

- S,eqrn1l’

rre je Sy pakTop Koju 3aBUCH OJf TOBPIIKHE n-uMen3uone cdepe. [Ipu Tome Baxku ciresieha

E(r)

penamuja:

w3

nm
MG +1)°

upu demy je I'(x) rama dynknuja nedbunucana pekyperaraom sesom I'(¢) = T'(t—1)-(t—1),
a Baxu na je I'(3) = /7 u T(1) = 1. Ilpumehyjemo na Baxu Sy = 2, Sy = 2w, S3 = 4,
Sy =272

Sp =

4.4.1 Ilorennujaa u Kperame y n-JIUMEH3NOHAIHO] eJIEKTPOAUHAMUIA

Carytacno (bopMyJIa 3a €JIeKTPUYHO [0JbE TAIKACTOr HACJIeKTPUCahba HMAMO Ja je eHep-
r'ja eJeKTpoCTaTuIKe NHTepaKIyje JABa HaeleKTpucama W = Mﬂlf%' [TocmaTpajmo
calla CUTyalijy y KOjoj Ce TauyKacTO HAaeJeKTPUCAIbe ¢ MOMKE CJI0OOJHO KpeTaTH y II0JbY
CTATHYHOI TAaYKACTOI HACJICKTPHCAMba CyIPOTHOr 3HaKa —@2. AKO 3aHeMapuMo edexTe
3pauena, IMaMo Jla Ce 3aKOH OJprKarba eHepruje MOKe 3allICaTH y HCTOM OBJIHMKY Kao y
2D

S (2 127 + W(r) = E = const.

V3 onrosapajyhe cmene MOXKEMO 3aIIUCATH
mi? L? mi-? L? Cc?

V = E = - .
2 * 2mr? +V(r) 2 t omr2  pn—2

[TpumerHo je ma y ciydajy n > 3 eJeKTpOCTaTHYKa €HEpruja y +00 KOHYIHA (Ca HAIINM
uz6opom KoHcTanTH (), Te ce HaeJIeKTPHUCcabe MOXKe GECKOHAUHO Y/Ia/bUTH OJ] TAYKaCTOr 13-
Bopa 1osba. Hajia/be MOXKeMO HOCTYIATH aHAJIOTHO JIBOAMMEH3MOHAIHOM CJIy4ajy, Tparkehn
jennauumny 3a 7. Tpakena jemnadmHa

1
i = —v/Ar? + Bri—n — C2,
r

ca oxropapajyhum cmenama. Ilpramem rpaduka kao y geay 4.2.5 mobujamo ja 3a n =
3 nocroju crabusina opbura, TO jecT OpOUTAa Y KOjoj BpeIHOCT 1 ocimiyje uamely JiBe
BPEIHOCTH Timin U Tmaz, JAOK 3a n > 4 He mocroju TakBa opbuta. Ho, 10 maror aprymenra
MO2KEeMO JIONW 1 Ha MaJIO JPyraduju HauWH, IpaTehn paj KOju je Hallncao HEMYKU Hay THUK
W.Biichel. On je cBoje uzBoheme ypajno Ha TPUMEPY IPABUTAIIMOHOT MOTEHIHja A y NIl
JUMEH3H1]ja, HO KAKO ce O0JINK IPaBUTAIIMOHOT IIOTEHIINjaJIa TOKJIAIa Ca eJIeKTPOCTATUIKUM
ITOTEHITNjAJIOM MOXKEMO TPUMEHUTH 110 (DOPMAJIU3AM JIAT Y OBOj aHAJIM3U CUTYAIHMjEe Ha HAII
caydaj. OH je y3eo allpoKCHMaIUjy v KOjoj je UIaH eHepruje KOjU CaJIP:KU T 3aHeMap/bUBO
MaJIl y OJIHOCY Ha ocTtarak eHepruje. OBo je ompaBiaHa alpoOKCHMAIdja y CIydajy Kaja
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je pacTojame o1 U3BOpa I0J/ba 0 HACJIEKTPHUCAIbA Y IMOKPETY jako Beuko. Jlakje, yKymHa
eHepruja Koja ce oJIp:KaBa ce MOXKe HAITUCATH Kao

L2 02
o2 2

Ako ce r kpehe wsmehy r1 u ro iz 3.0.E cienu:

L2 CQ L2 02

2 n—2 2 n-2°
2mri 1y 2mry  ry
2
Lenrpuneranna cuiaa u3nocu Fi, = L—3 IIpumerumo caja ja 3a eKCIEHTPUIHY OpOUTY

mr
BPpEAHOCT NLEHTpHUIleTa/JIHEe CHUJIEe Yy IIepuxesjry Mopa outu Beha OJI CHJIE €JIEKTPOCTaTHU4IKe

WHTEpaKInje, nHavUe OU ce HACEKTPUCAHA CYTAPUIIA, & BPETHOCT TEHTPUIETATHE CUJIE Y
adesry Mopa OuTH Mama, OJ CUJIe eJIEKTPOCTATUYIKE HHTEPAKIIje, MHaUe O HACTIEKTPUCAHE
OTHILIO ¥ OECKOHATHOCT. Y3uMajyhu 0BO y 003Up A0/Ia3UMO J0 HEjeTHAKOCTH:

G)la =027 < G-

max

Kaxko je mmin < Tmaz, SOOHjaMO [1a je IPEeTXOMHH YCJIOB HHUje UCIymeH 3a n > 4. [lakie, y
€JIEKTPOMArHeTu3My ca n > 4 Hema ctabusaHux opbuta. OBaj apryMeHT IIpUMEHhEeH Ha Tpa-
BUTAITMOHN IOTEHIIN]aJI CJIY2KHO je MHOTUM ayTOpPHMa Kao jOIll jeJlaH JOKa3 Ja je TUMeH31]ja
Harrer cBeta Mamba of 4. Ca Jipyre cTpaHe Jia HAIll CBET HUje JBOJIMMEH3NOHAJAH KOPHUITheH
j€& BUOJIOIIKO-TOIOIOMKY apryMenT. Bumeheiujcku opranuszam je, Kao mMTo U caMO UMe Ka-
ke, carpaben ox Beher 6poja henmja u Te henmje cy HepBHUM BIakKHuUMa moBe3ane. Kaja 6u
HaIll CBeT OMO IBOJMME3UOHAJIAH Ta BJIaKHa O6u ce Mel)yoOHO yKpIiTasa Kao IITO Ce YIuIe
VKpINTajy y rpajoBumMa. Kao mocseaniia Tora, HepBHI UMITyJicu Ou Mehycobno nnrepdepn-
pasu. Crora, MocTojame BUCOKO Pa3BUjeHUX OPraHU3Ma Ca HeMHTedEepUpajydnM HEPBUMA
Moryhe je y cBeToBuMa ca auMeH3ujoM BehoM o1 aBa.
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3aKJbydakK

Y oBOM pajly Ipe cBera CMO MOKa3aJu IPeIHOCT Kopuiihema audepeHiujaganx Gop-
MU y pemraBamy pobjieMa U3 eJeKTpOMarHeTusMa. ¥ OJHOCY Ha BEKTOPCKY HOTAIU]y,
MakcBesioBe jennadnie y JudepeHInjaaTnoM OOJUKY IHpPYy»Kajy BUCOKY MHTYUTHBHOCT U
omoryhapajy Bu3yejn3aIyjy orepaTropa poTopa, IITO je MHOIO TeXKe Yy BEKTOPCKO] HOTa-
muju. Takohe, MakcBesioBe jemnadnte 3anucane y audepeHnnjabuInoM 00JIUKY OCTaju WH-
BapHUjaHTHE IPU TPOMEHU JIMMEH3HUja IIPOCTOPAa, JeJINHO Ce MEmajy crereHn hopMu Koje
urypuiiy y suMa 1 1ejcTBO XOIIOBOI' OIIepaTOpa, IyaadHOCTH. AHAJIM3UPATIE CMO ITpObJIeM
JIBOJIMMEH3UOHAJIHOT CBETa W 3aKJbYyUUJIN J1a JIaTa aHAJM3a HUje caMo y30y/JbUBa 3a HacC
KOjU Y aHaJIu3upaMo, Beh ce 3aK/bydIy KOje IMOBIAMUMO U3 e KOPUCTE Y HEKUM JIPYTUM
obsiacruma. Takohe cMo TpoITIN KO3 MOBPIIHY aHAJIN3Y €JIEKTPUIHOL [10Jha Y N TUMEH3H)a
1 3aKJbYYWJIM JIa 38 1 > 3 He [I0CToje crabuiaHe opbure. 3alIoBUIM CMO U (PUI030DCKIM
BojlaMa, pazmaTpajyhu npobsieM JUMEH3MOHAJHOCTUA CBETA y KOjEM KHUBUMO.

ITocTaBpa ce muTame Ja JU je KOPUCHO PasMaTpaTH jeJHOIUMEH3UOHAHU W JIBOJIU-
MEH3UOHAJHHU €JIEKTPOMArHEeTH3aM IIPe Pa3MaTparba eJJeKTPOMarHeTu3Ma y TpH JuMe3uje.
Taxpo pazMaTpame je ce OYUrJIeTHO TTOKA3a/I0 KOPUCHUM Yy T€OMETPHUjH, HAJIPEe CMO PaJiu-
JIM Ca TeOMETPHjCKUM 00jeKTUMa y PaBHH a TEK KacHHUje MPEILIN Ha reoMeTpHjcke 0bjeKTe
y mpoctopy. MehyTum, pasinka y eJIeKTPOMarHeTHUM II0jaBaMa y jeqHO] JTUMEH3UjU U Y
HCTHM y TPHU JIMMEH3Mje CYBHIIE je BeJuKa Jia OM MOMOIJIa pasyMeBaiby CUTYAIWje y TpU
mumensuje. Ca Japyre crpaHe, pa3jindka y JIBOJAUMEH3MOHAJHOM €JIEKTPOMATHETU3MY U Y
TPOMMEH3UOHATHOM je CYBHIIEe MaJia ja Ou JOBOJBHO ojiakinaJia aHagmsy 3D cera.

Buso kako 6mio, ananm3a pusnakux peHoMeHa, OUIN OHU OJ CYIITHHCKE BasKHOCTH
WM MapTUHAJHU YBEK MPEJICTaB/ba MU3y3eTHO 33JI0BOJBCTBO U yiKuBame. CaMum TuM, du-
3UKa [PEJICTaB/ha HAJJIENITy IPUPOJIHY HAYKY KOjOM Ce YOBEeK MKajia 0aBmO M KojoM he ce
nKaia 6aBUTH.

25
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3aXBaJIHOCT

OBuwMm 1yrem OUX ce KeJjleo 3aXBaJUTH Hajlpe cBoM MeHTOPY Bpanucnasy llserkosuhy
Ha CBOj MOMONU mpu U3pajiu OBOT MaTypckor paja. OHaa Oux ¥Kejeo Jia ce 3aXBAJIUM CBUM
npodecoprMa KOju Cy MU HKaJIa IpeJaBajil MaTeMaTwKy u (DU3NKY, a Mpe CBera CBOjOj
paspennoj Haramu Yamykosuh koja Mu je mpefaBajia y MareMaTndkoj ruMHA3UJA U KOja
Mu je y HajBehoj Mepu ycaamiia jby0aB nmpema u3ud U Koja Me je yBepuia ja je dpusuka
IpeJiena.
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