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1. YBOJ

Urpa ,,Moj Opoj* je jemna ox urapa U3 nomyiapHor ngomaher kBusa ,,I'B crnaranuna® koju
ce eMutyje cBakor paasor gaHa Ha PTC-y. Huse urpe je na ce ox 6 monyheHux, ciaydajHo
n3zabpanux OpojeBa (He 00aBE3HO Pa3IMUUTHX), KOpUIThEemeM YeTHPU OCHOBHE MaTeMaTU4Ke
onepauuje (cabupama, oly3MMama, MHOXEHAa U JeJbeha) M 3arpaja cacTaBu H3pa3 uHja je
BPEIHOCT jeJHaKa, WM IITO NMPHOIMKHU]jA, 3aaTOM Opojy (Apyraumje 3BaHOM M ,,Ta4aH" WIH
,TpaxkeHU“ Opoj). Caku ox 6 monyheHux OpojeBa ce MOK€ YHNOTPEOUTH HAJBUIIE JEAHOM Y
u3pasy. [IpBa yetnpu on mect nonyhenux OpojeBa cy jeAHOIU(PEHH (alu pa3IuUUTH O] HyJIE).
Ha nerom mecty je jenan ox 6pojesa 10, 15, 20 unu 25, a Ha nocnenmwem 25, 50, 75 wnu 100.

[Tporpam omucaH y 0BOM pajy je NMPBEHCTBEHO HAaMEHEH pelllaBamy MpodiieMa U3 Urpe
,»,Mo0j 6poj*“. OcuM 1mTo ce 6pojeBu okpehy crmydajHUM peOM U MOTY Jia ce 3aycTaBe, Oalll Kao u
y urpu ,,Moj 6poj*, Mory aa ce 3aaajy u OpOjeBU MO KeJbU. JEAHOCTAaBHO CE YMECTO JyrMera
,CTOII* moxe xnukHyTH Ha ,JloctaBu Opoj* m m3zabpatu Opoj koju he OuTH ymucaH mocie
3aycraBjbama. HakoH m36opa OpojeBa KOPHUCHHK MOXXE Ja cacTaB/ba MaTeMaTHUKHU H3pa3, a
[porpam Ja pauyHa BEroBy BPEIHOCT, WIIM MOXKE IIPOTpaM caM Jia TPaXKH pellemhe — u3pas umja
Jj€ BpPEeIHOCT Tpa)XeHU Opoj, WM aKo TaKaB HE MOCTOjH, OHJA OHAj YWja je BPEIHOCT HajOnmxa
TpaXKeHOM Opojy.

[Iporpam mMa pa3He ONTUMHU3ANMjE Y AITOPUTMY Tpa)kema HajOoJker pelierma, IMTO ra
YUHU BeoMa Op3uM. JenaH oJ INIaBHHMX IUJbEBA M3paje Mmporpama Ouo je ympaBo Op3uHa paja.
HcnpobaHo je HEKOMMKO pa3iMuMTUX HAuWHA 332 TPaXeHmhe peliemha, a MPBH Ol BHUX je OO
obuvan brute-force; 3aTuMm cy ucnpoOaHe pEeKyp3UBHE M HEPEKyp3uBHE Merojae, 0e3 u ca
namMhemeM U3padyHaTUX pe3yliTaTa; pauyHame ,,yHanpe ™ u ,,yHa3aq  (Te ce MoJia3u Of TAYHOT
Opoja); W KOHA4YHO, y HEKUM MeToJlaMa, pa3He MaTeMaTHYKe ONTHUMH3aIlje Kojuma ce n3berana
paduyHame HEKMX HemoTpeOHWX m3pasza (MpUMep je KOMYTaTUBHOCT cabupama U MHOXKEHA) U
ynopehuBame Op3uHe paga. O cBUM OBHM MeTOJamMa W HHXOBOj epukacHOCTH Ouhe peun
KacHHje.

[Iporpam mMa MOTYRHOCT Tpaxema CBHX pEIeHka, WM MOXE IMocie jeaHor HaheHor
pemiema (y ciiydajy Ja je Hamao TadaH Opoj) aa craHe. Pemiema Cy CyIITHHCKU pa3ludHTa — C
0031poOM Ha TO JAa Cy y mporpaMm ybadene Beh moMeHyTe MaTeMaTHyke ONTUMU3aIIM]e (a mopes
KOMYTaTUBHOCTH U MHOT€ J[pyTe), OHJA CY ,,CTUYHA" peliekha caMiuM TuM Beh n3daueHa.



2. TPOTPAMCKHU UHTEP®EJC

[Tporpamcku uHTEpdEjC je jeHOCTaBaH U CIWYaH OHOME y UrpH ,,Moj 6poj“ y kBu3y ,,I'B
craraguna®. Y ropmeM Jielly Iporpama ce Hajase 3 1ojba ca Mo jeAHOM IM(POM TpaKeHOT
Opoja, a ucnoJ BbuxX jour 6 gyrmuha, Ha KojuMa Cy HamucaHu noHyheHu OpojeBH, Ha CBAaKOM I10
jenan, u pacrnopeheHn ucTo kao u y kBu3y (mpBo uny 4 jeanouudpena). Ucmon tux 6pojea je
JIyrMe 3a rnoderak HoBe urpe, onHocHo ayrme ,,CTOII™ kana ce 6pojeBu okpehy (yBek ce BUAM
jeaHo ox Ta asa ayrmeta). Oamax ucnon nyrmera ,,CTOII® Hanasu ce qyrme ca MeHMjEM 3a
MOCTaBJbakhe Opoja — KIIMKOM Ha TO [yTMe MOe ce u3abpaTu OMIIO KOju Opoj KOju je T03BOJbEH
Ha TPEHYTHO) MO3UIMjU (10 MpaBUIMMa KBH3a), U OH he OWTHM yHHCaH yMECTO TPEHYTHOT,
ciyuyajHor Opoja. Hakon mocraBibama jenHor Opoja, wim knukom Ha ,,CTOII, tpenytHn Opoj
OcCTaje YIHCaH Ha CBOjOj TIO3UIU]H U MOYHI-E J1a ce BpTH cieaehu 6poj, cBe 0 Mociemer HaKoH
KOjeT Urpa MOYUbe.

Ucnon nyrmera ,,CTOIT* (u onor 3a
nocTaBJbame Opoja) ce Hamasu pex gAyrmuha |l Oecie Kompjuter O autoru
ca MaTeMaTWYKHM Ollepalyjama 1 3arpajaama,
a JIECHO O] BHX JyrMe 3a NpernpaBibambe
u3pasza, pauyHame pesyirara, W JyrMe 3a
ayTOMaTCKO pelllaBame (100Mjamke TadHOT, |
OJTHOCHO HeMy Hajommker moryher Opoja). E n m m
Ocum Ha gyrmmhe ca MaTeMaTHYKUM
orepanujama u 3arpagaMa, Moxe ce KIMKTaTh
u Ha payrmuhe ca monyheHuM OpojeBHMa.
CBako ayrme ca OpojeM ce UCKJbydyje HaKOH
JEIHOT KIIMKa, T ce Kao MO MpaBHIMMa KBH3a

e wome jenan Gpoj noxopuerun e nyre. ] xR (J) M % f <

[Tomohy nmyrmera 3a HCHpaBKy MOXe ce

oOpucaTH TMOCHeAmU ynucaH Opoj wiIn

omepaija, y ciydajy Opoja Ha TacTep ca 25%15+0x3-5

onropapajyhum OpojeM ce MOXe TOHOBO
KIMKHYTH. [Iporpam Bomu padyHa o ToMe 1a

YHETH U3pa3 He Oy/ie HeHCIIpaBaH: Ha TIOYETKY

u3pasa, Kao " 1Mociie MaTeMaTu4Ke ornepanuje,
MOKE CE YHETH caMo Opoj, WM OTBOpEeHa Camxka 1: TIposop nporpama "Moj 6poj”

3arpaja; nocie Opoja ce MOKE YHETH WIIM Olepaldja, M 3aTBOPEHA 3arpaja 1moj yCIOBOM Jia
BHUX UMa Mamke Yy M3pa3y Hero OTBOpPeHuX 3arpana. CaMuM THM ce HE MOKE YHETH BHIIE O] 5
MaTeMaTHYKHX olepanuja y u3pasy. Takohe, mpu KUKy Ha JyrMe 3a padyyHame IpoBepasa ce 1a
JIM je Kpaj u3pas3a McIlpaBaH — Ha Kpajy Moxe OUTH uiu Opoj, UM 3aTBOpPEHA 3arpajia — Kao 1 Ja
JU Cy CBe 3arpajic 3aTBOpeHe (He MOXe MX Ha Kpajy Outu Mame Hero orBopeHmx!) Ha camom
JIHY TporpaMa ce Hajase JBa pela 1oJba, Y NPBOM MHIIE TPEHYTHH H3pa3 KOjH KOPHCHUK
cacTaBJba, M HETOBa BPEAHOCT HAKOH KIIMKa Ha TyrMe 3a padyyH, a MCIIOJ BUX Takohe m3pa3 u
HErOBa BPEJHOCT — ald y OBOM CJIy4ajy 3a ONTHMAIHO peleke JTOOMjeHO HAKOH KIIMKa Ha
JyTME 3a pelIaBame.



2.1. IlogemaBama urpe; rilaBHM MEHU

[Tporpam mocezyje u IJIaBHU MEHH, TIOMONY KOra ce MOTy MOJIECUTH Heke cTBapu. [IpBu
7ie0 MeHHuja omoryhasa 3anounmame HOBE Urpe, Oamr kao u Beh HaBeneHo nyrme ,,Hosa urpa“,
Ka0 M M3J1a3 U3 Iporpama.

Cneneha craBka y MeHHjy je HaMeHmEHA MOJIEIIaBalky UHTepdejca urpe, U1 UMa 4eTUpH
ornuuje. [IpBa omoryhaBa mnu onemoryhaBa mocraBibame Opoja (Ha MOYETKY je MOCTaBJbambe
Opoja omoryheHo); npyra omoryhaBa KIMK Ha JyrMe 3a pellaBame Owio kaa (M 1mpe
M3padyHaBama MPBOT YKYIIAHOT M3pa3a, OJIHOCHO OJJMaX HaKOH ILITO Ce Opesie CBU OpojeBU) — U
OHa je Ha MOYeTKYy MCKJbyueHa. Tpeha omuuja oHemoryhaBa ucmpaBKe H3pa3a HAKOH IITO ce
JEIHOM KJIMKHE Ha TyIMe 3a HEeroBO M3pauyHaBame. THMe ce jeJHOM cacTaBjbeH U moTpBheH /
M3padyHaT u3pa3 y3uMa Kao KOHayaH, Kao IITO HapaBHO BaXXH U y KBU3Yy. UeTBpTa omiuja paau
camo kaza je Tpeha ykipyueHa (a Ha MOYeTKy HHje) U oMoryhaBa ayTOMaTCKO peliaBambe — YUM
KOPHUCHUK jeTHOM KJIMKHE Ha yrMe 3a pauyHamwe, Oyyhu 1a He Moxke BUIIe J1a IpenpaBba CBOj
u3pas, KOMIjyTep 0JIMaxX NOYHE C TPAKEHEM ONTHUMATHOT PelleHha.

Tpeha cTaBka y MeHH]y CITy»H MOJIEIIaBaky KOMIIjyTepCKOTr perraBama. [Ipse Tpu onmuje
y OBOj CTaBIM CE€ TUUY JJO3BOJbEHUX pe3yiITara: MpBa OlliKja He J03B0JbAaBA YONIITEe KOpUIIhewme
He-11eux OpojeBa (1ITO 3HAYM J1a HY jeJlaH JIe0 u3pasa He cMe Aa Oyze pa3sioMak, OJHOCHO HeMa
JIeJbeha OCUM C OHHUM C YUM je JIeJbMBO 0e3 OCTaTka); JOK Jpyra OIlluja J103BOJbaBa TaKBa
JieJbehba caMo TIOJ] YCJIOBOM Jla KOHayaH pe3ynTtaTr Oyzae 1eo Opoj — OJHOCHO, M3pasu 4HjH
pesyarar Huje 11eo Opoj Hehe ynmazutu y n3bop onTumanHux. Tpeha omuumja omoryhaBa ma y
n300p ONTHUMAHUX pelewma yhy u u3pasu ca pesynrarom Behum on (mnum jeanakum) 1000.
Hexkana y kBu3y ,,IB cnaranuna® Hucy Ounu no3Bosbenu 6pojesu on 1000 n Behu kao KoHaYHH
pe3yirar; Te OuM OHJA y HEKUM cllyyajeBUMa (peuuMo Kaja je TpakeHu Opoj 999) HajOonmxu
Moryhu Opoj Ouo Mamu 0] TpakeHor, jep mako je O6poj 1000 moxna joumr OinkH, OH HHje
JI03BOJBEH Ka0 KOHAa4YaH pe3yJiTart.

YerBpTa omiMja MOCTOJU pajd CTaTUCTHKE, U OHA KajJa C€ YKJbyUd, HAKOH pellaBama
npobiema ce, UCIOJ U3pa3a U JoOUjeHor Hajonmker 0poja, UCIUCYje BpEMe paja alropurMa 3a
pelaBame, Kao U yKynaH 0poj u3pasa Koju je u3padyyHaT TOKOM TOT IpoLeca.

VYkIpyunBameM Iocliefme onuuje y Tpehoj craBuu MeHuja, omoryhaBa ce HCIUC CBUX
ONTUMAJIHUX pellema, yMecTo camo jenHor. HapaBHo, Taga he mpouec Tpaxema peuiewma (y
cily4yajy Kaja MOKe Ja ce 700uje TauaH Opoj) TpajaTu JIyke, jep aaropuram Hehe cTaTu HaKOH
npBoOr T0OMjeHOT U3pa3a Koju J1aje TadyaH Opoj. MicnucuBame CBUX ONTUMATHUX PELIeHha BaXKU U
Kajia ONTHUMAJIHO PEelIee HUje TauyaH Opoj — y TOM cCiydajy ce HCIHCYjy U M3pa3u KOju Najy
MamH, ¥ OHU Koju Jajy Behu Opoj — jep, Ha mpuMep, 3a TpakeHH Opoj 543 onTuManHa peuiema
Mory 6utu 6pojeBu 542 u 544 jep ce o0a pa3nukyjy 3a 1 oa TpakeHOr.

Tpeba HamoMeHYTH M TO Ja Cy pellelkha CYMITHHCKH Pa3jJM4YUTa — OJHOCHO, pellema
no6ujeHa omnepanyjaMma KOMyTaTUBHOCTH, aCOIMjaTUBHOCTH, U YONILTE HA MOTIYHO UCTU HAYUH
Kao HEKO JPYro pelieme, He y3umajy ce y 003up. OBo MOxe OUTH jako KOpHCHA OIIHja 3a CBE
pazio3Haie Jjbyje, Koje 3aHuMajy Apyrd HAYMHU Ha KOje HEeKH Opoj Moxke Ja ce noduje.

HOCHGI[I—L&, 4YCTBPTa CTaBKa y MCHI/IJy TOBOpHU HCIITO MAJIO O ayTOpPYy.



3. METOJAE PAJIA ITPOI'PAMA

VY 0BOM MOTJaBJby Cy JI€TajbHO ONMCAaHM HAUYMHU Ha KOje Mporpam paau, Kao U APYrH
Moryhu HaUMHU pajia U BUXOBE e(PUKACHOCTH U MaHe.

3.1. Pauyname uspasa

[TpBu npobrem y mporpamy je Taj, Kako U3payyHaTH M3pa3 KOJU KOPHCHUK ynume? 3a To
MI0CTOjU HEKOJMKO HauMHa. V3pa3 ce MoXke pauyHaTH Ha ,,JbYJCKH HAYMH", AUPEKTHO Mposazehu
KpO3 CTpUHT U namTehu jeBu onepana M onepanujy, ¥ 3aTUM MPOYUTATH (MU U3pauyyHATH, aKo
je u3pa3) JECHU OIEepaH], U OHJa NPUMEHUTH 3amamMheHy MaTeMaTH4yKy oOIepanujy u
U3padyHaTH BPEJHOCT.

OBaj mpBH, , JbYJACKM HAuMH C€ YIJIaBHOM HE KOPUCTH Yy PAauyHAPCKUM IpOrpaMumMa.
Hajnakmm HauuH 3a UMIUIEMEHTAMjy O OMO peKyp3MBaH — ako ce y u3pa3y Haule Ha jelaH
0poj, OH ce MaMTH Kao MPBH OINEPaH]], YUTA C€ ONepalyja U OHJAa U JPYTU ONEpaH] U 3aTUM ce
u3padyHaBa BpeJHOCT M3pa3za. MehyTumM, ako ce Hauh)e Ha OTBOPEHY 3arpajay, OHJa ce yiaa3u y
pPeKyp3ujy M pauyHa ce HOBM H3pa3, JI0 3aTBOpeHe 3arpaje... Kama ce meroBa BpeIHOCT
M3padyHa OHa ce MaMTH Kao JIEBU WM JIECHU OINEpaH]], y MPBOM CIIy4yajy c€ HACTaBJba YUTAHE
u3pasza (omepauyja ¥ JECHU ONEpaH]) a y JAPYyroM ce MpUMEmyje MaTeMaThuka omepanuja u
padyHa BpeJHOCT u3pasa. [Ipuoputer onepanmja MHOXKEHA U JIeJbeba JOJATHO KOMIUIMKY]€ OBaj
METOJ] pauyHama, a HajJIaKIIi HA4MH Jla Ce TO PeIlH je J0/1aBalkEeM 3arpajia OKo THUX olepalyja,
0J1 YCJIOBOM Jla HUjeJlaH O OTiepaHajia HaJl KOJUM Cce W3BpIlaBa HHje Beh 1moj 3arpagom.

YmMmecto y unguxcnoj nomayuju, CTaHTAPAHO] 3a JbyJe, MaTeMaTHYKU HM3pa3 Ce MOXKe
3amucaTi My npegukcnoj n nocmghuxkcrnoj HoTauuju. M3pa3 y npedukcHoj HOTAMju HMa
MaTeMaTUYKe onepalyje ucrpe oda onepanaa, a y noctgpukcHoj — u3a oba onepanna. [locebna
NPEeJHOCT OBUX HOTallMja je IITO Hema moTpede 3a 3arpajama — caMm paclopes] onepanuja u
OpojeBa onpehyje u kojum he ce peaoM, OIHOCHO ca KOJUM MPHOPUTETOM, H3BPIIABATH
MaTeMaThyke ornepanuje. Tume ce, Jakie, NpU padyHamy HE MOpa BOJUTH padyyHa HH O
NPUOPUTETY oOIlepanyja, Beh ce oHe caMO M3BpLIaBajy peiaoM (O MpBe JIO MOCIEIHE Y
MOCT(QHUKCHO], OTHOCHO O] OCIEAE 10 MPBE Y Mpe(UKCHO] HOTALH]jH).

Maio Behu npo6iieM o1 pauyHama u3pasa y MoCTPHUKCHOj HOTALUjH je peBoheme u3pasza
u3 UHQHUKCHE HoTalyje y noctukcHy. To ce Moxke ypaauTu Ha cienehn HauuH:

- IlpBo ce mHMLMjanu3yjy ABa Mpa3Ha cmeka: jeAaH y Kome he OuTH TpakeHH u3pas y
nocr¢ukcHoj Hotauuju (RPN), a y npyrom, nomohHowMm, he OutH onepanuje u 3arpase.

- Capna ce u3 u3pasa y HH(QUKCHOM OOJIMKY y3UMa jeflaH 10 je/IaH eleMeHT U oOpahyje:
o AKO je eJeMEHT OTBOpPEHA 3arpajia, OHa Ce CTaBJba HAa TOMONHU CTEK.

o AKO je 3aTBOpeHa 3arpaja, Taja ce ca IMOMONHOI CTeKa CBe oIepaluje 10
OTBOpEHE 3arpaje npedailyjy Ha riaaBHH ctek. OTBOpeHa 3arpaja ce ykiama ca
CTeKa, alli ce He JI0/1aje Ha IJIaBHU CTEK jep ce y MOCT(PHUKCHO] HOTALMJU 3arpaje
HE KOPHUCTE.



o bpojeBu ce craBibajy Ha IIaBHU CTEK.

o Maremarnyke omepaldje C€ CTaBJba)y Ha MOMONHU CTEK, alM y3 MPETXOAHY
MpoOBepy MPHOPUTETAa padyHama: Mpe HEero IITO ce omepaiyja cabupama WIH
olly3UMarma JI0jla Ha IOMONHHU CTeK, ca Iera ce yKiamajy U npedailyjy Ha TJIaBHU
CTEK CBE ONepallrje A0 3arpajie; YKOIMKO je Y MUTalkYy ONepalrja MHOKEHa WIH
JieJberha, CaMo ce Te JIBE omepalnje npedairyjy ca moMOhHOT Ha TJIaBHU CTEK (CBe
JIOK TIOCJICIbU €IEMEHT Ha MOMONHOM CTeKy He Oyje 3arpaja, Wid omneparmja
HUXKET IPUOPHUTETA).

- Ha kpajy, kaga ce 11eo HHUKCHHU U3pa3 MpemnuIle, IpeocTaje onepayje ca momohHor
cTeka (Ha KoMe BHIIE He O cMeno Jia Oyie 3arpaza) npebailyjy ce Ha IJIaBHU CTeK.

Pauynamwe wu3pa3za y NOCTGUKCHO] HOTALUjU, Apyrauuje 3BaHO] U 0OpHYMA NOWHCKA
Homayuja, TPUBUJATHO j€: Ha CTEK ce J0Jlaje jeJaH Mo jeJaH Opoj u3 u3pasa, a Kajga ce Hauhe Ha
orepalrjy, OHa ce U3BplIaBa HaJl JiBa MOCIe/lha eIeMEHTa Ha CTEeKY, HAaKOH Yera ce oHa OpuIry
U YMECTO BHX yIHUCyje pe3ynTar onepanuje. Kaga ce nohe 10 kpaja u3zpasa 1 U3BpIIM MOCIEAHA
orepaliyja, Ha CTeKy Tpeba J1a ocTaHe caMo jeilaH Opoj KOjH je pe3yiTaT TpaKeHOT H3pasa.

[Tomenumo jomr jeman ox Moryhux HauMHa 3a pauyHame MaTeMaTHUKor u3pasza. Hauwme,
HCTH C€ MOKE UYBaTH U 'y OuHapHom cmaby: OpojeBH ce YIHCY]y Y ucmosge cTabla, a y ocTtane
YBOpOBE CTalNa ce ymucyjy omeparnuje. Y KOpeHy crabiia je Takohe omepaivja ¥ TO OHa ca
HIDKUM TIPUOPUTETOM (KOja ce MoclieAma padyHa). MMmiemMeHTanyja oBor peuema je Kao 1 y
,»JbYICKO] METOZIN"* peKyp3UBHA — IIPU HAWJIACKY Ha 3arpajay yilas3H ce y peKyp3ujy U Jajbu u3pa3
ce ymucyje y ctabiio 4uju je KOpEeH JeBa WM JIECHa TpaHa IJIaBHOT crabia... Jlakie, pememne je
CIIMYHO Kao M Oe3 kopuinhewma OMHapHOT crabia. 3a pauyHame U3pas3a 3alHMcaHor y CTadiy
JOBOJbAH je in-order oOunazak crabma. MehyTtum, To je Takohe peKyp3MBHO M MOHOBO C€
IpoJIa3u Kpo3 LI€0 M3pa3, Te je TUPEKTHO pauyHame Aymiao Opxe. 300r Tora ce oBa METoJa He

npernopydyje.

VY nporpamy je UMIUIEMEHTHpaHa JApyra MeToJa — JakJje, u3pa3 ce MpeBOAU y TOCTHUKCHY
HOTAIMjy U 3aTHUM y TOM OOJIMKY pauyHa.

3.2. Tpaxeme HajOO/bET pelIeHa

OBo je rnmaBHU 3aaarak mporpama. Llws je ma Tpaxeme pemiema Oyne mro Opxke. 3060r
TOTa je UCIPOOaHO HEKOJMKO HadMHA 33 TPaXKeHmhe HajOOJber peliema, Kako OM ce JOIUIO JI0
oHoTr Hajop>ker. Cienehu HauMHU Cy UCIPOOAHU:

- Crannapauu brute-force search — ucnpobaBame cBUX Moryhux m3pasa (M mOTpeOHHX
U HenoTpeOHux). OBze Cy ce U3pa3u cacTaBJballl U UyBallU Y HOCMUKCHO] HOmayuju,
U Kao TakBUM Op3o pauyHanu. Hajmakima uMmmiieMeHTalMja OBOI alropuTMa je
cacTaBJpambe CBUX Moryhux nepmyranuja oj 6 nonyhenux o6pojeBa (ykymHo 6!), cBUX
moryhux KOMOUHaIMja 07 5 MaTeMaTHUKKUX onepauuja (ykymHo 4°), n cBuX Moryhnx
MelycoOHuX pacrnopena omepanuja u OpojeBa (OJHOCHO CBHX OHMX pacropena Koju
MOTYy YMHUTH HCIIpaBaH M3pa3 y NOCT(UKCHO] HoTauuju). To je ykymHO oko 32
MWJIMOHA MaTEeMaTHYKHUX M3pa3a.



- Brute-force anroputam ce Mo)ke MajO ONTHUMH30BaTH, TaKO IITO ce oxadayjy
UJCHTUYHE TIepMyTalllje — Ha IpUMep, ako UMaM Buiie uctux opojesa (1 11 2 25 25),
OHU HE MOpajy Jla ce pacmopene Ha cBux 6! Haumna, Beh he y oBom ciyudajy Opoj
nepmyrtanyja outu (6!+3!+2!). Jom Heke onTUMH3anMje (HAa TpPUMEP MPABUIO
KOMYTaTMBHOCTH) OM ce Morje yOalluTH y OBaj alropuraMm, MehyTum OH je umak
o0ayeH jep je ¥ YIpKOC TUM ONTUMH3aIMjaMa U Jajbe OM0 MHOTO CIIOp.

- YMecTo cacTaBibamka CBUX MOTyhHX HM3pa3a y NMOCT(QHUKCHO] HOTAIUjU, pEIeHE Ce
MOXK€ TPaKUTH M OBako: uMamo 6 monyheHux OpojeBa; 1oAajMo jeaaH Opoj ca jenHe
CTpaHe M3pa3a, U3pa3 oJ1 MpeocTanux 5 6pojeBa ca Apyre cTpaHe U3pasa, a y CpeAuHy
yOarmo omnepauujy U u3paduyHajMo Taj uszpa3. OBaj anroputam Ou OMO peKyp3UBHU
(Jep Om ce u 3a Te u3paze ca JECHE CTpaHe NMPUMEHHUO UCTU aJTOPUTaM 32 HHXOBO
cacTaBjbamhe U pauyHamwe). HakoH cBUX TakBMX KOMOHMHallWja, ca JIeBe CTpaHe Ou ce
J07laBalid u3pasu ca no 2 6poja, a ca jecHe ca npeocrana 4; 3atum ca 3 6poja U Tako
nasbe. OBaj 1eo mpolec 4ak He OM MOpao Ja ce IMOHaBba Yy ciydajy Kajga ce
ynoTtpebibaBa camo 5 (wim Mame) OpojeBa, jep Ou CcBM H3pa3u ca Mame o1 6
ynotpedsbeHuX OpojeBa Beh OwiM M3padyHaTH y HpoOIecy peKypsuje, Te OM HHXOBa
BpeIHOCT Beh Taja Moria Ja ce ymopeau ca TpakeHHM OpojeM M H3pa3 cadyBa y
ClIydajy J1a je OMUKH OJ] CBHX JI0CAAAIIHUX.

- Y npeTxoJHOM aIrOpUTMY Ce€ 0JMax MOXe MPUMETUTH TO Jia e jeJ]aH Te UCTHU U3pa3
MOJKE€ padyHaTd MyHO IyTa (TO je MO3HATH MPOOJEM Y PeKyp3UBHUM aJITOPUTMUMA).
300r TOTra OBaj METOJI MOKE OUTH MHOTO CIIOPUJU YaK U 011 brute-force anroputma. Jla
O6u ce To u30€ryo, CBM M3pauyHATH M3Pa3H C€ MOTY MAaMTHUTHU y jJEJHOM MU BHILIE
HU30Ba, Te OU ce M3pa3u, yMecTo Jia ce (PeKyp3MBHO) CacTaBjbajy M3 IMOUYETKA, OHU
camo y3uManu u3 Huza. OUHINEHO je J]a ce y TOM HH3Y, OCUM CaMHUX H3pa3a, MOXKe
NaMTUTH U HHXOBAa BPEIHOCT. 3ampaBo, 3a padyyHame BPEJHOCTH jETHOT H3pasa,
JIOBOJBHO j€ 3HATH CaMO BPETHOCTH JBa M3pasa (ca JieBe W JECHE CTpaHe) Koja ce y
meMy Kopucte. Tume ce pauyHame OWJIO KOT' M3pa3a CBOAM Ha M3BpLIABAKE jeHE
jeIMHe MaTeMaTH4Ke olepaludje, a He Kao y brute-force anropurmy Ha padyHame
yuTaBor u3pasza. OBUM ce jou BHIle yOp3aBa paj mporpama.

Kako Ou oHza paino oBaj Mociueamy alropuram?

IIpBo 6m ce nmomano cBux 6 moHyheHux OpojeBa y jemaH HHM3, U TH OpojeBu Ou ce
3aMaMTHIIM Ka0 BbUXOBE BPEIHOCTH. 3aTHUM OU ce PeKyp3MBHO cacTaBJballd U3pa3u o1 6 OpojeBa
Ha Beh ommMcaHu HauuH: ca HU3a OM ce y3uMao jejaH 1o jelaH Opoj U CTaBJbao ca JIEBE CTpaHe
HOBOT M3pa3a, y KOMOMHAIIMJU ca CBAKMM M3pPa3oM O] 5 MpeocTainx OpojeBa ca JecHe CTpaHe, u
CBaKOM OJ1 YeTHpHU MaTeMaTHuKe onepanuje. [TomTo 10 Tor MOMEHTa oIl HUCY U3pauyHAaTH CBU
u3pasu ca 1o 5 6pojeBa, oHHM he ce cacTaBibaTH PeKYp3UBHO, Ha HCTU HAUMH Kao M U3pasu ca 6
OpojeBa, HakOH uera he OuUTH oOeNie)KEHO Ja Cy CBM M3pa3d CaCTaBJbEHU O]l THX 5 OpojeBa
u3pauyHatu. Cnenehu nmyt xaga Ou ce y peKyp3uju KOPUCTHIIM M3pa3u CacCTaBJbEHU O] THUX 5
OpojeBa, oHM OM ce camMO y3MMajM M3 HHU3a ca Beh M3padyHaToM BpeaHouihy ymecTo na ce
cacTaBJbajy IOHOBO.

Moxe ce 3akbyduTH J1a he Ha oBaj HAUMH MPBO OWUTH M3padyHATH U3pa3H ca mo 2 Opoja
(amu He Gam ca 6mIo Koja 2), ma oHja ca 3 u Tako Aajbe. Hajoosse 61 610 y OBOM alropuTmy
kopuctuti 2°=64 creka, 3a cBaky KoMOMHaIMjy nckopuuthennx Gpojesa. Takohe, 1a Gu ce Ha



Kpajy HaJlakema pelieha MOrao UCIUCaTH n3pa3 Koju Jaje Hajoosbe pellene, y CBaKOM U3pasy y
HU3Y Mopajie OM ce 3allaMTHTH U pedepeHIie Ha [Ba Mamba U3pas3a, OJIHOCHO IojeinHadHa Opoja,
KOja Cy ce KOpucTHia y leMy. To 3Hauu Ja Ou ce u3pas3u 4yBajM y oONMKY OurapHoe cmabna —
rne Oum KopeH crabna Ouia orepaluja, a cBaka rpaHa Ou Owia WM MojeAMHAYHU Opoj (rucm
ctabua), Ui Jpyrd Mamu u3pas (Takohe ctadio).

HaBenenu anropuram Moxke OUTH BeoMa Op3, Maja ca jeJHOM jeJJMHOM MaHOM: 3ay3MMa
myHo MeMopuje. MehyTum Ta KoIHurMHA MEMOpPHjE HUje MpeBeIrKa (HEKOTUKO Merabajra), Hako
je 3HauajHO Beha o]l OoHe Kojy 3ay3uma brute-force anropuram (CKOpo HMMajo). A TOMITO je
Op3uHa CBaKako IIaBHH (hakTop, UMaK je O0Jbe KOPUCTHUTHU OBaj alropuram Hero brute-force.
Taxole, oBaj anropuram ce Jako MOXKe NPEBECTU Y HEPEKYP3UBHU — KOjU OU yak 610 U 00JbU U
epukacHUju. 3ampaBo, OBJIe c€ MOry, ymecto 64 Hu3a, kopuctutu 6 Hu30Ba. Kako Ou OBaj
aJITOpUTaM paano?

- IlpBo Ou ce cBux 6 monyhenux OpojeBa yOauiao y mpBH HU3, KA0 U Y PEKYP3UBHOM
AJITOPUTMY.

- 3artum Ou ce cacTaBJbaJi CBH U3pa3H ca 1o 2 Opoja, TaKo LITO CE€ ca MPBOT HU3A y3Me
jenan Opoj, CTaBU ca JieBe CTpaHe u3pasa, APYrH (pa3auyuuTH Of MpBor) Opoj ca JecHe
CTpaHe M jeHa MaTeMaTHyka omneparuja. CBaku TakaB u3pa3 OM ce J10/1aBao Ha Jpyru
HU3, y3 namheme pedepeHIM Ha J1Ba uckopuinheHa Opoja, omepaiujy ¥ BpeIHOCT
u3pasa.

- Haxon u3pasa ca 2 no 0poja, cacTaBibajy ce CBU OHU ca 1o 3 Opoja — ca MpBOT HU3A ce
y3UMa jeslaH 1o jegad Opoj, a ca Apyror jenaH Mo jeAaH u3pas ca no 2 6poja. Pauynajy
ce ¥ J10/1ajy Ha Tpehu HM3 Ha UCTU HA4YMH Kao U u3pas3u ca no 2 6poja. Hakon mro ce
CBH MOjeIuHauYHU OpOjeBH J10]1ajy ca JieBe CTpaHe, caja ce ca JieBe CTpaHe J10/ajy
u3pasu ca 1o 2 6poja — a ca JecHe CTpaHe, ojeJMHaYHu OpojeBu. McTa mpaBuia Baxe.

- Ha uctu HaumH ce pauyHajy u ybaiyjy y oaroBapajyhu HuU3 U u3pasu ca mno 4, 5 win
cBHUX 6 uckopuinheHux 6pojena.

OBaj anroputaMm je Majo Op>XKH OJf CBOjeé pEKyp3MBHE Bep3Hje, a MOXE C€ jOII BHIIE
yOp3aTu Tako IITO ce Yy mera ybaile HeKe onTHUMU3anuje — kKao u 'y brute-force anropuram. Ha
npUMep, jeHa TpUBHjaJIHA ONTHMU3AlLMja OM Onia mMpoBepa KOMYTATUBHOCTH: aKoO je ca JIeBe
CTpaHe u3pa3, KOju MMa BHIlle OpojeBa y ceOM HEero OHaj ca JeCHe CTpaHe, Tajla Haj mhuMa
HeheMo M3BpIIaBaTH omnepalyje cabupama WM MHOXema (oHe cy Beh M3BpIIEHE y CYIPOTHOM
pacniopeny u3pasa). OBo MCTO BaXKH U y clyyajy Ja U3pa3u umajy uctu Opoj 6pojea (Tj aa cy
y3€TH ca UCTOT HU3a) — aJlM je jeJlaH ,,paHuje’ y TOM HU3Y HEero OHaj APYTH.

bynyhu na ce y cBakoM u3paszy mamTH omnepauyja U pedepeHie Ha JIeBU U JIECHH MOJI-
u3pas, JIako ce MOK€ YBECTH U IMPABHJIO ACOLMJaTUBHOCTH — OIET C€ MPOBEpaBa KOjHU je u3pa3
,paHuje y HU3y M ca JeCHE CTPaHe Ce y3uMa caMo OHaj MocleAmy (HapaBHO, CaMo y CIIydajy J1a
je TpeHyTHa omepalija 3a U3BpLIaBambe UCTa Kao M oArosapajyha omepauuja y uszpasy ca JieBe
CTpaHe).

Taxohe, jemHa o7 TPUBHMjAIHUX ONTHUMH3AIMja MOXE OMTH M30eraBambe MHOXEHAa WIH
JieJbema ca 1: caMo ce MpoBepH pe3ynTaT U3pas3a KojH je ca JeCHE CTpaHe (a y cly4yajy MHOXKEeHba,
u ca jeBe). CIMUHO BaXKH U 3a cabupame, 0OTHOCHO Oy3UMame HyJse. 3anpaBo, Hajoosbe je 1a ce
HUje/1aH u3pa3 Koju uma pesyatar 0 Hu He nojaje y Hu3. Jep, Hyla He MOJKe J1a 1a HUKAKaB HOBH
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pesynrar. Taxole, He Tpeba 1oJaBaTH y HU3 HU H3pa3e KOjU MMajy HETaTHBHY BPEIHOCT —
KpajibH pe3yiaTar Mopa OWTH NMO3UTHBAH, a CBAKM HETraTHBAaH M3pa3 MMa M CBOj €KBUBAJICHTAT
MO3UTHBAH U3pa3 (HeraTUBHA BPEIHOCT CE MOXKE JOOMUTH jenHO ony3uMameM A-B rue je B>A —
yMecCTO Tora, Moxe ce ony3etu A ox B). Jla 6u ce kacHuje 10010 MO3UTUBAH pE3yATaT, O]l Hhera
ce Mopa WJIM OJy3eTH JIpyTM HeraTHBaH M3pa3 (ILTO ce ONeT MOXeE ,,00pHyTH Tako Ja Hema
HETaTUBHMX MOJ-M3pa3a), WM cabpaTu MO3UTHBAH H3pa3 ca BehoMm amcosyTHOM BpenHourhy
(oBO ce omer MoOXe ,,00pHYTH), WJIK C€ MOXE IMOMHOXXUTH / TIOAETUTH Ca HEYUM HETaTUBHUM
(Takohe ce moxe ,,00pHYTH™ Tako na oba m3pasa Oyqy MO3UTHMBHA, Ma Ja ce jJo0uje ucra
BpEIHOCT). 3aKJbyyaK je Ja ca HEeraTMBHMM BpPEAHOCTHMA, Oall Kao M ca HyJOM, He Tpeda
YOTILTE PaguTH. 3aTO c€ YBOAU U, Takopehu, ,,kOMyTaTUBHOCT OJly3UMama‘ — Tpeba oay3umMaTu
caMmo HM3pa3 ca MambOoM BpeaHoIhy o oHOTr ca BehoM.

Hagenene, kao u jour HeKe oNTUMH3alMje, yOaueHe cy y mporpam. Joir caMo jeiHa cTBap
KOjy Tpeba HalOMEHYTH je Ta Ja ce y HM3Yy uyBa M JIHCTa CBUX OpojeBa KOjU Cy KOpHUIIheHH Y
HEKOM Hu3pa3y — Kako Ou ce Opke MOIJI0O MPOBEpUTH Jla JIM HEKa JiBa HM3pa3a MOTy Ja ce
KOMOMHY]Y (jep He cMe ucTu Opoj JAa ce KOpUCTH Bule myra). Ta mucta OpojeBa ce dyBa Kao
jenaH 1eo 6poj, a BEHO MOCTaBJbame (MPUINKOM yOaluBama u3pasa y HU3) U IIPOBEPABABE Ce
Bpiie mnomohy omepanuja HaJg OWTOBMMa — oOIepalyja KOHjyHKIMje TPHJIMKOM IpOBEpe
(pesynrar Mopa Outu (), a omepanuja IHUCjyHKLHMje NPWIMKOM yOanuBama y HU3. N-TH
nonyhenn 6poj uma BpegHoct 2" y TOj MHCTH.

[TpunukoM noAaBama ONTUMM3AlIM]A y AITOPUTaM, 10jaBuia cy ce cieaeha n1Ba npobdiema:
1. Jla nu ogpehena onTuMM3anyja 3aXTeBa IMyHO BpeMeHa 3a poBepy?

2. Jla 1 HEeKe ONTHMHU3ALMje, KaJla ce KOMOUHY]y, n30allyjy HeKa UclpaBHa peuemha?

VY npBoM cityyajy, ONTUMHU3AIM]y HE Bpeau yOaluBaTH y mporpam, jep Ou ce oHa Mopaia
crpoBOAMTH (y3 MPETXOJHY MPOBEPY) MPE CBAKOT payyHama, a ako MpoBepa Tpaje AYro, yKymHo
BpeMe IOTPOLICHO Ha MpoBepe MoXke mpehu Bpeme Koje OM Ta ONTUMHU3aIMja MOTEHLUjaTHO
Mora ymreneTu. Jlakie, mporpam 61 caMo pajino CIopHje LITO JKeIUMO J1a H30erHeMo.

[Tonekan, KOMOMHOBaKkE HEKMX ONTUMH3AIMja MOXE Yak Ja M30aluu U Heka ,,ucrpaBHA‘
peliema, OJHOCHO M OHE ,IIOTpeOHe™ u3pa3e mopen ,HenorpeOHuXx“. Pesynarar Tora je na
nporpam Moxaa Hehe Hahu HajOmmke pememe! OBO MOCEOHO KENMUMO Ja M30€TrHEMO, M 3aTO
Tpeba unu W30aIUTH HEKe ONTHMHU3anuje (MOYEBIIM OJ OHUX ,Mame ePUKACHUX'), WIH
MOKYINIATH CIOJUTH UX TAKO Jia M Jajbe HE OTKJIamajy HUJeIHO ,,MCIIpaBHO peuiewmhe. OBO ApYyro
ce 4ecTo MOXKe MocTuhH, ajy MOHEKas MPUIMKOM Tora HeKa O]l ,,MCTIPaBJbeHUX ' ONTHUMH3AIHja
nocraHe Hee(ukacHa, Tj HaWja3d ce Ha MpBU npobiieM. 300r Tora Tpeda HUcmpodaTu pasHe
KOMOMHAIMje U Ha Kpajy OCTaBUTU Haje(MKaCHM]y KOja M Jajbe paju HUCHpPaBHO (Tj yBEK Jaje
HajOoJbE peleHe).

3.3. Ucniuc HaljeHOT pelema HA eKpaH

[Tocnenmwa cTBap Kojy Tpeba pelmnTH y mporpamy je Ta, Kako ucrnucatu HaleHo HajOosbe
peleme Ha ekpaH. HauuH ucnuca yriiaBHOM 3aBHCH 0J1 00JIMKa y KOME C€ UyBa caM M3pa3 TOKOM
TpaXKera pelema.
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300r TOra, MpBM HAuMH KOJU je KopuilheH y mporpaMmy HNpeBOAMO je U3pa3 M3 CTeKa y
NOCT(UKCHOM 00JIMKY (OOpHYTOj MOJHCKO] HOTALUjH) Y CTPUHT y HH(PUKCHOM 00HKy. U3pa3 je
yyBaH y nocTdukcHoM o0OiuKy y brute-force anropurmy. M3pa3 ce u3 mocrpukcHOr obamka
JIAKO MOXE€ TPEBECTH Y WH(UKCHHU, HAa CIMYaH HAYMH Ha KOJU C€ M pauyHa: yMecTo Ja ce
MaTeMaTH4Ke Omepallyje U3BpIIaBajy, OHE ce UCIHCY]y Ha €KpaH; Ipe Omepaluje ce UCIUCYje
1I€0 U3pa3 — JIeBH omnepaHs (yMECTO Jla ce 4yBa H-eroBa BPEIHOCT), a MOCIE e JECHHU ONEpaH.
HapaBHo, Ha moYeTKy M Kpajy LeJor Tor u3pasza Tpeba na Oyne 3arpaaa (300r €BEHTYaTHOT
NpUOpUTETa M3BpIIaBamka ONepalija — HApaBHO OBO HE BaXKM YBEK, jep Cy 3arpaje MmoTpeOHe
caMo y HEKHM CJIy4ajeBUMa).

Hajnakmm HauMH, 3a1paBo, 3a MpeBohemne u3pasza u3 NocT(HUKCHOT OOJIMKA y CTPUHT je Taj,
Jla ce KOPHCTU NMOMONHM CTE€K CTPUHIOBa (YMECTO CTeka OpojeBa KOju KOPUCTH METOAa 3a
pauyHame M3pasa). Taja Ou ce cBaku MojequHauyHu Opoj M3 MOCT(PUKCHOT H3pasza J0AaBao
(HakoH npeBol)erma Opoja y CTPUHT) Ha CTEK, a y CiIy4ajy Oneparuje, yMecTo leHOT U3BpIIaBama
HaJl JBa MOCJe/ha eJIEeMEeHTa U MUcama pe3ylraTa, caja Ou ce Ha CTEeK yNUcao u3pa3 (CTPHHT)
cacTaBJb€H O]l OTBOPEHE 3arpajie, JIeBOI OlepaH/ja, onepalnuje, AECHOT OlepaHia U 3aTBOPEHE
3arpaze (4 oBje cy Takole JIeBU M JIECHHM ONEpaH] JiBa MOCIEImha eIeMEHTa — CTPUHIa Ha
nomohHoM cteky). Ha kpajy Ou oHJ1a Ha CTEKy 0CTao caMmo jelaH CTPUHT, KOju O MpeacTaBbao
110 MU3pa3 MPEeBeICH U3 MOCTPUKCHE HOTAIH]E.

bynyhu na ce y mporpamy KOpUCTHM HEpPEKYp3UBHH, ONTUMHU30BAHM QJITOpPUTaM 3a
HaJIaXKEHe pellieha, Y KOMe Ce M3pa3 uUyBa Kao CTPYKTypa Koja Caap:Ku ONepauujy u pedepeHiie
Ha JIBa OMEpaHaa, OHJA je W ajropuTaM 3a HUCIHC TOT M3pa3a Ha €KpaH Mopao naa Oyne
IIPOMEHEH.

Hcnuc oBakBOr HM3paza Ha €KpaH MOXKE ce MOCTHMhM TaKO3BaHUM in-order obunackom
OuHapHOr ctalrna: peKyp3HjoM Ce MCIHUIIEe MPBO JIEBU OINEpaH] — TpaHa, 3aTHUM OIlepaluja
(BpeaHocT uBopa ctabia) W Haj3ax JecHM onepaHia. HapaBHo, u oBae Tpeba BOAWUTH padyHa O
UCIHCY 3arpaja, 300r MpHOpPUTETa M3BpIlIABama onepaiuja. Mehyrum, oBae je MHOTO JIakIile
n36ehu noxaBame 3arpaja Tamo IJie HUCY OTpeOHe — jep je JaKo MPOBEPHUTH Koja je orepaluja
,»TJaBHA™ y JIEBOM, OJJHOCHO JE€CHOM OINepaHay. ¥ ciydajy npeBolema u3 nocthukcHe HoTalyje,
Ta omnepanyja Ou ce WM Mopaja MaMTHUTH y MOCEOHOM CTEKY, MJIM OU CTeK YMECTO CTPHUHIOBa
cap’kao CTPYKType Koje Ou, mopen CTpUHTa — HM3pasa, uMmajie U MHPOpPMaIHUjy O aKTyeIHO]
olepaltji y BbeMy; Y CYIPOTHOM, 11€0 u3pa3 Ou MOpao Jia ce MpouuTa 1 y leMy npoHale riaBHa
orepaliyja, TO YOIIITe HUje e(hUKaACHO.

3arpaze ce noaajy mo cienehem nmpaBuiy:

- Axo je TpeHyTHa omepauyja cabupame, HE JA0/ajy C€ 3arpaje HU OKO jeIHOT
orepaHja.

- Ako je omepanMja Oay3UMame, OKO JIEBOI OIlEpaHJa HUCY IMOTpeOHe 3ajpale;
MelyTuM, OKO JECHOT jecy, y Cllyyajy JAa je y HeMy IJlaBHa oIepalja HCTOr
npuoputeta (cabupame MM oxy3uMame). Anu Oynyhu na ce oxysumame 30upa win
pas3nuke u3derasa (TO ce pelraBa ABOCTPYKHM OJy3MMameM, OJTHOCHO cabupameM IMa
OJly3UMamEeM) y aJTOPUTMY TpaKea pellerma, OHJa ce Taj ciydaj Hehe HH JAECUTH
IIPU UCTIHCY pelleHha.
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- AKko je omepalnuja MHOXKEHE, 3arpajie ce J10/1ajy OKO OIepaHaa y CiIydajy Ja je Berona
orepanyja HIDKEr TNpHopuTeTa (cabupame WM oay3umame). OBO Baku 3a o0a
orepaHja.

- Axo je omepamyja JAeJbeH€, UCTO MPAaBUIO BAXKH Ka0 M KOJ MHOXEHA 3a JIEBU
omepanj; MehyTMM, OKO JecCHOr OoIepaHaa Mopajy yBEK Ja ce Jojajy 3arpaje
(HapaBHO, U JieJbeHhe MPOU3BOIOM MIIM KOJMYHUKOM ce Takole u3beraBa y alropuTMmy
Tpa)kemha pelleHa).

- Ykonuko je OwIO Koju omepanj jedaH Opoj (mweroBa omepanuja MMa BPEIHOCT
,,HUIITA ), OKO TOT Opoja ce HU y KOM CJIydajy He J10/1ajy 3arpaje.

Ha oBaj HaunH no6uja ce ucrpaBaH U3pa3 y MHPUKCHO] HOTALU]H, Y KOME TIOCTOje 3arpaje
caMo TaMo, IJie cy HeonxojHe. Taj u3pa3 ce UCIucyje y Mosbe 3a HajOOJbE pelIeHe Y MPo30py
urpe.

3.4. Tpaxeme cBUX pemieha. UyBame peliema

VY cinyuajy ga kopucHUK ojabepe na ce Hal)y cBa HajOosba pelllerma 3a HEKH MpoOiieMm,
YMECTO CaMo jeIHOT peliea, BbUXOBO YyBamke U HCITUC j€ MAJIO JIpyrauuju.

W3pa3 xoju caipku peuiewme namTu ce kao pedepeHna Ha oAaroapajyhu uspas Ha CTeKy,
U3padyHaT y Mpollecy Tpaxema pelema. Takole Ou Morao a ce maMTH U Kao CTPHHT, Y KOju 06U
ce MpeBeo OAMax Ipe uyBama. Ha kpajy u3BplIaBama aaropuTma, Taj uzpa3 Ou ce ucmmcao Ha
€KpaH.

VY cnydajy a ce Tpaku caMmo jeJJHO pellere, OHO ce MMaMTH Kao jelHa pedepeHia Ha u3pas,
OJTHOCHO Ka0 jeJlaH CTPUHI. AKO je BPeIHOCT HEKOI HOBOT M3padyyHaTOr U3pa3a OJinka TauHOM
Opojy HEero BpeHOCT pellietha, Taj HOBU M3pa3 ce MaMTH Kao HOBO HajOOJbE pellIee U 3aMemYje
J0Ta/IalIbE PeLIeHe.

VY cnydajy a ce Tpaku BHILE pelIera, METOJ je MaJo JAPYrayuju: caja ce YMEcTO jeJHe
pedepeHie, OAHOCTO jEAHOT CTPUHIA, 4YyBa HHU3 pedepeHId, OJHOCHO CTPUHTOBa KOjH
NIPEeJCTaBJbajy HajOosba pemema. AKO ce BPpeIHOCT HOBOT M3pa3a jelHAKO Pa3IUKyje O] TaYHOT
Opoja Kao M BPEIHOCT TPEHYTHOT pellleha, HOBU U3pa3 ce JI0/1aje y HU3 pelliemha Kao joIl jeHO
Moryhe pememe. Y ciaydajy mamhema peliema Kao CTPUHI, Mopajia OM Ja ce 3amaMTH U
BPEJIHOCT CBAKOTI' O] TUX M3pa3a (jep Kao 1mTo je Beh pedeHo, 3a TpakeHn O6poj 222 u3pasu ymja
je BpenHoct 221 cy ucro no6pa periema Kao U OHM uuja je BpeaHocT 223). Mehyrum y ciyuajy
namhema pedepeHi Ha oaroBapajyhe uspasze Ha CTEKy, TO HUje MOTPEOHO jep ce y u3pasy Ha
cTeKky Beh mamMTu u meroa BpeAHOCT. AKO je BPEIHOCT HOBOT U3pa3a OJmka TauHOM Opojy HETo
BPEIHOCT TPEHYTHOTI HajOOJbEr pelllera, CBa pellemha ce OpHIlly ca HH3a a y BheMy ce cajaa
MaMTH caMO HOBU M3pa3, Ka0 HOBO O0Jbe peleHe.

W3pa3u xoju ce 1o/1ajy kKao HajOosba pelema Mopajy Jla UCIymbhaBajy oapehene ycinose. Ha
pUMep, pe3yiaTar u3pasza He cMe Ja Oyne Opoj Koju Huje 1eo (Maja oBa OIIMja MOXE Jia ce
IIPOMEHH y Urpu). 300T TOra ce 0Baj yCJIOB IpoBepasa mpe namhema HOBOT perema. McTo Baxku
U 3a YCIIOB Ja pe3ynrtaT u3pasza He Oyzae jenHak wiu Behu ox 1000 (yKoJMKO je TO MpPaBHIIO
ykJby4yeHo). Ha creky koju ce kopucTu 3a namheme cBHX H3paza U Mmehypesynrara, Koju cy
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NOTPeOHU alNTOpPUTMY 3a TPAKEHE pelliera, YyBajy C€ M OHM H3pa3d KOju HE HCIYHaBajy
HaBezieHe yciioBe. OHHU ce caMo He 3aMucyjy Kao Hajoosba penema.

W3pa3u cauyBaHM Kao peliema ce Ha Kpajy MpeBojie y CTPUHT U HCIUCY]y. Y Clly4dajy J1a ce
Tpaku jeTHO pellIeH-e, leroBa BPeJHOCT U U3pa3 MPEBEJICH y CTPUHT Ce YIUCY]y y oarosapajyha
7IBa 10Jba Ha JHY Mpo3opa. Y cilydyajy Aa ce Tpa)e CBa pelliemha, CBaKHM U3pa3 y HU3Y ce MPEeBOAU
y CTPHHT, a Yy [0Jb€ Ca pelIehuMa Ce UCIHCYje CTPUHT CacTaBJ/beH O] BPEJAHOCTH M3pa3a, 3HaKa
»= W u3pa3a npeseqeHor y crpuHr. (OBo mucame BPeIHOCTH U 3HAaKa ,, = KOJI CBaKOT U3pasa je,
OIeT, MoTpeOHO 300T /1BE pa3nuuuTe MOTyhe BpeJHOCTH HajOOJBET pellena.)

Hakon wucmuca pemiema, CBU CTEKOBH, KOpuITheHM Kao Melhype3ynTatu y alropurMmy
TpaXkema pellema, Mpa3He ce Kako OM cienehe Tpakeme pellema MoYeno U3 MouyeTka, 0e3
3aramMheHux pesynrara Jpyror npobiaema. Mcto Baxku u 3a cTek ca HajOOJbUM pelliemhuMa.
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4. UCEYIIX KOJA ITPOI'PAMA

Cana cnene 1enoBU U3BOPHOT KOJla Iporpama, y nporpamckoM jesuky Ilackain, 3a cBaky ox
¢byHKIIMja HABEICHUX Y IPETXOIHOM IOTJIaBIbY.

4.1. lepununmje kopumheHux CTpyKTypa

TPNStack je ctpykTypa y K0joj ce uyBa u3pa3 y 0OpHYyTOj OJbCKOj HOTauuju. To je Hu3
elleMeHaTa KOju Mory OuTH OpojeBHM WM MaTeMaTHuke onepanuje (ma u 3arpazae). CBaku
€JIEMEHT, y ClIy4ajy Ja je Opoj, UMa 3arucaHy ¥ BpeJHOCT. Y ciydajy Aa Huje Opoj, BpeIHOCT ce
3aHemapyje.

TZnak = (zBroj, zPlus, zMinus, zPuta, zPodeljeno,
zOtvorenaZagrada, zZatvorenaZagrada, zNista);

TPNElement = record
Broj: Extended;
Znak: TZnak;

end;

TPNStack = array of TPNElement;

TProstlzraz je cTtpykTypa Koja caJpkKu jeJaH M3pa3 TOKOM Ipolieca TpaKkema HajOoJber
pemema. OH caapxu pedepeHlie Ha JEeBH U JIECHU ONepaH/, olepalyjy, U3padyyHaTy BpeIHOCT,
JUCTY CBUX ynoTpeOsbeHuX nonyhenunx 6pojeBa, 1 MHAEKC KOjU 03HA4YaBa KOJH je 10 peay AoJat
Ha crek. Listalzraza je jenan cTek Koju cajpxu cBe 3anaMmhene uspase (Mma ux 6).

PProstIzraz = ~TProstlzraz;

TProstIzraz = record
sign: byte; //opNone=0,; opAdd=1; opSub=2; opMul=3; opDiv=4
val: double;
numList: byte;
leftExp, rightExp: PProstIzraz;
_index: Integer; //koristi se za asocijativnost...
end;

Listalzraza = array of TProstlIzraz;

4.2. U3BOopHHU KO HEKUX PyHKIHUja

@ynxiuja StringToPN npeBonu u3pasz — CTPUHT U3 CTaHAApIHE HOTAIMje y TOCTHUKCHY
Hotanujy. Kopuctu Hexonmuko ¢ynkuuja, mehy kojuma cy lzvrsiZagradu (xoja mpeOaryje
eJIEMEHTE ca jeIHOT CTeKa Ha JPYrHu cBe 70 oTBopeHe 3arpane), GetElement (koja unTa jenan
€JIEMEHT U3 CTPUHTa U Aojaje ra Ha moueTHHU crek), StackPNPush u StackPNPop (koje cimyxe
3a yOalMBame, OJHOCHO H30alMBame M Bpahame MOCIeqmer eleMEeHTa Ha 3a/laTOM CTEKY).
Kopucrte ce Tpu creka: StackPocetni y kome ce mamTu 11€0 u3pas, HOJEJbEH Ha €JIEMEHTE CTeKa
(OpojeBu, omepanuje u 3arpazae), StackNUKupni y xome ce mamTu H3pa3 y HOCTHHUKCHO]
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Hotauju, u StackNZnakova koju cinyxu Kao NMOMONHM CTeK 3a NpUBpeMEeHO Namheme
orepaluja u 3arpaja.

procedure IzvrsiZagradu(var IzNiza, UNiz: TPNStack);

var
i, j, InsertIndex: integer;
begin
for j := Length(IzNiza)-1 downto 0 do
if IzNiza[j].Znak = zOtvorenaZagrada then Break;
InsertIndex := Length (UNiz);
SetLength (UNiz, InsertIndex+Length (IzNiza)-1-7);
for i := Length(IzNiza)-1 downto j+1 do begin
UNiz[InsertIndex] := IzNizali]; Inc (InsertIndex);
end;

if j<0 then SetLength (IzNiza, 0)
else SetlLength (IzNiza, 7j);
end;

function StringToPN (Izraz: string): TPNStack;
var
DuzinaNiza, 1i: integer;
StackPocetni, StackNUkupni, StackNZnakova: TPNStack;
ZadnjiElement: TZnak;
begin
DuzinaNiza := 0;
while Izraz <> '' do begin
Inc(DuzinaNiza); SetLength(StackPocetni, DuzinaNiza);

StackPocetni[DuzinaNiza-1] := GetElement (Izraz);
end;
for i := 0 to DuzinaNiza-1 do

case StackPocetni[i].Znak of
zBroj: StackPNPush (StackNUkupni, zBroj, StackPocetni[i].Broj);
zOtvorenaZagrada: StackPNPush (StackNzZnakova, zOtvorenaZagrada,

0) 7
zZatvorenaZagrada: IzvrsiZagradu(StackNZnakova, StackNUkupni);
zPlus, zMinus: begin
ZadnjiElement := ZadnjiElementNiza (StackNZnakova) ;
while ZadnjiElement in [zPlus,zMinus, zPuta,zPodeljeno] do
begin
StackPNPush (StackNUkupni, ZadnjiElement, O0);
StackPNPop (StackNZnakova) ;
ZadnjiElement := ZadnjiElementNiza (StackNZnakova) ;
end;
StackPNPush (StackNZnakova, StackPocetni[i].Znak, 0);
end;
zPuta, zPodeljeno: begin
ZadnjiElement := ZadnjiElementNiza (StackNZnakova) ;
if ZadnjiElement in [zPuta, zPodeljeno] then begin
StackPNPush (StackNUkupni, ZadnjiElement, O0);
StackPNPop (StackNZnakova) ;
end;
StackPNPush (StackNZnakova, StackPocetni[i].Znak, 0);
end;
end;
IzvrsiZagradu (StackNZnakova, StackNUkupni);
Result := StackNUkupni;
end;
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®ynxiyja IzracunajPN pauyna uszpas 3anucaH y mnocT(pUKCHOj HOTALU]H:

function IzracunajPN(const ulNiz: TPNStack): Extended;
var

i, j: integer;

Niz: TPNStack;

begin

SetLength (Niz, Length (ulNiz));

for i := 0 to Length(ulNiz)-1 do Niz[i] := ulNiz[i];

i := 2; //krecemo od treceg elementa (pre njega ne moze biti
operacija)

while i<Length(Niz) do begin
if Niz[i].Znak<>zBroj then begin

Niz[i-2].Broj := IzracunajVrednost (Niz[i-2].Broj, Niz[i-1].Broj,
Niz[i].Znak);
for § := i+l to Length(Niz) do Niz[j-2] := Niz[j];
SetLength (Niz, Length(Niz)-2);
i = 1i-1;
end
else Inc(i);
end;
Result := Niz[0].Broj;
end;

@ynkiuja PNToString mpeBoau u3pa3, 3amucaH Ha CTEKy Y MOCT(PHUKCHO] HOTAIMjH, Y
¢dopmy cTpuHTa Y HH(UKCHO) HOTAIUjH, 32 PUKa3 KOPUCHUKY. MoXKe ce BUIETH /1a paJid BeoMa
cimyHo GyHKiuju IzracunajPN, pasnuka je jeAMHO Ta MITO c€ YMECTO M3BpILaBama orepaluja
u namhema pesynraTa, 3alucyje CTPUHT CacTaBJbEH 0J1 OTiepaHajia U onepaunyje usmehy mux:

function PNToString (Niz: TPNStack): String;
var
i, Jj: integer;
S: string;
Zznak: Char;
CurArray: array of string;
begin
SetLength (CurArray, Length(Niz));
for i := 0 to Length(Niz)-1 do
case Niz[i].Znak of
zPlus: CurArray[i] := "+';
zMinus: CurArray[i] := '-';
zPuta: CurArray[i] := '*';
zPodeljeno: CurArrayl[i] := ':';
zBroj: CurArray[i] := FloatToStr (Niz[i].Broj);
end;
i := 2; //prva dva elementa se preskacu posto su obavezno brojevi
while i<Length (CurArray) do begin
Znak := CurArray[i][1l];
if Znak in ['+','-","'*', 'x', '":'] then begin
S := CurArray[i-2]+Znak+CurArray[i-1];
if i<Length (CurArray)-1 then S := ' ('+S+")"';
CurArray[i-2] := S;
for j := i+l to Length(CurArray)-1 do CurArray[j-2] :=
CurArrayl[j];
SetLength (CurArray, Length (CurArray)-2);
i = 1i-1;
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end
else Inc(i);
end;
Result := CurArray[0];
end;

®ynkiuja NajbliziBroj je HajkoMrunkoBaHHMja U Hajayxka ¢yHkuuja y nporpamy. OHa
Tpaku HajOoJbe pelierme 3agaTor npobiema W Bpaha CTpPUHT ca HM3pa3MMa U PE3yITaTOM.
Kopuctun ce Hekonuko mnomohHux ¢yHKIMja: Ha mnpumep Asoc u Dist 3a nposepy
aCOIMjaTUBHOCTH, OJHOCHO IHCTPHUOYTUBHOCTH cabHpama / OJy3uMama IpeMa MHOXEHY;
3atuM PushResult, pyHkimja xoja 1onaje u3pauyyHaTi u3pas Ha CTeK (IIpU YeMy BOAM padyHa O
HEKUM TpaBWIMMA, Ha MpPUMEp U3pa3 Ce HE MaMTHU aKo je HmeroB pesynrtar 0, Wi YKOJHMKO
pe3yiaTar Huje 11eo Opoj a KOPUCHHUK je HCKJbYYHO Kopuiheme pa3ioMaka) — a y3 TO poBepaBa
U Ja 14 je JoOujeH HOBU HajOoosbM pe3ynTat; 3aTuM ¢yHkuuja Ispisuj xoja ucnucyje uspas u
HErOBY BPEIHOCT Yy oAronapajyhe mpoMeHJbHBE, a Takohe MOXe M ayTOMATCKH Jla MCIpa3HH
CTeKOBE ca Hu3pa3uMa (Mo3uMBa ce Ha Kpajy HW3BpIlaBama);, W Haj3an, ¢yHkuuja cale koja
M3BpIlIaBa 337aTy MaTeMaTHUKy ONepallyjy HaJl ABa 3aJaTa u3pasa.

procedure NajbliziBroj2(cilj: Integer; brojevi: array of Integer;
var optVal: string; wvar optSol: string);

var

nn: Integer;

rn: Integer;

i, j: Integer;

rez: double;

tmp: Integer;

obs: string;

begin
Tacan := cilj;
MinRazlika := 99999999;
SetLength (MinIzrazi, 0);
for i := 1 to 6 do SetlLength(iz[i], 0);
CALC OP := 0;
for i := 0 to 4 do begin
nn := 1i;
for j := i+1 to 5 do
if brojevi[j] > brojevi[nn] then nn := j;
tmp:=brojevi[i]; brojevi[i] :=brojevi[nn]; brojevi[nn]:=tmp;
end;
for i := 0 to 5 do begin

PushResult (1, nil, nil, opNone, brojevi[i], 1 shl i);
if (brojevi[i]=Tacan) and (not NADJI SVA RESENJA) then begin
Ispisuj (@iz[1][i], optVal, optSol);
exit;
end; //ako nalazi sva resenja, ne prekidaj
end;
for nn := 2 to 6 do

for rn := 1 to nn div 2 do begin
for i := 0 to Length(iz[nn-rn])-1 do
for j := 0 to Length(iz[rn])-1 do begin

if (iz[nn-rn][i] .numList and iz[rn][j].numList) <> 0

then continue; //koristi se isti broj vise puta!

if (rn = nn-rn) and (j<=1i) then continue; //komutativnost
//A+B

if (iz[nn-rn][i].sign<>opSub)
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and ((iz[rn][j].sign<>opAdd) and (iz[rn][j].sign<>opSub))
then begin
if not Dist(iz[rn][j], iz[nn-rn][i])
and not Asoc(iz[nn-rn][i], izl[rn][j], opAdd) then begin
rez := calc(iz[nn-rn][i].val, iz[rn][j].val, opAdd);
PushResult (nn, @iz[nn-rn][i], @iz[rn][j], opAdd, rez,
iz[nn-rn] [i] .numList or iz[rn][]j].numList);
if (rez=Tacan) and (not NADJI SVA RESENJA) then begin
Ispisuj (@iz[nn] [Length(iz[nn])-1], optVal, optSol); exit;
end;
end;
end;
//A-B 11i B-A (zavisi koji je veci)
if iz[nn-rn][i].val > iz[rn][j].val then begin
if ((iz[rn][]j].sign<>opAdd) and (iz[rn][]j].sign<>opSub))
then begin
if not Dist(iz[rn][j], iz[nn-rn][i])
and not Asoc(iz[nn-rn][i], iz[rn][j], opSub) then begin
rez := calc(iz[nn-rn][i].val, iz[rn][j].val, opSub);
PushResult (nn, @iz[nn-rn][i], @iz[rn][j], opSub, rez,
iz[nn-rn] [i] .numList or iz[rn][]j].numList);
end;
end;
end //kraj A-B
else if iz[nn-rn][i].val < iz[rn][j].val then begin
if ((iz[nn-rn][i].sign<>opAdd) and (iz[nn-rn][i].sign<>opSub))

then begin
if not Dist(iz[rn][j], iz[nn-rn][i])
and not Asoc(iz[rn][j], iz[nn-rn][i], opSub) then begin
rez := calc(iz[rn][j].val, iz[nn-rn][i].val, opSub);
PushResult (nn, @iz[rn][]j], @iz[nn-rn][i], opSub, rez,
iz[nn-rn] [i] .numList or iz[rn][]j].numList);
end;
end;
end;

if (rez=Tacan) and (not NADJI SVA RESENJA) then begin
Ispisuj (@iz[nn] [Length(iz[nn])-1], optVal, optSol); exit;
end;
//A*B
if (iz[nn-rn][i].
and (iz[nn-rn][i
and ((iZ[ n][J].
then begin
if not Asoc(iz[nn-rn][i], iz[rn][j], opMul) then begin
rez := calc(iz[nn-rn][i].val, iz[rn][j].val, opMul);
PushResult (nn, @iz [nn-rn][i], @iz[rn][j], opMul, rez,
iz[nn-rn] [i] .numList or iz[rn][]j].numList);
if (rez=Tacan) and (not NADJI SVA RESENJA) then begin
Ispisuj (@iz[nn] [Length(iz[nn])-1], optVal, optSol);

val<>1l) and (iz[rn][]j].val<>1)
] .sign<>opDiv)
sign<>opMul) and (iz[rn][]].sign<>opDiv))

exit;
end;

end;
end;
//A/B
if (iz[rn][j].val<>1)
and ((iz[rn][j].sign<>opMul) and (iz[rn][j].sign<>opDiv))
then begin

if not Asoc(iz[nn-rn][i], izl[rn][j], opDiv) then begin
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rez := calc(iz[nn-rn][i].val, iz[rn][j].val, opDiv);

PushResult (nn, @iz [nn-rn][i], @iz[rn][j], opDiv, rez,
iz[nn-rn] [i] .numList or iz[rn][]j].numList);

if (rez = Tacan) and (not NADJI SVA RESENJA) then begin
Ispisuj (@iz[nn] [Length(iz[nn])-1], optVal, optSol);

exit;
end;
end;
end;
//B/A
if(iz[nn-rn][i].val<>l) {and (iz[nn-rn][i].val<>iz[rn][j].val)}
and ((iz[nn-rn][i].sign<>opMul) and (iz[nn-rn][i].sign<>opDiv))
then begin
if not Asoc(iz[rn][j], iz[nn-rn][i], opDiv) then begin
rez := calc(iz[rn][j].val, iz[nn-rn][i].val, opDiv);

PushResult (nn, @iz[rn][]j], @iz[nn-rn][i], opDiv, rez,
iz[nn-rn] [i] .numList or iz[rn][]j].numList);
if (rez = Tacan) and (not NADJI SVA RESENJA) then begin
Ispisuj (@iz[nn] [Length(iz[nn])-1], optVal, optSol);
exit;
end;
end;
end;
end;
end;
if not NADJI SVA RESENJA then begin
Ispisuj (@ (MinIzrazi[0]), optVal, optSol, True); exit;
end;

optSol = ""';

for i := 0 to Length(MinIzrazi)-1 do begin
Ispisuj (@ (MinIzrazi[i]), optVal, obs, false);
if i>0 then optSol := optSol+#13#10;
optSol := optSol+optVal+' = '+obs;

end;

for i := 1 to 6 do SetlLength(iz[i], 0); //sad sam isprazni stekove

end;

Jom jenna ¢ynkuumja umju he xon O6utu HaBeneH je Pisilzraz (kojy mosuBa dyHkimja

Ispisuj). OBa ¢yHKIMja TpEeBOM H3pa3 y CTPUHT, a U3 OHOT OOJMKA Y KOMe ra uyBa (pyHKIIH]ja
NajbliziBroj:

function Pisilzraz (exp: PProstlIzraz): string;
var

lexp, rexp: PProstlzraz;

sl, s2, ops: string;

begin
if exp”.sign = opNone then begin
result := Format('%.0f', [exp”.valuel]); {ceo broj} exit;
end;
lexp := exp”.leftExp;
rexp := exp”.rightExp;

case exp”.sign of
opAdd: begin

ops := '+';

sl := PisiIzraz(lexp);

s2 := Pisilzraz (rexp):;
end;
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opSub: begin

ops := '-"';
sl := PisilIzraz(lexp);
if (rexp.sign = opAdd) or (rexp.sign = opSub)
then s2 := '"('+Pisilzraz (rexp)+')'
else s2 := PisilIzraz (rexp);
end;
opMul: begin
ops := 'x';
if (lexp.sign = opAdd) or (lexp.sign = opSub)
then sl := '"('+t+PisilIzraz(lexp)+')'
else sl := PisilIzraz (lexp);

if (rexp.sign = opAdd) or (rexp.sign = opSub)
then s2 := '"('+t+Pisilzraz (rexp)+')'

else s2 := PisilIzraz (rexp):;
end;
opDiv: begin

ops := ':';

if (lexp.sign = opAdd) or (lexp.sign = opSub)

then sl '"('"+PisilIzraz (lexp)+')'
else sl := PisilIzraz (lexp);
if (rexp.sign <> opNone)
then s2 := '"('+Pisilzraz (rexp)+')'
else s2 := PisilIzraz (rexp);
end;
end;
result := sl+ops+s2;

end;
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5.3AK/bYYAK. PE3VIITATH

JlBa mpobiema Koja cy ce peliaBajia TOKOM U3paJie mporpama cy:
- Kako n3pauyHaTu BpeJHOCT U3pa3a KOju KOPUCHHUK CACTaBH y Iporpamy; u

- Kako nobutu HajOoJbe pelieme, OJHOCHO O] CBUX M3pa3a Koje je Moryhe cacTaBHTH,
OHaj uHja je BpeIHOCT HajOmmka Moryha Taunom Opojy?

[TpBu pobiiem je 6o Moryhe pemuTi Ha HEKOJIMKO HauMHa, a W3a0paHu Ha4YMH je Taj, 1a
ce 11e0 M3pa3 IMPEeTXOJHO IpPEeBEeNe y nocm@uxkcHy Homayujy, y KOME Ta je BeoMa JaKo
n3pauyynatu. [locrojanu cy Op>Ku HAUYMHHM 3a pauyHame BPEIHOCTH M3pa3a, KOju He OM JiBa myTa
NpOJIa3UIIM KPO3 11€0 U3pa3; MeyTUM MOIITO CBH M3pa3u y MPOrpaMy MOHAKO UMajy HajBUILE 6
OpojeBa, OMI0 Koju MeTO ] OM paano Op30 Te Huje Omio OMTHO yOp3aTH pauyHame pe3yJTara.

Hpyru npobieM je OM0 MHOTO TE€KH M OH IPEJICTaBJba IJIaBHY CBPXY H3pajie Mmporpama.
OBaj 3amatak Beh HUje JaKk M 3aXTeBa MHOTO pauyHama M HCIpobOaBama Kako Ou ce JOIUIo 70
OJIroBOpa. YMpaBo 300T BpeMEHCKe 3aXTeBHOCTH, IIUJb je OO Ja ceé OCMUCIN METOA Koju Ou, 3a
mro kpahe Bpeme, MPOHAIIa0 HEKO HajOO0Jbe pelieHe.

3a TPAKCHC Haj60J’bel" peuicma HOCTOjaJ'IO je MHOI'0O Ha4YWH4, a OBU CY 3BAHUYHO
TCCTUPAHU:

- Kunacuunu brute-force search anropuram, 6e3 mkakBux onTumm3aiuja (,,heuristics*);
010 je peKyp3MBaH M cacTaBJbao je cBe Moryhe m3paze ox 6 OpojeBa M omepanuja,
JUPEKTHO Yy MOCT(UKCHO] HOTAlMjU M 3aTHUM padyyHaO HUXOBE BpelHOCTH. Bpeme
paza Ha pauyHapy KOpUIINEHOM 3a TecTHpame OMIIO je BeOMa KPaTKO Y 10CTa JIAKIIUX
cilyyajeBa (Mame O]l TIoJa CeKyHe), Me)yTHM y HEKUM cllyyajeBUMa je TO Tpajajio U
[0 HEKOJMKO CEKYHJAM, JIOK je y HajrOpuM cHuTyanujama (kKaja HHUje Morao Ja ce
no6uje TauaH Opoj HY Ha jeJlaH MOTyhu HauYMH) IporpaM pajuo U J10 jeJHOT MUHYTA.

- Hakon brute-force anropurma, y xora HMje HM yOaliBaHO MHOTO ONTHMH3aLuja (jep
je youeHo J1a HM OHe Hehe AOBOJBHO yOp3aTu mporpam), UCIpoOaH je HepeKyp3UBHU
HauuH Koju je, kopuctehu Beh noOujeHe pesynrare, cacTaB/bao M3pase ca Mo jeIHUM
Bumle OpojeM, MOYEBIIM OJ] CBMX KOMOMHamMja ca mo 2 Opoja; oBaj alropuram je
NPBOOUTHO TeCTUpPaH 0e3 MKAaKBUX yOaueHHMX ONTHUMH3allMja, Kako O ce yrmopeauia
weropa edukacHocT y onmHocy Ha  brute-force search. Pesyntatm cy Owunum
3a]10BOJbaBajyhn — youeHoO je J1a je OBaj alropuTaM M JI0 METHAeCT MmyTa Op>KH Hero
brute-force.

- IlpBa ontumu3zanuja ybaueHa y HOBH, HEPEKyp3MBHM ajropuTaMm Ouia je mposepa
KOMYTaTUBHOCTH IPWJIMKOM cabupama U MHOXKEHA. Y3 OBY ONTHMM3ALHU]Y TpOTrpamy
je Tpebasio cBera HEUITO Mame O[] JBE CeKyHie Aa Halhe cBe KoMOuHaluje. YKynaH
0poj U3pauyHaTUX M3pa3a, Tj U3BPILIEHUX MAaTEeMaTHUKUX OIepallrja, IpolLemkyje ce Ha
OKO MHJIMOH U TIO.

- Cnenehe ontmmm3ainuje cy Owie: u30eraBambe MHOXKEHa W Jejbema ca 1, u
UTHOpHCAame CBUX M3pasa koju najy pesynrat (0. OBo mocnieame je MOCTUTHYTO TaKo
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HITO C€ Oy3UMam-e HHje HU M3BPIIABAJIO Y CIIy4yajy Ja cy o0e cTpaHe u3pasa jeHaKe.
Bpeme pajna je cMambeHO Ha OKO jeJIHy CEKYHIY.

- VYcnenuie cy joul HEKe ONTHUMM3alMje: Ha IPUMEp, HE OAy3UMAaTu 30Mp M HE JIEIUTH
npou3BooM. EKBHMBaJeHT je ABa IMyTa 3apefoM H3BPIIUTH Oy3UMAame€, OJHOCHO
nesbemwe. Takohe, yBeeHa je ¥ MpoBepa acOLMjaTUBHOHCTH, Ka0 U JUCTPUOYTUBHOCTH
MHOXeHa (U J1eJbeha) peMa cabupamy U oay3uMamy. Bpeme paga cMameHo ckopo 4

myTa.

Jou HeKM HauMHU U BapHjalldje aJropuTMa Cy MocTojalie 3a Tpaxkeme HajOoJber pellena,
HO OHM HUCY TecTHpaHu. Crieau Tabena ca KOHAYHUM pe3yATaTuMa Ha HEKUM TeCT-IPUMEpPHMA.

Tect npumep JeaHo pemieme Brute-force Hosu anaropuram |be3 ,,paziomaka®
200 ox: (9-1)%75:3 6ms 2ms ' < Ims '
9,4,3,1,15,75 4286 u3paza 6030 onepanuja 3148 onepauuja
551 on: 30ms 29ms 6ms

+2+3+ +
2,2,1,3,15,25 (212+3+15)>25+1 24302 uzpaza 107217 onepanmja |32011 oneparuja
999 on: . 71ms 90ms 26ms
2,2,2,2,10,25 |[F2110x25-22 52910 us. 377207 on. 133785 on.
963 ox: ~43.7 cexkynnu  |{79ms 13ms

= (25- +

1,2,4,8,10,25 |02 = @3- DXPA0+2 33006406 us. 306605 or. 70945 or.
434 on: 168ms 13ms 4ms
4,9,5,4,25,75 [X4TS 131718 us. 59520 on. 21800 on.
889 ox: ~30.7 cekynau  |50ms 12ms
5,6,5,2,25,50 (25-5-2)%50-6-5 22588458 us. 194462 om. 66319 orm.

Ta6ena 1: Bpemena u3BpiaBarma alropuTamMa 3a Tpaxeme HajooJber pemema

Hexu pesynTatu ce He MOTY JOOUTH aKo ce JeIM caMO OHO IITO je J1eJbUBO 0€3 OCTaTKa;
YKOIIMKO O ce Kopuctwiu u paznomiu (3/4; 1/5 uta) moriao Ou ce AOOMTH MHOTO BHIIE
pesyiarara. 3aMUCIMMO, Ha IPUMEP, CUTYAIH]y Yy KOjOj HELITO JAETUMO ca 3, 3aTUM cabupamo ca
1enuM O6pojeM, a OHJla CBE TO MHOXKHMMO ca 6 — KOHavaH pe3yaTar 0u 6uo 1eo 0poj, mehyrum 1aj
pe3yiaTar MokJa He Ou Morao Ja ce 100uje Ha APYrd HauMH... 300T Tora je MOHeKa ] HEOMXOIHO
Kopuutheme paznomaka. [Iporpam y3uma y 003up U TakBe U3pase, Majia TO MOXKE J1a C€ UCKIbYUU
y nporpamy. Kana ce ,,paznoMiu® He OM KOPHCTWIM, BpeMe U3BpIlIaBama Ou Ouio jom kpahe,
Kao IITO Ce BUJHU Yy TaOeH.

Taxole, MoXxe ce MPUMETUTH J1a ,,TeXH * TeCT MpuMepH He oBehaBajy Bpeme U3BpIlIaBama
KOJ CBHX ajroputrama — brute-force je y jerHoM mpumepy CIOpUjU HETO y JIPyroMm, JOK je ca
JAPYrUM aIrOpUTMOM OOpPHYT Cllyuaj!

Pesynratu mnokadyjy na je wusleraBame pekyp3uje W mnamheme pesynraTta MHOTO
epuxkacuuje Hero brute-force. Ilpu Tome je nomaTHO yOp3ame MOCTUTHYTO pPa3HUM
ONTUMM3allMjaMa, a HajBHILE MPOBEPOM aCOIM]jaTUBHOCTU U KOMYTaTHBHOCTH — KOje H30allyjy
0KO 5/6 Moryhux koMOMHaIMja y CBaKOj UTE€pAllMjH, IITO YMHU YKYIHO yYOp3ame o1 oko 20 myra.
ITocturnyra yOp3ama cy 3HauajHa M KOHauaH anropuram pamu oko 300 myra Opxe Hero
npBobutHu brute-force search.
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[Tporpam Moxe Jja ce KOpUCTH Kao Urpa, rze ce OpojeBH cilydajHO OKpehy, jefaH 1o jeaa,
no xiuka Ha ,,CTOII®, Gam kao U y KBHU3Yy; ©UMa MOTYNHOCT cacTaBjbamba M3pa3a U pauyHamba
ErOBE BPEIHOCTH Yy CBpXE NpoBepe pesyirara urpada; Melhyrum, HajBehum 3Hayaj oBor
nporpama je Taj IITO MOTY Jla My ce 3ajiajy OpojeBH IO KeJbu (Ha mpUMep, MpoOJIeMH U3 caMorT
kBu3a ,, B cnmaranmma™) um 1a ce ca3Ha Kako je MOrao jaa ce no0uje TayaH Opoj, WM KOjU je
HajOIM>KU MOTYhH pe3ynTaT y ciaydajy Aa He MOXe.

Taxolhe, U3BOpHHU KO Iporpama Moxke OUTH O] BETUKOT HAyYHOT 3Hayaja U MOXe HMaTH
BEJIMKY MPUMEHY Yy MpoOjieMUMa CIMYHOr Tuna. JemaH mpumep npobiiema riae Ou ce oBaj Koj
MOTao KOpUCTHTH (y3 Mayie u3MeHe) je nmpobiem nobujama oapeheHor Opoja KopumhemeM MITO
Mame jeJMHUIa, WIK HEeKUX Apyrux OpojeBa. Takobhe, mpobiem ,,Moj O6poj* ce mMoxe aako
NPOIIMPUTH Ja paju ca MPOU3BOJEHUM Opojem OpojeBa — a He camo ca 6... OBO cy caMoO Heke
IIPUMEHE, a KOJI Ce CUTYPHO MOKE€ YHOTPEOUTH 32 MHOT€ Ipyre KOPUCHE CTBAapH.
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