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1 YBonm

Behunu mac je MHTYUTMBHO jacHO mITa OIpEACTaBJba jedaH TPOCTOpP, 1 BehuHa ra
3aMUIIba y OHOM HaMa HajOpUOIMKHU)eM, TPOAVMEH3MOHAJIHOM CMUCIY - Haj-
yemhe nMaMoO €yRJIUACKO momMame cBera. MeDhyTuMm, kao u y HIKUM pazpeauMma,
KaKO CMO OTKPUBAJM HOBE MaTeMaTUKEe, TAKO CMO U IMIUPUJIU CKYIOBE KOjUMa CMO
ce baBumu, on mpocTor Opojama 1,2,3... , TO jecT CKyma IpUPOIHUX OpojeBa, mO
cBe BeNlMX M KOMIIJIEKCHUjUX CKYIIOBA.

3axTeBHU]a MaTeMaTUKa 3aXTEBaJia je BUIle ,,mIpocTopa’ 3a pamd, ma CMO TaKO
U MU CAMU NIOYeJN Ja Ae(UHUIMEMO HOBE IIOjMOBE KaKO OMCMO MOTJIM J1a OIUIIEMO
(YHKIUOHVCAE Y PA3HUM OKOJHOCTHMA.

Kakxo ce 19. Ber mpubiamkaBao Kpajy, HAYYHUIIX, KAKO MaTeMaTUdapu, TaKO U
¢r3muapu, Mako YyIO3HATU Ca CHJIHUM IeHepaJ3allijaMa eyKJIUJICKUX ITPOCTOpPA,
MOYMKAIN Cy A Ce MHTEPeCY]y 3a HOBe, alCTPAKTHE JUHeapHe IPOCTOpPeE.

OsBu nmpoctopu cy O6muiau cacTaB/beHU O €JeMeHaTa KOju Cy MOTJU Oa Ce CJO-
O0MHO YKPHITAjy ca CRaJapuma - cabupajy m MHOxke, 0e3 morpebe na ux nedu-
HUIIEMO Yy ,,T€OMETPUjCKOM~  CMUCIY BEKTOPA.

Ca npyre crpane, nmpeaa3 Ha 20. BEK 3HAUMO je U BEJUKU OCBPT HA MPOCTOPE
HI30Ba, YKBYUIYjyhu n penose, kao 1 mpocTope (QyHKIUjA.

Y oBO BpeMe, TOKOM IpBe neneHuje 20. Beka, nBa MaTeMaThvapa AOIIa Cy I0
OUTHOT 3aKJbyUYKa TOKOM IPOydYaBamha MHTETPDAJIHUX jeIHAUYNHA, OTKPUBajyhu npo-
CTOPE KOjU Cy TeMa OBOT paja, IITO je YTPJO IyT K& pa3HuM HAYUYHUM OTKpUhmMa.
Peu je o capammmmuma Xunabepty! u IlIvuTy?, umje cy omcepBaluje 3aK/bydHA
TeMa OBOT pala.

Ciuauka 1: Hasung Xuabeprt

!David Hilbert (1862-1943)
2Erhard Schmidt (1876-1959)



2 Hopmupanu npocropu

Hajope, nepuaucahemo cBe CTpYKType KOje UmHe TeMeJb 3a U3rpadmy OBe MOhHe
MaTeMaTUYKe Teopuje.

2.1 BekKTopcKu mpocTopu

3amovYHNMO ca HeUYuMe IITO HaM je HajjacHUje, u ca ynMme cMO Beh mpeTxomaHo ouim
YIIO3HATU, MAKO MOKIA HUCMO Ouan (pOPMAJIHO YBEIEHU Yy Ty TEOPUjy.

2.1.1 OcHOBHEe CTPYKType€

Ucnpea, nepunucahemo anredapcky CTPYKTYPY KOjy HA3UBAMO NOHEM CKAAADPA,
kojy hemo obene:xkaBatu ca K, Tako ma he HaMm OHO yjequHUTH ODeJieKaBame M0Jba
craJsiapa peasHux OpojeBa R m mosma crasapa xkommiekcaux OpojeBa C. OBaksa
CTPYKTYpa HaM je Mo3HaTe aKCMOMATUKe, ajii he urnak OuTu HaBedeHe HEeKe OUTHe
O3HaKe, ka0 ma hemo HeyTpaJje - 3a cabupame Og U 3a MHOXeEHme lg, HAmabe y
3amnucy, jemHocraBHO, obenexkaBatu ca 0 u 1, pecmexktuBHO. IIpumepu oBarkBUX
IpOCTOpa Cy BeOoMa MO3HATU, Malga, Paad HOTIYHOCTU, HEKU O HUX he Outu
HaBeneHu: Z, (ckyn mpocrux neiaux 6pojesa), Q (ckyn pammonannux 6pojesa), C
(ckyn rKoMIIeKCHUX OpojeBa), UTA.

Iepuaunmja 2.1.1. Hexa je V nenpaszan ckyn wuje esemenme Ha3u8amo BEKTOPIMA
u K nowe cxanrapa maxeo da je K = (K, +,-). Aneebapcky cmpyxmypy:

V:(‘/J +7 ')7

nod ycaoeom da je (V,+) Abenoed® zpyna, nasueamo BEKTOPCKMM TpocTopoMm V
HaO nmodbeM K yxoauko 3a 6unapHy onepavujy cadbupama mezo8ur esemenama + : V.
X V. — V u cnomwawny onepayujy - : K x V.— V gaxcu:

1°ax(f-z)=(axp) -z, Va,B € K, Vxr € V;
2 ax(r+y)=axr+axy, Va e K, Vx,y € V;
3 (a+xfB) - z=a-x+g B 2, Va,B € K, Vx € V;
4°1-z ==, 1leK, Vx € V.

Ha oBaj mauwmH, MokeMO nedumHMCATH BEKTOPCKM IPOCTOP KOju je ompeben
ypebenum mapom (V,K) rako na ymyrpamma OunapHa omnepamnuja ,+ u cmo-
Jballliba OWHAPHA omepalrja ,- He MOpajy CTPUKTHO MPEenCcTaB/haTu cabupame,
Tj. MHOXEH€e Yy BUILY CBOje CcTapmaplHe nedumHunuje, Beh To Mory Oumtum O6miI0
KOje olepalije Koje 3a/10B0JbaBajy HaBemdeHe ycaoBe. Ipyrum peuuma, BEKTOPCKU
npoctop V 0m Omo moTHyHO ne@UHUCAH aKO je:

(i) V mempasan ckyn (umje esleMeHTe HA3MBAMO BEKTOPUMA);

(ii) K nome (umje ememMeHTe HA3UBAMO CKAJIAPUMA);

3Niels Henrik Abel (1802-1829)



(iii) y cryny V nedunncana Gunapua omepamuja + : V X V. — V raksa na je
(V,+) Abenosa rpymna;

(iv) mepuumcana cnomamma onepanuja - : K x V. — V raksa ma Baske taure (1°
- 4°).

Nuaue, rkako je Beh mpeTxomHo MpWKaszaHO, yoOWdUajeHe O3HaKe cKaJapa Cy
MaJja cJaoBa rpuror anpadera («, 5, N, ...), a y caydajy BEKTOpa MaJja CJIOBa aJ-
¢pabera (a,b, k,n,...). Takobe, paau nakmer 3anuca, y gameM pa3MaTpamby O3HAKe
(+k, 'x), Obulie 3amemene ca (+,-), nako he ce vak u ,,-“ n3ocrasmaru, Te hie 3amuc
a +x [k 7 butu 3amemen ca « + 7.

Y KOIMKO BeKTOpCKU npoctop V y3muMmamo takaB ga HaM je K = R, raxemo na
je oH peasan BeKTOpCckM mpoctop, y o3uamu V(R). Axo je, mak, K = C, raxemo
& je OH KOMILJIEKCAH BEKTOPCKU mpoctop, y ozuamu V (C).

Konauno, ka0 onakmame Ipy padyyHamy Ca BEKTOPUMA, IUPEKTHO U3 JIe(PUHUIL]E
BEKTOPCKOT TIpOCTOpa, uMmaMo ciaenehe:

1. 0-z=o, Vi e V:
2. €0 =0;

3. E£0NT # 0= Ex # o

4. (-1)zx = —=x, Vr € V;
5. (=€x) = —(&x) = &(—x), Vo € V;
6. (£ —n)z =z -z, Vz € V;
7. & —y) = L — &y, Yo,y €V,

Tako ga Baxkm 3a cBe {,n €K, urmecy 0 e KuoeV .

Hedwmuunuja 2.1.2. dynkyuja A : X — Y usmehy dea sexmopcka npocmopa Had
ucmum nomem ckanapa K ce nazusa ITMHEAPHOM KO je

Alazx + By) = aA(z) + BA(y), Vr,y € K, Vo, € K.

Yecro, mpu ciyuajy auHeapHOr npecaukaBama A : X — Y uzmely BeKTOpCKUX
npocropa X u Y, ymecro A(z) ropuctuhiemo o3uaky Az m ymecTo m3pasa JuHe-
apHa (YHKOMUja, Tj. JUHEAPHO NpPECIVKaBame, KOPUCTUNEMO TEepPMUH AUNEaAPHU
onepamop. Yroauko Baxku na je Y = K, Taga roBopuMo o auneaprom GyHKUUORaAY
ni auneaproj pynryuonean f*: X =Y.

Hame, momohy oBako nepurucanux crpykrypa, ca N(A) = ker(A) b {z €

X | Az = 0} hiemo oBenexaBaTh je32po AUKEAPHOZ ONEPAMOPA, NOK Ca APYre CTPaHe,

R(A) o {Az | x € X} he mam npencraBmaTu APYry OUTHY CTABKY - CAUKY AUHE-

apHoz onepamopa.



He¢ununnmja 2.1.3. Hexa je {1, z9,...,2,} npouzsosan Konauwar ckyn eexmopa y
aexmopcrom npocmopy X. Cymy

n
a1T1 + aaxs + ... + apx, = E a;ri, a; €K
i=1

308eM0 JIMHEAPHOM KOMOWMHAIMjOM 8eKmopa moz cKyna, a esemenme a; Koepuim-
jeHTHMA AUHEapHE KOMOUKAYU]E.

Hedbunuaunuja 2.1.4. 3a xonauan ckyn eexmopa {1, xs, ..., T, } Kaxcemo da je mmHe-
apHO HE3aBUCAH KO

Y awi=0 = i=0,Vie{l,2,..,n},

i=1

Mo jecm axo HUjeoHa AUHEAPHa KOMOUHAUUJA 8EKMOPA HUje UOEHMUNKY JEOHAKA HYAU,
ocum Yy cayuajy kaoda cy ceu xoeduyujenmu nyae. Obpamno, ckyn je TUHEAPHO 3aBU-

CaH YKOAUKO HUJE AUHEAPHO HEe3ABUCAH, M. GKO NOCMOJU KOAEKUUja KoePuyujenama
n

a1, g, ..., Gy KOJU HUCY HYAa, makea da je y  a;x; = 0.
i=1
Hedomuunmja 2.1.5. Leckowavwan cxyn eexmopa {xi,Ts,...} je nuHeapHO He3a-
BUCAH YKOAUKO j€ CB8AKU KOHAUAH NOOCKYN Makeoz CKYNa 8eKmMoOpa AUHEAPHO He30-
sucan. Oeaxas ckyn je JIMHEAPHO 3aBUCAH AKO HUJE AUHEAPHO HE3ABUCAH, T]. AKO
nocmoju kKonawan nodckyn {1, Ty, ..., T} MaKas 0a je o AUHEAPHO 3GEUCAH.

Csakako, Tpeba uMaTy Ha YMy U YUEBEHUIY 14 je KOHAYAH CKYIl BEKTOPA JIMH-
eapHO He3aBHUCAH aKO W CaMO aKO Ce jeJaH OJ BEKTOpa TOT' CKyla MOKe IIpes-
CTABUTU y OOJIMKY JUHEApHE KOMOWHAIMje OCTAJIUX BEKTOPA UCTOr CKYIA.

Hepuaunmja 2.1.6. 3a npoussoman nenpaszarn ckyn A y eexkmopckom npocmopy V,
CKYN ceuUxr Mo2yhur KOHAUHUT AUHEAPHUT KoMmbuHayuja eexmopa u3 A, ooHocHO

{r=az1+ ...+ az, |nEN; a,...,a, €K, z1,...,2, € A}

nasuea ce muHeAN ckyna A, u oznavasa ca Lin(A).

Hedpurumnuja 2.1.7. Jluneapro nezagucan ckyn eexkmopa A nazusa ce Xamemosum?

6asucoM eexmopckoz npocmopa V. axo ce aunean £in(A) ckyna A noxaana ca yeaum
npocmopom V, 00H0CHO axo ce ceaku sexkmop r € V. Moxce npuxa3amu Kao SUHEAPHI
Komburayuja eexmopa cxyna A.

Hamel-oB 0a3muc, rope nedumHucaH, Ha3MBa Ce jeqHOCTaBHUje 0a3a BEKTOPCKOT
npoctopa V. To je ypeben, nuneapHo He3aBucCaH CKyl BeKTOpa U3 V KOju reHe-
pumie V. Kako cy mOjMOBU €KBUBAJEHTHU, jeTHAKO Ne OUTU KOPUITNEHU y mabeM
TEKCTY.

Caenehy Teopemy HaBoaumo 0e3 moKa3sa.

Teopema 2.1.1. Axo je X sexmopcku npocmop, mada 3a wezoge 08€ NPou38oHLHO
odabpare baze a u b, buse one KonauHe UAU OeCKOHAUHE, 8aNCu 04 UMY ucmy Kap-
OUHAAHOCT.

4Georg Karl Wilhelm Hamel (1877-1954)



Kormauno, MokeMo nmepuHMCATH NOCIHIENRY CTaBKY KOja oOyXBaTa KJbYYHE ne-
JIOBE BEKTOPCKOT IPOCTOPA.

Hepuaumnuja 2.1.8. Lpoj sexmopa buro xoje baze KOHAYHO OUMEHIUOHANHOZ BEK-
mopckoz npocmopa V Ha3u8a ce MAMEH3Uja Moz 8EKMOPCKO2 NPOCMOPa U 03HAYABE
ca dim(V).

Bekropcku mpocTop KOju nMa KOHAUHY 0a3y HA3UBa CE KOHAYHO OUMEHIUOHAANHU.
Axo je dim(V) = n, mpocTop ce Ha3uBa N-0UMEHIUOHAGANY. {MeH3Uja BEKTOPCKOT
IpoCTOpa KOju ce cactoju camo on Hyia-sexropa je dim({0}) = 0.

2.1.2 BeKTOpPCKU IMOTIIPOCTOPU

Hedbuaunuja 2.1.9. Hexa je K nowe cranrapa u Hexa je V. gexmopcku npocmop wao

K. Axo je W sexmopcxu npocmop Had K ca ucmum onepayujama xao v V maxae
da mpedcmas.ma wenpazan nodckyn ckyna V, mada xkaxcemo 0a je W HOTIIPOCTOP
aexmopckroz npocmopa V.

Kako mo mepummnmju Hyma-BeKTOp NpUIana CBAKOM BEKTOPCKOM IPOCTOPY,
Tama 3a MPOU3BOJHAH BEKTOPCKM mpocTop V, mon ycaosom ma je V # {0}, Basu
na vMa 6ap mBa T3B. mpusujaana nomnpocmopa - ({0}, +,-) u (V,+,-), mok cse
HEeroBe Jpyre MOTIPOCTOPe HA3UBAMO NPasuM NOMNpoCmopuma.

Teopema 2.1.2. Henpaszan nodckyn W C 'V odpehyje sexmopcku nomnpocmop W
eexmopckoz npocmopa V Had nowem cranapa K axo u camo axo eaxncu:

(a-x+0-y) €W, Vr,y € W, Va, f € K.

Joxas. 3a nmpBu cMmep, Kako 3HAMO na je W MOTIpOCTOP BEKTOPCKOT MPOCTOPA,
TpuBHMjasHe cy HaMm Tauke (1° —4°), KAO M CBe Tauke KOje YKIbYUyjy MOCTOjare
OoJba CKaJIapa, jep mojaM MOTIPOCTOPa O0yXBaTa UCTU TUM ONepPanurja HAJI UCTUM
CKyTIOM eJIeMeHAaTa, YMMeE je Taj cCMep €KBUBAJIEHIU]e jacaH.

3a oOpHYTU CcMep TOBOJLHO je MPOBEPUTU M8 JU HyJda-eJeMeHT u3 V JIeRU y
W kako Om u cam MHBEp3 CBaKOr eyneMeHTa 3 W JIeKao y MCTOM.
Yxronuko je Heku eneMeHT v € W, oHma no nmpernoctaBiu y W Jeku 1 KOMOU-
wanuja 1 -z + (—1) -2 = 0. U3 Tora, y MCTOM mpOCTOPY JEKU U KOMOWHALM]A
0-x+4(=1) -2 = —z, Tj. uHBep3 TOr esemeHTa, ynMe je W 3amcra BEKTOPCKU
IPOCTOP. ]

Hedpuannmja 2.1.10. Yxoauro y eexmopckom npocmopy (6eKmopckom momnpo-
cmopy) X nocmoju n AUHEAPHO HE3ABUCHUT SEKMOPG 3G OUAO KOJU NPUpodar 6poj
n, MakKas ce 8EKMOPCKY NPOCMOP (8EKMOPCKU NOMNPOCMOP) HaA3u6a OECKOHAYHO
MMEH3VIOHAJTHVIM .

IIpumep 2.1.1. Ykoauro nocmampamo ckyn Cla,b] nenpexuonuz gynkyuja na cez-
menwmy |a, bl makxae da ce cabupame u mMHoxnceme ckarapom ysode wa caedehu Hauun

(f +9)(@) = f(x) + 9(z), (af)(z)=af(z), [fg&Clab,ack,

mada Cla,b] nocmaje b6eckonaurno OUMEHFUOHAANY BEKMOPCKY NPOCTOP Y KOME Y02y
HYAQ-EAEMENNG UZPA PYRKYUIG UOEHMUYKY JEOHAKA HYAU.



/loxas. IlocmaTrpajMo ereMeHTe
_ _ 42 __4n
ro=1, x1=1 20=1°, ..., 2, =1

npocropa Cla,b], y mokymajy mokasuBama HBUXOBE JMHEADHE HE3aBUCHOCTU. AKO

n
6u Heka nuHeapHa koMOunanuja P(t) = > a;t' 6buna jenHaka HyJau Ha ONCEYKY |a, b],
i=1
Taga 6UCMO JOMIIM [0 3aKbydka ma 6w nomuHoM P(t) mepunucan Ha ynpaBo OBaj

HaunH UMao G6apem (n + 1)-Hy HyJy HA UCTOM OACEUKY. Y OMIIO KOM IIOJbY, TAKAB
MIOJIMHOM HE MOYK€ MMAaTU BUIIE OO N HyJa, CeM aKO HUje CAM WIEHTUYKU jeTHAK
HyJIM, Te nobujamMo JuHeapHy He3aBuCHOCT MoHoMa t',i € [0,n|, y npocropy Cla,b].

]

2.2 YBonm y HOpMUpPAaHE IIPOCTOpPE

Cneneha kmyuna nepunmnuja 6uhe mpencraB/beHa Ha CKYIY KOMIIJIEKCHUX OpO-
jeBa, Tj. y cayuajy kama je K = C, nako oHa caMa BaKy U y CJIyda]y PeaJHUX

jeB = KaI je THOCTaBH TaBKa KOHjYTOBAHUX II Ba OUTHM M30CTa-
opojeBa K = R, kana he, jemmocTaBHO, CTaBKa KO OBa, apoBa 0 30CTa
BJbEHA.

Hepununuja 2.2.1. Hexa je X gexmopcku npocmop wad nomem ckasapa K maxae
da pyrnxuuja
(,) : XxX—=>C

3a cee x,y,z € X, u cae A € K uma ocobune

1° (z+y,2) = (x+2)+ (y +2);

2° (@,y) = (y, o);

3 (Az,y) = Mz, y);
4° (z,2) > 0;

5° (z,2) =0 <= z =

IIpecaurasame mum nymem deurucaro Ha3u8amMo CKAJIAPDHUM IPOMU3BOIOM, O 8€K-
mopckry npocmop osaxo defunucarn Ha3usamo Mpen- XnjiadepToBUM Uil yHUTAPHUIM
IIPOCTOPOM.

MebyTuMm, oBe ocoOuHe HUCY jeqUHE BaskHe IPU AePUHUCAKY CKAJIaPHOL IPOU3BO A
HEKOTI BeKTOPCKOT npoctopa. Cienehe Teopeme 3a0KpyiKYjy OCHOBY OBAKO ne(uH-
MCAHOT CUCTEMA.

Teopema 2.2.1. (nejeonarocm Kownw’-Ileapu®-Bymwaxosckoe’ [KIIG]) Hexa je (X, (-, -))
6EKMOPCKY NPOCMOP Ha KoMe je dedunucan cxarapru npouseod. Tada, 3a cee r,y € X
saxmcu:

(z-y)* <(z-x)(y-y),

maxo 0a je@na%ocm 8AMNMU AKKO CY T U Y AUHEAPHO 3GB8UCHU.

® Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
6Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
"Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (1804-1889)



Zloxas. IlpBo, mocMaTpajMo CKaJapHU TPOU3BOI €JIeMEHATa
(x4 Ay) - (x4 Ay) =0,

3a KOju Bayku ma je mosuTuBaH 3a cBe x,y € X, A € K. [akmne, cpebuBamem
nooujamo
(- 2) +2Ma - y) + Ay -y) 20,

Te, YKOJMKO IMOCMaTpaMO KBaAPATHY jeIHAUYMWHY IO A\, TaYHUje HEeHY AUCKPUMU-
HAHTY, UMaMo:

Dy=4(z-y)> — 4z z)(y-y) <O,

KOja MOpa OUTM HEMO3WTUWBHA Ma OUM ImOYeTHA pejaluja Ouia OAPKUBA, U3 Yera
OWPEKTHO CJIeIV NO0Ka3 TpakeHe HejeTHAKOCTU. ]

Teopema 2.2.2. (nejeonaxocm Munkosckoe®) Axo je (X, (-, -)) ynumapan npocmop,
mada 3a cee x,y € X sancu:

Viz+y) - (+y) <V(m-y) +/ (- y).

Jloxas. Kopucrehu nperxonny teopemy (mejemnakoct KIIB), nmamo:

(+y) (w+y) =(@ ) +2z -y +{y-y)
<(z-x)+2/(z-2)(y-y)+ (Y- y)
= (Vee i)

oaKje, U3 YNHEHUIE Aa Cy 00e cTpaHe HejeIHAKOCTU MO3UTUBHE, KOPEHOBAHEM
NOJIa3UMO 10 TPasKeHe peJialuje. O

OBe nBe nOKa3zaHe YMHEHUIE OMOTYNY]y Aa ¥ BEKTOPCKOM IIPOCTOPY Ca CKajaap-
HUM IIPOM3BOJIOM yBeIeMO ne(pUHUIM]Y KOja HaM je jenHa on (pyHIDaMeHTAJHUX 34
OAJBU PAI.

Hedbuaunmja 2.2.2. Hexa je X gaexmopcku npocmop nad nowem K. Ilpecaurasamwe
|-l : X = [0,400), maxeo da je |z|| =v/(z,x), x € X, Koje uma ocobune

1° ||z|| =0 <= x=0; ( He mereHepmcaHOCT )
2° || Az|| = |Al||=|l; ( My ITALIMKATUBHOCT )
3° lz +yll < =l + vl (cybamuTuBHOCT / HejeqHAKOCT TpOyrJia)

HA3UBA ce HOPMOM Ha 8eKMopckom npocmopy X, a npocmop X 3ajedno ca damom
HOPMOM 308€ ce HOPMHUPAH BEKTOPCKU MPOCTOP Ul kpahe HOPMUPAH IIPOCTOP.

Hekana hemo TepMuH HOpME Ha HEKOM BEKTOPCKOM IIPOCTOPY X 3aMEHUTHU Tep-
MUHOM uHOyKo8aHe HOpMme TOT mpocTopa X.

Hamnomena 2.2.1.

$Hermann Minkowski (1864-1909)



OcuM YKOJIMKO Ce eKCIUIMIMTHO He HaIJlacu apyraunje, moj HopmoMm K¢ ce mo-
apasyMmeBa T3B. EykammoBa HOpMa MHIYKOBAHA TOPHUM CKAJapPHUM ITPOU3BOIOM,
nputoM ropopehu o mosmy craidapa K.

IIpe mero mro HacTaBUMO ca JepUHMCAHEM HOBUX IIOjMOBa, Bpeneso Ou 3ac-
TATU MAJIO U OCMOTPUTHU cienehu mHTepecaHTaH IPUMED.

ITpumep 2.2.1. Ckyn c8UT PEANRUT, 02PAHUNERUT HUI0BEG, YECTO NOZHAMUIU Kao L,
J€ HOPpMUPaH 8EKMOPCKU NPOCMOP CG HOPMOM

()]l = sup {|zn| | n € N}.

/loxas. Rako amcosyTHa BPEIHOCT NPEACTaBJba MIPECIUKABAHE CKYIa PEAJIHUX
6pojeBa R y RT U {0}, ¢pyuruuja || - || je yBek mosuruBHa. Jlasbe, yKOJIUKO 3a
6uso koje (x,) € (* Baxu na je ||(z,)x| = 0, Taza 6u MOpPAO M CBAKU €IEMEHT
Hu3a (,) na Oyne UOCHTUYKY je IHAK HYJH, jep je U CYIpeMyM, Tj. HajMama ropmba
rpanuna ckyna {|z,||n € N} jennaka myn.

Tarkobe, kopumrhememM OCHOBHUX OCOOMHA CyIIpeMyMa U alCOJIyTHE BPEITHOCTH,
MOKEMO IIOKA3aTH Ja 3a NPOU3BOJbHE HU30BE (1), (Y,) € (> M mNpom3BObAH KOM-
mwiekca 6poj A € C Baky MyJITUNIUKATUBHOCT:

|(Azn)lloe = sup {[Aza| | n € N}
= sup{[A[ |zn[ | n € N}
= [Alsup{|zn| | n € N}
= (A1)l

Kao U CyOaIUTUBHOCT:

sup{|z, + y,| | n € N}

sup{|z,| + [ya| | n € N}

sup{|z,| | n € N} +sup{|y,| | n € N}
[(@n)lloo + 11 (yn) [l

1Gzn + yn)ll o

IA A

Kako mopma |[(z,)|l 3amoBosmaBa cBe morpebue kpurepujyme (1° — 3°), (> je
HOPMUPAH BEKTOPCKU HPOCTOP. O

Y HacTaBKy, CIOKEHUjU MOjMOBU Omhe Da3upaHU Ha HEKUM Oe(PUHUIMjaMa Koje
Cy OJ KJBYYHOT 3Hauaja 3a MOCTOjame mctux. Mebhytum, nyboko 3anaxkeme y
neuHUCAKkEe TAKBUX IIOJMOBA IIPENCTABIHAIO OM OWTPY AUTPECHU]y, HE3HAUAJHY 34
naby TOK pala, MaKo caMe IMOojMOBe MOopaMoO 00jacHUTH Kako O HacTaBak Ouo
mojmpuB. [lakme, camo rpy0e mBuie hemMo mpencTaBUTU Y Oa/beM TOKY paga.
Hawnmve, npumep npencrasiba cieneha Beoma OuTHa neduHUITjA.

Hedbunuaunmja 2.2.3. Hexa je X npouszeoman ckyn. Pynwxyujy d : X x X — [0, +00)
xoja 3adosomasa 0a 3a cee T,y,z € X saxce caedehe ocobune:

1* d(z,y) > 0;

2* d(z,y) =0 <= z=y;



3 d(z,y) =d(y,x) , Ve, y € X ;
4* d(x,y) < d(z,z)+d(z,y) , Vr,y,z € X (mejemmarocT TpOyrJa);
nazusamo MeTpuKoM, a (X, d) METPUUKIM IPOCTOPOM Ha damom ckyny X.

Camo obeseskaBame METPUUKOT IIPOCTOPa, u3 jacHohe o kKojoj ce merpunu d
panau, buBa ynpoinrheno ca ypebernor nmapa Ha, jenHoctaBHO: X. Y KOJIUKO OMCMO ce
MOJCETUIN TEOPHje KOHBEPTeHIje y CKYIy peajHux oOpojesa R, Haumau 6ucMo HA
YMHEHUITY & BasKHY YJIOTY y TOj T€OPUju urpa KommjeB mpuHIUI KOHBEPTEHI]E.
Cam mojamM TAKBOT HU3a C€ MOKE YBECTU U y MPOU3BOJLHOM METPUYKOM IPOCTOPY,
MAaKO Taj MPUHIUI HE CTYyIa HAa CHATY y CBUM ciaydajeBuMa. Hawuwme,

Hedpunannmja 2.2.4. Huz (z,) y mempuurom npocmopy X je Kowujes axo 3a ceaxo
e > 0 nocmoju nexo ng € N, makeo da je d(x,,,r,) < & 3a cee m,n > ng.

Cumbonuuru, vus (x,) je Komujes yronuko:
(Ve > 0)(3ng € N)(Vm,n € N)(m,n > ng = d(xm,, x,) < €).
OsBa meduHUIIMja MTOBIAYN HU3 CTABOBA:
Cras 2.2.1. Csakxu xongepzenman nu3z je Kowujes.

Joxas. ToBosbHO je ma mocmarpamo ckyn peasnux Opojesa R. Hera je (x,)
npou3BosbaH RommjeB HU3 u Heka cy lim, .z, =z, * € R u ¢ > 0 npousBoJbHU.
Tarobe, mera je ng € N uzabpano tako na je d(x, — ) < £/2 3a n > ng. Tana, 3a
cBe m,n > ng, kopucrehu naBeneny tauky (4%), Basu:

d(zp — ) < d(xp, — ) + d(z), — 2)
<e/2+¢/2

= £ s
ynme je Hu3 (,) 3aucra Komujes. O
Cras 2.2.2. Csaxu Kowujes nHu3 je ozpanuyen.

Panmu kpartkocTu, umTaoly je HpEmyImTeH HOKa3 OBOI CTaBa, Ca MUIEjOM Ia Ce
PurcupameM m u noBehaBameM £-OKOJIMHE N0 3aKbYyUKa MOKe NONU JIaKo.
Konauno, nonazumo no ciaenehe BaskHe mepuHUI]E.

Hedpuaunuja 2.2.5. Mempuuru npocmop ce Ha3u8a KOMILIIETHUM YKOAUKO Y HEMY
ceaxu Kowujes nuz xoneepzupa.

JacHo je ma mama HajOmmxka moma R u C npencraBibajy OCHOBHE IpuUMepe KOM-
IUIETHUX TPOCTOpa AepuHUCAHUX y cBOjoj Merpunu. OBa mnepunuimja 6uhe oCHOB
3a TeopeMy na IPOCTOPU JNeduHUCAHU y ciaeneheMm morsnaBmy Takobhe OuBajy KoM-
IJIETHU.

Hepununuja 2.2.6. Komnaeman nopmupar npocmop naszuea ce Bamaxosum® npoc-
MOPOM.

BUM M TBOPUTU OBO IOIJIABJb Kpyayjyhu canma moryhrHOCT o
@) e hemo 3artBO OBO TIOTJIABJBE, hu cama moryhmocTt ma ce
ne¢puHMIIE TojaM KoMe he Outum mocsBeheHo 1es1o morsaBibe OBOI paga.

9Stefan Banach (1892-1945)



3 (P mpocTopmu

Y 0oBOM TpPEHYTKy, OIUTalme KOje HaM MPUPOIHO Mana Ha HaMeT OU MOTJIO OUTH:

»da nm cy medpuHMIUMje METPUUYKOr, HODMUPAHOT U YHUTAPHOI IPOCTOPa €KBUBA-

aeutre?” Wnm, 6apem, Kako CMO Jqocan JeGUHUCAIN, MOKEMO NIPUMETUTHU Ia je:
YHUTApPaH IIPOCTOP = HOPMUPAH IIPOCTOP = METPUYKU IPOCTOP,

aJy 1a JIM ce MOTY OBe MMILIMKaIuje oOpHyTu? Y KpaTKO, He. Y 3MUMO 3a IIpUMeEp
ckyn A =R\ {0}. Mako oBaj ckyn 3acurypHO IpeacraBiba METPUYKU IPOCTOP Ca
BeoMa 1o3HATOM MeTpukoM d(a,b) = |a — b|, 3a 6uno koje a,b € A, u3 HegoCcTATKA
amuTuBHOT mHBep3a (0 ¢ A), OH HUje YaK HU BEKTOPCKU IIPOCTOP, a KAMOJIU HOPMU-
paH, WM ITaK, yHATAPAaH.

Ilakse, jom HaM je MPEOCTAJIO Oa BUAMMO Ia JYM HOPMUPAHU MPOCTOP WMMILIU-
nmupa yHuTapas. [loHOBO, cBakako TO Huje ciaydaj. Kako O6mcMo BepumdumroBaIn
0OBaj MCKa3, NIOTPeOHO je 0OpaTUTU Ce UCTOPUjCKU OUTHOM CKYIy Bell moMeHyTmx
(P mpocTopa.

3.1 Iledurnunuja m ocHoBHe ocobuHe (¥ mpocTopa

3amoYHIMO je THOM BeoMa OMTHOM TEOPEMOM KOja MPEACTaB/ba jeJaH BeOMa MO3HAT
3aKOH.

Teopema 3.1.1. (IIpasuno napanenoepama) Hopmupan aurneapru npocmop X je yru-
Mapar aKko u camo axo memy dodemena Hopma || - || 3adosomasa jeonarocm napanen-
ozpama:

Iz + yll* + llz — ylI* = 2[|=]I* + 2lly[I?,

3a cee z,y € X.

Jokas. TlpernocraBumo na je X yHUTApaH BEKTOPCKUA IMPOCTOD ca HOPMOM ||ul| =
(u,u), 3a cBe u € X. YKOIUKO Bazku ,y € X, Tana je

o+ ylI* +flz —yl* = (& +y. 2 +y) + (2 —y.x —y)
= (z,2) + (z,9) + (y,2) + (4, )
+ (z,2) + (2, —y) + (—y. 2) + (—y, —y)
= 2(z,2) + 2(y,y) + ((z, > (z,9))
= 2|z ||* + 2[ly||*.
Iakse, HOpMa ||-|| 3amoBOBaBa jenHAKOCT mapaJiesorpamMa. Jloka:KuMO cana apyry
cTpaHy ekBuBaJieHnuje. IIpermoctaBumo ma je X HOpMHUPaH BEKTOPCKUA TPOCTOP

ca HOPMOM KOja 3a0BOJbaBa jeIHAKOCT HapaJjesorpama. AKO me(pUHUIIEMO Ipe-
caukaBame (-, -) : X x X — R rako na Basu:

1
{w,y) = (e +yl* = llz —ul*) .

3a cBe x,y € X, oHma GUCMO Keseu ma MOKaxkeMo ma je (-, ) CKaJapHU NPOU3BOI
Ha X. Vcnpsa, younmo na

() = (122l ~ o],

10



3a cBe r € X.
Ilame, Kako je

(@,y) = (lz+ylI* = = —y]*)

»-l>|>—wl>|+—‘

(ly + 2> = lly — «[1?)
=(y, )

BUAMMO 1a je ¢pyHruuja (-,-) rakobhe u cumerpuuna.
Y KOJIMKO IPUMETUMO 11a 34 CBE I, Y, 2 € X U3 jeAHAKOCTH IMapaJiesiorpaMa Basku:

1y +2) + 21* + ll(y + 2) — 2" = 2]ly + =]|* + 2|1, (1)
Kao U
Iy —2) + 21" + Iy — 2) — 2)1* = 2lly — @]|* + 2]|=|*. (2)
Onysumamem jennauuse (2) on jemuauwmse (1), Buaumo na je:
2(lly +2l* = lly — 2I”) =ty + 2) + 2l = I (y + 2) — 2/
Iy —2) + 2l = Iy — 2) — =[],

mTo cpebuBameM DOBOIU OO

2y, 2) = (y+z,2) +{y — z,7). (3)

Axo je = =y, Tama je n 2(y,2) = (2y,2), jep

0,9) = (z-0,y) = %l(HO +yll = 10-yl) =

[Ito ce Tuye MyATUIMIMKATUBHOI CBOjCTBA, KOPUCTUNEMO Ce€ TPUHIUIOM MaTe-
MaTUYKEe WHIYKIN]E.

I[IpermocTaBUMO ma MOCTOjU HEKU MPUPOAAH OpPOj n, n > 2, TakaB naa 3a CBaKU
npupona 6poj k, 1 < k < n, Baxku:

k(y, z) = (ky, ).

Tana, ka0 AUPEKTHY HOcJaenuly jeaHaduse (3), mMaMmo:

(n+ 1)y, x) = (ny +y, )
<ny, z) = (ny —y, )
= 2n{y,x) — (n = 1){y
= (n+1){y, ).
Crora, ¢pyurnuja (-, ) 3a10BObaBA MyJJITUIINKATUBHU KDUTEPU]YM 3& CBE IIPUPOIHE
Opojese.
Ca mpyre cTpane, Kako je:

)

(o) = 1 (=24 sl ==l
= 1 (I sl = e+ 1)
= —1-(z,y),

11



ouma Gyuruuja (-, ) Takobhe 3amoBOMaBA KPUTEPUjYM U 3a CaB CKYyI IeJIUX OpojeBa.
[TokymajmMo na BUAMMO INITa Ce HellaBa 3a OCTATAK.
VicnpBa, DOKa:KUMO jeIHY JIeMy.

Jlema 3.1.1. Hexa je X nopmuparnu npocmop. Pynuxuuja || - || : X — R xoja npeo-
CMAB.HA HOPMY MAKBO2 HOPMUPAHOZ NPOCMOPA j€ HENPEKUONE.

Zoxas. Hera je € > 0 mpousBosHO, 1 OupajMo & Tako ma je § = €. Onmabepumo
cama HeKy Taury a € X TakBy nga 3a 6wio koje x € X Basku d(x,a) = ||z — al|.
OO6pHyTa HEejeIHAKOCT TPOYIJa HAM Taua maaje:

a(llel, lall) = [llz]l = lial

Hakise, HopMma || - || je menpermana na X. O

<|lz—all <e.

[IpermocraBuMo ma je r Heku parumoHaJsan O0poj. Tama mocroje meo 6poj m u
) . m
npupomaH Opoj n TakBU na je r = —.
n

. m .
Kako je n— = m, Tana je
n
m m m
n n n

m m ) )
ITO JOBOAM OO 3aKbydka na je —(x,y) = <—x,y>, TO jecT, TpenusHuje, M0
n n
r{z,y) = (rz,y).
Iame, Kako je ckyn pamumoHaJuux OpojeBa (Q ryct y ckymy peajqHux OpojeBa
R, onma 3a 6umo koje a u3 R, moskemo mahu uu3s (r,) pamumonasHux 6pojeBa KOju
KOHBEpPTUpa Ka G. Y KOJUKO y3MeMO IpPOo3uBOJBHO € > () m omabepemo N € N tako

na je la, —al < ‘ HCIyH-EHO 3a cBe n > N, OHOA, KAKO je KOJOMEH HOPME

(:E,y)|+1

(,-) jemnak R, mpumehyjemo na 3a 6uno koje x,y € X Basu:

d((@n.9).alz.y)) = |(an,y) - ala.y)|

an(,y) — a<x,y>‘

= (&, y)]an — al
< €.

Tarobe, Jlema 2.0.1 mmmnuuupa na je lim, . (a,z,y) = (azx,y). 360or Tora, u3

jeIMHCTBEHOCTU I'PDAHUYHE BPEAHOCTH, 3akbydyjeMo na je u (ax,y) = a(z,y).
dunannu Kopak oBOra mokasza Ou Ouiaa mpoBepa AUCTPUOYTUBHOT CBOjCTBA.

YKOMMKO omabepeMo HeKa TpU 4djlaHa T,%y,z € X U HeKe u,v € X maTe ca

T+ z T —z

2 2

MaMO Oa BasKWU:
(r+z,y)= (2u,y)
= <U—|—’U,y> + <U—U,y>
= (z,y) + (2,9),

rie CMO y IPBOM KOpaky ynorpebunu jenHauuny (3).
Konauno, kako HOpMA (-, ) 3a0BOJbABA CBUX MET MOTPEOHUX KPUTEPUjyMa 3a-
KByUyjeMo na je X 3aucTa YHATAPAH MPOCTOP. O

12



Kao mTo ce nma mpumeruTwy, AOKA3 TeOpeMe je NPUMEHEH U OTPAHUYEH HA
CKyIly peajiHuX OpojeBa. 3a OHe KOju Cy MaJjiO BUIIE 3aMHTEPECOBAHU, KEHUTA
Introduction to Topology and Modern Analysis mon o3uaxoMm [9] y nmureparypu npukasyje
IOKa3 TeopeMe ImapaJiesiorpaMa 3a CKyI KoMIlekcHuX OpojeBa. (Crora, ocrarak
oBOr pajna Ouhe OcClOMmEH HA YMHEHUILY A2 je IPABUJIO Mapajejorpama BajuIHO
1 3a KOMIIJIEKCHM HOPMUPAHU BEKTOPCKU IIPOCTOP.

Hamnoxron, Bpeme je u 3a medunucame camor P mpocTopa Kao U HerOBUX CTPYK-
Typa.

(P mpoCcTOpU IPEACTaBsba]y KJIACY HOPMUPAHUX BEKTOPCKUX IMPOCTOPA KOjU Cy
BEeOMa Ba:KHU y 00JacTU (YyHKIMOHAJHE aHAJU3E.

Hepununnmja 3.1.1. 3a cee p € R, 20e je p > 1, (P je ckyn ceur nusosa (x,), maxeux

da ped
> leal
n=1

KOHBEP2UDQ.

Hedbunuunuja 3.1.2. Cmandapora Hopma 3a P je dama ca

RSA

[e.9]

H(xn)Hp = Z |70 |” )

n=1

sa cae (x,) € (P.

3.2 IIpmmepu u cBojcTBa /¥ mpocropa. (> mpocTop

UcrpaskuBame (P mpoctopa 3amouyehiemMo BpPJIO KOHKPDETHUM IpPUMEpPUMAa Kada je
p =1, To ject p = 2. Hamme, ucupsa hemo ce 6asutu mpoctopuma ( u (2.

ITpumep 3.2.1. (¢! npocmop )

OgBaj mpumep he HaM mOKa3aTH na HEKU (P TPOCTOPU IPEACTaBIHA]Y HOPMUPAHUA
BEKTOPCKM MIPOCTOP, aJii HE U YHUTAPAaH.

I[IpBo, nmako je mpUMETUTM na CBOjCTBA AICOJYTHE BPETHOCTU U CYMHUpaba
03BOJbABAjy Ha je HOpMa || - ||; HeHeraTwBHA, KAO M HemereHepaTWBHA (MOIITYje
rauky (1°)). Ca mpyre crpaHe, KakO OMCMO MOKa3aJu Oa HOWTYyje u Tauky (2°),
MOKEMO TpuMeTuTH Aa 3a ouio koje A € C u (r,) € ¢! Bawu:

Azalli =D Azl = DA zal = ALY Jaa] = 1A [ (2)]
n=1 n=1 n=1

Konauno, rauka (3°) une, rakobe, 3aucra gako, jep m3 ocobuHA (yHKIMje Arco-
JIYTHE BPEIHOCTU MMaMO:

a4yl = D o+ 9l <D Jzal + D lyal = @)l + 1)1,
n=1 n=1 n=1

ymMe je JoKaszaHo na je /! HopMupaHNW BEKTOPCKHU IPOCTOP jep 3aI0BOJbaBa CBa 3
KpUTEPUjyMa.

13



Ca mpyre crpane, nocmarpaheMo KOHTpampuMep 3a YHUTAPAH IPOCTOD 3a,1aT

1 2
ca HU30BUMa, (T,) = 2n1) u (y,) = (3n1> . Kako cy u (z,) u (y,) reomerpuj-

CKM HU30BU, BEOMa MPOCTUM paquOM moJsa3uMo 10 3akmyura ga je |[(x,)|1 =
l(ya)|l1 = 3, ||(acn Un H1 = 3, Kao u H Tn + Yn H1 5. amuMm KBagpUpameM,
MOYKEMO TPUMETUTU Oa je

2[[(a)lT + 20 () [T = 22,

. . 2
IITO, YKOJMKO IMOCMATPaMO MPABUJIO IMapaJjegorpaMa Koje HaM Haje H(xn +yn)H1 +

||(x -y )H2 = 29 - 929 muje ompEmMBO, Te 3akmydyjeMo ma (' Huje yHUTapaH
n n/ 1 9 ’
IPOCTOP.

Canma je cacBuM jacHO Oa IOjaM IPOCTOpa y KOMe je Ne(@UHUCAH CKaJapPHU
NPOU3BOJ HUKAKO HUje EKBUBAJEHTAH IOJMY HOPMUpAHOT TpocTopa, Beh mpen-
CTaBJba HETOB CIENUjaJIaH CIyda].

MebyTum, mocmaTpajmMo camga IpoOCTOp ¥ KoMme je p = 2, Koju he ce ucrmocTaBuUTu
na je HajOUTHUjU OJ OBUX IPOCTOPA 3a HAII Pa.

IIpumep 3.2.2. ((? npocmop)

IIpBo, kKako je (? mpocTop Koju mpumazna ckymy (P IpoCTOpa, MOMKEMO IPeT-
MMOCTABUTH [1a je TO HOPMUPAH BEKTOPCKU IPOCTOP, a 3aTUM MPOBEPUTU j€THAKOCT
mapaJjesorpaMa Kako OMCMO JoKa3aJju na je OH, TakoDhe, yHUTapaH.

Heka cy nmatm npousBossHU HU30BHU (4, ), (b,) € (2. Tana je:

ol o=

(|an o+ buf* + [an = bal*)

@+ Ba)3]| + [l(@n = Ba)a]] =

M8 ||M8

i
I

I
NE

(a2 + 2anb, + b2 + al — 2a,b, + b2)

3
Il
—

[
WE

(2a2 + 207)

Z |an|2 + 22 ’an

I
—

n

=2
n=1
= 2[|a, |3 + 2|bx H2
Kaxko mopwma | - |2 3am0B0maBa npasuio napasenaorpama, ¢2 je, 3aucra, yHUTapaH

BEKTOPCKU IIPOCTOP.

WNuarepecanran momaTak je ma je caMm mojam (P mpocTopa HACTa0 HU OX KOTa
apyror Beh on camor Xunbepra, ma Kako je OH yMeO Oa TOBOPU O TUM IPOCTOPUMA
TOKOM CBOjUX IIpeAaBama, U3 Tora na oam (? mpocTop ,,0dyzapa O CBOjUX Bp-
IHaka’ , BHETOBU YUEHUIIN CY YECTO Hhera Ha3MBaJIU XUIOEPTOBUM MPOCTOPOM, O
KOTa je KacHUje M HacTaJjJa KOBAHWUIA 3a TEMY OBOI pana.

[Tocnenmu mpuMep KOju HABOAMMO TakoDhe, y HEKYy PYKY, IPEICTaB/ba CIEIu-
jaJlaH ciydaj OBUX IIPOCTOpPA, Tj. Kada je p = +0o0.
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IIpumep 3.2.3. (> npocmop

Kao mTo je Beh 6mno Bubeno y Ilpumepy 2.2.1, oBaj mpocTop aeduHUIIEMO
KA0 HOPMUPAH MPOCTOP KO KOT'a YJIOTY HOpMe Urpa (yHKINU]ja:

I(zn)lloo = sup{|zn| | 7 € N}.

CacBuM je J1ak0 BUIETU 1A je KOHBepreumnuja y (°° mcra Kao U paBHOMEDHA KOH-
Bepremnuja y ckymy npuponaux opojesa N, Te je m cam (°° mpocTOp KOMILJIETAH.
Bakmo je mamomenyTu ma (> mMa aBa cacBUM MPUPOIHA, 32TBOPEHA MOTIPOCTOPA
¢ U ¢, O KOjuMa he O6uTtu peum y ciaenehem moraaBiby.

Bpewme je ma ce moszabaBumo cBojcTBUMa OBUX mpoctopa. Vcmpsa, mokaszahemo
na TeopeMa Kojy cMmo panuje nokasasu (Teopema 2.2.2), mo3natuja Kao Hejen-
HakocT MWUHKOBCKOI, IpencraB/ba (GyHIaAMEHTAJHYy OcCOOMHY cBux (P mpocrtopa.
MebyTuMm, kako OucMO mOKa3ajy OBY HEjeTHAKOCT, Ne(UHUIIMMO IPBO IIap CUT-
HUTA.

Hedmaumnmja 3.2.1. Pynryuja f : Ry — R je koHKABHA yKoAUKO 3600805080 He-
jeonaxocm:

Af(@) + (=N fly) < fx+ (1= y)),
3a cae v,y € Ry u cee A € [0,1].

Ca mpyre crpane, 3a mOKa3 moTpebOHA HAM je U

Jlema 3.2.1. Hexa je g(x) : Ry — R xonkasna gynryuja. Axo sa dynkyujy f: R —

R saxcu da je
x
T, = K
f@y)=yyg (y)

> st <7 (3030

MAYHaA 36 C8E NOFUMUBHE PEANHE OPOJEBE T1,Xa, ... Ty U Y1, Y2, - s Yn.

mada je nejednarocm

n
Y+ Y2

Jloxas. 3a mora3 oBe jeme KopuctuheMo ce mHAyKIujoMm. Heka je A =

Tana, u3 Tora ma je f KOHKaBHA, 3a 0a3y WHIYKIWje MMaMO:

s =n o(51) 0 o ()
= (11 +12) [ylg_/:w 9 (%) * ylify2 ! (%H
— (1 + 1) {)\g (%) + (1= N)g (%)}

11 Y22
<+ -
b1+ 1)g [(yl vy (y+ yQ)yJ

=W +u2) g (xl +x2>

Y1+ Y2
= f(x1 + 22, y1 + Y2),
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Y2

Y1+ Y2
Kao MEHAyKIMOHY XMIOTEe3y, IPETIOCTABAMO 14 HejeJHAKOCT

k k k
Zf(xiayi) <f ( ll?mzyz)

i=1

jepjel—X\=

BasKM 3a CBe MpUPOIHE OpojeBe k Mame On HEKOr MPUPOAHOT Opoja n.
Tana je:

n n—1
Z f(@iyi) = f(@n,yn) + Z f(@iyi)
i=1 1=1

n—1 n—1
< Fonw) 4 f (z zyZ)
=1 =1

mTO je 1 Tpebayo moKazaTu. O]
Cana cMO HAIIOKOH CIIPEMHU U Ja AOKAKEMO TPaKeHY TEOpeEMY.

Teopema 3.2.1. (nejednarocm Munkoeckoz 3a nusoge) 3a ceaxop > 1 u cee peaane,
00HOCHO Komnaekcre nuzoee (T,) U (Yn) 8axncu

1 1 1
[e%¢) ) o] P o] )
(zwykw) s(Zw) +(z|yk|p) |

Jloxas. 3a morazuBame OBe HEejeHAKOCTH mocMmarpaheMo Tpu ciaydaja:

1° nusosu (z,) u (yn) cadpace camo nozumueHe 4aaHo8e

Y oBoM cayuajy, mepuHummmo nomohne Huzose (ug) u (vg) ca
S
U = T Ve =Yg

3a cBe k € N.

Yammmo caga y o63up dymrmajy maty ca g(u) = (14 u'/P)P. Kako je mpyru
U3BOJ OBe (YHKINje HEraTUBaH g"(u) < 0, 3HaMO [na je TakBa (YHKIHUja
KOHKABHA.

Ca nmpyre crpase, nepuHUNIIMO HOBY QYHKIUjy f : Ri — R Tako ma je
u

flu,v) = v g(—), mro MaauMm aJgrebapckum cpebuBamem maje f(u,v) =
v

(ul/? v /PP,

Tana, ako uckopucTUMO mpeTxonHo nokasany Jlemy 3.2.1, 3mamo na je
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(ui/p ﬂ;/p) < (kz: uk> ' + (kz: uk>p : (4)

Y KOJIMKO M3By4YEeMO pP-TU KOPEH u3 HejemHarkocTtu (4) y3 ybamuBame HU30Ba
(xn) u (yn) ymecro nomohuux nobujamo:

< (Zwﬁ)p n (Zyz)p. (5)

Iame, Kako cy HU30BU (T,) U (Y,) CTPOrO MO3UTHUBHU U KAKO HEj€THAKOCT
(5) Baskm 3a cBe n € N, cama Hejemmakoct (5) mpencraB/ba HejeTHAKOCT
MuwunkoBckor 3a ciaydaj 1°:

<Z |z, +yk|p> p < <Z |$k’p) p + (Z ka\p> p. (6)

3

k=1

[Z(ﬂsz + )"

k=1

2° waanosu wuszosa (x,) u (y,) cy pazsuvumu 00 Hyae

W3 mejemnaxkocTu Tpoyriaa AUPEKTHO mMaMo na 3a cBe k € N Baxkum ma je
2k + Ykl < [lzx| + |ykl| . Onanne cnenu ma je omma u |xy + yrl? < ||zx| + |yxll”
a je JakKo 3aKJbYUYUTH J1a je Tala

1 1
o0 p oo D
(Z 20 +yk\p> < (Z ol + rykw’> .
k=1 k=1
Ca mpyre crpane, n3 HejeIHAKOCTU (5) UCTUM TOKOM PA3MUILbAKA UMAMO 14
je
1 1 1
oo P o0 P o0 P
(St < (o) (o)
k=1 k=1 k=1

W3 Yera BUAMMO Ma j€ W Yy OBOM CJIyYa]y 3amcTa 3aJ0BOJHEHA HEjeTHAKOCT

Munrosckor.
<Z |z + yk|p> < (Z |$k|p) + <Z |yk|p) : (7)
k=1 k=1 k=1

nuzoeu (xy) u (Yx) cadpace u nyae

3a MOKa3 OBOT meja, MOTpebHO HAaM je ma KOHCTPYUIIEMO HOBE HU30BE (ka)

7 (Yr,m) TaKBe Oa Cy:
Lkom =

ﬁa Ty = 07
_{%,m%&

Ykm = 1 _
o Yk = 0.
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I[IpBO mITO MOKEMO IPUMETUTU j€ ma KAKO je % € (P 3a cBe p > 1, Tama cy u

HU30BU (Tkm), (Ykm) € (. Haibe, mocMaTpajMo HU30BE (v, U [, 3amaTe ca:

1

00 P
() = | { D2 ks timl”
k=1

(ﬁm) = Z |xk,m|p + Z |yk,m|p
k=1 k=1

Hejennaroct (7) mam maje 3akmyuak ma 3a cse m € N je a,, < 3,,. Crora je
n

lim «,, < lim 3,,.
m—ro0 m—00

3a oBako mzabpaHe HU30Be, 3HAMO 1A TakODhe BaKu

3 =

00
lim Ay, = Z\xk—i—yk\p
m—00
k=1
n 1
o) ) o) )
lim 5, = Dol | Dl )
k=1 k=1

13 Yera KOHAYHO 3aK/bydyjeMoO [a HejeTHAKOCT MUHKOBCKOT Ba:ku 3a OUMIIO
Koje Hu30Be (), (yi) € (7.

]

OBa HejemHakoCT HaM oMoryhasa ma 3aucTa OJIaKO Pa3pemmMMo IpobIeM T0Ka3u-
Bama IOCTOjama (P HOpMe, jep HaM MwuHKOBCKH roBopu ma HOpMa | - ||, 3amoBo-
maBa HejeqHAKoCT Tpoyriaa. IIITo ce TMye HEHEraTUBHOCTU M HENAETEHEPUCAHOCTU
(taure (1°),(2°)), cBOjcTBa AIICONyTHE BPEIHOCTH HAM TAPAHTY]y TadyHOCT 06ejy
ravaka. /lakmie, jenuHo je moTpebHO MOKA3aTU MYJITIIMKATABHA CBOjCTBA HOPMU,
mro, Takobhe, nmme mocTta Jaxo.

Yronuro omabepemo Heko A € C u Hexn HU3 (z,) € (P, Tana je:

1), = | D [Azal”
n=1

B =

[e's)
= [ Do APl
n=1
(o)
= [ AP faal”
n=1
00
= D el
n=1

= (Al

D=

B =

18



ITO TPEACTaBHA MOBOJLAH YCJOB 3a 3aKbydak na cy cBu (P mpocrTopu, 3amcra,
HOPMUPAHU BEKTOPCKU MPOCTOPU.

Ilakse, momau CMO IO 3aKbYYKa na cBU (P mpocTopu mese 3ajefHUYKY 0COOu-
HY - mocTojame HopMe. MelhyTum, TO He 3HAUM Oa CBU UMajy U UCTE OCOOUWHE.
HanporuB, kao mro je 6uno Beh um3pedeno y amermoru, jemaH moceDaH CIIyda]
ce uctuue - (2. Haumme, (? je jenumum (P mpoctop koju je yautapan. OBy mojaBy
onucyje ciaeneha teopema.

Teopema 3.2.2. Axo je p peasan 6poj eehu 00 1, mada je P ynumapan eexmopcru
nPOCmMopP aKo U camo axKo je p = 2.

Jloxas. N3 Tlpumepa 3.2.2. y KoMme je ommucad {? IpocTOp, 3HAMO Oa je OH yHU-
rapan. Jlakme, ocraso je jomr mokazaTu ma je p = 2 jeouHa BPEIHOCT Opoja p 3a
Koje je (P yuurapan npocrop. Ilocmarpajmo cienehe Husose:

(z,) = {1,0,0,0, ...,0,0,..} (y,) ={0,1,0,0, ... ,0,0,...}.

[Ipumehyjemo ma ce oBu HM30BU cacToje O jedHe jeIUHUIe U OCTAJUX HyJa, Pac-
nopebeHnx Ha MpWKa3aH HAUNH.
Moskemo 3akmyuutu cienehe: oba musa (x,) u (y,) npunanajy ckymy (P, u
o o
3a BUX Baku na je y. |z, = > |y’ = 1 3a cBaro p. Omartie, myrem mpasuia
n=1

n=1
mapaJejgorpamMa, UMaMo 1a je:

2 2 2 2
[ele] p (e} P o.9] P oo P
2 § |xn|p +2 § |yn|p = E ’xn +yn|p + E |xn _yn|p
n=1 n=1 n=1 n=1

2 2

2 2
2:-1p42-1p =270 4+ 2v
92— 927

Kako je 2 = 2%/? camo kama je p = 2, JOIA3MMO IO TPAKEHOr 3aKbydKa, TE je
(? 3aucra jenuau (P IPOCTOP KOjU je YHUTAPAH. m

Kao mro ce ma mpumerurtu, (P mpoctopu MOry OuUTH BeoMa 3aHUMJHbUBU, T€
U BUXOBA CBOjcTBa Mory oOuwmTtum takBa. Jlo cama cMmo maBesu BehuHy 3a oBaj pan
OUTHUX TayaKa, a 3aTBOPMNEMO OBO IOTJIaBJhE TEOPEMOM O KOMILJIETHOCTH, 32 KOJY
he moka3, nako BeoMa MHTEPECAHTaH, OUTU 3aAP:KAH PAaAU KPATKOCTH.

Teopema 3.2.3. Ceau (P npocmopu cy Komniemmu.

Ha kpajy oBor moriaBiba CXBATHJM CMO IIOjaM U IOEHTY nedpurHuUcama P mpoc-
TOpa, Ka0 U YUHCHUIY Ja HUCY CBU HOPMUPAHU M YHUTAPHU IPOCTOPU KOMIJIETHU
y OOHOCY Ha METPUKY WHIYKOBaHYy HOPMOM. sResa Ina pa3inKyjeMO OHE KOju Cy
KOMIIJIETHM OJf OHUX KOjU HUCY INPeNCTaB/ba MOTHUBAINMjy m3a nepunmnuja Lana-
XO0BUX 1 XmiabepTOBUX NMPOCTOPA.
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4 bBbamaxoBu mpocTopu

Y obnacTuma caBpeMeHe MaTeMaTHKe, KOHKPETHO (YHKIUOHAJHE aHAJIN3€e, HOPMU-
paHU NPOCTOPU KOMIIETHU y OMHOCY Ha CBOjY HOPMY CY OJ BEJHMKOT 3Hadaja. Y
IPBOj IVIaBM Je¢puHMCAIN cMO baHaxoBe IpocTope ympaBO Kao OHE HOPMUPAHE
MIPOCTOPE KOjU Cy KOMILJIETHU Y METPUI WHIAYKOBAHO] HOPMOM.

Cam masuB, BamaxoBu mpocTopu cy HOOMIM MO MOJHCKOM MaTeMaThuyapy KOju
je YBeO M M3BPIINO CUCTEMATUYHY CTYIOWjy HaL muMa y nepuoxy on 1920-1922.
roauue 3ajenso ca Xasom'’ u Xemujem'!.

4.1 OcxHoBe BanaxoBuXx ImpocTopa

Kao mTo je m mo3nato, 6aBUIM CMO C€ KOMIUIETHOMINY HOPMUPAHUX MPOCTOPA Y
Opyrom moryaBihy. Kako HaMm je TO BeoMa OWUTHA YMH-€HUIA, 0OpaTrheMo MaKmby
Ha jeJaH BUJ KapakTepu3aluje KOMIIJIETHOCTUA Y HOpMUpaHuM npocropuma. Cama
CTPYKTypPa BEKTOPCKOT MPOCTOPa HaM MO3BOJ/bABA Aa MPABUMO pejanujy mamebhy
MOHAIIAKka ROIMMjeBUX HM30Ba M KOHBEPTEHTHUX penoBa BekTopa. Hawmme, mpso
hemo mocmaTpaTu HEImITO MITO HAM je Beh momaJio mo3HaTo.

Jepununnmja 4.1.1. 3a sexmopcku ped Y x, y Lanarosom npocmopy X kaxncemo
n=1

n

0a KOHBEPrupa ako U HU3 He206Ur MAPHUJATHUAX CyMa »  Ij makohe Konsepzupa.
k=1

CyMoM makeoz peda Ha3u8aMo 2PAHUYHY 8PeOROCT BEZ0BUL NAPUUJAGANHUT CYMA Y

03HaY U
o n
ded ..
g T, = lim 5 Ty .
n—oo
n=1 k=1

oo
Ykoauro npumom eaxcu da ped Y ||x,| xomeepzupa, mada kaxcemo da je peod
n=1
aICOJIyTHO KOHBEPIreHTAaH.
Cana MOkeMO moBe3aTu OBO ca ciaenehom memom, Koja HAM KOPUCTH 38 TOKA3U-
Bame OUTHE HejeTHAKOCTU KOja BayKU 3a OBE IPOCTOPE.

Jlema 4.1.1. Hopmupan npocmop X je komnaemaw, mj. Danaroe axo u camo axo
C8U WHE2OBYU ANCOAYMHO KOHBEPZEHMHU PEQ08U KOBEP2UPAJY.

Zloxas. BaBuheMo ce caMO meCHUM CMEPOM WMILIMKAIAje, jep je OH JocTa WH-
TEepPECAHTHUjU, a 3aMHTEPECOBAHN UMTAOIM MOTY TpOOATH U 1a HOKAKY CYyIpOTaH
cMep.

[IpermocTaBuMO ma CBaKM alCcOJyTHO KOHBEPrEHTAH pea KOoHBeprupa y X. 3a-
TuM, Heka je (z,), n € N Komujes an3. Kako Gucmo nokasanu na je X KoMieras,
norpebHO je mokasatu na HU3 (x,) KOHBepTUpA.

3a cBako k > 1 moskemo Hahu n; TakBO ma je

”xn - In’” < 27"

3a cse n,n’ > ny.

10Hans Hahn (1879-1934)
HEduard Helly (1884-1943)
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Ilape, yKONIMKO Ne(UHUIIEMO HU3 Yj TAKO Aa je MOYEeTHU YJaH AT Ca

Y1 = Tny,

a OCTaJI1 YJIaHOBU Ca
Yk = :an - xnk,1

3a k > 2, oEma mMaMo na je

—k
lysll <277,
oo
1 TO TAKO [a& je PeI Y Y AlCOIYyTHO KOHBEPTEHTAH, T€ U KOHBEPIEeHTAH MO HAIIO]
k=1

MPETIOCTABIN.
Tarkobe, nmamo ma cy Hale TapliujaHEe CyMe

k
Sk = E Yi
i=1

o

jemnake oxrosapajyhum enementuma pena x,, . Kako pex Y y, KOHBeprupa, 3HaMo
k=1

Ia

S — S

kana k — oo. [akne, rana un x,, — s kaxa k — oo.

Ha oBaj maumn, mouum cMO A0 3aK/byYKa Oa MOTHWU3 OpUruHAJHOT KommjeBor
HU3a (T, )neNy KOHBEPTUPA.

Cana je cacBuM JIAKO MOKa3aTU Ma OHIA W OPUTMHAJIAH HU3 KOHBEPTUPA, jep
3a TpOU3BOJLHO £ > () MOskeMO Hahu HEKO 7y TaKBO Ha je

[Tn — ] < €/2
3a cBe n,n’ > ng, 1 MoskeMo Hahu k TakBO ma 3a ny > ng BaKU
[0, — sll < e/2.

Cama je cacBuUM jacHO na, U3 OBUX MBejy HejeIHAKOCTU, Kopucrtehu ce mcTtum
TOKOM Pa3MUIIbama Kao 1 npu gokasumBamy Crapa 2.2.1, mumamo ma 3a cBe n > nyg
3a1CTa BaskM TPaKeHO TBpDeme. O

Cana cMO cupeMHU U Oa IPUKAKEMO jelaH cTaB KOoju obeseskaBa OcHOB bana-
XOBHUX IIPOCTOPA.

Cras 4.1.1. (Ocnosna nejednarocm Banarosur npocmopa) Axo je X Bawaros npo-

oo
cmop, mada 3a C8AKU ANCOAYMHO KOHBEPZENMAN Ped » | Ty Y HEMY BANCU

n=1
T BT ®)
n=1 n=1
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Joxas. Ilorkas ocHOBHe HejemHakocTH (8) mme BeoMa JIAKO, jep YKOJIMKO MCKOPU-
CTUMO CIIOCOOHOCT HENPEKUIHOCTU HOPMU, MMAMO:

o

g Tnll = || im E T
n—oo

n=1

VAN
j:
B
ing
=
=

4.2 KRuaacuuau BamaxoBu mpocTopu

WcTopujcku, oBu mpocTopu, Tpy0O peueHo, MpPeacTaB/bajy IPOCTOPE KOju cy Ouian
nosaatu Damaxy. Axo je caymaru Ilucremna'?, mebyrum, kracuumm Bamaxosum
IPOCTOPU Cy OHU nedUHUCAHU Y KHU3u ,,JIluHeapuu omeparopu”, obeseskeHO] ca
[5] y mureparypu.

Cana moskemo mpehu Ha mpuMepe OBAKBUX MPOCTOPA.

IIpumep 4.2.1. K" npocmop

IIpBo, mocan HaMm je mo3HaTo Ia moJve ckajapa K mpencraBiba jenan HOpMUPaH
npocrop. Hopma Tor mpocropa je nepunmcana ca

VKOJIMKO IPUYaMO O HEKOM peaJHOM O0pojy x € R, a ca

ned
Izl ="zl
akKo je peu o HeKOM kKoMiuiekcHOM Opojy z € C. Cama je cacBuM jacHO oA OBUM
HAYMHOM 33J1aT€ HOPpME IpPEACTaB/ba]y METPUKY KOjJOM CMO ce Beh mpeTrxomnHo OaB-
Ui, Te je, 3ampaBo, IOJbE CKajlapa HajjeHOCTaBHUju mpuMep baHaxoBor mpo-
cTopa.

IIpumep 4.2.2. [P npocmopu

OBu mpocTopu IpencTaBibajy jeqaH BeoMa OUTaH IojaM 38 Pa3BOj (QYHKIMOHAIHE
anasui3e. MebhyTum, kako cy OWTHU, TAKO CYy ¥ BeOMa ONIIUPHU, T€ y OBOME DALY
Hehe Outy nyOoko objammaBaHM, HErO heMo caMO AaTV HEKe OCHOBHE OCOOUHE.

LP mpocTopu, mo3HaTu 1 Kao Jlebereosu'® mpocTopu, GpopMupajy BeoMa OUTHY
KJIaCy Yy (YHKIMOHAJIHO] aHAJM3U KAO U y TOIOJOUIKMM BEKTOPCKUM IIPOCTOPUMA.

12Joseph Diestel y csom memy ,,Penosu m musosu y Bamaxosum mpoctopuma’ (Sequences and
series in Banach spaces, 1984) roBopu 0 KiIaCUYHUM OPOCTOPUMA U KAKO CY OHU HOOUIN HA3UB.

13Henri Lebesgue (1875-1941)
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OBu npocrTopu ce MOTY HeUHHCATUA KAa0 IPOCTOPU (YHKIMja UYMjU je p-TU CTEIeH
arcoayTHe Bpenaoctu JlebGere-unrerpabunan, uiam ako je p € [1, +o00|, 3a ¢purcupan
HOPMOM KOMILJIEKCAH MePJLUB IPOocTop (S, 0, (1), HOpMa TUX IPOCTOPA je 3a1aTa ca

11l = ( / |f|pdu)" < +50.

Hamomenyhemo jemny OuTHy Teopemy Koja oapebhyje oBaj IpoOCTOp U YHOTIYIYje
OBY TJIaBY, YMjU ITOKA3 M30CTABIHAMO.

Teopema 4.2.1. (Puct*-Puwepa'®) [P je Banazoe npocmop 3a ceaxo 1 < p < +oo.
IIpumep 4.2.3. P npocmopu

OBuM mpocropuMa, Kao IMTO je U MOo3HaTo, Oumio je mocBeheno meno tpehe
oTJIaBJ/be, Al HaMa je mHTepecaHTHO ciaenehe: 3a cee 1 < p < +oo, P mpocTopu
IpeACcTaB/bajy CcaMO CHeNujasilaH cilydaj MPeTXOmAHO HaBeneHuUX LP mpoctopa, Te
cy cBu obusmnu P mpocTopa KOMIIJIETHU, Tj. MOpencTaBsbajy npuMep banaxoBux
IIpoCTOPA.

IIpumep 4.2.4. ¢ u ¢y npocmopu

Ilok ¢ mpencTaBiba NPOCTOP CBUX HU30BA KOJjU KOHBEPTUPA]Y, €o HPEICTABILA
IPOCTOP CBUX HU30BA T = (Tp)neN, TAKO A

a, =0, n— o0,

Tj. TPOCTOP CBUX HM30Ba KOju KOHBeprmpajy ka mysu. OGoma je HOpMa 3amaTa
ca:
[#][cc = sup [ay|.
Huje Temko 3akmyuntu ga oba oBa mpocTopa mpeactaBbajy banaxose, jep 3HAMO
na je:
PcPctice,CecC ™,
3a 6mito koje 1 < p < ¢ < +oo. IloBpx Tora, vak m m3amebhy HOpMU Baske Hejen-

HaKOCTU:
[2lle = [l = flzllg = [[#[loo-

Ilakiyie, m OB mIpoCTOpPU CYy, 3aucTa, baHaxoBU.

4.3 Orpanuuenu oneparopu bamaxoBux mpocrTopa. Jlyanmu

Jenan on GuTHUX OjMOBa IpU AeduHUCAKLY baHaxoBUX mMpocTopa jecy orpaHuYeHn
omeparTopu Ha muMa. Hawnme,

Hepuaunuja 4.3.1. Hexa cy X v Y Hopmuparu sexmopcku npocmopu. Jlureapro
npecauxasawe T : X — Y kaxmcemo 0a je orpaHUUEHO axo nocmoju Hexo M > 0

maxeo da je
[Tx|ly < M||z|lx,

3a cee x € X. Hajmawe marxeo M naszueamo omepaTopckoM HOpMOM dynxuyuje T, y
osnayu ||T.

Frigyes Riesz (1880-1956)
15Ernst Fischer (1857-1959)
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CBe IOK CMO CUTI'ypDHU & HaM je T pa3iauduTo ol Hyie, HopMma ||T'|| moxe Tarobe
OUTU TpUKa3aHa U Kao

Tx
17 = sup 1221
el
nJIN II1aK KaoO
17 = sup | Tl
<1

Ckyn cBUX OrpaHMYeHUX JuHeapHux omneparopa u3 X y Y ozumauaBamo ca L(X,Y).

Cras 4.3.1. Cxyn L(X,Y) nod onepamopckom HOPMOM YUY HOPMUPAH 8EKMOPCKU
npocmop.

Zloxas. Mopamo Bumetu ako cy 1) u T, orpaHudeHu onepaTopu, Aa JU CYy TUME
takBu 1) + 15 m AT). OBo Huje Temko, jep HaMm je Beh mo3marto ga je:

1Ty + Tof| < Tl + (172l

IATR] = A TR

¥Y3MuMoO 3a mpuMep NPBY O OBa ABa 3a HOKA3aTU. 3HAMO Oa je:

(11 + T3)z|| = || Thz + Tox|]
< [[Thz|| + |12 ||
< ([T (ll[=) + 72| ||
= (T3]l + [ Z2]) [|=|I-

A kako 3namo u3 neduHUnMje HOpMe na je ||T]| = 0 ako u camo ako je T = 0, noka3
je oBUMeE 3aBpIIEH. O

ITo canma, jomr yBeK HMCMO IPETIOCTaBBHAJIUA Aa je UjemdaH on mpoctopa X u Y
komnieran. Cnenehm cras To omnucyje.

Cras 4.3.2. Axo je Y xomnaeman npocmop, mada je u nopmupar npocmop L(X,Y)
ca onepamopckom Hopmom maxohe xomnaeman, mo jecm L(X,Y) je mada Ganazros
npocmop.

Jloxas. IlpernocraBumo na je Y BanmaxoB mpoctop u Heka je T, n € N, Komujen
mu3 y npoctopy L(X,Y). Tana suamo na 3a cse € > 0 moskemo Hahin Heko ny TakBO
na je

[T — Tl <,

3a cBe n,m < ng. llokymajmo nma mokaskemo na T, KoHBeprupa kKa HeKoM 1 €
L(X,Y) nox omepaTopCckOM HOPMOM. 3a CBakO (GuKcUpaHo r € X, MOKEMO y3eTu
y 063up uu3 T,z. CBaku TtakaB HU3 je, ycrBapu, RomujeB y Y, jep je

[ Toz — Top|| < ellz]], (9)
3a cBe n,m > ng. Harme, 3a cBako x € X mocToju jeauHCTBEHO 0 ¥ Y TaKBO Oa

T, — 0.
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Omnpna, ako mepunumemo 7' @ X — Y ca Tx = ), y3 usocraB/bame M0KA3a Oa je
T nuHeapHO TpecInKaBame, ocTaje ma mpoBepuMo ma jau je T orpanuueno. Aro
OCMATPAMO TPAHUYHY BPEAHOCT Kaxa n — 0o HejenHauuse (9), Tamza mobujamMo na
je

[Tw = To|| < ez (10)

3a m < ng. 3aTuM, kKopucrehu ce HejegHAKOIMINY TpPOyraa, MOJA3UMO 110
[Tz < (| T[] + €ll]].

Ha oBaj mauun, nokasamau cmo ga je T orpamwueno ca |1 < ||T,] + €, 3a 6uno
koje m < ng. Hejennaroct (10) mam Trarobe morasyje na ||T'— T,,|| < e 3a m > ny,
na 1, — 1T mon omepaToOpCKOM HOPMOM Kama m — O0. ]

Hedununuja 4.3.2. Axo cy T u S ysajamno uneepsne gynkyuje T' : X —Y u S :
Y — X, mada xaxcemo da cy Banarosu npocmopu X v Y €KBUBAJIEHTHU. Y KOAUKO
npumom T (a ca mume u S) odpacasa wopmy maxo 0a je ||z|| = ||Tz||, mada xamcemo
da cy X uY M30MeTpUjCKM M30MOPDHU.

[MITto ce Tuue myasHUX TPOCTOPA, TO jeCcT ayaja y BaHaxoBUM TpOCTOpPUMA,
naheMo camMo KOHKpeTHe mpuMepe 0e3 mokasa. AKO je HOpMUPaH TPoCcTOp X HA
nosseM cranapa K, mosxkemo mocmarparu npocrop L(X, K). I[To mperxonno nHaBene-
mom CraBy 4.3.2, oBo je BanaxoB mpocTOp, KOju HAa3UBAMO IYaJIOM Yy ODeIexK]y
X*. Kao mro je u peueno, 6e3 morasa, €BO MpuUMepa HEKUX O TUX IPOCTOpAa.

1° IlyaJiHu TIpOCTOD €, jé M30MeTpujcku uszomopdan mpocropy ¢!, rme je nsomop-
duzam nat Ha caenehn mauun. 3a a = (a,) € (!, nepuHUIEMO €JIEMEHT O € ¢,*

ca
a(b) = Z by,

2° ITyasuu npoctop ¢! je uszomerpujcku uszomopdan mpoctopy (.

3° Hyamam npoctop  3a 1 < p < 00 m30MeTPUjCKA je m3oMoppaH npocTopy (9,
rae ¢ 3aI0BOJbABA j€THAKOCT

Cremujamuo, /2 je cam CBOj myad.
J ; J ) oy

Bpeme je m ma ce HAmOKOH OamuMO y TPOCTOPE KOjU 3a0KPYKY]y OBaj pam -
XunbepToBe IPOCTOPE.
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5 XmumiabepToBU IIPOCTOPU

Cse medunMIMje U TeopeMe MPETXOMHUX MOrJaBsha KyaMmMuHUpalhe y oBOM cTaau-
jymy. Cazna je cacBuM JIAKO Te(QUHUCATH CBE IOjMOBE OBOI IIOIJIABJbA, 3aTO IITO
ca mamehy Kao mpupomHa HAAOTPAAma Ha Beh HaBeAEHY TEOPUjy.

5.1 Ilojam m ocHOBe XMJIOEPTOBUX HPOCTOPA

3anouehemo jemHoM jacHOM me(QUHUIjOM.

Hepunnnmja 5.1.1. Ceaxu Bawaroe npocmop wuja je Hopma uHOYKOBAHG HEKUM
CKANAPHUM NPOU3BODOM MO2 NPOCMOPL HA3UEAMO XMIIOEPTOBAUM IPOCTOPOM.

I[TocmaTpajMo mTa OBO ImpeAcTaB/ha HA KOHKPETHUM ITPUMEpPUMA.
IIpumep 5.1.1. Ceaxu R* npocmop je xonaurodumensuornasru Xuabepmos npocmop.

Zloxas. Rako 6ucMo moOKa3ajaud ma je OBO TAYHO, MOBOJHHO j€ MOKA3aTU KOMILIET-
HOCT mpocTopa R, To jecT mOKyImajMo ma MOKaskeMo na je cBaku RomujeB Hu3 y R
KOHBEPIEeHTAH. 3a TO, HABEAUMO MIPBO jeIHY TEeOPEMY, 3a KOjy JOKa3 M30CTABHAMO.

Teopema 5.1.1. (Boayano'®-Bajepwmpac'”™ o nusosuma) Ceaxu oepanuuen nus pe-
annuz bpojesa uma bap jedny mauky nazomunasawa y R. Ceaxu nus peasnur bpojesa
uma bap jedny mayuky wazomuarasama y R.

Cana, ueka je (a,) npousBosman Komujes an3 y R. Ha ocHOBYy cBOjcTa Orpanm-
uenoctu Kommjesor mmza (Cras 2.2.2) u mperxonno HaBexene Losmano-Bajep-
IITPACOBE TEOPEME, 3HAMO [a MOCTOJU MOIAHU3 (G, ) TOT HUA3a KOjU j€ KOHBEPIeHTAH.

[Ipoepumo mTa ce memana ca KommjeBuM HM30BUMAa KOBEPTEHTHUX 110 THU30BA.

Hexka je € > 0 npoussosmuo u ny € N TakBo ma je |a, — a,| < £/2 3a m,n > ny.
Tarxobe, Hera nonuus (a,, ) HU3a (a,) UMa KOHAYAH JIUMEC a.

Tana, yronuko uzabepemo k € N rako na je |a,, —al < /2 u ngy > ny, 3HaM0 1a
3a CBe M > Ny BasKWU:

lan, —a| < lap —an, | + |an, —a| <e/2+¢/2=¢.

Iakme, u cam HuU3 (a,) je OHIA KOHBEPTEHTAH, Te je HAIl NOKA3 TUMe 3aBPIIeH.

O
IIpumep 5.1.2.

[IpocTop (? KBaAPATHO CyMaOUIHUX KOMIJIEKCHUX HU30Ba (z,), n € (1,+00) 3a
KOje je
oo

Z |2n]? < 400

n=1
npeacraBJba XI/IJI6epTOB IIPOCTOP 3adaT Ca CRaJapHUM IIPOU3BOIOM

oo

((z0). (wa)) =3 2wy,

n=1

16Bernhard Bolzano (1781-1848)
17Karl Weierstrass (1815-1897)
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Zloxas. Ilokas oBora mme TpPUBHUjaJHO, jep, caryacuHo Teopemu 3.2.3, P je KOM-
nieraH 3a cBe p € [1,400]. O

IIpumep 5.1.3.

3a cBaku MpocTop ca MepoM (o, 1) mo Teopemu Puc-®umepa mpoctop L2(o, 1)
KBaIPATHO MHTErPaOMIHUX (PYHKIU]ja TOCTaje XMiIGepToB Ipu yBOhewmy CragapHOr
IpPOM3BOA Ca

(f.g) " / f7du.

3a cee f,g € L*(o, p).

[IpumeTnnu cMo ma kako Ou mocTojaja, HOpMa XUIOEPTOBOI MPOCTOPA MOpa
3a0BOJbABATH IPABUIIO IapaljiejiorpamMa, Te cieneha teopeMa Oamr KapaKTepUIIe
BanaxoBe nmpocTtope koju cy yjenHo u XujibOepTOBU.

Teopema 5.1.2. ( [Topdar'®-don Hojmana"®) 3a xomnaexcarn nopmupar npocmop X
Y KOME 8AACU NPABUNO NAPANEAOZPAMA CKANAPHU NPOUIBO0 KOJU UHOYKYJE HOPMY MO2
npocmopa 3a0am je uspazom

3

Oeg 1 .k kN2

(fo9) 2 DTS+ g
k=0

Iloka3 oBe Teopeme M30CTABHAMO, MajyNu MAejy ynTaonuMa ga OIpuMenyjyhu

IpaBWJIO ITapaJejorpaMa 3a KOMIJIEKCHE BEKTOPCKe IIPOCTOpE, Y3 Iap TPUKOBA U

CIMYHUX uneja kopumhenux y nokasmBamy Teopeme 3.1.1, moxke ce ctmhu no

JKeJbEHOI' pe3yJsTraTa.

5.2 OproroHasHOCT Yy XMJIOEPTOBUM IIPOCTOpPUMA
5.2.1 OpToronaJsHOCT

On cama, ma HamaJbe, O3HAKY H pesepBucaheMo, M KOPUCTUTU, UCKIBYUUBO 34
O3HavYaBame XMIOEPTOBUX HpPOCTOpa. Y KOIUKO mocMmarpamo mHejemHaroct RIITB
n3meby npomsBosmsHUX Hewyna Bekropa f = (21,y1,21) 1 g = (T2,Ys, 22) Y TIPOCTOPY
R3, MOkeMO OIPUMETHUTH 18 BaKU:

(f,9) | _|7m122+ 31y + 212

‘HfHHgH_ Vattyi+a |

YcrBapu, moBe3yjyhu mobujer pe3yiarar ca OCHOBHOM CTPYKTYPOM CKAJIAPHOT
MMPOMU3BOa y €YKIUACKO] TEOMETPUjU, TOKA3yje ce Na NPUKA3aHa BEJINUYNHA YIIPaBO
mpencTaB/ba KOCUHYC yIriia KOju rpamae BeKTopu [ u g, uuMe T1xs + y1ys + 2122 = 0
IpenCcTaB/ha YCJIOB BHUXOBE HOPMAJHOCTU, OMHOCHO OPTOTOHAJIHOCTHU. Y KOJUKO
oCMaTpPaMoO MPOU3BOJbAH XMJIOEPTOB IPOCTOP H, OPTOTOHAJOCT HA HEMY aepuH-
UIeMo Ha cienenu HaYWH.

18Pascual Jordan (1902-1980)
19 Johann von Neumann (1903-1957)

27



Hedbununmja 5.2.1. 3a eexmope f, g € H xKamcemo 0a cy OPTOTOHAIIHU, CA 03HAKOM
flg, axo eaxmcu da je (f,g) = 0.

Hea cxyna F,G C H cy oproronasuu, y osnauu F 1 G, axo 3a cee f € F u cae
g € G saxmcu flg.

Heoununmja 5.2.2. 3a ckynose F,G C H ca G* osnauasamo cxyn ceuzr f € H xoju
cy opmozoHaanu Ha G U HA3UBAMO OPTOTOHAJHOM NOILYHOM U4l OPTOKOMIIJIEMEH-
ToM 00 G.

[Ipumehyjemo na, m3 cuenu@UUIHOCTU CKAJAPHOT IPOM3BOAA Ha XUIOEPTOBUM
IPOCTOPVMA, HE MOKEMO YBECTU OPTOTOHAJHOCT y baHaXoBMM Ha WCTW HAUNUH.
Ilakne, mocTraB/ba ce mMUTaHm€E MOCTOJU JIM AHAJOTOH y OBUM IPOCTOpPUMAa. JemHa
on Hajuo3HATUjUX AeduHUIMja Oa3upa ce HA ciaemehoj gemu.

Jlema 5.2.1. Bexmopu f u g uz Xuabepmosoz npocmopa H cy mehycobro opmozo-
HAAHY AKO U CAMO AKO je

1f+Agll = 11A1;

304 C8E KOMTNAEKCHE CKaaape A eC.

Zoxas. Iloka3 oBora He WHe TEIIKO, IITABUINE, TUPEKTHO U3 AePUHUIM]e HOPME
nMamo na kana je flg, rama 3a cBe A € C je

1F + gl = VLI + IARlg 12 > [1£1]-

Kama je ¢ = 0, jacHo je ma Basku m OOpHYT cMmMep eKBuBaJieHnuje. AKO je, Iak,

g#0,3a = —% MMaMO
LFI® < NI f + Al
2
(9, 9)
2
S ||f”2 — 2%Re <f, <fag>g> 4 H <f>g>
(9.)9 (9. 9)
2
§||f||2_H<fag> ’
(9. 9)
omakJsie 3akmyuyjemo na (f,g) mopa 6utm 0, e je f.Llg. O

EBo canma medpumHMIIje KOjy MHOIM NPUXBATajy Kao IJIaBHY IpU NePUHUCABY
opToroHaJsHOCTH y BaHaxoBUM mpocTOpUMA.

Hepumannmja 5.2.3. 3a eexmop [ xaxce ce da je opmozonanan no Bupzrod®®-[Tejmcy?!
na eexmop g y ucmom Banazosom npocmopy X axo je

1f+Agll = 11A1-

20Garett Birkhoff (1911-1996)
21Robert Clarcke James (1918 - 2004)
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5.2.2 OpToronasiHa mpojeKnuja Ha MOTIPOCTOP

OsBo mormornassme mepumrucahieMo yKpaTko, majyhu caMoO HEKe OOKa3e TeopeMa,
U3 TOora MmITO he HAM mcTe OuUTM NOTpebHe mpu neduHMcamy cieneher. Hawmwme,
3all0OYHUMO jeTHOM TEOPEMOM Ha KOjoj ce bGazupa Behumua ocrtanux.

Teopema 5.2.1. (0 najoauncem eaemenmy) Hewa je H Xuabepmos npocmop u F
Henpasam, 3amaeopen Konaexcarn noockyn y H. 3a ceaxu sexmop h € H nocmoju jedun-
cmeen eexmop f € F maxae da saxncu

. oeg .
If = k|l = dist(h, F) < inf g — h].
geF

Kao mTo je m Ouso mamoMmeHyTO, OOKa3 OBOra heMo M30CTABUTU, Mala Y3
OIlacKy Oa UCTU HUje KOMIIJIEKCAH, Ia BPeau MOTJeAaTu meroso m3Boheme. Cana
HABOAVMO TJIABHY T€OPEMY OBOT JeJia Paja.

Teopema 5.2.2. (Puc o opmozonaanoj npojexuuju) Hexa je H Xunabepmos npocmop
u nexa je L sameopen nomnpocmop 00 H. Tada, ceaxu eexmop h € H uma jeduncmeen
npuKas3 06AuUKa

h=/f+g,

sa nexo f € L unexo g € G, maxeso da je ||g|| = dist(h, L). Taxae eexmop f nasueamo
OPTOrOHAJIHOM IMPOjEKIjoM BeKTopa h Ha morupoctop L.

Zloxas. Ropuctehu teopemy o HajMameM eJeMeHTY, 3HaMO na mebhy ememeHTmMMAa
moTmpocTopa L mocToju oHAj BeKTOp [ KOju je HajOJIW:KU BEKTOPY h, TO jecT oHA]J
ermeMeHT 3a kora je ||h— f|| = dist(h, L). Ha Taj mauns, 3a cBe Bexkrope f' € L u cBe
crasgape A € C Bekrop [ — Af’ muje moryhe ma 6yme 6aumsku BekTOpy h Om camor
BekTopa f, Te je

1=+ Af1 =Nk = (f = A < 1A= £,

3a cee A € C. Ilame, npema Jlemu 5.2.1, mopa 6utu g = (h — f)Lf', unme je
o0b6e30ebena HaBemeHa OPTOrOHAJHA pelpe3eHTanuja, nNpu vemy je 3aucra |g|| =
dist(h, L). Axo 6u, mehyrum, nocrojano jom mexko [’ € L 3a koje je h— f' € L, rana
Ou BaKMIIO

f=f=F=f+h=h=[h—-f)=(h=f)] LL.

Kako 3a ob6a Bekropa Baxku f,f € L, nu muxoBa pazmuka [ — [/ Tama, Ttakobe,
npunana norunpocropy L. Mebyrtum, ramna 6u 6uno (f — f', f — f') = 0, onakue
cazmajemo ma je f = f’, Te je jeIMHCTBEHOCT OApP:KAHA. [

5.3 Penpe3eHTanuja orpaHUYEHOr JIMHEAPHOT (QYyHKIIIOHAJIA

Hopmupanu, na vak Hu BasaxoBm mpocTtopum HuCY M30MOPGHHU Ca CBOJjUM IyaJi-
nMma. 300r cBoje cuenupuyHe CTPYKType, XUIOEPTOB MPOCTOP CALPKU mOceOHO
jeIHOCTaBHE CTPYKTYPe JuHeapHUX (GpyHKnmoHasda Ha cebu. Ciyyaj oBUX mpocTopa
pemasa ciaeneha Teopema.
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Teopema 5.3.1. (Ppewe’*-Puc) Hexa je H Xunbepmos npocmop u nexa je H* me-
208 0yan. 3G c8AKU 02paANuUMEeNy auneapru dyrwkyuonan f* € H* — C nocmoju u
jedurncmeeno je odpehen eexmop f € H maxae da je

fr(h) = (h, [),
3a cee h € H.

Jloxas. TIpBo, npuMeTHMO [a je CKaJapH IPOU3BOA AaT ca (-, ) IuHeapHU (yHKINOHAI
Hopwme | f||. Baucra

[ AR = 1k, ] <RI

3a cse Bekrope h € H, te je rama u ||{-, )| < [|f]-
Ca mpyre crpase, KaKO UMaMO [a je

L1 = (f, )
= (,.NH(f)
< [ AL
rana 3uamo na je u ||f]| < [[(-, /)|, omakme mopa BaxwuTu ma je [|(-, /)| = |f]-

Axo, nak, 3a jesrpo Bazkm ma je ker(f*) = H, nmamo ma je ranma f*(h) =0 = (h,0)
3a cBe moryhe f € H, ma TpaskeHa jemHakocT Basku ykoauko je f = 0. Kako je
auHeapHU (GyHEKIMOHAJ f* orpanuuen, tama jearpo ker(f*) mpencraBiba 3aTBOpeH
MIOTIIPOCTOP, OJaKJe M3 OCOOMHA CUMETPUYHE pejaluje | Mopa BaKUTH Oa je
ker(f**) # 0 yromuro je u ker(f*) # H.

Ilame, 3a HeKO Tpom3BObHO T € ker(f*) koje je pasmumumTo om Hyme 3HAMO
na je tama u f*(x) # 0, jep 6u y cymporsom 6uiao ker(f*)Nker(f*)t # {0}, mro je
HEOAP:KUBO. A KAKO MMaMO U 1a je

 TW N e T
r (- fe) = o - £ w0 —o

Tama mobujamo ma je h — ;EZ;I € ker(g*), ma u3 x € ker(¢*)* Bawu ma je

WY, )
a) = eggtat = (= Frggmn) =

3a cBako h € H. OnaBne npocTuM TpaHChoOpMaIjaMa JOJIa3UMO 10 ODJIMKA

= L@ @)
P =y <”nw2>7

13 Yera 3amcTa Jo0MUjaMo TpasKeHy pejialujy, Kaga y3MeMo naa je
T
|2
[IITo ce Tuue jeAMHCTBEHOCTU, YKOJUKO mMocToju jom Heko f' € H Tako ma je
fr(h) = (h, ) = (h, [),
3a cBe h € ‘H, Tana je, cnenujasuo, 3a h = f — f’
If=FIP=—=f == f f)=0,

Te je 3aucrta f = f', unMme je moka3 MOTIYHO 3aBpIIEH. O]

[

x.

22René Maurice Fréchet (1878-1973)
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5.4 HWNuarepecanTHM npuMepu XMJIOEPTOBUX IPOCTOPA

YnornymyjeMo 0Baj pal HEKMM WHTEPECAHTHUM IPUMepPUMa XMJIOePTOBUX IPOC-
Topa O KojuMa Hehe OuTu auckycuje, Hajupe 300T HBUXOBUX KOMIIJIEKCHOCTHU U
CUTYpHE IUTPECH]eE.

IIpumep 5.4.1. (Coboaesosu® npocmopu,)

OBu mpocTopu Cy BeoMa MHTEPECAHTAH HpuMep XuiabepTOBUX MPOCTOPa, jep je
y BUMa MOryhe BpmuTuy aupepeHnujamnmjy, a 3a pa3iuky on, penumo, banaxoBux
mpocTopa, Takobhe mMajy mepumHUCAH M CKaJApHU IPOUM3BOXA Ha HuMa. Ibuxosa
OUTHOCT je y TOMe Ja MHOra pellema MapIrjaJHUX AU(epPeHIUjaTHnX jeTHadrnHa
ce Haja3m Oam y oBuM nmpoctopuma. Hopwma je, oBme, 3amara ca:

k . )
sl = (3 [ 1590

IIpumep 5.4.2. (Xapoujesu* npocmopu zosomopdrux dynxyuja)

Takobe jemanm Beoma WHTEpecaHTaH HPUMEpP MPOCTOPA HPBU YT yBEAEH O
crpaue Puca, koju je, 36or XapaujeBor panga HaaeHyo mpoctopuMa OBO uMme. OHu
npencTaB/bajy dyak gocta 00/py reHepaamzanujy [P mpoctopa, kana je p < 1, jep y
TUM ciydajeBuMa LP mpocTopu nodujajy Heka HeskeJbeHa CBOjCTBA, MOK XapIujeBu
(G yHKIMOHUITY cacBUM KOpeKTHO. Kao mro je Beh peueno, 6Ga3upajy ce m Ha X0JI0-
MOpQHUM (QyHKNMjaMa, OUTHM y KOMILJIEKCHOj ¥ XapMOHU]CKO] aHAJIU3MU, a UT'Dajy
U BEeJIMKY YJOrY Yy TeOopuju ynpaBsbama. Hopwma oBux mpocropa ce meduHUIIE ca

HfHQ - }’iiri\/ MT(f):

rue je
1

2 _
Mf) = 5= [ 1sen P

23Sergei Sobolev (1908-1989)
24 Godfrey Harold Hardy (1877-1947)
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6 3akdpydak

XunbepToBU NPOCTOPU WUI'PAjy OYUIJIETHO 3aMCTA BEJIUKY YJIOTY KaKO y MaTeM-
atunu, Tako u y ¢usmnu. ako oBaj pan IpencraBiba MOKYyIIA] IPUKA3UBABHA
OCHOBHUX OCOOMHA OBUX IPOCTOpPa, KAO U CBY TEOPHUjCKYy HOIJIOTY Ha KOjO] OHA
JEKN, HaKaJOCT HUje MOrao na OOyXBaTW I'DAHAWO3HY BeJIWYWHY WH(GOpPMAIN]ja
KOjy OoBa TeMa 0oOyxXBaTa.

Onm koju cy GapeM Majo OWIM 3aMHTPUTUPAHU PAIOM, ayTOp OpeIake Ia,
VKOJIMKO MMAajy KeJbe Oa HUCTPaKY]y BUIIE, TPEJUCTajy o meopuju Pypujeosur
pedoaa, Ilmypm-Jlujysun meopuju Judeperyujarnur jeonavuna, UIA Iax ITyOsbeM
IPOydYaBalmy Meopuje onepamopa n PyHKyuoraAHe AHAAUSE.

Ha xpajy, cpmauyno ce 3axBaJjbyjeM cBoMe MeHTOpPY ap Mwuimwany KuexxeBuhy
KOjU MU je maBao CBe MOoTpebHe CMepHUIE W yKa3uBaO Ha WCIPaBKe Kaaa je TO
6uno HemoxomHo, kKao m npodecopru np Comu Yykmh koja je yJoKuMIa BeIUKU
TPYZA A 3aUCTa AETAJLHO Iperyiefa MOj pPal M Ja CBOje MUNILEIHE O HeMY.
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