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1 IIpenrosop

TeMy 38 CBOj MaTYPCKM PaJ caMm 011a6pana JResehu ma mpomupum
CBOj€e 3HAWmE y HEKO] 01 00JacTu reoMeTpuje. VHBep3uja My ce y4InHUIA
13a30BHOM, jep Ha HEKU HAUUH MIPEACTABaJba HAJBUIINA ACIEKT
carynenaBama Hykauacke reomerpuje.

Y yBO#y je M3JI0:KEeH KpaTak UCTOPHUjCKU MIPErjen reoMerpuje,
IOMEHyTe Cy 00JIaCcTH reoMeTpuje yCKO IIOBE3aHe Ca MHBEP3UjoM. Y
Apyroj TIaBY Ae(PUHUCAHA je MHBEP3HUja y OJHOCY Ha KDY ¥ HaBeAeHA Cy
IBbEeHa CBOJCTBAa, a Yy Tpelhoj 1 4eTBPTO] BeHa IPUMEHa Y PeIIaBarby
AmnononujeBux npobiema u npu KoHcTpyucamy llltajerpoBor manma. Y
IIeTOj TJIaBU je ONMMCAaHAa WHBEP3Uja Y KOOPAMHATHOM CUCTEMY, & Yy IIECTO]
uHBep3Uja y omHocy Ha chepy. Hakon Tora cieme nmpumepu 3amaTtara y
KOjUMa Ce KOPUCTU UHBEp3Uja U HEH 3Haua).

Hanam ce ma he pan mpu mameMm yuTamy OUTU Pa3yMJbUB, YHAIIPEH CE
U3BUHaBaM 300T €eBEeHTYaJHUX I'peliaka U npouycra. Pan je mucan y
nporpawmy ,, LaTez”, a ciauke cy omnpabene y mporpamy ,,GeoGebra.

3axBaJjbyjeM Cce CBOM MEHTOPY 3a MHOTO CTPIJbEHma, CTPYUHO] mOMONhn
U caBeTUMA.



2 YBon

2.1 Kparak MCTOpPUjCKU IperJien reoMeTpuje

leomerpuja (Ipukn: yew = 3€Miba, pueTpo = MEPUTHU) je TpaHa
MaTeMaTUKe Koja ce OaBu mpoydaBameM ocobuHa u MehycoOHUX omHOCa
OOJMKa Tj. T€OMETPUjCKUX TeJia, TOBPIIVHA, JUHUjA U TadaKa.

NunykruBEn (maTtuHCcKA: inductio = yBoheme) meTon je mHauun
pacybuBama KO Kojer on HojeIMHAUHMX IpUMepa JOJA3UMO OO OIIITHAX
3aKkJbydaka, NOK ce KOI Aedykuuje (JTaTuHCKU: deductio = n3Bobheme) on
OImITer 3aK/bydKa HOJAa3U M0 I0jeTnHAYHUX.

l'eomeTpujom cy ce jmpyam O6aBuImM jouml y HajpaHWjOj UCTOPUjU,
IPBOGUTHO yo4yaBameM QUIypa, a KaCHUje U NOKA3UBAKEM Pa3HUX
cBojcTraBa Tux purypa. IIpeokper y nmamem pa3Bojy reoMmerpuje jaBiba ce
y crapoj I'pukoj 3a Bpeme Taseca uz Munera (VII - VI B.m.H.€.),
[Turarope ca ocrpsa Camoc (VI B.m.H.e.), a kacHuje n Bykauna u3s
Anekcannpuje (11T B.m.H.€.).
Eykaun HakoH MHOIITBA AOKA3aHUX TEOPEMA MOKYIIaBa Na yBele aKCUOMe
y reoMerpuju. Y cBoMm nenay ,,Eaementu”’, mosnazna tBpbhema je moumenmo
Ha akcuome u nocrynare. HaBomumo mocrynare y oOJIUKY y KOM UX je
Eyknun manucao:

1. IlpernocraBia ce ma je Moryhe on cBake Tadyke MO CBaKe APyTe
Tayke KOHCTPYUCATU NPaBy JIUHU]Y.

2. HpeTHOCTaBJBa Ce Oa CBaKa IIpaBa, C.HG,ZLGI’_II/I ILEH IIPpaBall MOMKE
HEOI'PaHNYECHO IIPOAYyHKaBaTU.

3. llpernmocrama ce ma ce y HEKOj PaBHM OKO CBaKe HEHE TAUKE MOKE
OIUCaTUA KPYT OMJIO KOjer MOJyIpPEeUHUKA.

4. IlpermocraBia ce ma Cy CBU mMpaBU yraoBu MehycoOHO ooy HapHU.

5. Aro mera mpaBa, mpecenajyhu apyre nBe KOMJIAHAPHE TpaBe
obpa3syje ca mUMa ca UCTe CTPaHe OBa YHyTpallikha yriaa KojuMa je
30up MawmuU OJ MBa IpaBa yrja, Tala Ce Te IBe IpaBe, HEOIDAHWYEHO
IPONY:KEHE - CEKYy ca Te CTPaHe CEeUMIle ca KOje ce Hajlaze Ta IBa
yria.

3a maJbu pa3BOj reOMeTpUje BeJUKU 3Hauaj MMao je netu Kyrammon
nocrysar. OBO nmurame 3a0KyNUIIO je MHOIe MaTeMaTudape, a OBaj
npobJsieM Tek je 6mo pemeH y XIX Beky. Jlomuio ce mo Benmkor 6poja
€KBUBaJIEHATa IIETOM IIOCTYJATy, aju ol HajBeher 3mauaja je Ilmejpepon
(1748 — 1819, erseckn MaTemarudap). VI HEroB €eKBUBAJIEHT IJIACH:
3a cBaky mpaBy u TadKy BaH Be y PaBHU BUMa oxpebhenoj mocroju
HajBUIIE jeqHA IpaBa KOja CAAPKU Ty TAUYKy M AWCjYHKTHA je ca TOM
IPaBOM.

Cnenehwm npenoMuu TpeHyTak OUO je MojaBa HEEYKIUICKUX Te€OMETPUja
y XIX Beky u TO OTKEpuhe ce Be3yje 3a pyckor maremaruyapa Hukomaaja
NsanoBuua JloGauesckor (1792 —1856), Koju je Takobhe pasmarpao
npobisiem neror EykaumoBor moctynara, nonazehu on meroBe Heraiuje.
Y xemu na mobe [0 KOHTpaAUIUje, M3rPAAUO je YUTAB HU3 HOBUX



TBphema, alu HUjeaHO O HUX HUje OMJIO y KOHTPAMUKIM]U Ca OCTasINM
nocrynaruMma, ocum neror. Tako je M3rpabeHa jOII jemHa HOBA
reoMeTpuja Koja je HeNpOTMBpeUHa 1 Koja ce Oasupa Ha Eyrmmnosnu
aKcrmoMaMa, OCUM IITO je MeTH MOCTYJIAT 3aMeH-eH CBOjoM HeramujoM. Ta
Teopuja ce HaszuBa ['eomerpuja JlobaueBckor.

2.2 W3ometrpujcke TpaHchopmanuje npocropa E"

Jenan on kmpydHUX enemMeHara y EyKImackoj reomerpuju cy
nszoMmerpujcke Tpancpopmanuje. To je kperame paBHU KOje ,,dyBa’
pacrojama.

e bujekTnBHO TIpeciimkaBame 7 : E" — E" Ha3WBa Ce€ M30METPU)jCKOM
TpaHCc(opManujoM npocropa E", n=1,2,3, aKkO 3a IPOMU3BOJLHE IBE TAUKe
A m B npoctopa E™ Baxu (A, B) = (Z(A),Z(B)).

e Kounnunennuja ¢: E® — E", n=1,2,3, je m3oMeTpHUjCcKa TpaHchopMmanuja.
e IIpousBon 6mun0 KOje OBE M30METPUjCKe TpaHChopMmaluje npocropa E”
je m3omeTpujcka TpaHCchopmManmja mpocropa E™.

e OcHOM peduiercujoM paBHU E? y OOHOCY Ha IPABY p HA3UBAMO
M30METPUJCKY TpaHCchopMalnujy S, KOja HUje KOMHIUAECHIU]a Y KOjOj je
CcBaka Tauka mpase p mHBapujanTHa (purcua). [Ipasa p je oca
pediekcuje S,.

e CBaka m3omMeTpuCjra TpaHchopMalurja paBEU E? MOKE Ce IPEACTABUTU
y OOJIMKYy KOMIIO3WIN]je HAjBUIIE TPU OCHE pedIileKcuje.

I/IHBep3I/IJa ce jaBspba Kao HaJBI/IlHI/I HUBO TpchqDopMauMJa aJil OHA HUje
n3zomerpuja. OHa MMa HEKa 3ajeTHUUKA CBOjCTBA Ca OCHOM Pe(IIEKCUjOM
Kao MTO CY:

1. Ocua pe¢rekcuja je OUjEeKTUBHO MPECIUKABAE.
2. OcHa pediekcuja je UHBOIYIHjA.

3. OcHa pediercuja IpecankaBa CBaKy O ABe 00JACTH HA KOjy Oca Te
pediiekcuje neam paBaH y OHY IPYTY.

4. CBe mHBapUjaHTHE TadyKe OCHE pedJiieKCHje Cy Ha OCU Te PedIiieKcuje.

5. Axro je X’ caura tauke X y OCHOj pediercuju, Tana je mpaBa XX’
HOpMaJIHA Ha OCy Te pediekcuje.

Ilaxkne, nHBep3Uja je mpecimKaBame Koje Tpeba ma 3aJ0BOJbaBa CBa OBA
CcBOjcTBa, rae 6m caMo pedu ,oca”’ Ouiaa 3aMemeHa pedjy ,Kpyr’

2.3 Tparachopmanuje camuHOCTH IIpocTopa F"

e Heka je k mpousBoJsbaH MO3UTUBAH peatiaH Opoj u P: E™ — E" n=1,23,
OMjeKTUBHO MTpeCcIUKaBamhe KOje CBaKe mBe Tauyke X um Y mpocTopa E"
npeBoau penoM y tauyke X' m Y’ mpoctopa E™ TtakBe ma je X'Y' =k-XY.
Tana npecnukaBame P HA3MBaAMO TPAHCHOPMAIjOM CIUYHOCTHU IIPOCTOPA
E" ca roedpunujerToMm k. OBe TpaHChoOpMaIyje HUCY U30OMETPUjeE.

e Tpancpopmanuja P npocTopa E" KOIMHeapHe Tauyke A, B,C IpeBOIUn
penoM y koamHeapHe Tauke A, B/, C’.

e UyBa momymapHOCT, MaKO HE UyBa PacCTOjama.

e Heka je O mpomsBosbHA Tauka mpocTopa E™ u k peasian 6poj pas3auduT
on HyJjie. XOMOTETHJOM ca cpenumreM O U KOe(UIjEeHTOM k HA3MBAMO



TpaHcpopmannjy Hoy : E" — E™,n=1,2,3, KOja CBaKy Tauyky X € E"
. =

npesonu y Tauky X' € E™ TakBy ga je OX' = kO

e XoMmoTeTuja Hp, IPpOCTOpPa E™ mpencTaB/ba TPAHCHOPMAI])Y

CJINYHOCTU Ca KOEe(UI]EHTOM k.

2.4 IloreHmuja Tauke y OOHOCY HA KPYyT

Horennuja Tauke y OXHOCY Ha KPYT je y 3HATHO] MEPH Be3aHa Ca
HEKMM CBOjCTBMMa MHBep3mje Koja lieMo y nasbeM HaCTaBKy pana
obpabuBaru u 3aTo joj mocBehyjemo 3acebHy cekmujy. e AKO Cy y paBHU
3amaTu KPYT k ¥ Tadyka P, Tala 3a CBakKy IpaBy KOja cedye KPyr y
TaykaMa X U Y U OpoJas3u Kpo3 Tauky P BaKu PX - PY = const.

,

Y

Cnura 1: Tauka P ce Hama3u y Kpyry k

[TocmaTpajMo nBe mpaBe M3 Tauyke P KOja Ce HaJa3W Yy YHYTPAIIHOCTU
KpyTra k M HEKa OHe ceKy Kpyr k y taukama X,Y um X;,Y;. Tana je

/Y1 X:X 2 /XYY, (yrioBu Ham UCTUM JYyKOM) U /X PX = /Y PY; (yHaAKpCHU
yraoBu), na je APXX; ~ APY,Y, onakie ciaemu na je PX - PY = PX, - PY; 3a
Ouo Koje mBe mpaBe Koje caIp:ke Taudkry P.

Axo je Tauka P BaH Kpyra, Tana je PX-PY = PT? rue je T momupHa
TayKa TaHI'eHTe Ha KPYr k U3 Tauyke P U Kpyra k.

P

Cnura 2: Tauka P je Bau Kpyra k

Kako ce X, Y u T manase Ha Kpyry k u upaBa PT je TAHTe€HTa, BaKUA 14 je
/PTX = /PYT, na ogatie cienu na je APXT ~ PTY. N3 oBe ciauunocTu
Bakr PX - PY = PT?, ITO je U MHTYUTUBHO jep Kala CEUUIa TEKU
TAHI'€HTU, TaUYKe IIpeceKa ca KPYyroM TexKe na Ce IMOKJOIe, IIa M HUXOBE
Iy KUHE.



3 llepmHUNmMja 1 OCHOBHA CBOjCTBAa MHBEP3UjE

Iepuaunmja: Hexa je k(O,r) xpyr paBau E?. IIpecnuxaBame

Yy : B2 — E? nepuHmCAHO ca ¢(X)= X' < X' npunana noxynpasoj OX u
OX -OX' =r?, Ha3uBa ce WHBEp3Wja y OAHOCY HA Kpyr k. Kpyr k, Tauka O
1 MOJIYIDEYHUE r Cy PEJOM KPYT, HeHTap U MOJTyNPeIHUK WHBEP3Uje, IIe
je E? = E?\ {0}, jep Tauka O HUje CIUKA HI/IJe,I[He Tauyke, HUTU Tadka O
“Ma CBOJjy CIMKY U Ouiso 6u OO - 00’ =r?, mTo je HeMoryhe

Teopema 1: VeBep3uja je OMjeKTUBHO IpPECINKABAE.

Caura 3: Teopema 1

Iloka3: lokasxkuMmo npBO ma je maBep3uja "1 —17. [IpermocraBumo
CYIPOTHO, Na 3a ABE Pa3JUumnTe Tauke X; U Xo je ¥ (X1) = Yp(X2) = X. U3
nepuHUIMje OM OHIa BaKUIO OX;-0X =r? =0Xy-0X omatie cienu na je
0X,=0X,; u ma Ba:KM jedaH OJX OBa IBa pacmopena Ttavaka B(0, X, Xs) uiau
B(O, X3, X1), MTO je KOHTPAIUKTOPHO Ca IMIPETIOCTABKOM Ha Cy Xi 1 Xo
pa3nIuyuTe Tavke, Ia ciaenud Aa je maBep3uja ’ 1-1”7 mpeckuraBambe.
3a moka3 ma je masepsuja "HA” mpernmocraBuhemMo cymnpoTHO, ga IOCTOjU
HeKo X' y paBHU E?, TaKBO na 3a CBaKO X y paBHU E? BaKU
Ye(X) # X'\ Taga he y paBam E? mocTojaTu HeKa Tadka Y 3a KOjy he

2

BayxxkuTU: OY =

< U 0,Y, X’ cy ronuueapse. llo mepmaunujm ouna je
Yp(Y) = X'. 3a cBaky Tauyky y paBHU E? IOCTOjU TadKa KOja Ce CIUKA Yy
wy u obparno. M3 vera caenu na je musepsuja "HA”.

Kako je muBepsuja u "1 - 1" u "HA” | cienu na je uaBepsuja OUjeKTUBHO
IpecianKaBame. O

Teopema 2: UeBep3uja je nHBOIIyLH)A.

2

Iloka3: Kako ¥, (X) =X = 0X' = OT—X, OOKaKUMO na je ¥ (X') = X.

[IpermocTaBUMO CyIpPOTHO Oa MOCTOJU Tadyka Y paszamauTra on X, 3a KOjy
2

BaskM Y (X’') =Y, Baskmiio 6m ma je OY = Taxobe 3namo na je u

’I”Q
0X = 50 |
IpuIaaa MoJIynpaBoj OX, aju U M3 Halle IPETHOCTaBKe Tauka Y IPUIALA
noaynpaBoj OX'. Kako obe tauke m X u Y IpuUnanajy MCTOj MOIYIPABO]
OX' M uCTO Cy ynaJbeHe ol Tayke O, MTO je KOHTPAMUKIM]a IIa OHE
Mopajy Outwm jenma te mcra radka Y =X. Onasne ciaemm na MHBEP3 Ouio
KOje Tauke paBHU E? MHBEP3UjOM Ce MPECIUKaBa y Ty Tadky. O

r
ox'
u3 ,(X) = X’. OcuMm Tora m3 geuUHUIje BaKU Aa Tauvyka X'




Teopema 3: UWHuBep3uja y omHoCcy Ha Kpyr k(O,r) mIpecIvKaBa
VHYTpAaIlllhy 00JIACT TOT Kpyra 0e3 meHTpa O y HeroBy CIOJbAIIhY
obsacT; u 0OpaTHO, CIOJbaIlkha 00JACT C€ TOM WHBEP3UjOM IPECIUKABA Y
YHyTpammy obiact 6e3 merTpa O.

Jlorka3: Herka je X mpom3BoJ/bHA TAUKa y YHYTPAIIHOCTU KPYTa
nHBep3Uje, pazanunTta ox O n X' meHa CIWKa y Toj mHBep3uju. Tama je
OX -OX' =r%, ma Kako je OX <r ciaemu OX’' >r Tj. X' je cnOoballkHa TAUYKA
tor kpyra. Camuno, ma je X BaH Kpyra, omno 6u OX >r 1 BAKUIJIO Ou na
je OX'<r u3 0X-0X'=r%. O

Ha ocuoBy penanuje OX -OX’' =r?, UHTYUTUBHO je na Kana ce X
npubnmkraBa Tayku O, BeHa ciamka X' ce ygajbaBa Ka OECKOHAYHOCTU U
obpaTHO.

e Ako vy, : A,B— A'",B' u B(O, A, B) tana je B(O,B', A").

Teopema 4: VuBapujanTHe Tauke MHBEP3Uje CY OHE U CAMO OHE KOje ce
HaJla3e Ha KPYTY T€ WHBEP3UjeE.

Jlorka3: Tauka X je mHBapujaHTHa akKkO je OX -OX = r?, OOZHOCHO aKO
Baky OX =r, a CBe TakKBe Ta4yKe Ce HaJa3e Ha KPyry ca meHTpoM O u
IOJYIPEYHUKOM r, IITO je yIpaBo KPpyr WHBep3uje. O

Teopema 5: Axko cy X m X’ mapoBu oarosapajyhmx rtagyaka HEKe
UHBep3uje, Tana je npaBa X X' HOpMaJiHa Ha KPyr Te MHBep3uje, Tj. XX’
j€ OpTOroHaJHA Ha TAHTEHTY KpyTra y TauykU pecekra ca X X'.

Jloka3: Kako cy O, X, X’ koluHEeapHe Tauyke, CAMUM TUM ce O ce HAJa3u’
Ha npaBoj X X', ma je Ta mpaBa HOpPMAaJIHA HA TAHTEHTY y HEKO] Tayku Y,
KOja ce Haja3u Ha Ay:xu XX'. O

Jlema 1. WuBep3 Heke Tauke X BaH Kpyra k(O,r) maTe MHBEP3UjeE ¢y je
npecerk nyxu OX m MN, roe cy Tadke M m N Tayke OO0aupa TAHIeHTU U3
Tauyke X U Kpyra k.

Cauxka 4: Jlema 1.



Jlorka3: Heka ce gy:xu MN u OX cery y Tadyku P. MN je OPTOTOHAJHO
Ha OX, jep je OM =ON u XM = XN, na je OMXN AeJATOUH, IMITO 3HAYU Oa
ce meroBe MUjaroHalie CeKy IoJ mpaBuM yriaom. Tamna je AOMP ~ AOXM,
ma Basxku OM : OX = OP : OM. Opatie caenu na je OX -OP =0M? =r* n
Tauke O, P 1 X Cy KOJIMHEapHe ma je Oam Tavka P MHBEP3 Tauvke X. O

Jlema 2. Hexka cy 0, A, B Tpu HEKOJIMHEAPHE TayKe U 1), WHBEP3Uja y
omHOCY Ha Kpyr k(O,r). Ako cy A’ u B’ ciauke Tadyaka A u B y TO]j
nHBeP3Uju, Tana je AOAB ~ AOB'A’ u A, B,A', B’ cy KOIIUKIUYHE.

)

|
N, >

Cnuxka 5: Jlema 2.

JIloka3: Kaxko ¢, : A B~ A',B', T0 je OA-OA’ = OB OB’ =r?. Ha ocHOBY
Tora je OA:OB' =0OB:0A', na je 36or ZAOB = /B'OA’, u ogatiie cieou na
je AOAB ~ AOB’A’. VI3 oBe camyHOCTU Baxku Oa je LOB'A’~ /OAB, na je
ouna /BB'A’ =180° — ZOAB, omakJje CJAeIN Oa Ce OBE UETUPU TAUKe 3alCTa
Hajla3e Ha Kpyry. O

Teopema 6: Heka je v, uaBep3uja y omHocy Ha KPyT k(O,r) paBHU EZ.
Axo je p mpaBa, p® =p\O, a | Kpyr Te paBHu, [© =I\0, BaKU:

1. ako O € p, Tana je ¥ (p°) = p?;

2. aro O ¢ p, Tana je ¢¥(p) = j°, o€ je j KPyr KOju caap:ku Tadry O, HOK
je j¢ =5\0;

3. ako O €1, Tana je ¢;(I°) = q, Tae je ¢ mpaBa Koja He CaAPKU TAUKy O;

4. ako O ¢ 1, tana je () =1, rme je I’ KPyr KOju HE CaIp:KU Tadyky O.

Jloras:

1. Ako je X €p?, Tana je X' € OX na je X' € p°. U obpuyTO ako Y € p©,
Ut (Y) = gi(Y).

2. Heka je P momuO:kje HOpMaJie m3 O HaA mpaBoj p. KRako O ¢ p, Tauka P
UMa CBOJy CJWKY y MHBEP3UJU 1), O3HAUUMO je ca P’. Heka je X
IPOM3BOJbHA TaUKa IpaBe p pazamuuTta ox P u X' =, (X). Ha ocrHOBY
nperxonHe jgeMe je AOPX ~ AOX'P', a je ZOX'P' = /0OPX = 90°.
Iakine, Tauka X' mpunanga Kpyry HaJd OIpeYHUKOM OP’, O3HAYMMO I'a
ca j. Kako je X' # O, cnenu na X' € j°. OnmaBne caemu ma je vy(p) = j°.
AHaJIOTHO 3aKBYyUyjeMO ma 3a CBaKy TAuKy Kpyra j° Baku ma meHa
CIVKa TIPUNaaa IPaBu p.



3. Kako je muBep3uja uaBosynuja, u3 2. he Bamuru u ¢ (j°) = p.

4. Ilocmarpajmo nBe ceuwniie u3 tauke O kpyra [. Heka one cerky kpyr I
y taukama A,B u C,D, Tako na ZABD + ZACD = 180°. Hera cy muxoBu
WHBEP3U Y OMHOCY Ha Kpyr k A',B',C' u D'. N3 Jleme 2. Basku ma cy
tauke A',C',A,C n B’,D’, B, D KOUUKJIUYHE, na je LZOA'C' = /OCA n
/0D'B'= Z/0OBA n Ttauke A',B',C’ m D' xouumkauuae. Heka je OM
TaHTeHTa Kpyra |l m M €l u M’ meH naBep3. Tana je AOAM ~ ANOM'A’,
AOCM ~ AOM'C' u AOCB ~ AOB'C’ u3 Jleme 1. Tana je
/OMB = Z/0A'M', /M'C'O=/CMO u /B'C'O = /0BC. Onna Ba;ku na je
LOM'A' + ZB'C'D’ = ZOMB + 360° — ZOBC — ZCMO mTO je y cTBapu
jemHaro ZOMB +180° — ZOMA = 180°. OpnaBae ciaenu Oa Cy U TauKe
M’ A" B’ nu C' KOUUKJIWYHE NIa U Tadyka D’ nmpumnanga TOM KPYyTy.
Kperamewm jemne om oBux ceuuna obyxBaruheMo cBe Tauke 00a
Kpyra u cTBapHO he ce Kpyr [ npecaukatu y I'. O

Hamomena: AKO ce mpu HEKOj] MHBEDP3UjU HEKU KPYT CJIUKA Yy HEKUA APYTHU
KpYT, HeHTap IPBOT Kpyra ce He CJIUKa Yy LIeHTap APYIor, aju HeHTPU TUX
KPYTOBa Cy KOJWHEAPHU Ca IEHTPOM WMHBEP3UjeE.

Teopema 7: Hexa je ¢ unBepsuja y onHOCY Ha& KPYT k(O,r) paBHU E? un
P, P, Purype KOJe HUCY OUC]YHKTHE U Ol HOJHX je cBaka mpaBa UJIM KPYT
Te paBHu. Ako je &) =&Y u &, = d9, Tanma je yrao xoju onpebyjy &, ®,
nonynapaH yriay KOjI/I o/:tpebyjy D, D).

Caura 6: Teopema 7.

Iloka3: Kako ce yrao usmeby mBa pyra cBomu Ha yrao mamebhy
TAHTEeHTU Y 3aje THUYKUM TadykaMa TUX KPYroBa, a yrao m3dMebhy mpase u
Kpyra CBOIM Ha yrao IIpaBe M TaHIM€HTe KPpyra y MPEeCeYHO] TauKd Ca
IIpaBOM, TOBOJHHO je NOKa3aTu Ja je yrao maMebhy nBe mpase momynapaH
yray udMely uHBEp3a TUX IBEjy MPaBUX, CBU OCTAJU CJIydajeBU MOKA3Y]Y
ce aHaJIOTHO.

[locmaTpajaMo Heke OBe mpaBe p W ¢ Y PaBHU UHBeDP3Uje vy, rae je k(O,r),
Ipu YeMy HU p HU ¢ He canp:ke tauky O. Heka ce p u ¢ cery y Tauru X.
Heka cy tauke P u Q momHOKja HOpMaJia U3 Tadvyke O Ha MpPaBe p U ¢
penom (Cuuka 6.). I[Ipumenom muBep3uje nobujamo: i (X) = X',

Yip(P) =P, ¥r(Q) = Q', Yr(p) = k1, k1(O1,7m1), X' € k1, P’ € k1, Yi(q) = ka2, k2(02,72),
X' €ky, Q €ky. U3 Jleme 2. Basku: AOPX ~ AOX'P' u AOQX ~ ANOX'Q,
omakie je ZOX'P'= /OPX =90° u Z0X'Q' = /0QX = 90° (yrioBu Han
oarosapajyhum npeununuma), oxakie je B(Q', X', P'). Yrao usmeby
KpyroBa ki u ko Ouhe yrao Z0:X'0O,. Rako cy AOX'P' u AOX'Q’
npaBoyrau, O; u O, he ce Hajga3uTU HA cpeaumITUMa Oy:KU OP' 1 OQ', n



01 X'0=2 /POX n £0,X'0 = /Q0X, na je L01X'0y = ZPOQ =180° — ZPXQ,
rue je /PXQ yrao uaMeby mpaBux p u q.
O

Jlema 2. Heka je 1, mHBep3uja y omHOCY Ha KpyTr k(O,r) u A’ u B’
UHBEp3HE ciuke Hekux Tadaka A m B. IlokazaTtu na je tana:
A'B' r
B =—-—-AB.
OA-OB

Jloka3: Y 3aBucHOCTU #a Ju cy Tauke O, A U B KOJUHeapHE WU HE,
IIOCTOj€e ABa Ccilydaja:
1) Ako cy oBe Tauke HEKOJIMHEAPHE, Ha OCHOBY Jems. AOAB ~ AOA'B’, na
je A'B': AB=0B':0A. Rako je B’ ciuka Tauyke B y UHBEP3UjU 1), BAKU:

2 T2

OB-OB' =172, tj. OB’ = OT—B u3 vera cienu na je AB = ———AB .

OA-OB

Cnuka 7: Jlema 3.

2) Ako cy O, A u B KoIVHEapHE U HEKa je 0e3 yMamema ONIITOCTU
B(O,A,B). Tana je m B(O,B’,A'), na je:

r2 r2 _(oB - 0A)r? B r2

! r r_ . _ 1 _ _
AB =04 -0B OA OB OA-OB OA-OB

AB.

. CA DA
OnmaBnme ce Buau na WHBEp3Wja YyBa pasMepy B "R’ roe cy A, B, C

u D Heke Tauke paBHu. OHE ce HEKOM WHBEDP3UjOM, Ca IEHTPOM Yy TAYKU O
U IOJYIPEYHUKOM r, CIukajy y Tauke A, B', ¢’ m D'. Tana je
7‘2 7"2 7“2 7"2
C'Al=———CA CB=——-CB,DAA=——DAuDB =——-DB
0C - 04 0C - OB oD-0A " OD-0B"~ "
c'A D'AY CA-OB DA-OB CA DA

na )¢ =5 DBy~ CB-OA DB-OA _CB DB’

Jlema 4. Heka je I/IHBepBI/IJa y OIHOCY Ha KPyT k. Ako ce Tauka X ¢k
CIVKa y Tauky X' TOM WHBEDP3WjOM, MOKa3aTHU Ia je CBaKU KPYT KOju
cangp:ku Tauke X 1 X' OPTOrOHAJAaH HA KPYyTy k.

Iloka3: Heka je | mpou3BomHA KPYT KOju caap:xku Tadke X u X'. Kako

X €1, cnuka I’ kpyra | mpu AaToj uHBEp3uju canp:ku X'. Kako je u X' €1,
' cagp:KU U CIUKY Tauke X' mMpu AaToj mHBEp3uju, a 1o je X. Ocwum Tora,
eHTap kpyra !’ Mopa OUTH KOJIUWHEapaH ca IEeHTPUMa KpPyrosa [ u k.
JacHo je ma je jemuHu Kpyr KOju 3aI0BOJbABA HABEIEHE YCJIOBE - KPYT [. O

10



Crauxra 8: Jlema 4.

Hamomena: M3 nate meme ce npumehyje na ce HEKM KPyT IPECIUKABA
y camor cebe aKKO je OPTOrOHAJIaH HA KPYT WHBEP3Uje WU aKO Ce
MIOKJIAIA Ca HUM.
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4 AmoJsioHUjeBUM IPOOJIEMU O HOOMPY KpyroBa

Y Eyraunckoj reomerpuju AmosioHujeB! mpobiieM riacu:
Koucrpyucaru kpyrose koju noaupyjy TPU naTa Kpyra y paBHU. Y
OIMITEM CJIy4Yajy MOCTOJU OCaM KPYyroBa y PaBHU KOja MOIUPY]y TPHU AATa
Kpyra.

'pannunu cayuajeBu AmosioHujeBor mpobiieMa Cy OHU y Kojuma je bap
jemaH on maTWX KpyroBa Tayka miau npaBa. OHU ce HA eJereHTaH HAYUUH
MOTY PEHIUTU IPUMEHOM WHBED3Uje, ajlu MOTY Ce PEIIUTU U He
ropuctehu uuBep3ujy. llpemusuuje, To cy npobiaemu caeneher obauka:
Koucrpyucatu kpyr k Koju 3am0BOJ/baBa TPU YCJIOBA OX KOJUX je CBaKWU
jemHor om obJuMKa:

e CAIPKU OATY TAUKY;

e Ioaupyje oaTy IpaBy;

e NOMUPYj€ ODATU KPYT.

[IpeTrnocTaBma ce ma cy cBe Tauke, IpaBe W KPYTOBU U3 IMOMEHYTUX
ycyioBa y uctoj paBau. Ila mmamo mecer AmosoHujeBux mpobiieMa, U TO

cy:
1. KoucTpyucaTtu Kpyr KOju cCaOp:;KyU TPU OaTe Tauke (A, B,C).

Pememe: Y mpeceky memujarpuca aysxu AB,BC,CA he ce Hama3uTU
Tauyka O KOja je MCTO yaaJheHa Ol cBe Tpu Tauke A, B,C, ma he nenrtap
Kpyra k KOju caap:Ky Te TPU Tadyke OUTU yIpaBO Ta Tadka O.

Cnura 9: Ilpsu AnmosonujeB mpobiem

2. KoHcTpyucaTu KpyT KOju OOOUPYje JaTe TpU mpase (p,q,r).

Pememe: Hexka je png={A4}. Taga cy cBe Tauke KOje ce HaJa3e HA
cuMeTpaJu yria /pAg UCTO yAaJbeHe Ol p U ¢, Ta he mMeHTap Kpyra Koju
OONUpPYje CBe TPU mpaBe OUTU INPECEeK CUMeTpaJia yrioBa ZpAq u ZqBr,
rne je B mpecek IpaBuX ¢ U r.

[TocToje weTupu pemema y ONIITEM CIIydajy.

3. RKoHCcTpymcaTu Kpyr KOjU CaOp>KM NOBE OaTe TAaUKe U I0OUpYyje
JaTy mpaBy (A, B,p).

Pememe: Heka cy A u B ca ucte crpane npase p. Heka je | TakaB na je
I(A,AB). Onna he 6uru (B) = B' = B. Hera je v;(p) =p', rue je p’ Kpyr
Koju canp:ku Tadyky A. Kako A € k, naBep3uja y omHOCY Ha Kpyr [ Kpyra k

1Craporpuku matematudap u3 Ilepre (3.-2.Bek mpe H.e.).

12



Cuuka 10: dpyru AnosonujeB nmpobiem

he 6utu mpaBa koja canap:xku Tauky B, ¢ (k) =k'. Kako ce ¥pyr k u mpasa
p IOOUPYJy, mobujamMo ma je mpaBa k', TaHreHTa Ha KPYyT p’ U3 Tauyke B.
Heka je D' momupua Taurka mpase k' 1 kpyra p/. Tauky D mobujamo
WHBEP3UjOM Tauke D', ¢(D') = D.

Kpyr k je xpyr roju canpsxku tauke A, B,D. llocToje nBa pemema y
OIIMITEM CJIy4Yajy.

Cnuka 11: Tpehu AnosonujeB mpobiaem

4. KoucTpyucaTu KpyT KOjU CAIp:KM OBE IaTe Tauke U NoOupYyje
JaT! Kpyr (A, B, k1).

Pememe: Ilocmarpajmo uuBep3ujy y omHocy Ha Kpyr [(A, AB). Kako
KPYT k camp:KM IeHTap WHBep3uje A, onna je (k) = k', rme je k' mpaBa
KOja He caIp:KU Tauky A, koja je ompebena mpeceunum taukama B u C
KpyroBa k u I. A Kako Kpyr k; He caap:ku Tauvky A npecaurahe ce y kpyr
k| xoju Takobe mehe canpxkatu taury A. lomupua taura T Kpyrosa k; u
k ce ciuka y noampHy Tadky 1’ nmpaBe k' m kpyra k}. Ilaxme Kpyr k je
KPYT KOjU canp:ku Tauke A, B,C, rae je C TpeceyHa Tayka Kpyra | u
TAHTeHTEe U3 Tauvke B Ha KpyT k. W 3a oBaj mpobiiem mocToje nBa
pemema y ONIITEM CIIyYajy.

Ila ce A mamazuina Ha Kpyry k; oBaj nmpobisieM Ou ce cBeO Ha
KOHCTPYKIU]y KPyTa KOjUu HOAMPYje KPYT k; Y Taukm A U caIp:KU TadKy
B, a meHTap TAKBOT Kpyra mo0uja ce MpecekoM cuMeTpaje AY:KU AB u
mpaBe KOja IPOoJa3u KpO3 IeHTap Kpyra ki U Tauky A.

13



Cnura 12: Yerspru Amosionujes mpobiem

5. KoHcTpyucaTu Kpyr KOju CaOp:KM ATy TAUYKy U OOOUPYje maTy
IIpaBy U naTtu Kpyr (4,p, k).

Pememe: Y onmreMm caydvajy HU IpaBa p HU KPYT k; HE CaIp:Ke TAUKY
A. Hexka je | xpyr TakaB na je l[(A,r), TOe je r IpOU3BOJLHE ay:kuHE. Kako
A¢pu Aé¢k, Tana cy cauke p’ u kj Kpyrosu, Basku u Acp u A¢ k. Raro
A€k, TO je cauka Kpyra k mpaBa k' Koja He canp:xu A. IlpaBa p u Kpyr k
UMajy jenHy 3ajeIHUYKYy TauKy Ia he U BUXOBE CJIUKE UMMaTU TaKobhe
jemHy 3ajeTHUYKY TadvKy, Tj. mpaBa k' he Outu TanreHTa Ha Kpyr p’,
aHAJIOTHO je U k' TaHreHTa kKpyra k;. IIpobnem je cBenmen Ha
KOHCTPYKIV]Yy 3ajeTHUYKE TAHTeHTe k', KpyroBa ki w p/, ma je TpakeHu
Kpyr ciauka npase k. Kako he mocrojaru uetupum paszanyuTe TAHTEHTE,
Opoj pemema mpobaeMa y OUIITEM CAYYajy je YeTUpH.

Cnuka 13: Iletu AnomonujeB mpobiaem

6. KoHCTpymcaTu Kpyr KOjU CaOp:KM NATy TAUKy W NOOWIPYje maTe
mBe mpase (A,p,q).

Pememe: Hexka je kpyr I(A,r), Tae je r TPOU3BOJbAH TMOJMYIPEYHUK U
HEKa je ¢, MHBep3uja Te paBHU. Kako mpaBe p u ¢ HE canp:ke IMeHTap
WHBEP3Uje, OHE Ce CIUKA]y y KPYyroBe p’ U ¢ KOju canp:ke Tauyky A. Kako
U Kpyr k caOgp:Ky TAYKy A OH ce IMpeciauKaBa y IpaBy k', KOja je TAHIeHTa
KpyroBa p' u ¢, jep Kpyr k momupyje npaBe p u ¢q. IllocToje nBa pemema y
OIIITEM CJIyda]y Kala ce Tauyka A Haja3W BaH IIpaBa p U q.
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Cnura 14: Illectu Amosnouujes mpobiem

7. RoHcTpyucaT Kpyr KOju caIp:Ki ATy TAUKy U JOOUPYje OarTa
aBa Kpyra (4, ki, k).

Pememe: Hexka je uaBepsuja i rae je I(A,r), r je TpOU3BOJbaAH
NOJMyIpevHuk. KRako Kpyr k caap:ku IeHTap WHBep3uje A, OH ce
npecauKaBa y mpaBy k', TakBy na Baxku A ¢ k'. KpyroBu k; u ko, HE canpske
A, ma ce OHU TpECIUKaBajy y Kpyrose ki u k). Kako kpyr k momupyje
KPYTOBe ki U kg, Cenu na je k' TaHreHTa KpyroBa ki u k). IlocTojm
YeTUPU OBAKBa KPyra y OIIMITEM CJIyYa]y, Jep MOCTOje YETUPU PAZIUUUTE
3aje THUYKE TAHT€HTEe KPyroBa ki u k), ma ce KPpyroBU ki W ko DOAUPY]Y
mocrojaja 6u Tpu pemema, a Aa Ce CEKy ABa.

Caura 15: Cenmu Anosonujes mpobiieMm

8. ROHCprI/IcaTI/I Kpyr ROjI/I ,ZLO,ZI;[/Ipyje AdaTe OBe IIpaBe U JaTH KpYT
(pa q, kl ) .

Pememe: Heka je kpyr (0,7 +r;). Kako kpyr k momupyje mpase p 1 q,
OHIA je MOBOJLHO KOHCTPYMCATHU KPYT | KOjU moaupyje npase p’ U ¢ 3a
koje pan plly/, qll¢’, u d(p.p') = d(q,q) = r. Laxme, &pyr | nomupyje mpase p’
1 ¢ 1 cagp:RM Tadvry O;, KOja je IeHTap Kpyra k;. Twume cmo mpobiem
cBenu Ha npobiem 6. IlocToju ocaMm pemema y ommTeM ciaydajy.

9. KoHCTpyucaTu Kpyr KOju moaupyje JaTy IpaBy U OBa JaTa Kpyra
(p, k1, k2).

15



Cauka 16: Ocmu AHOJ‘.[OHI/IjeB npobiem

Pememe: Heka je k1(01,71), k2(0O2,72) 1 HEKA je 0e3 yMamema OIIITEr

r <ry. Illocmarpajmo kpyr I(O,r + 1), OBaj KPyT OOAMPYje IpaBy p/, KOja
je mapaJiesiHa MpaBOj p U HA pacTojamy r; Ol Be, Takohe Kpyr | camap:iu
IeHTap Kpyra ki U OJOAUPYje KPYT Ca MEHTPOM Yy Tadyku O, U
MOJYIIPEYHUKOM 75 — ;. OBako cmo mpobiem cBesnu Ha 6. [locTtoju ocam
pemema y OUIMITEM CAyYajy, jep MOCTOjU YeTUPHU Cirydaja KaKo na
TPAHCAUPAMO TIPaBe p U ¢ 3a BEKTOP 7.

ko

(a) Cauka 17: Ieseru Amnosonu- (b) Cuuka 18: Ileceru AmosioHu-
jeB mpobJyem jeB mpobJyeMm

10. Koucrpyucaru Kpyr Koju nomupyje Tpu marta Kpyra (ki ks, ks).

Pememe: Hexka je k1(01,71), k2(O2,72), k3(03,73), 1 HEKa je 0e3 yMamema
ONIITET 13 <719 U 73 < 71. llOCMaTpajmo gKpyrose (0,73 +71), ki (O1,r1 —r3) 1
k4(O2,m5 —r3). Tama xpyr | canp:xu Tauky O3 U OOAUPYje KPyrose ki u k.
[IpobGsem je cBemen Ha 7. mpobsieM.
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5 IIlTtajuepoB JiaHalr

Caura 19: IITajuepoB gaHaIr

3a mBa mata Kpyra k u [, e je |y YHY TPAIIHhOCTU KpyTa k,aKo mocToje
KEPYyTroBM1 ki, ko, ...k, TakBU nma k;, 0 <i<n, IOOUPYje KPYyroBe k:,l,k:z 1,kit1,
rae je k,i1 = k1, OHI& OBU KPYTrOBU q)opMI/IpaJy [Itajuepos manarr.
HajjemnocraBuuju Hauwmu na ce usrpanu lllrajuepos snanam je ma ce
U3BPIIU MHBEP3Mja HA CUMETPUYAH pacrIopen Ol n KPyroBa yIaKOBaHUX
u3Mebhy MeHTPAaJJHOT KPyTa MOJYIPEYHUKA b U CHOJbAIIHEr KOHIEHTPUYHOT
Kpyra MOJYIpEeYHUKa a. Y OBOM pacmopeny je:

T a—b

sin— = ——
n a+b

TAKO Ma OTHOC MOJYIPEUYHWKA 3a MaJjie U BeJUMKe KPpyrose Oyme

m
_ n.
a 14 sin—
n

. a
[lopen Tora moaynpeyHuk KpyroBa y IPCTEHY je ¢ = ——» ¥ BUXOBH

a+b
CHTPU Ce HaJa3e Ha yIOAJLEHOCTU P=b+c= — Ol IIEHTpa Kpyra k.

Ila 6u Tpanchopmucanu cumerpuunu pacnopen y llrajuepos manar,
KOPUCTUMO IIEHTap UHBEpP3Uje Urja je yIaJbeHOCT d O IMEeHTpa
cuMeTpuuHe ¢urype. Tana momynpednurny « m b’ mocrajy:

a
d2 — g2

a
— d?

!
a =

b
42 — p2

b

b = =5

ExBuBamenTHO, KakBa rom na je pasznasuHa m3MeDhy aBa mouyeTHa KPyra,
noctojahe IllTajuepoB manair.

Henrpu IllTajuepoBor nanna aexkahe Ha enuncu. TanreHTe Kpo3
OOMUPHE TAUYKe CyCeIHUX KPYyroBa y JaHIy cehuhe ce y jeaHO] Taukm.
Ta Tauka Takobe he mpunangatu nmpaBama Koje cuajajy moaupe
[MIrajuepoBor jaHIa Ca MOYETHUM KPYTOBUMA.

[MIrajuepoB ucka3: Axro je lllrajuepos manar popMUpaH Ol jemaHOr
IIOYEeTHOT KPyTra, OHAa OH Takohe Moske OUTM GopMUpaAH On OUIO KOT
apyror moaa3Hor kpyra. OH ce MOKe 3aTBPATHU MOCJIE HEKOJUKO MEeTJhU
OKO IIEHTPAJHOT Kpyra, y ToMm ciaydajy he [Iltajuepos manan taxkobe
OuT; GopMUpaH HAKOH UCTOT OpOja MeT/bu O OUIIO KOje MOJIa3He TaUKe.
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6 HVuBep3mja y KOOPpOIMHATHOM CUCTEMY

Heka je Ozy nmpaBoyrau koopanaaTau cucteM y pasuu E2. He
yMamyjyhn onmroct nocmarpahemMo mHBep3mujy y omHOCY Ha KpPYT k(P r),
rae Tayka P uMa KOODIUHATE (Tp,Yp).

Hexka cy mame koopauHaTe mpuapy:keHux tadvaka T(r,y) u T'(z',y'), a N u
N’ monHO%ja HOpMaJa n3 T u T’ Ha x-ocy. VI3 camdHOCTM TPOYIJIOBa
AONT u AOT'N' cnemu (v —vyp): (' —2p) = (y—yp) : (x — ). lIpema
nedpuHUnMju mHBep3uje je OT - OT' = r?, OMHOCHO KOOPAUHATHO
(22 +y?) - (2% +y?) = r*. PemaBamemMm OoBOr cucTeMa 1O 7’ 1 y cienu na je:

/ r(x— o)

ENCR T e U

/ 7(y — yo)

r—20)*+ (y —yo)?

+ Yo

|

Nz, y)

/ (' )\y)

P(xp, yp)

-

Cmaura 20: Ilpumep y KOOpAMHATHOM CUCTEMY
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7 HuBep3mja y omHocy Ha chepy

ITo aHaJIOFI/IJI/I ca WHBEP3U]jOM y ONHOCY Ha KPYT y PaBHU, YBOIU Ce U
IIojaM MHBEp3Wje Yy OOHOCY Ha cepy y IPOCTOPY.

Iebmuunuja Hera je S(O,r) chepa npocropa E* u Heka je E2 = E3\ O.
NuBep3ujoM y omgHOCY Ha cepy S Ha3zmBaMO TPaHCHOPMAIN]Y

s E2 — E2, KOja cBaKy Tauky P € E3 mpeBoau y Tauky P’ mosynpase OP
TakBy Oa je OP OP' =r2.

CnmyHO KAao U KOJ MHBEP3Uje y OMHOCY Ha KPYT, MHBEP3Uja Yy OIHOCY
Ha cepy je Takobhe 6I/IJeHTI/IBHa TpaHcpopMmalmja npocropa E2, rae

* 9

tavka O HUje neprHUCAHA jep OM OHIa BaKUIO: 1s(0) = oo , ¥s(c0) = O.
Amnasorno Baske u ciaeneha tepbhema.

Teopema 1. HuBep3uja y ogHocy Ha cepy je MHBOJIYIMOHA
TpaHCc(hopManmja.

Teopema 2. Y wunBep3uju ¢s: E2 — E3 Tauka X je UHBApUjaHTHA aKKO X
npunana cepu mHEBEp3uje S.

Teopema 3. Y unBep3uju ¢s: E2 — E2 Taukm X KOja ce HAJA3U YHYTap
chepe S omrosapa Tauyka X' Koja ce HaJla3u U3BaH cpepe S U 0OpPATHO
Tayky X KOja ce HaJa3W M3BaH cepe S oarosapa Taudka X' Koja ce
HaJla3! yHyTap ceepe S.

Teopema 4. WuBepsuja y omgaocy Ha chepy S(O,r) uma ciuenehe
ocobumne:
1. PaBan a, O € a npecaukaBahe ce y camy cebe, ¥s(a) = a.

2. PaBan «, O ¢ a npeciukaBahe ce y cpepy xoja he canpxutu Tadry
o, 1/15(05) =L, 0O€elL.

3. Codepa L, O € L npecaukaBahe ce y paBaH koja Hehe cagpxaTtu
Tavury O, ¢s(L) =5, O ¢ .

4. Cdepa L, O ¢ L npecaukaBahe ce y chepy koja mehe canpsraru
Taury O, ¢s(L)=L', O¢ L.

5. Uysa yraose m3mebhy kpuBux u usmeby moBpmm y naToj Taudru, Tj.
Taj yrao ce cBOOY Ha yrao m3Mehy TAHINeHTHUX PABHU y TOj TAUKU.

DA
6. UyBa mBopasmepy % P 5 TAe ¢y A, B,C,D 4eTUpU TayKe IPOCTOPA.

Iloka3m oBUX TeopeMa Cy aHAJIOTHU Ca JOKA3MMa OBUX CBOjCTaBa KO
WHBEDP3Uj€e y OTHOCY Ha KPYT.
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ITpumep (CBepycka Maremaruurka Osmmnujama 2001.):  Ilenrap
cepe w, Hala3m ce y paBHU TpoyTia ABC, oCHOBe TeTpaenpa SABC.
Coepa nposasu kpo3 tauke A, B u C, u cede npase SA, SB u SC 1o
OpYTU IIyT penoM y Tauykama A;, B; u C;. PaBHU Koje camgp:ke Tadke A,
B u C; 1 TaHrmpajy chepy w cexy ce y taukm O. lokaszatu na je Tauxa
O 1meHTap omnucaHe cpepe w; OKO TeTpaeapa SA;B ().

Pememe: VI3 norennuje tauke S y OGHOCY Ha CPePY w BaKU
SA;-SA=SB;-SB=SC;-SC. Heka cy oBu mpou3BOIU jeqHaKu R2.
IIocmarpajmMo mHBEP3UjYy y OMHOCY Ha chepy p ca IEeHTPOM UHBEP3Uje y
Taykyu S 1 moaynpedyaukoM R. Towm mHBep3ujom Tauke A, B; u C; ce
caukajy y tauke A, B u C. Ilpema Tome, oHa nmpeBomm chepy w y camy
cebe (Jlema 3. mpumemena uHa cdepy). C apyre crpane, S mpunamua u
chepm wy, ma ce chepa w; cIUKa y paBaH Tpoyriaa ABC. Pasan Tpoyria
ABC u cepa w Cy y3ajaMHO OPTOIOHAJIHU jep ce IleHTap cdepe Hajla3u
Ha TOj paBHU, Ia he U HUXOBU MHBEP3U OUTU y3ajaMHO OPTOTOHAJHU, Tj.
chepe w 1 wy cy y3ajamHo HOopMasnHe. Hexka je O’ menTap coepe w;, Tana
cy npase O'A;, O'B; u O'C; HOpMaJiHe Ha chepy w, a TO je Moryhe camo
ako je O'=0. O
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8 3amamm

3amarak 1. Hexka je A, A’ map oaroBapajyhux tavaka uHBEp3Uje ¥y y
omHOCY Ha KpyTr k(O,R). lokazatu ma je omHOC XA : XA’ KOHCTAHTAaH 34
CBaKy Taury X € k.

A k

D

Cnaura 21: 3angarax 1.

Pememe: Kaxko je OA-OA' = R?,0X = R, a u3 Jleme 1 mo kojoj cy
WHBEP3HU TPOYLJIOBU CJIWYHU, 3HAMO Oa Baxku AOA'X ~ AOXA caenu

00X
- =0X0A". AKO pasioMak ca mecHe CTpaHe MOMHOKUMO Ca —— = 1,

XA 0X ~
. XA 0OX OA-04A" OA .

nobuja ce XA - 04 0X0X = 04 OX — R IITO J& KOHCTAHTHO 34 CBaKy

TayKy X Ha Kpyry k. O

Ha ocHoBy ympaBo mokas3aHOr, cjlemu ma je Kpyr k AIOJIOHUjeB KPyT 3a

Tayke A u A’ 1 OgHOC = Onga cy, monuo tome, CX u DX cuMeTpaJe

oarosapajyher cmosmammer u yHyTpammer ZAX A, OHIa BayKU U
H(AA';C, D).
[lo mpuponu cTBapu ce HamoBe3yje u cienehu 3amaTak.

3amarak 2. Herka cy A,B,C,D dyeTtupu pa3He KOJUHEAPHE TAuKke U k KPYT
HaI npevyHukoM AB. [lokasatu ekBuBaJieHIU]Y: Yx(C) = D < H(A, B;C, D),
rme H o3HavyaBa XapPMOHHUjCKY CIIPErHOCT TadvakKa.

Jenan cmep oBor TBpbhema jecTte mokazaH y MPETXOIHOM 3aJaTKY, &
pelreme Koje ciaenn mokaszyje oba cMepa pauyHCKUM IIYTEeM.

Crauka 22: 3anarar 2.

Pememe: Hexka je O cpenumre nyxm AB.
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[IpBO mokaskMMO = cTpaHy eKBUBaJeHNUje, ¢, (C) =D < H(A,B;C,D), Tj. na
je AC:CB=AD:DB.

3uamo na je AD = 0D — AO u na je DB = 0D + OB, takobe 3HaMO u

AC = A0 - 0C, BC =0B+ 0C, nnta BaKku u:

AD : DB = (0D — AB2): <0D+ AzB>

AC :CB = (A2B—OC> : <AQB+OC>
AB? .
Kako 3mamo ma Basxku OC - OD = I "3 OB€ JegHaKoCTU 3aMeHuMO OC ca

2

AB
ocC =

0D @ nobduja ce:

AB AB AB AB

TO 3amcTa jecte jemHako ca AD:DB. OctaJo je jom ma ce mDOKa:Ke na
2

. 3HaAMO

. . . AB
Baxku H(A, B;C, D) = ¢r(C) = D,T). nokasyjemo na je OC-0OD =

na je AC:CB = AD: DB, akO U3BPIIMUMO UCTY TpaHCPOPMAIU]y KaO U y
IpeTXomaHOM ciydajy. lobujamo penanujy:

<OD—AB) : (OD+AB> = (AB—OC> : <AB+OC)
2 2 2 2
AB?

W kama cpemuMo OBy jemHakocT mobujamo ma je OD-O0C = T O

3anmarak 3. Hexka je O nmenrap kpyra oko tpoyria ABC. Axko cy B’ u ('
Tayke NOJNynpaBux AB m AC TakBe na je AB-AB' = AC - AC’', noka3aTu na
je B'C' 1 AO.

B

B/
Caura 23: 3amgartax 3.

Pememe: Heka je AB-AB' =r?. Tana cy B’ u ¢’ uHBep3HE CJIVKE TadaKa
B u C y ogHOCY Ha KpPYT [ ca IMEHTPOM A U HMOJIYyIPEYHUKOM r. Tama Kpyr
k(A, B,C) ce TOM WHBEP3WjOM peBOoaU y npaBy (B’,C’), mpaBa AO y camy
cebe. C ob3upom ma je mpaBa AO OPTOrOHAJHA HA KPYT k OHAA CY U
BUXO0BU MHBEp3u HopMmasauu. Omgakie cienu noa je AO L B'C'. O

3anmarak 4. Hexka je ABC npaBoyriau Tpoyrao ca mpaBUM YIJIOM KO
TeMeHa A TakaB na je /B < /C. Tanrenra y A Ha onmcaHUW KPyTr k TPOyTJia
ABC ceue npaBy BC y taukn D. Heka je E cumeTrpuyHa Tayka Tadyku A y
omHOCY Ha mpaBy BC, X mOmHOXK]je HOpMaJe m3 A Ha BE u Y cpenumiTe
nyxu AX. Heka je Z npeceuna tauka kpyra k u npase BY. Ilokaszatu na
je BD TaHTeHTa Ha ONUCAHU KPYT | OKO Tpoyriaa ADZ.
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Cnuxka 24: SaﬂaTaR 4.

Pememe: Heka je Tauka G nujaMeTpaJtiHO CYIpPOTHA Tadyku A, a H
npeceuyHa tauyka BD u AE.

ABXA~ NAGEA, ZAEG je mpaB jep je AG TpevYHUK Kpyra k, a Tauka E ce
HaJa3u Ha HmeMy, Takohe AX HOpMaJHO Ha BE; /ABY = /AGE , yTJIOBU Ca
3ajeIHUYKOM TeTuBOM. V3 oBe camyHOCTU cienu U Aa Cy MOLYAapHU
/ZBAY n /GAE, a KakoO Bayku H cpenumnre ny:ku AE 1 Y cpenguinTe Iy:KU
AX, omatne ciemu ANAHG ~ AAY B. Onpartie cy Ttauke G, H u Z
KOJIUHEeapHe, jep Bawu LABZ = /AGZ = /AGH.

Cnura 25: [lpumemena uaBep3uja y 3a1aTry 4.

AD je mopmaaHo Ha AO m AH HOpMAaJHO Ha OD Ta BayKWA Oa je

AAOD ~ AOHA ma u3 0BE€ CIMYHOCTU BaKU (D) =H = (1) =1, Toe I
canpsxu A,Z u H. Kako je ZAZG upaB, a Tauke Z, H u G KOJIUHEApHE OHIA
je m ZAZH npaB, IIa je IeHTap OINUCAHOT KpyTra Tpoyria AHZ Ha nyxu AH
Koja je HOpMaJsiHa Ha OD, ma je OD Tanrenrta kpyra . Kako naBep3uja
yyBa yriaoBe udMebhy mpaBe u Kpyra te he u yrao m3ameby ciauka mpase
OD u kpyra !’ Outy npas, ITO je ynpaso yrao m3dMebhy BD u kpyra [. O

3anmarak 5. Hexka cy a, b u ¢y Kpyrosu ca npeuynunuma PQ, PR, RQ, upu
uyemy je B(P,Q,R). Ako je cy,ci1,co,... HI3 KDYTrOBa Ca MCTE CTPaHE IpaBe
PQ, KOju noovupyjy KPyroBe a, b U CBAKA Y HU3Y NOAUPYje TPETXOIHU,
IOKa3aTu Oa je paTojame MeHTpa Kpyra c,, n >0 oo mpaBe PQ, n IIyTa
Behe on monynpevyHuKa TOT Kpyra.

Pememe: Hexka je k Kpyr ca neHTPOM y TAYKU P, KOjU je yImpaBaH HA
KPYTY ¢, (KPYT i CAmp:KU NHOAUPHE TAUKe TAHTEHTU U3 Tauke P Ha KPYT
cn). VIHBep3ujoM v; y OmHOCY Ha Taj KPYr ce mpasa PQ U KPYrOBU a U b
npeciukaBajy y npase I', o’ u v'. [Iputom cy mpase o/, ¥’ ynpaBHe Ha
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Caura 26: 3amgaTakx 5.

npaBoj I', Oyayhu ma je mHBep3Uja MpecauKaBaime Koje 3aap:KaBa yrioBe.
Kpyrosu co,ci,...,cp, ... IPECIUKABA]JY CE€ Y HOAYIAPHE KPYTOBE ¢, Chy ey Chyyney
KOju momaupyjy mpaBe o’ m i/, a CBU Cy HOOYIOAPHU KPYTY c¢,, JEP j€ ¢, = c,.
Kako menTap Kpyra ¢, npumnana npaBoj [ pacTojame IMEeHTPa KPyra c, Ol
Te mpaBe je n myTa Behe O MOJYIpPEXHUKA TOr Kpyra. O

3anmarak 6. Hexka je | monyobum tpoyraa ABC. Ilarte cy tauke E u F Ha
npaBoj BC takBe na je AE = AF =[. [loka3aTm ma ce Kpyr ONUCAH OKO
Tpoyraa AEF M3HyTpa OOAWPYje ca MPUNUCAHUM KPyroM Tpoyraa ABC y3
crpanuny BC. O

Crauka 27: 3anarak 6.

Pememe: Heka npunucanu kpyr y3 crpanuny BC nomupyje AB u AC'y
TaukamMa y M n N. Tana je AM = AN =1.

[TocmaTpajMo MHBEP3U]Yy Yy OMHOCY Ha KPYT k Ca MEHTPOM A U
noaynpevnukoM [. Kpyr omucan oko tpoyria AEF ce TOM MHBEP3UjOM
cauka y npaBy BC, jep caap:Ku IeHTap WHBEP3Uje, a KPYr IPUNNCAH Y3
BC ce cauka y camor cebe, jep je HOpMaJiaH Ha KPYT' Y OJMHOCY HA KOjU
npuMenyjemo uuaBep3ujy. C 063upoM Ha TO ma ce CJIWKe TAHTUpPajy, TO
BaKU U 3a OpUTMHAJE, jep WMHBEeP3Uja YyBa yriaose. O

3amarak 7. Hera cy M,N,P nomupHe TauykKe yIUCAHOT KPyra TPOyTJia
ABC ca ctpanunama BC,CA, AB penoM. lloka3zatu ma cy opToneHTap
Tpoyria MNP, neHrap yOUCAHOT U LIEHTApP OIUCAHOI Kpyra Tpoyriaa ABC
KOJIMHEeapHe TadKe.

Pememe: IlocmarpajMo mHBEP3Ujy Y OMHOCY HA YIUCAHU KPYT TPOYTIJIa
ABC.

Baxu A* = ASON\NP, B* = BS(\PM C*=CS(MN. OpTomneHrap Tpoyria
MNP npunana merosoj OjmepoBoj nmpaBoj, koja caap:xku S. Kpyr onucan
OKO Tpoyryia ABC ce ciaukKa y KpPyTr OmmcaH Oko A*B*C*, omaocuo Ojrepos
Kpyr Tpoyriaa MNP (jep cy A* B*,C* cpemuilTa CTpaHULla TPOYIJIa MNP)
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Crauka 28: 3anarar 7.

na Cy BUXOBU IEHTPU KoJauHeapHuU ca S. Ipyrum pedmma, MOIITO IEHTAP
Ojneposor kpyra tpoyraa MNP upunana merosoj OjiepoBoj mpasoj,
nmpunana joj U IeHTap ONMMCaHOr Kpyra Tpoyriaa ABC. Ilakne, u
opToueHTap Tpoyrjia MNP u IleHTap YINCAHOI U II€eHTap OIUCAHOI KPyra
Tpoyria ABC npunanajy OjmepoBoj mpaBoj Tpoyriaa MNP. O

3anmarak 8. Heka kpyr w moaupyje aBe mapaJiesine mpase [y u l,. pyru
KPYT w; goaupyje Iy y A u w cuoma y C. Tpehu gpyr w, nomupyje lo y B,
wcnoma y D 1w, cnoma y E. AD cede BC y Q. lloka3atm na je @ meHTap
OIICaHOr Kpyra Tpoyria CDE.

Caura 29: 3angarakx 8.

Pememe: WMuBep3ujom ca neHTPOM Yy D w U w, C€ CIUKAjy Yy MehycobHO
mapaJiesiHe mpaBe w* U wj, w; U lp ¥ MehycoOHO moaynapHe Kpyrose wi u [}
KOjU MOMUPYjy w* M wj, a l; y KPYT [} KOju croJba Doaupyje wi, 15, w*.
Jlako ce mpumehyje na je mobujena ciauka cumerpuytna (y OAHOCY Ha
nujaMerap kKpyra lj), Te je npasa DA* mapaJiesnHa ca w* U wj. OBO 3HAUM
Ia je Ha OPUTUHAJIHO] CauI AD 3aje JHUYKA TaHTEHTa KPYroBa w U ws.
Amnasoruo je m BC 3ajeIHUYKA TAHMEHTa KPYroBa w U wi.

AD u BC cy paguKaJiHe OCe MapoBa KPYyroBa (w,ws) U (w,w;) pemoM. Crora
je Q paIuKaJHU IeHTap KPyroBa w, wi, wz, IIa UMa UCTY HOTEHIU]Y Y
OMHOCY HA CBa TPU Kpyra, U3 Yera AUPEKTHO CJequ Oall OHO IITO Ce
Tpaxku. O
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Cnura 30: Ilpumemena naBep3uja y 3aTaTKy 8.

3anmarak 9. Ilar je tpoyrao ABC. Kpyr kpo3 teme C TaHreHTan ca AB 'y
A m kpyr kpo3 Teme b tanrenTtan ca AC y A mMajy pazivyutTe
MIOJIYyIPEYHNKE UM APYTY OyT ce ceky y Tauku D. Heka je £ Tauka Ha
npaBoj AB TakBa na je AB= BE. Heka je F apyra Ttadyka Ipeceka IpaBe
CA ca KpyroMm onmcanuM Oko Tpoyria ADE. Ilokaszatu na je AF = AC.

(b) Comra 32: WuBep3Ha ciuka
(a) Cauka 31: 3amarak 9. 3agarka 9.

Pememe: /latu kKpyr Kpo3 B 03HaAUYUMO ca k,, KPyr Kpo3 C ca k., a KPpyT
Koju canp:ku A, D, E ca k. [locmarpajMo uHBEpP3Ujy y OMHOCY Ha KPYT Ca
IEHTPOM A IPOU30JbHOT IIOJYIIPEYHUKA.

k; he Outm mpaBa kpo3 B* mapaJsenna ca AC* (Tj. ca AC), a k! he 6urn
npaBa Kpo3 C* mapaJienna ca AB* (Tj. ca AB). D* hie 6utu npecek
npaBux k; u k. Kako je AE =2AB, ouhe AB* =2AE*. llomTo KpyT kK
canIp:;KU IeHTap WHBep3uje u Tauyke D u E, caukahe ce y mpaBy D*E*. F*
he 6uru npecex D*E* u AC*. Jlako ce 3akmyuyje na je AF* = AC* ( jep je
AB*D*C* mapaJjeysiorpaM, 1 ogna je C*D* : AE* =2 1), OIOHOCHO

7’2 7’2

AF ~ AC’
OnakJe MUPEKTHO cuenu AF = AC. O
3amarak 10. Kpyrosu k; u ko ce ceKy y Taukama A u B, a KPyT k UX
cnosba pomupyje y taukama C u D penom. llpaBa AB cede KpyT k y

taukama M u N. Heka je F cpemumre ny:xku CD. Ilokaszatu na je mpasa
CD cuMmerpaJtaa yraa MFN.CDE.
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(b) Cnura 34: WuBepsna ciuka
(a) Cimra 33: 3amarar 10. 3amaTka 10.

Pememe: IlocmarpajMo uHBEpP3Ujy V OAHOCY HA KPYT MPOU3BOJHHOT
MOJIYIPEYHUKA ca IMeHTPOM vy C. k; U k ce caukajy y MehycobHO
mapaJiesiHe mpase ki u k*. ki he canpskatu taure A* u B* u momupuBahe
k* y D*. Cnuka npase A*B* he O6utu kpyr | KOju camgp:xku Tauke A* B* C.
M* u N* cy mpecenu kpyra [ u npase k* 300r cumeTpuje je jacHO na je
M*D* = N*D*.
Kako je CD =2CF, 1o je CF*=2CD. Otyna je CM*F*N* mapaJjejaorpam,
omakKje CcJaenu Aa MOLyINapHOCT yriyioBa C*N*F* m C*M*F*. Mebytum, kako
je

/C*N*F* = /CFN,

LC*M*F* = /CFM,

ciuemnn na je /ZCFN =/CFM. O
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9 3uauaj mHBEp3Uje

MuBep3nja mMa MUPOKY IPUMEHY.
NuBep3uja koHAUHE IPABOYTAaOHE PeEIIeTKe

YounmMO pemeTKy M MPECIUKajMO je MHBEP3UjOM Y OQHOCY Ha KPYT ca
meaTpoM y 0(0,0). C o63upoM na MHBEp3UWja UyBa YILJIOBE U Ja Ce IpaBe
KOje He canp:ke O CIWKAj]y Yy KPYroBe, CIVMKA WHBEP3a yOUEHE DEMIEeTKe
IpuKaHa je Ha caumua 34.

Cnaura 35: Pemetra

Cnura 36: VuBep3 pemerke

Ha cauume mauwmbae Mo:keMO mohm M0 pa3iuuuTUX aHUMAIM]ja.
MackepoHHnjeBe KOHCTPYKIIHje

NuBep3uja nma nmyHO mpuMeHa Koa TBphema Koja MOKa3y]y pa3He
omuoce mebhy mpaBama, KpyroBuMma kKao u omaoce Mebhy mpaBama, JemHa
oI TUX IpUMeEHa jecTe m npu MackepoHUjeBUM KOHCTPYKIIMjaMa WA
OpYyKYUje 3BAHUM KOHCTPYKIMjaMa CaMO IIECTapPOM.

[TocToju meT rpyna KOHCTPYKIM]ja:

1. OnpebuBame npase kpo3 aBe 3anate tauke 2. OnpebuBame mpeceka
nBe 3amare upase 3. OnpebuBame Kpyra ca 3agaTuM IMEHTPOM U
noaynpeunukoMm 4. OapebuBame npeceka aBe mpaBe U AaTOr KPyra H.
OnmpebuBame mpeceka aBa mata Kpyra.
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KRaxe ce ma ce koHCTpyKIUje n3BOAEe y3 MOMON jemupa u mecrtapa, jep
OBE MEXaHMYKEe HAlpaBe y MACATHOM CIydajy omoryhsajy m3Bobheme
oBux kopaka. IlocraBmba ce murame na au je Morylie KOHCTpyncaT caMo
Ne’BUpeM KPYT WM MeCTapoM mpasy. Vmak, Moske ce yCBOJUTH HOrOBOD
[a je y IpBOM CIydYajy KPyr KOHCTPYUCAH aKO MYy j€ MO3HAT IeHTap u
jemHa Tayka, a y APYTrOM CJIydajy MAa je mMpaBa KOHCTPYUCAHA aKO Cy jOj
nare mBe Tauke. Ilpm ToMe ce 3axTeBa ma ce HA CBAKMM Ha Taj HAUUH

,, JOOMjeHnM” KPyTroM, ONHOCHO MPaBOM, MOTY HaJbe BPIIUTHU OIEepallnje
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