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Predgovor

Pri rexavaǌu raznih matematiqkih problema qesto se susre�emo sa
stvarima koje su naizgled neprimenǉive u realnom �ivotu. Me�utim, lepota
matematike jeste u tome xto qim malo boǉe upoznamo neku oblast shvatamo
koliko se samo problema koji se pojavǉuju u prirodi, oslaǌa i bazira bax
na temeǉima matematike. Kao jedna od najlepxih oblasti, kombinatorika
ima xiroku primenu u programiraǌu i drugim naukama. A teorija grafova
predstavǉa osnove za razvoj svih druxtvenih mre�a. U ovom radu sam dala
jednu opxtu sliku teorije sparivaǌa - pravǉeǌa parova temena u nekom
grafu. Prilikom pisaǌa algoritama za optimalna sparivaǌa, vixe znaqaja
sam pridavala idejama nego tehniqim detaǉima, jer su bax ideje ono naj-
lepxe u matematici.

Zbog toga xto me je uvela u svet matematike kao nauke, i xto je sve qetiri
godine pokuxavala da nam poka�e kako je matematika zapravo mnogo vixe
od obiqnog sredǌoxkolskog gradiva, �elim da se zahvalim svom mentoru,
profesorki Soǌi Quki� na beskrajnom strpǉeǌu u radu samnom.

Tako�e, zahvalnost dugujem i svim profesorima koji su mi predavali, i
pru�ili mi osnove znaǌa za daǉi razvoj. Sa tim osnovama, nadam se da �u
uspeti da nastavim i proxirim svoje poznavaǌe matematike, i da stvorim
jednu xiroku sliku o ovoj kraǉici svih nauka.

Beograd, jun 2015. Bogdana Jeli�
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1 Osnovni pojmovi u teoriji grafova

S obzirom da �emo raditi sa strukturama teorije grafova, neophodno
je da na poqetku damo definicije i osnovne pojmove koje �emo koristiti u
daǉem radu.

Definicija 1.1. Prost neorijentisan graf je ure�en par G = (V,E), gde
je V skup qvorova ili temena, a E skup grana ili ivica, tj. neure�enih
parova razliqitih temena iz V .
Za qvorove u, v ∈ V ka�emo da su susedni ako su povezani granom.

U daǉem radu �emo qesto pisati samo V i E misle�i na G(V ) i G(E), tj.
skup qvorova odnosno grana u grafu G.

Definicija 1.2. Ako je S podskup qvorova grafa G, skup qvorova suse-
dnih qvorovima skupa S obele�avamo sa N(S). Sada, stepen qvora v oznaqa-
vamo sa d(v) i va�i d(v) = |N(v)|.
Broj grana kojima je taqno jedan kraj u nekom podskupu temena U ⊆ V , a drugi
kraj u ostalim temenima grafa oznaqava�emo sa d(U).

Definicija 1.3. Podgraf grafa G je graf G′ qiji je skup temena podskup
skupa temena od G, a skup grana podskup skupa grana od G.

Definicija 1.4. Graf G je k-partitan ako se ǌegova temena mogu
podeliti u k disjunktnih podskupova V1, V2, . . . , Vk tako da nema grana unutar
istog podskupa.

Definicija 1.5. Za graf G ka�emo da je k-regularan ako mu je stepen
svakog qvora k.

Definicija 1.6. Put u grafu G je niz v1, v2, . . . , vk ma�usobno razliqitih
temena grafa G u kome su qvorovi vi i vi+1 susedni za svako 1 ≤ i ≤ k − 1.
Ako nam je va�na oznaka ivica e1, e2, . . . , ek−1 kojima su povezana temena koja
saqiǌavaju put, pisa�emo v1, e1, v2, e2, . . . , ek−1, vk.

Definicija 1.7. Ako je U ⊆ V grafa G, graf G[U ] �emo zvati indukovan
graf temenima U , i va�i G[U ] = (U, {{x, y} | x, y ∈ U, {x, y} ∈ E(V )}).
U dajem radu �emo qesto pisati samo G − U misle�i na indukovan graf
G[V − U ].

Definicija 1.8. Definiximo relaciju ∼ na skupu temena grafa:

x ∼ y ako i samo ako postoji put izme�u x i y u grafu G

Lako se pokazuje da je ∼ relacija ekvivalencije. Klase ekvivalencije se
nazivaju komponente povezanosti grafa G, i podgrafovi indukovani ovim
skupovima temena su najve�i povezani podgrafovi grafa G.

Definicija 1.9. Za qvor v ∈ V ka�emo da je vezivni qvor ako indukovani
graf G[V − v] nije povezan.
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Definicija 1.10. Kompletan graf G je graf kod koga su svaka dva razli-
qita qvora povezana granom.

2 Sparivaǌe grafa

2.1 Pojam sparivaǌa

Definicija 2.1. Skup M me�usobno nesusednih grana grafa G naziva se
sparivaǌe grafa G, pri qemu ka�emo da su grane susedne ako dele teme.

Definicija 2.2. Sparivaǌe M je maksimalno ako se ne mo�e proxiriti
dodavaǌem grana, tj. skup grana M ′ = M ∪ {e} nije sparivaǌe ni za jednu
granu e ∈ E\M .

Najve�e sparivaǌe je ono sparivaǌe kod koga skup M ima najve�u kardi-
nalnost. Broj grana u najve�em sparivaǌu oznaqavamo sa α′(G) = |M |.

Definicija 2.3. Sparivaǌe M je savrxeno (ili 1-faktor) ako su svi
qvorovi grafa pokriveni granama sparivaǌa.

Neka je dato neko fiksirano sparivaǌe M grafa G. Tada, u odnosu na M ,
definixemo slede�e va�ne pojmove:
• Qvor v je slobodan ili nepokriven qvor ako nije sadr�an ni u jednoj

grani sparivaǌa M . U suprotnom za qvor v ka�emo da je pokriven spariva-
ǌem M .

Na isti naqin definixemo nepokrivenu granu:
• Grana e je slobodna ili nepokrivena ako se ne nalazi u sparivaǌu M .

Inaqe, za granu e ka�emo da je pokrivena sparivaǌem M .

2.2 Alternativni putevi

Definicija 2.4. Put v0, e1, v1, e2, v2, . . . , ek, vk je alternativni put ako su
grane e1, e3, . . . sa neparnim indeksima nepokrivene, a grane e2, e4, . . . sa parnim
indeksima pokrivene.
• Ako je qvor v0 slobodan, onda za qvorove v0, v2, ... ka�emo da su spoǉaxǌi,

a za qvorove v1, v3, ... ka�emo da su unutraxǌi.
• Put v0, e1, v1, e2, v2, . . . , ek, vk je uve�avaju�i put ako je alternativan i ako

su qvorovi v0 i vk jedini slobodni qvorovi u ǌemu.

Teorema 2.1. Ber�ova teorema. Sparivaǌe M je najve�e ako i samo ako
u grafu G = (V,E) ne postoji uve�avaju�i put (u odnosu na M).

Dokaz. Neka jeM najve�e sparivaǌe, a P uve�avaju�i put u grafu G. Tada
je M ′ = M4E(P ) tako�e sparivaǌe u G, i |M ′| = |M |+1, xto je kontradikcija.

Pretpostavimo sada da ne postoji uve�avaju�i put, i da sparivaǌe M
nije najve�e, tj. da postoji sparivaǌe M ′ tako da je |M ′| > |M |. Neka je
H = (V,M ′ 4 M) podgraf grafa G (kao na slici 1). Svi qvorovi grafa
H imaju stepene najvixe dva jer svaki qvor mo�e biti sadr�an najvixe u
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jednoj grani iz M i najvixe u jednoj grani iz M ′. Zbog toga su sve komponente
grafa H ili konture parne du�ine (smeǌuju se grane izM iM ′) ili putevi u
kojima se naizmeniqno smeǌuju grane iz M i M ′. Poxto je |M ′| > |M |, a svaka
kontura sadr�i isti broj grana iz M i M ′, barem jedna komponenta grafa
H mora biti put, u kome ima jedna grana vixe iz M ′ nego iz M . Poqetna i
krajǌa grana u tom putu moraju biti grane iz M ′, pa poqetni i krajǌi qvor
ovog puta nisu pokriveni sa M . Dakle, ovaj put �e biti uve�avaju�i put za
sparivaǌe M , kontradikcija. �

slika 1.

3 Sparivaǌa u bipartitnim grafovima

Definicija 3.1. Bipatritan graf G je 2-partitan graf, tj. graf kod
koga se skup qvorova V (G) mo�e razbiti na dva podskupa X i Y , tako da
svaka grana e ∈ E(G) sadr�i jedno teme iz X i jedno iz Y . Podskupovi X i Y
se nazivaju klase. Uglavnom obele�avamo G = (X ∪ Y,E) ili G[X, Y ].

Tvr�eǌe 3.1. Znaqajan qvor. Ka�emo da je qvor v grafa G znaqajan ako
je pokriven u svakom najve�em sparivaǌu grafa G, tj. ako va�i

α′(G− v) = α′(G)− 1.

Onda svaki neprazan bipartitan graf ima znaqajan qvor.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da za svaki qvor grafa G[U, V ] pos-
toji neko najve�e sparivaǌe u kome je on slobodan. Neka je, bez umaǌeǌa
opxtosti, qvor u ∈ U slobodan u nekom najve�em sparivaǌu M . Posmatramo
skup qvorova S do kojih mo�e da se do�e iz u alternativnim putevima. Neka
je U ∩ S = A i V ∩ S = B. Kako je sparivaǌe M najve�e, nijedan qvor iz B
ne sme biti slobodan, jer bi inaqe imali uve�avaju�i put, xto bi bilo u
suprotnosti sa teoremom 2.1.
Poxto je graf bipartitan, alternativni put P iz u do nekog qvora b ∈ B
se zavrxava slobodnom granom. Kako su svi qvorovi iz B pokriveni, pos-
toji neki qvor b1 td. bb1 ∈ M . Ako b1 /∈ A, poxto se alternativni put P
do b zavrxava slobodnom granom, put Pbb1 je tako�e alternativan, a b1 /∈ A,
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kontradikcija. Dakle, svaki qvor iz B je povezan nekom granom sparivaǌa M
sa nekim qvorom iz A, odakle zakǉuqujemo da je |B| ≤ |A| − 1 (qvor u je slo-
bodan).
Sada posmatramo alternativni put P kojim se dolazi do nekog qvora a ∈ A.
Poxto je graf bipartitan, posledǌa grana iz P mora da bude pokrivena, pa
su svi qvorovi iz A − u pokriveni, i krajevi grana iz M su u B. Pretpo-
stavimo da imamo neku granu iz nekog qvora a ∈ A − u ka a1 ∈ V \ B. Tada
grana aa1 mora biti slobodna, pa je put Paa1 tako�e alternativan, a a /∈ B,
kontradikcija. Dakle, sve grane iz skupa A idu ka qvorovima iz B, i svaki
qvor iz A je uparen sa nekim qvorom iz B granom sparivaǌa M , odakle sledi
|A| − 1 ≤ |B|, pa zakǉuqujemo da va�i |B| = |A| − 1, i postoji savrxeno spari-
vaǌe izme�u qvorova iz B i qvorova iz A− u.
Posmatramo sada neki qvor v ∈ B. Postoji najve�e sparivaǌe M ′ u kome
je qvor v slobodan. Posmatrajmo sada skupove A′ i B′ definisane na isti
naqin kao malopre. Neka je qvor a bio povezan sa qvorom v u sparivaǌu M .
Qvor a mora da pripada skupu A′ i mora biti pokriven u sparivaǌu M ′

(inaqe mo�emo samo dodati tu granu, pa sparivaǌe M ′ ne bi bilo najve�e).
Kako qvorovi iz A imaju samo grane ka B postoji grana iz M ′ koja ga spaja
sa nekim qvorom iz B, i neka je to qvor b ∈ B. Qvor b mora biti povezan
granom iz M sa nekim qvorom a1 ∈ A razliqitim od a, a poxto je sparivaǌe
M ′ najve�e ne smemo da imamo nigde uve�avaju�i put, pa qvor a1 mora biti
pokriven sparivaǌem M ′.
Zbog toga qvor a1 mora biti povezan granom iz M ′ sa nekim qvorom b1 iz B.
Ovako dobijamo da svaki qvor iz A − u mora biti povezan granom iz M ′ sa
nekim qvorom, a kako qvorovi iz A− u imaju samo grane ka qvorovima iz B,
i kako je qvor u ∈ B slobodan, sledi:

|A| − 1 = |B| − 1.

Kako imamo |B| = |A| − 1, dobijamo kontradikciju. �

3.1 Holova teorema

Definicija 3.2. Neka je S proizvoǉan konaqan skup i F = {Si : i ∈ I}
konaqna familija podskupova skupa S. Dopuxteno je da F bude multiskup,
tj. da mo�emo imati i jednake podskupove skupa S. Sistem razliqitih pred-
stavnika familije F je podskup A = {ai : i ∈ I} skupa S takav da ai ∈ Si,
i ai 6= aj za i 6= j i i, j ∈ I. Drugim reqima, svaki podskup iz posmatrane
familije ima svog predstavnika, i svaka dva podskupa iz familije imaju ra-
zliqite predstavnike.

Jedan logiqan uslov koji mora biti zadovoǉen da bi postojao sistem razli-
qitih predstavnika je da je ukupan broj elemenata u uniji podskupova iz neke
podfamilije ve�i ili jednak od broja podskupova u toj podfamiliji.
Po Holovoj teoremi, ovaj uslov je ne samo potreban, ve� i dovoǉan:

Teorema 3.2. Holova teorema. Familija F = {Si : i ∈ I}, ima sistem
razliqitih predstavnika ako i samo ako za svako J ⊆ I va�i uslov:

|
⋃
j∈I

Sj| ≥ |J |.
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Ispostavǉa se da se mnogi praktiqni problemi na prirodan naqin dovode
u vezu sa sistemom razliqitih predstavnika.
Jedan od najpoznatijih primera je problem radnika u fabrici. U ovom pro-
blemu svaki radnik ima skup poslova koje mo�e da obavǉa, i potrebno je
rasporediti radnike tako da svaki ima posao u svojoj struci.
Jox jedna interpretacija pronala�eǌa sistema razliqitih predstavnika je
i problem uparivaǌa momaka i devojaka. Svaka devojka ima skup momaka koji
joj se dopadaju, i treba ih upariti tako da svaka devojka bude sa momkom koji
joj se svi�a. Zbog ovog problema, Holova teorema se qesto naziva i Teorema
o muvaǌu.

Holova teorema u teoriji grafova ima slede�u interpretaciju:

Teorema 3.3. Holova teorema za grafove. Ako je G = (U ∪ V,E) biparti-
tan graf, tada G ima sparivaǌe koje pokriva sve qvorove iz U ako i samo
ako za svako U ′ ⊆ U va�i uslov:

|N(U ′)| ≥ |U ′| (∗)

Dokaz. Neka sparivaǌe M pokriva svaki qvor iz U . Posmatrajmo proizvo-
ǉan podskup U ′ od U . Svi qvorovi iz U ′ su povezani sa razliqitim qvorovima
u N(U ′) granama iz sparivaǌa M zbog toga oqigledno va�i |N(U ′)| ≥ |U ′|.

Neka je sada M najve�e sparivaǌe, i neka va�i (∗). Pretpostavimo da M
ne pokriva U . Tada postoji slobodan qvor u ∈ U . Neka su S ⊆ U i T ⊆ V
skupovi qvorova do kojih mo�emo sti�i alernativnim putevima iz u. Poxto
je sparivaǌeM po pretpostavci najve�e, ne postoji uve�avaju�i put u odnosu
na M , pa se nijedan alternativni put iz u ne sme zavrxavati u T , tj. svi
qvorovi iz T su pokriveni. Poxto je graf bipartitan, i qvorovi iz S su
povezani samo sa qvorovima iz T , a svaki qvor iz S (osim qvora u) mora biti
pokriven sparivaǌem M , i svaki qvor iz T mora biti pokriven granom iz M
koja vodi ka S, zakǉuqujemo:

|T | = |S| − 1 i T ⊆ N(S).

Poxto je svaki qvor iz S pokriven sparivaǌem M , svaki qvor iz N(S) je
povezan sa u alternativnim putem, pa imamo N(S) = T . Dobijamo:

|N(S)| = |T | = |S| − 1 ≤ |S|,

pa imamo kontradikciju sa (∗). �

slika 2.
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Posledica 3.4. Bipartitan graf G(U ∪V,E) ima savrxeno pokrivaǌe ako
i samo ako |U | = |V | i |N(U ′)| ≥ |U ′| za svako U ′ ⊆ U 4

Posledica 3.5. Svaki regularan bipartitan graf ima savrxeno spari-
vaǌe.

Dokaz. Neka je G(U ∪ V,E) regularan bipartitan graf, i neka je k ≥ 1.
Poxto je G regularan |U | = |V |. Neka je U ′ ⊆ U i neka su sa E1 obele�ene
grane koje idu iz U ′, a neka su sa E2 obele�ene grane koje idu iz N(U ′). Po
definiciji N(U ′) imamo da va�i E1 ⊆ E2, pa

k · |N(U ′)| = E2 ≥ E1 = k · |U ′|.

S obzirom da je k ≥ 1 dobijamo |N(U ′)| ≥ |U ′| za svako U ′ ⊆ U , pa po posledici
3.4 graf G ima savrxeno sparivaǌe. 4

3.2 Veza izme�u sparivaǌa i pokrivaǌa grafa

Definicija 3.3. Pokrivaǌe grafa G je podskup qvorova K ⊆ V takav da
svaka grana grafa G ima barem jedan kraj u K.
Pokrivaǌe K je najmaǌe ako u grafu G ne postoji pokrivaǌe K ′ tako da va�i
|K| > |K ′|. Broj qvorova u najmaǌem pokrivaǌu se naziva natkrivaju�i broj
grafa G, i oznaqava se β(G).
Pokrivaǌe K je minimalno ako nijedan podskup od K nije pokrivaǌe.

Ako je M sparivaǌe grafa G, a K je pokrivaǌe grafa G, najmaǌe jedan
kraj svake grane iz M je u K, pa zakǉuqujemo da va�i:

|M | ≤ |K|.

Xta vixe, pokazuje se da ako jednakost va�i, onda je M najve�e spari-
vaǌe, a K je najmaǌe pokrivaǌe grafa G.

Tvr�eǌe 3.6. Neka je M sparivaǌe, a K pokrivaǌe grafa G tako da va�i
|M | = |K|. Tada je M najve�e sparivaǌe, a K je najmaǌe pokrivaǌe.

Dokaz. Svaka grana iz M mora da ima bar jedan kraj u K, a kako je
|M | = |K|, imamo da je taqno po jedan kraj svake grane sparivaǌa M u K, i
nema drugih qvorova u K osim ovih.
Dakle, sve grane koje postoje u grafu G imaju barem po jedan kraj u qvorovima
iz K. Ako sparivaǌe M pokriva neku granu, ta grana sigurno ima barem
jedan qvor u K. Odavde imamo da je najve�i broj grana u M bax |K| (jer
nikoje dve grane iz M ne smeju da sadr�e isti qvor). Sada dobijamo da je
M najve�e sparivaǌe grafa G.
Pretpostavimo sada da postoji pokrivaǌe K ′ tako da |K| > |K ′|. To je ekvi-
valentno sa |K ′| ≤ |K| − 1, a kako imamo da je broj grana u sparivaǌu M bax
jednak |K|,

|M | = |K| > |K| − 1 ≥ |K ′|,
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sledi da postoji grana iz M koja nema nijedan kraj u K ′, xto je kontradi-
kcija.
Dakle K je najmaǌe pokrivaǌe, a M najve�e sparivaǌe. �

Mo�e se pokazati da je u svakom bipartitnom grafu kardinalnost najve�eg
sparivaǌa jednaka broju qvorova najmaǌeg pokrivaǌa. U narednom primeru
�emo to lako pokazati preko alternativnih puteva:

Teorema 3.7.(König 1931) U svakom bipartitnom grafu va�i:

α′(G) = β(G).

Dokaz. Neka je G[X, Y ] bipartitan graf i neka je M najve�e sparivaǌe
u G. Oznaqimo sa U skup slobodnih temena sparivaǌa M u skupu X. Neka
je K skup qvorova tako da iz svake grane u sparivaǌu M imamo taqno jedan
qvor, i neka je odabran kraj grane u Y ako se do ǌega mo�e do�i nekim od
alternativnih puteva qvorova iz U , inaqe biramo kraj grane iz X. Sada
imamo da je |K| = |M |, pa ako doka�emo da je K pokrivaǌe grafa G, po tvr�e-
ǌu 3.6 imamo da je K najmaǌe pokrivaǌe.
Neka je e grana u grafu G sa krajevima v1, v2 ∈ V , �elimo da poka�emo da
jedan od qvorova v1 i v2 le�i u K. Ako e ∈ M uslov je zadovoǉen jer smo
tako odabrali skup K, pa �emo razmatriti ostale sluqajeve. Barem jedan
od qvorova v1 i v2 je kraj neke grane iz M (inaqe su oba slobodna pa mo�emo
uve�ati M). Ako je v1 slobodan qvor, onda do qvora v2 mo�emo do�i granom e
iz v1 ∈ U , a v2 je kraj neke grane u M . Odavde dobijamo v2 ∈ K, pa imamo da
je uslov zadovoǉen.
Dakle, ostaje nam sluqaj ako je v1 kraj neke grane iz M . Ako je v1 kraj grane e1
iz M , oznaqi�emo sa u qvor koji je ǌen drugi kraj. Kako v1 /∈ K onda se neki
alternativni put P zavrxava u qvoru u, ali tada postoji alternativni put
P ′ = (P, e1, e) koji sti�e do qvora v2 (ako v2 /∈ P , inaqe do qvora v2 sti�e deo
alternativnog puta P , P ′ = Pb). Poxto je M najve�e sparivaǌe, P ′ ne sme
biti uve�avaju�i put, pa qvor v2 mora biti pokriven. Dobijamo da v2 ∈ K
jer se do ǌega mo�e sti�i alternativnim putem, pa �e v2 biti odabran iz
grane sparivaǌa M koja ga sadr�i.
Dakle, K je pokrivaǌe, |M | = |K|, pa po tvr�eǌu 3.6 imamo da je K je najmaǌe
pokrivaǌe. Dobijamo:

α′(G) = β(G) �

Teorema 3.8. König-Ore formula. Neka je G[X, Y ] bipartitan graf, M
sparivaǌe grafa G, a U skup qvorova iz X nepokrivenih sparivaǌem M .
Tada va�i:
• Za svaki S ⊆ X, va�i |U | ≥ |S| − |N(S)|,
•M je najve�e sparivaǌe grafa G ako i samo ako postoji podskup S ⊆ X td.

va�i |U | = |S| − |N(S)| .
Za kardinalnost najve�eg sparivaǌa u svakom bipartitnom grafu G[X, Y ]

va�i:

α′(G) = |X| −max{|S| − |N(S)| : S ⊆ X}.
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Dokaz.
• Ako je |S| ≥ |N(S)|, maksimalan broj qvorova pokrivenih sparivaǌem M

u skupu S mora biti maǌi ili jednak od |N(S)| jer svako teme mo�e biti upa-
reno sa najvixe jednim drugim temenom. Sledi da je broj slobodnih temena
u S ve�i ili jednak od |S| − |N(S)|, tj.

|U | ≥ |S| − |N(S)|.

• Ako za neki S ⊆ X va�i |U | = |S| − |N(S)|, a znamo da broj slobodnih
qvorova u S mora biti ve�i ili jednak od |S| − |N(S)|, imamo da su svi slo-
bodni qvorovi U grafa G bax u skupu S, i svi qvorovi iz N(S) su upareni
sa qvorovima S sparivaǌem M .
Doka�imo da ne postoji uve�avaju�i put uM . Kako su svi slobodni qvorovi U
u S, ako postoji, uve�avaju�i put mora da poqne iz U , i mora da se zavrxi u
slobodnom qvoru. Poxto su svi qvorovi iz N(S) upareni sa qvorovima iz S,
svaki alternativni put iz U mora da se zavrxava u N(S), a nijedan od tih
qvorova nije slobodan. Dakle, ne postoji uve�avaju�i put, pa je po Ber�ovoj
teoremi sparivaǌe M najve�e.
Obrnuto, ako imamo najve�e sparivaǌe M , uze�emo za skup S sve slobodne
qvorove iz U , i sve qvorove iz skupa X do kojih mo�emo sti�i nekim alterna-
tivnim putevima. Dokaza�mo da je N(S) bax skup qvorova T iz Y do kojih se
mo�e sti�i alternativnim putevima. Da bismo do nekog qvora iz X stigli
alternativnim putem, posledǌa grana u tom putu mora biti pokrivena, pa
ako imamo bilo koju drugu granu koja polazi iz tog temena, do qvora na ǌenom
kraju tako�e postoji alternativni put, pa dobijamo N(S) ⊆ T . Ako do nekog
qvora y ∈ Y dolazi alternativni put, posledǌa grana mora biti slobodna,
pa da ne bismo imali uve�avaju�i put, to teme mora biti pokriveno nekom
granom yx ∈M . Kraj te grane x je iz skupa X, i do ǌega se mo�e do�i alte-
rnativnim putem, pa je svaki qvor iz Y do koga se mo�e do�i alternativnim
putem povezan sa nekim qvorom iz S, sledi T ⊆ N(S). Dakle, N(S) = T , a kako
je svaki qvor iz T povezan nekom granom iz M sa qvorom iz S, dobijamo da
je broj slobodnih qvorova |U |, bax jednak |S| − |N(S)| = |U |.

Sada, poxto je |U | ≥ |S| − |N(S)| za svako S ⊆ X, a u najve�em sparivaǌu
va�i jednakost, to je max{|S| − |N(S)| : S ⊆ X} = |U | pa imamo:

α′(G) = |X| −max{|S| − |N(S)| : S ⊆ X}. �

4 Sparivaǌe u proizvoǉnim grafovima

Definicija 4.1. Neparna komponenta grafa je komponenta sa neparnim
brojem qvorova. Broj neparnih komponenti grafa G oznaqi�emo sa nep(G).

4.1 Teorema o savrxenom sparivaǌu

Narednu teoremu je prvi dokazao matematiqar Tat, i ona nam govori kada
proizvoǉan graf G ima svrxeno sparivaǌe. Da bismo prikazali razliqite
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tehnike u teoriji sparivaǌa, da�emo dva dokaza ove teoreme.

Teorema 4.1. Teorema o savrxenom sparivaǌu. (Tutte 1947)
Graf G = (V,E) ima svrxeno sparivaǌe ako i samo ako za svaki U ⊆ V va�i
uslov:

nep(G− U) ≤ |U |.

Dokaz 1. Dokaza�emo prvo da ako je M savrxeno sparivaǌe, uslov teoreme
mora da va�i. Neka je M savrxeno sparivaǌe G, i neka je U proizvoǉan po-
dskup qvorova. Ako je neka komponenta podgrafa G − U neparna, tada bar
jedan ǌen qvor nije pokriven granom iz M koja je u toj komponenti grafa,
pa je ǌen drugi kraj u skupu U . Poxto se svaki qvor nalazi u taqno jednoj
grani iz M , sledi da je nep(G− U) ≤ |U |, pa mora da va�i uslov teoreme.

Sada poka�imo drugi smer. Pretpostavimo da va�i uslov teoreme i da
graf G nema savrxeno sparivaǌe. Tada mo�emo uoqiti graf G′ dobijen od
grafa G dodavaǌem maksimalnog broja grana, ali tako da graf G′ i daǉe nema
savrxeno sparivaǌe. Dodavaǌem bilo koje grane u graf G′ dobijamo graf
sa savrxenim sparivaǌem, inaqe mo�emo dodati tu granu i dobiti graf sa
vixe grana od grafa G′ koji nema savrxeno sparivaǌe. Dakle graf G′ nema
savrxeno sparivaǌe, ali dodavaǌem bilo koje grane ga dobija.

Primetimo da uslov teoreme va�i i za graf G′. Dodavaǌem grana neke dve
neparne komponente se mogu spojiti u jednu, sledi nep(G′ − U) ≤ nep(G − U).
Sada, ako je U podskup od G′, imamo da va�i: |U | ≥ nep(G− U) ≥ nep(G′ − U).
Neka je U = ∅. Sada je nep(G′) ≤ 0 pa sve komponente grafa G′ imaju paran
broj qvorova.

Neka je sada W skup qvorova grafa G′ koji su susedni sa svim preostalim
qvorovima (W mo�e biti prazan skup). Posmatramo G′ −W .
• Ako je G′ −W unija kompletnih grafova, qvorovi svake komponente se

mogu upariti na proizvoǉan naqin tako da ostane neuparen samo po jedan
qvor iz svake neparne komponente. Prema uslovu teoreme, |W | ≥ nep(G′ −W ),
pa ǌih mo�emo upariti sa qvorovima izW , a preostale qvorove izW mo�emo
spariti me�usobno jer je ukupan broj qvorova paran. Dakle dobijamo da
graf G′ ima savrxeno sparivaǌe, kontradikcija.
• Ako G′−W nije unija kompletnih grafova, tada neka komponenta G′−W

sadr�i dva nesusedna qvora a i a′. Uoqimo najkra�i put P izme�u ǌih, i
prva tri qvora na tom putu: qvorovi a, b i c (qvor c mo�e biti jednak a′).
Poxto je P najkra�i put, qvorovi a i c su nesusedni, i mora postojati qvor d,
koji je nesusedan sa qvorom b, inaqe b ∈ W . Poxto dodavaǌem bilo koje
grane u graf G′ dobijamo graf sa savrxenim sparivaǌem, postoji savrxeno
sparivaǌe M1 grafa G′ + ac i savrxeno sparivaǌe M2 grafa G′ + bd.
Uoqimo sada najdu�i put P ′ = (d, e1, v1, . . . , ek, vk) tako da su grane naizmeniqno
iz sparivaǌa M1 i M2, tj. e1, e3, . . . ∈ M1 i e2, e4, . . . ∈ M2. Ako je posledǌa
grana ek ∈M1, onda teme vk nije kraj nijedne grane iz sparivaǌa M2, a takvo
jedino teme pored d je b, pa imamo da je vk = b. Obele�imo onda sa C konturu
C = P + bd. Ako je ek ∈ M2, onda na isti ovaj naqin dobijamo da je qvor vk
ili a ili c, jer samo iz qvorova a i c nemamo granu iz M1. Neka je u tom
sluqaju kontura C = P+vkb+bd. U oba sluqaja, kontura C je parne du�ine, sa



Sparivaǌe u teoriji grafova 11

svakom drugom granom iz M2, i jedino grana bd nije u grafu G′. Kontura C je
uve�avaju�i put za sparivaǌe M2 u G′, pa ako zamenimo ǌene grane granama
C\M2 dobijamo savrxeno sparivaǌe grafa G′, kontradikcija.
Dakle dobijamo da je naxa pretpostavka netaqna, tj. ako va�i uslov teoreme
graf G ima savrxeno sparivaǌe. �

slika 3.

Da bismo pokazali drugi dokaz Tatove teoreme, uvedimo jox neke pojmove
vezane za strukturu proizvoǉnog grafa G:

Definicija 4.2. Graf G = (V,E) je kritiqan ako je G 6= ∅ i graf G − v
ima savrxeno sparivaǌe za svaki qvor v ∈ V (G).

Definicija 4.3. Za podskup temena U grafa G ka�emo da je uparen sa
G − U ako bipartitan graf HU nastao sa�imaǌem svake komponente grafa
G−U u jedan qvor (skup qvorova CG−U) i brisaǌem grana me�u qvorovima iz
skupa U ima sparivaǌe M koje pokriva sve qvorove skupa U .

slika 4.

Lema 4.2. Svaki graf G = (V,E) sadr�i skup temena U koji zadovoǉava:
(1) U je uparen sa G− U ;
(2) Svaka komponenta grafa G− U je kritiqna.
Za dati skup temena U , graf G ima savrxeno sparivaǌe ako i samo ako

|U | = |CG−U |.
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Dokaz. Doka�imo prvo da ako postoji podskup temena koji zadovoǉava
uslove, onda va�i posledǌe tvr�eǌe teoreme. Ako graf G ima savrxeno
sparivaǌe, onda kao prvom delu dokaza 1 imamo da je nep(G−U) ≤ |U | za svaki
podskup qvorova U , jer svaka neparna komponenta ostavǉa najmaǌe jedan qvor
nesparen u okviru komponente, pa drugi kraj grane iz pokrivaǌa mora biti
u U . Kako je skup U uparen, sledi |CG−U | ≥ |U |, a kako su sve komponente G−U
kritiqne, nep(G− U) = |CG−U |, dobijamo

|CG−U | = |U |.

Ako va�i |CG−U | = |U |, oqigledno je da u grafu G imamo savrxeno sparivaǌe.
Poxto je U uparen, sparivaǌe M �e sadr�ati grane kojima je U uparen, a
za preostale qvorove u svakoj komponenti postoji savrxeno sparivaǌe, jer
su sve komponente kritiqne.

Da skup qvorova U koji zadovoǉava uslove (1) i (2) postoji u svakom
grafu G dokazujemo indukcijom po |G|.

Ako je |G| = 0 uzimamo U = ∅.
Sada neka je |G| > 0, i pretpostavimo da tra�eni skup qvorova postoji za

sve grafove sa maǌe temena. Neka je d najmaǌi nenegativan ceo broj tako da:

nep(G− T ) ≤ T + d

va�i za svako T ⊆ V .
Sada mora postojati skup A tako da va�i jednakost:
◦ ako je d = 0 onda za A = ∅ va�i nep(G−∅) ≤ 0, a broj neparnih komponenti

grafa G je ve�i ili jednak od 0, td. imamo nep(G− ∅) = 0
◦ ako je d > 0, jednakost je zadovoǉena jer je d minimalno.
Neka je U skup qvorova za koje va�i jednakost, i koji ima najve�u kardi-

nalnost. Doka�imo da je svaka komponenta C grafa G − U neparna. Ako
je |C| parno, odaberemo qvor c ∈ C, i prebacimo ga u U . Sada je U ′ = U ∪ {c},
|C ′| = |C|−1 i C ′ ima neparan broj qvorova, pa se sada me�u skupom qvorova C ′

nalazi najmaǌe jedna neparna komponenta, pa dobijamo da va�i:

nep(G− U ′) ≥ nep(G− U) + 1 = |U |+ 1 + d = |U ′|+ d ≥ nep(G− U ′).

Dakle jednakost va�i i kod skupa U ′, a |U ′| > |U | xto je kontradikcija sa
maksimalnom kardinalnosti skupa U .
Zakǉuqujemo da su sve komponente grafa G− U neparne.
Doka�imo sada da je svaka komponenta grafa G−U kritiqna. Pretpostavimo
da postoji qvor c ∈ C, tako da u grafu C ′ = C − c ne postoji savrxeno spari-
vaǌe.
Po induktivnoj hipotezi, za skup C ′ postoji podskup qvorova T ′ grafa C ′ za
koji va�e uslovi (1) i (2). Sada imamo da je |T ′| ≤ |CC′−T ′ | = nep(C ′ − T ′), a
kako je svaka komponenta grafa C ′ − T ′ kritiqna, pokazali smo da ako va�i
|T ′| = nep(C ′ − T ′), postoji savrxeno sparivaǌe grafa C ′, sledi:

|T ′| < nep(C ′ − T ′)

Poxto je |C| neparna, onda je |C ′| parna, pa imamo da su nep(C ′−T ′) i |T ′| iste
parnosti pa se ne mogu razlikovati za 1, tj.

nep(C ′ − T ′) ≥ |T ′|+ 2.
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Za skup S = U ∪ T ′ ∪ {c} dobijamo:

nep(G− S) = nep(G− U)− 1 + nep(C ′ − T ′)
≥ |U |+ d− 1 + |T ′|+ 2
= |S|+ d
≥ nep(G− S).

Dobijamo da je nep(G − S) = |S| + d, |S| > |U |, xto je kontradikcija jer je
skup U najve�i skup koji zadovoǉava ovu jednakost.

Ostaje nam jox da poka�emo da je U uparen sa G− U .
Ako je U = ∅ oqigledno je da va�i tvr�eǌe, pa razmatramo samo sluqaj kada
je U 6= ∅.
Kako je |U | + d = nep(G − U), imamo da CG−U nije prazan skup. Primeǌujemo
König-Ore formulu na graf HU i X = CG−U . Neka je C ′ ⊆ CG−U i neka je
N(C ′) = U ′ ⊆ U Poxto je svaka komponenta C ∈ C ′ neparna komponenta G − U ′
imamo:

|N(C ′)| = |U ′| ≥ nep(G− U ′)− d ≥ |C ′| − d,

odakle dobijamo da d ≥ |C| − |N(C ′)|.

Sada po König-Ore formuli imamo da je najve�e sparivaǌe grafa HU :

α′ = |CG−U | −max{|C ′| − |N(C ′)|} ≥ |CG−U | − d.

S obzirom da znamo:

|CG−U | − d = nep(G− U)− d = |U |,

dobijamo da je ovo sparivaǌe koje obuhvata sve qvorove U . �

Sada drugi dokaz teoreme o savrxenom sparivaǌu lako sledi iz pretho-
dnog tvr�eǌa:

Dokaz 2. Kako svaki graf G sadr�i skup temena U iz prethodnog tvr�eǌa,
iz uslova (1) i (2) imamo da je |U | ≤ |CG−U | = nep(G−U), pa ako pretpostavimo
da va�i uslov teoreme, imamo |U | ≥ nep(G− U), zakǉuqujemo da:

|U | = |CG−U |,

pa graf G ima savrxeno sparivaǌe po posledǌem tvr�eǌu leme 4.2.
Ukoliko graf G ima savrxeno sparivaǌe, uslov Tatove teoreme oqigledno
va�i kao xto smo pokazali u dokazu 1. �

Razmotrimo sada jox neke posledice leme 4.2. Ako je dato neko spari-
vaǌe M grafa G, obele�i�emo sa kU broj grana iz M koje imaju najmaǌe
jedan kraj u U , a sa kC broj grana iz M kojima su oba kraja u G− U . Poxto
je svaka komponenta CG−U neparna, barem jedno teme nije povezano granom sa
nekim temenom iz G− U .
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Odatle imamo da svako sparivaǌe M mora da zadovoǉava:

kU ≤ |U |, kC ≤
1

2
(|V | − |U | − |CG−U |) (∗)

Xta vixe, postoji sparivaǌe M0 u kome va�e oba znaka jednakosti. Prvo
odaberemo |U | grana ka G− U prema uslovu (1) iz leme, a onda poxto su sve
komponente C ∈ CG−U kritiqne, mo�emo da uparimo 1

2
(|C| − 1) grana u M u

svakoj komponenti. Broj grana ovakvog sparivaǌa M0 je taqno:

|M0| = |U |+ 1
2
(|V | − |U | − |CG−U |).

Sada posmatramo neko najve�e sparivaǌe M , |M | ≥ |M0|, ali poxto svako
sparivaǌe M mora da zadovoǉava uslove (∗), sledi |M | = |M0|, pa je ka-
rdinalnost najve�eg sparivaǌa bax |M0|. Kako u M va�i |U | = kU , najve�e
sparivaǌe M mora da izgleda bax kao xto smo opisali sparivaǌe M0:
◦ svaki qvor iz u ∈ U pove�emo granom iz M sa nekim qvorom t ∈ G−U xto

mo�emo zbog uslova (1), a u svakoj od komponenti C uparimo taqno 1
2
(|C| − 1)

grana u M xto mo�emo zbog uslova (2).

Na ovakav naqin mo�emo da konstruixemo najve�e sparivaǌe bilo kog
grafa G, xto su pokazali Gallai (1964) i Edmond (1965). U narednom poglavǉu,
pokaza�emo neke algoritme pronala�eǌa najve�eg sparivaǌa grafa G.

4.2 Posledice Tatove teoreme

Teorema 4.3. Tat-Ber�ova formula. Najve�a kardinalnost sparivaǌaM
u grafu G = (V,E) jednaka je:

α′(G) =
1

2
(|V | −min{nep(G− U)− |U | : U ⊆ V }) �

Teorema 4.4. Petersenova teorema. Svaki 3-regularan graf bez vezivnih
qvorova ima savrxeno sparivaǌe.

Dokaz. Neka je G = (V,E) 3-regularan graf i neka je U podskup od G.
Posmatramo sve neparne komponente Ci ∈ G − U . Poxto G nema vezivnih
qvorova, broj grana koje idu iz svake komponente Ci ka skupu U mora biti
najmaǌe dva ∀ 0 ≤ i ≤ k. Poxto je graf G 3-regularan, a |Ci| je neparan,
broj grana d(Ci) koje izlaze iz Ci ka U mora biti neparan (ukupan broj grana
koje polaze iz svih temena Ci je neparan, a ukupan broj grana koje polaze ka
temenima Ci je 2·broj ivica unutar komponente, pa broj ivica koje izlaze iz
svake komponente mora da bude neparan).

⇒ d(Ci) ≥ 3, 1 ≤ i ≤ k

Poxto su komponente Ci disjunktne, imamo:

3 · k ≤
k∑

i=1

d(Ci) = d(
k⋃

i=1

Ci) ≤ d(U) ≤ 3 · |U |

Pa imamo da nep(G − U) = k ≤ |U | za svaki U ⊆ V , pa po Tatovoj teoremi
graf G ima savrxeno sparivaǌe. �
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4.3 Faktori

Definicija 4.4. Neka je dat graf G, i neka je f prirodan broj. Onda je
f-faktor podgraf grafa G koji sadr�i sva temena i zadovoǉava uslov da je
stepen svakog qvora jednak f .

Zapravo, 1-faktor grafa G je ǌegovo savrxeno sparivaǌe, a 2-faktor grafa
G je graf qije su sve komponente ciklusi.
Mnogi problemi u teoriji grafova mogu biti rexeni algoritmima poli-
nomske slo�enosti, a jedan od ǌih je da li graf G ima f-faktor. Tat je
pokazao da se ovaj problem mo�e svesti na problem odre�ivaǌa da li neki
graf G′ ima 1-faktor, tj. savrxeno sparivaǌe.
Opisa�emo kako problem f-faktora svodimo na problem o savrxenom spari-
vaǌu.
Za svako teme v mo�emo pretpostaviti da je d(v) ≥ f (inaqe je oqigledno da
ne postoji f-faktor) i uzimamo da graf G nema petǉe.
◦ Svako teme v �emo zameniti skupom Yv od d(v) temena, svaki sa stepenom

jedan. Sada dodajemo skup Xv od d(v)− f temena, i formiramo kompletan bi-
partitan graf Hv[Xv, Yv]. Dakle, graf H dobijamo kada svako teme v zamenimo
bipartitnim grafom Hv. Sada pove�emo svaku ivicu koja je ixla u qvor v
sa razliqitim temenom iz Yv.

Evo kako 2-faktor problem svodimo na problem savrxenog sparivaǌa:

slika 5.
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Primetimo da je obrnut proces simetriqan, graf G dobijamo od grafa H
samo sa�imaǌem svake komponente Hv u jedan qvor v.

U grafu H, qvorovi Xv su spojeni samo samo sa qvorovima Yv. Tako da ako
je sparivaǌe M 1-faktor grafa H, d(v) − f qvorova Xv moraju biti spojeni
sa d(v)−f qvorova Yv granama sparivaǌa M , a preostalih f qvorova iz Yv su
povezani sparivaǌem M sa ostalim qvorovima iz H. Tako da kada od grafa
H sa�imaǌem dobijemo graf G, iz svakog temena �e izlaziti taqno f grana,
pa �e to biti f-faktor grafa G. Na isti ovaj naqin imamo da svaki f-faktor
grafa G mo�emo da transformixemo u 1-faktor grafa H.

Dakle, ovim smo sveli problem nala�eǌa f-faktora grafa G na pro-
blem nala�eǌa savrxenog sparivaǌa u nekom grafu, xto je i jedan od pro-
blema sa kojima se stalno susre�emo u teoriji sparivaǌa. Zato u narednom
poglavǉu dajemo neke matematiqke algoritme za nala�eǌe najve�eg spari-
vaǌa u teoriji grafova.

5 Algoritmi u teoriji sparivaǌa

5.1 Potraga za uve�avaju�im putevima

Prilikom potrage za najve�im sparivaǌem u nekom grafu, Ber�ova teorema
nam daje da je najprirodniji naqin za nala�eǌe najve�eg sparivaǌa potraga
za uve�avaju�im putevima. Ukoliko na�emo uve�avaju�i put, sparivaǌe M
zameǌujemo sparivaǌem M 4 E(P ). Sve dok postoji uve�avaju�i put pona-
vǉamo proces, i po Ber�ovoj teoremi dobijamo da je krajǌe sparivaǌe M
najve�e.
Zato �elimo da na�emo najefikasniji naqin pronala�eǌa uve�avaju�ih puteva
u grafu G. Za to �e nam biti potrebni jox neki pojmovi:

Definicija 5.1. Neka je dat graf G, i neka je M sparivaǌe grafa G.
Alternativno stablo T je stablo sa korenom u slobodnom qvoru u, tako da je
put uTv alternativan u sparivaǌu M za svaki qvor v ∈ V (T ). Alternativno
stablo je pokriveno ako je jedini slobodan qvor u ǌemu koren.

U narednom algoritmu tra�imo ili uve�avaju�i put koje poqiǌe slo-
bodnim qvorom u, ili najve�e pokriveno alternativno stablo sa korenom u
qvoru u.

Oznaqimo temena na parnom rastojaǌu od qvora u kao spoǉaxǌa, a na
neparnom rastojaǌu kao unutraxǌa. Obele�imo skup spoǉaxǌih temena
sa S(T ), a skup unutraxǌih temena sa U(T ).

Pretragu poqiǌemo samo slobodnim qvorom u koji je trivijalno pokriveno
alternativno stablo, i pokuxavamo da proxirimo alternativno stablo T .

Posmatrajmo sada pokriveno alternativno stablo T sa korenom u qvoru u.
Poxto je pokriveno, u stablu T ne postoji uve�avaju�i put sa poqetnim
qvorom u. Ako takav put uopxte postoji, grane iz T ka ostalim qvorovima
moraju sadr�ati jednu granu ovog puta. Zato pokuxavamo da proxirimo
stablo T . Ako ne postoji nijedna grana xy tako da je x ∈ S(T ) i y ∈ G − T ,
stablo T je najve�e, pa smo zavrxili pretragu.
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Ukoliko postoji takva grana, imamo dva sluqaja:
◦ ako je qvor y slobodan, onda smo naxli uve�avaju�i put, i sparivaǌe M

zameǌujemo sparivaǌem M 4 E(P ),
◦ ako je qvor y pokriven nekom granom yz iz sparivaǌa M , stablo T

proxirujemo qvorovima y i z, i granama xy i yz.

Proceduru ponavǉamo sve dok postoji uve�avaju�i put, ili dok mo�emo
uve�ati pokriveno stablo T .

slika 6.

Algoritam 5.1 Pronala�eǌe uve�avaju�eg puta (APS Algoritam)

ULAZ: graf G, sparivaǌe M , i slobodno teme u ∈ G
IZLAZ: sparivaǌe M sa jednom ivicom vixe nego ulazno sparivaǌe ili
pokriveno stablo T sa korenom u(T ), skupovima S(T ), U(T ), i skupom granaM(T )
u T pokrivenih sparivaǌem M .

Korak (1) Postavǉamo V (T ) = {u}, E(T ) = ∅, S(T ) = {u}
Korak (2) Ciklus: Ako postoji grana xy td. x ∈ S(T ) i y ∈ G− T , meǌamo

V (T ) 7→ V (T ) ∪ {y}, E(T ) 7→ E(T ) ∪ {xy}, inaqe prelazimo na korak (3)
◦ ako y nije pokriven sparivaǌem M onda stavǉamo P = uTy, zameǌu-

jemo M 7→M 4 E(P ), i ispisujemo M
◦ ako je y pokriven sparivaǌem M , zameǌujemo V (T ) 7→ V (T ) ∪ {z},

E(T ) 7→ E(T ) ∪ {yz}, S(T ) 7→ S(T ) ∪ {z}, gde yz ∈ M , i ponovo idemo na ko-
rak (2).

Korak (3) Postavǉamo T = (V (T ), E(T )), u(T ) = u, U(T ) = V (T ) \ S(T ), i
M(T ) = M ∩ E(T ), i prelazimo na korak (4)

Korak (4) ispisujemo T , u(T ), S(T ), U(T ), M(T )

U sluqaju da nam algoritam vrati uve�avaju�i put, samo ponavǉamo ovaj
algoritam i svakog puta uve�avamo sparivaǌe M . Ispostavǉa se da nam,
ukoliko algoritam vrati pokriveno stablo T , to ne garantuje da nemamo
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uve�avaju�i put P . Me�utim, ako u T ne postoje dva susedna spoǉaxǌa
temena iz S(T ), mo�emo smaǌiti naxe pretra�ivaǌe na graf G− T . To nam
daje slede�e tvr�eǌe:

Tvr�eǌe 5.1. Ako je T pokriveno alternativno stablo dobijeno APS
algoritmom, i ako nikoja dva temena iz S(T ) nisu susedna, tada nijedan
uve�avaju�i put u grafu G ne sadr�i qvor iz stabla T .

Dokaz. Pretpostavimo da neki uve�avaju�i put sadr�i neko teme a ∈ T .
Do svakog qvora iz T mo�e da dolazi samo grana koja nije iz sparivaǌa M ,
jer su svi qvorovi pokriveni, pa qvor a mora da pripada U(T ) (sve slobodne
grane koje izlaze iz qvorova S(T ) su ispitane prilikom konstrukcije stabla).
Dakle slede�a grana u uve�avaju�em putu mora da bude grana iz T koja pri-
pada sparivaǌu M . Qak xta vixe, iz stabla T ne mo�e da se ”iza�e” jer
se nakon svake pokrivene grane nalazimo u spoǉaxǌem qvoru, a sve slobodne
grane koje idu iz spoǉaxǌih qvorova S(T ) ka qvorovima koji nisu u T su
ispitane, grane me�u temenima iz S(T ) ne postoje, a ako grana spaja neka dva
temena iz S(T ) i U(T ), taj put se mo�e nastaviti samo kroz granu iz T koja
je pokrivena sparivaǌem M , pa imamo kontradikciju jer se ovakav put koji
je zarobǉen u stablu T ne mo�e zavrxavati slobonim qvorom. �

Primetimo da ovo tvr�eǌe va�i za sve bipartitne grfove, jer dva temena
iz S(T ) ne mogu biti susedna (pripadaju istoj strani bipartitnog grafa).
Zato na bazi ovog algoritma mo�emo na�i najve�e sparivaǌe bipartitnog
grafa G.

5.2 Ma�arski algoritam za bipartitne grafove

Algoritam pronala�eǌa najve�eg sparivaǌa u bipartitnim grafovima koji
�emo ovde izlo�iti qesto se naziva i Ma�arski algoritam, jer ga je prvi dao
ma�arski matematiqar Egerváry 1931. godine.
Neka je G[X, Y ] bipartitan graf. U potrazi za najve�im sparivaǌem grafa G,
poqe�emo sa nekim sparivaǌem M i primenom APS algoritma �emo tra�iti
uve�avaju�e puteve sa poqetkom u nekom slobodnom qvoru u (ako nema slo-
bodnih qvorova, onda je sparivaǌe savrxeno). Ukoliko nam APS algori-
tam vrati uve�avaju�i put P , mi �emo zameniti sparivaǌe M spariva-
ǌem M 4 E(P ), i nastavi�emo sa primenom APS algoritma sa nekim slobo-
dnim qvorom, pove�avaju�i sparivaǌe M . Ako algoritam vrati stablo T ,
po tvr�eǌu 5.1 mo�emo daǉe pretra�ivati graf G − T , tako xto �emo za-
meniti graf G grafom G− T , saquvati sparivaǌe M(T ) = M ∩E(T ) u stablu
T , a sparivaǌe M �emo zameniti sparivaǌem M \ E(T ) u ostatku grafa, i
onda �emo nastaviti sa primenom APS algoritma i tra�eǌem uve�avaju�ih
puteva sve dok imamo slobodnih qvorova.

Ovaj algoritam �e nam vratiti:

◦ skup svih pokrivenih alternativnih stabala T ,
◦ skupove qvorova S =

⋃
T∈T

S(T ), U =
⋃
T∈T

U(T ),
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◦ skup F = G− (S ∪ U) i ǌegovo sparivaǌe M(F ),
◦ najve�e sparivaǌe Mmax =

⋃
T∈T

M(T ) ∪M(F ), i

◦ skup slobodnih qvorova u sparivaǌu Mmax: L = {u(T )|T ∈ T }

Doka�imo jox da je ovo sparivaǌe dobijeno Ma�arskim algoritmom naj-
ve�e sparivaǌe grafa G[X, Y ]:

Teorema 5.2. SparivaǌeMmax dobijeno Ma�arskim algoritmom je najve�e
sparivaǌe bipartitnog grafa G.

Dokaz. Neka su T , S, U i L skupovi stabala, spoǉaxǌih temena, unutra-
xǌih temena i slobodnih qvorova vra�enih Ma�arskim algoritmom. Jedini
slobodni qvorovi su korenovi stabala, sledi |L| = |T |, a kako je svako stablo
pokriveno, imamo da je u svakom stablu |S(T )| = |U(T )|+1. Dobijamo da va�i:

|S| = |U | − |T |.

Kako su u grafu G kroz Ma�arski algoritam qvorovi iz S susedni samo
sa qvorovima iz U , u svakom proizvoǉnom sparivaǌu qvorovi iz S mogu
biti susedni samo sa qvorovima iz U , pa je najmaǌi broj slobodnih qvorova
Lmin = |S| − |U |, zakǉuqujemo da va�i:

|Lmin| = |S| − |U | = |T | = |L|,

pa imamo da je sparivaǌe Mmax dobijeno Ma�arskim algoritmom bax najve�e
sparivaǌe. �

Ma�arski algoritam se ne koristi samo za pronala�eǌe najve�eg spari-
vaǌa u grafu, ve� ǌime dobijamo i najmaǌe pokrivaǌe bipartitnog grafa.
Neka je Mmax najve�e sparivaǌe u bipartitnom grafu G[X, Y ], i neka su S
i U skupovi spoǉaxǌih i unutraxǌih qvorova vra�enih algoritmom. Po-
smatramo skup H = G− (S ∪ U).
Poxto spoǉaxǌi qvorovi mogu biti susedni samo sa unutraxǌim qvorovima,
a svaki unutraxǌi qvor mora biti povezan sa nekim spoǉaxǌim, imamo da
je N(S) = U . Zato skup qvorova U pokriva sve grane osim onih u grafu H.
Poxto po konstrukciji grafa H iz algoritma imamo da H ima savrxeno
sparivaǌe, skup qvorova X ∩H pokriva sve grane iz H. Dakle, dobijamo da
je skup qvorova K = U ∪ (X ∩ H) pokrivaǌe grafa G. Poxto je svako unu-
traxǌe teme pokriveno sparivaǌem Mmax, a svako teme iz X ∩ H je tako�e
pokriveno, sva temena iz K su pokrivena sparivaǌem Mmax, a kako iz svake
grane sparivaǌa imamo taqno jedno teme u K, dobijamo da je |Mmax| = |K|, pa
po tvr�eǌu 3.6 imamo da va�i:

K = Kmin.
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5.3 Najve�e sparivaǌe u proizvoǉnom grafu

5.3.1 Latice i cvetovi u alternativnom stablu

Kao xto smo videli u potrazi za uve�avaju�im putevima, kada imamo
susedna spoǉaxǌa temena, mo�emo imati uve�avaju�i put koji APS algo-
ritam ne�e vratiti. Razmatraju�i strukturu stabla T u kojoj imamo dva
spoǉaxǌa qvora x i y povezana, mo�emo uoqiti konturu C, koja ima koren u
qvoru r (to je spoǉaxǌi qvor u kome se razdvajaju alternativni putevi iz
korena stabla u do qvorova x i y). Ovakvu konturu C naziva�emo latica.

Sada posmatramo jedanu laticu. Kada izuzmemo koren latice, ona ima
savrxeno sparivaǌe u okviru sparivaǌa M , a qvor r koji je koren mora pri-
padati spoǉaxǌim qvorovima, pa je ivica kojom se dolazi do ǌega pokrivena
sparivaǌem M .

Kako grane ka qvorovima G− T mogu da idu samo iz unutraxǌih temena,
to uve�avaju�i put (koji sadr�i granu xy) na izlasku iz konture C mora
imati slobodnu granu (granu koja ne pripada M).

Kǉuq naxe potrage za najve�im sparivaǌem je da u stablu T sa�memo
svaku laticu u jedan qvor (koren latice) kada god latica bude prona�ena
prilikom APS algoritma. Ako postoji grana vw tako da v ∈ C, a w ∈ G − T ,
onda do qvora w mo�emo sti�i alternativnim putem iz korena stabla. Sa�i-
maǌem latice u ǌen koren dobijamo graf G′ = G/C. Ako je do qvora w u
grafu G ixao alternativni put P , u grafu G′ postoji alternativni put P ′

koji ide od korena stabla do w. Oqigledno je da va�i i obrnut proces, tj.
ubacivaǌem segmenta rv konture C od grafa G′ mo�emo dobiti graf G.
Kao efekat sa�imaǌa, graf G meǌamo grafom G/C, stablo T 7→ (T+xy)/C, gde
su nam x i y dva susedna spoǉaxǌa temena u C, i sparivaǌe M 7→ M \ E(C).
Sada nastavǉamo sa primenom algoritma koji se u programiraǌu naziva
APS+ algoritam.

slika 7.

Primetimo da ponavǉaju�i APS+ algoritam vixe puta, svaka latica biva
za�eta u svoj koren koji je spoǉaxǌi qvor, pa jedan qvor a ∈ S mo�e biti
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dobijen sa�imaǌem jedne ili vixe latica. Pretpostavimo da je nakon k pri-
mena algoritma, niz latica koje su sa�ete (C1, C2, . . . , Ck). Pa dobijamo niz
modifikovanih grafova (G,G1, G2, . . . , Gk), gde je svaki graf Gi u nizu dobijen
od prethodnog sa�imaǌem konture Ci. Zato �emo podgrafove grafa G koji
su sa�eti u nekom spoǉaxǌem temenu u grafu Gi nazivati cvetovi.
Pokazuje se da svaki cvet zadovoǉava slede�e osobine:

Tvr�eǌe 5.3. Neka je F cvet grafa G. Onda va�i:
(1) F je povezan i neparnog je stepena
(2) za svaki qvor v ∈ F , postoji alternativni put parne du�ine od

korena stabla T od qvora v.

Dokaz. (1) Svaki cvet F je sastavǉen od nekog broja latica, i jedini
zajedniqki qvor svih latica je qvor u kome se cvet nalazi. Svaka latica ima
neparan broj qvorova (ukǉuquju�i qvor koren), pa dodavaǌem nove latice u
cvet, broj qvorova se uve�ava za paran broj. Dakle, parnost broja qvorova
u cvetu ne meǌa, pa je cvet F neparnog stepena.
Cvet F je oqigledno povezan, jer su svi qvorovi iz jedne latice povezani sa
korenom, pa su latice me�usobno povezane preko korena.

(2) Doka�imo prvo da se u poqetnoj latici mo�e do�i od korena
stabla u do svakog qvora v alternativnim putem parne du�ine. Posmatra-
jmo 2 alternativna puta od od u do v: pri obilasku konture latice u smeru
kazaǉke na satu, i u suprotnom smeru. Kako kontura ima neparan broj grana,
to se u jednom od 2 smera obilaska dobija alternativni put parne du�ine.
Dokazujemo indukcijom po broju latica. Neka je koren cveta r. Pretposta-
vimo da smo dodali novu laticu. Kao xto smo malopre pokazali, u novoj
latici sigurno postoji alternativni put parne du�ine od korena latice r
do svakog qvora v, pa ako ne koristimo nijednu granu iz prethodnog cveta,
zavrxili smo. Ako koristimo neku granu koja je u prethodnom cvetu bila
povezana sa nekim qvorom w, po induktivnoj pretpostavci do qvora w mo�emo
sti�i alternativnim putem parne du�ine, a od qvora r imamo tako�e put
parne du�ine do v (oqigledno ih mo�emo nadovezati, jer se put do w zavr-
xava granom iz M , a iz r izlaze samo slobodne grane), pa do svakog qvora
postoji alternativni put parne du�ine. �

Sada mo�emo dokazati taqnost APS+ algoritma:

Teorema 5.4. Neka je Tk APS stablo grafa Gk i neka nikoja dva spoǉa-
xǌa temena nisu susedna. Tada su sva spoǉaxǌa temena Tk povezana samo
sa unutraxǌim temenima iz Tk. Ili drugaqije reqeno, cvetovi stabla Tk su
susedni samo sa unutraxǌim qvorovima Tk.

Dokaz. Ako Gk ima uve�avaju�i put, onda ga po uslovu (2) tvr�eǌa 5.3
ima i graf G. Dakle, ako Gk nema uve�avaju�i put, nijedno spoǉaxǌe teme
iz Tk ne sme biti susedno ni sa jednim slobodnim temenom iz Gk − Tk. Sa
druge strane, poxto je Tk najve�e stablo, nijedno spoǉaxǌe teme ne sme
biti susedno ni sa jednim qvorom iz Gk − Tk koji je pokriven sparivaǌem M .
Poxto nikoja dva spoǉaxǌa temena nisu susedna, dobijamo da spoǉaxǌa
temena u Tk mogu biti susedna samo sa unutraxǌim temenima iz Tk. �



Sparivaǌe u teoriji grafova 22

Primetimo sada da APS+ algoritmom posti�emo da u proizvoǉnom grafu G
dobijemo sva temena do kojih mo�emo do�i alternativnim putevima iz nekog
slobodnog qvora u, jer ako algoritam vrati stablo Tk svaki alternativni
put iz u koji se zavrxava u unutraxǌem temenu ima neparnu du�inu, tj. za-
vrxava se slobodnom granom (pa se mo�e nastaviti samo kroz spoǉaxǌi qvor
iz stabla), a iz spoǉaxǌih qvorova grane idu samo ka qvorovima iz Tk, pa
se alternativnim putevima mo�e sti�i samo do qvorova iz stabla Tk.

5.3.2 Edmondov algoritam

Ideju o potrazi najve�eg sparivaǌa preko uve�avaju�ih puteva i sa�i-
maǌa latica prvi je dao matematiqar Josh Edmond 1965. godine. On je
izlo�io algoritam polinomske slo�enosti za pronala�eǌe najve�eg spari-
vaǌa u proizvoǉnom grafu G.

U potrazi za najve�im sparivaǌem, polazimo od proizvoǉnog sparivaǌa
grafa G i slobodnog qvora u, i primeǌujemo APS+ algoritam tra�e�i uve�a-
vaju�i put. Ukoliko je takav put P na�en, algoritam vra�a ve�e sparivaǌe
M 4 E(P ), inaqe algoritam vra�a pokriveno alternativno stablo T sa ko-
renom u u.
Ukoliko smo dobili novo sparivaǌe, ponovo pokre�emo algoritam, ali samo
u skladu sa novim sparivaǌem, dok u sluqaju stabla, pretra�ujemo novi graf
G − T , bele�imo najve�e sparivaǌe M(T ) = M ∩ E(T ) u stablu T , zamenimo
M 7→ M \ E(T ), i ponovo pokre�emo algoritam. Ovo ponavǉamo sve dok ne
dobijemo graf F u kome nema slobodnih temena, xto znaqi da ima savrxeno
sparivaǌe.

Edmondov algoritam nam vra�a iste strukture kao i kod Ma�arskog algo-
ritma za bipartitne grafove:

◦ skup svih pokrivenih alternativnih stabala T ,
◦ skupove qvorova S =

⋃
T∈T

S(T ), U =
⋃
T∈T

U(T ),

◦ skup F = G− (S ∪ U) i ǌegovo sparivaǌe M(F ),
◦ najve�e sparivaǌe Mmax =

⋃
T∈T

M(T ) ∪M(F ), i

◦ skup slobodnih qvorova u sparivaǌu Mmax L = {u(T ) : T ∈ T }

Zbog sliqnog postupka, samo nexto slo�enijeg, dokaz da je sparivaǌeMmax

najve�e je veoma sliqno kao kod Ma�arskog algoritma, pa ga zbog toga ne�emo
izlagati.
Primetimo samo da je Edmondov algoritam modifikacija Ma�arskog algo-
ritma primeǌena na proizvoǉan graf. Kǉuqna razlika je xto smo uvo�eǌem
sa�imaǌa latica uspeli da izolujemo sve qvorove do kojih se mo�e sti�i
alternativnim putevima iz nekog slobodnog qvora.

Sada kada znamo algoritam za pronala�eǌe najve�eg sparivaǌa, u programi-
raǌu mo�emo sa polinomskom slo�enox�u rexiti problem f-faktora izlo�enog
u delu 4.3 (svo�eǌem na problem pronala�eǌa savrxenog sparivaǌa).
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6 Teorema o stabilnim parovima

Za kraj �emo navesti jox jednu lepu teoremu iz teorije sparivaǌa.

Neka nam je dat skup od n �ena i n muxkaraca, i neka svaka osoba sastavi
listu u kojoj striktno rangiga sve osobe suprotnog pola po tome koliko joj
se koja osoba svi�a.

Definicija 6.1. Za muxkarca m i �enu w koji su povezani u spari-
vaǌu M ka�emo da su partneri, i obele�avamo p(w) = m, p(m) = w (p(w) je
partner �ene w).

Definicija 6.2 Za muxkarca m i �enu w ka�emo da blokiraju spari-
vaǌe M ako m i w nisu u paru, i ako se muxkarcu m �ena w svi�a vixe od
ǌegove partnerke p(m), i ako se �eni w muxkarac m svi�a vixe od ǌenog
partnera p(w).
Tada za par (m,w) ka�emo da je blokiraju�i par u sparivaǌu M .
Za sparivaǌe M ka�emo da je stabilno ako ne postoji par koji ga blokira,
inaqe ka�emo da je sparivaǌe M nestabilno.

6.1 Gale-Shapley algoritam

Iako se mo�da trivijalno ne vidi, lako se pokazuje da stabilno spari-
vaǌe postoji za svaki odabir rang lista. To su pokazali i matematiqari
Gale i Shapley daju�i dokaz kroz algoritam sparivaǌa. Uvex�emo jox neke
pojmove radi jasno�e algoritma:

U svakom trenutku, svaka osoba mo�e da bude ili verena ili slobodna. Mu-
xkarac mo�e da meǌa svoj status, dok �ena kada jednom postane verena, ostaje
verena do kraja, samo mo�e da meǌa verenika, i to na naqin da kada je zaprosi
neko boǉi (koji joj se vixe svi�a od trenutnog verenika), raskine veridbu sa
trenutnim verenikom, i uzme novog. Tada trenutni verenik postaje slobodan.
Kada se jedan muxkarac veri pa postane slobodan, svakom novom veridbom
dobija �enu koja mu se maǌe svi�a.

Kada slobodna �ena bude zaproxena, ona mora da prihvati veridbu, ali
ako nai�e boǉi prosac, ona ostavǉa trenutnog verenika. Ukoliko je novi
prosac gori od trenutnog verenika, ona odbija prosidbu.

Algoritam izgleda ovako:

Svaki muxarac prosi �ene po ǌegovoj rang listi, sve dok ne postane
veren. Ako veridba bude raskinuta (samo �ena raskida veridbu), on nasta-
vǉa potragu za �enom od slede�e na listi. Pokaza�emo da �e svaki muxkarac
na�i �enu pre dolaska do kraja liste, kao i da ovaj algoritam daje stabilno
sparivaǌe.
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Algoritam 6.1.
Korak (1) Postavǉamo sve osobe da budu slobodne

Korak (2) Petǉa: Ako postoji muxkarac m koji je slobodan:
prva �ena sa rang liste muxkarca m koju nije nikada prosio = w

◦ Ako je w slobodna: oznaqavamo da su m i w povezani sparivaǌem M .
Vra�amo se na korak (2)

◦ Ako w nije slobodna:
◦ Ako w vixe voli m od svog verenika, oznaqavamo da su m i w

povezani sparivaǌem M , i postavǉamo p(w) kao slobodnog, vra�amo se na
korak (2)

◦ Inaqe, m ostaje slobodan i vra�amo se ponovo na korak (2)
Ako ne postoji slobodan muxkarac idemo na korak (3)

Korak (3) Ispisujemo stabilno sparivaǌe M

Doka�imo da je ovako dobijeno sparivaǌe stvarno stabilno:

Teorema 6.1. Svakoj instanci problema o stabilnom sparivaǌu konaqnom
primenom Gale − Shaply algoritma nalazimo para u sparivaǌu M . Ovakvo
sparivaǌe M je zaista stabilno.

Dokaz. Doka�imo prvo da nijedan muxkarac ne mo�e da bude odbijen od
strane svih �ena. �ena mo�e da odbije muxkarca samo ako je verena, a ako se
jednom veri, ona nikada ne postaje vixe slobodna. Pretpostavimo da su nekog
muxkarca odbile sve �ene. Dakle sve �ene su sada verene. Kako svaka �ena
mo�e da bude verena sa taqno jednim muxkarcem, a broj muxkaraca i �ena je
jednak, to znaqi da su i svi muxkarci vereni, pa imamo kontradikciju.

Tako�e, imamo da je algoritam konaqan, jer svaki muxkarac prosi svaku
�enu najvixe jednom, xto nam daje maksimalno n2 iteracija.

Sada imamo da nakon konaqnog broja iteracija dobijamo neko sparivaǌeM .
Ako muxkarac m vixe voli �enu w od svoje verenice p(m), onda on mora biti
u nekom trenutku odbijen od strane �ene w, pa sledi:

�ena w je u trenutku kada ju je m zaprosio imala boǉeg verenika.

A kako �ena svaki put prilikom raskidaǌa veridbe dobija sve boǉeg verenika,
ona ne mo�e vixe voleti muxkarca m od p(w). Dakle, nijedan par (m,w) ne
mo�e blokirati sparivaǌe M , dakle:

Sparivaǌe M je stabilno.

�

Ukoliko imamo qetiri �ene, qetiri muxkarca i rang liste sa slike 8, ako
po�emo od muxkaraca imamo sparivaǌe:

{(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}
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Ukoliko po�emo od �ena u algoritmu imamo sparivaǌe:

{(1,4),(2,1),(3,2),(4,3)}

slika 8.

6.2 Optimalno sparivaǌe za �ene i muxkarce

Iako je sparivaǌe dobijeno ovim algoritmom stabilno, mo�e se pokazati,
da ukoliko je ono optimalno za jedan pol, ono je najgore za drugi, tj. ako
u skupu svih stabilnih sparivaǌa u sparivaǌu M muxkarci imaju najboǉe
mogu�e �ene, onda je takvo sparivaǌe najgore po �ene.
Naredne teoreme nam daju jox jaqa tvr�eǌa:

Teorema 6.2. Sva mogu�a izvrxavaǌa Gale − Shaply algoritma (u kojima
polazimo od skupa muxkaraca) nam daju isto sparivaǌe M , i u ovom spari-
vaǌu svaki muxkarac ima najboǉu mogu�u partnerku koju mo�e da ima u bilo
kom stabilnom sparivaǌu.

Dokaz. Pretpostavimo da nam proizvoǉno izvrxavaǌe algoritma daje
sparivaǌe M i da postoji neko sparivaǌe M ′ u kome m vixe voli w′ = pM ′(m)
nego w = pM(m). Onda je tokom algoritma u nekom trenutku m morao biti
odbijen od strane w′. Pretpostavimo da ga je w′ odbila zbog muxkarca
m′ = pM(w′). Tada imamo da w′ vixe voli m′ od m, i pretpostavimo bez
umaǌena opxtosti da je to prvi put da je �ena odbila muxkarca sa kojim
je uparena u nekom stabilnom sparivaǌu. Tada muxarac m′ ni u jednom sta-
bilnom sparivaǌu nije sa nekim koga voli vixe nego w′ (jer bi inaqe ve�
bio odbijen od strane neke �ene sa kojom je uparen u nekom stabilnom spari-
vaǌu). Dakle, m′ u sparivaǌu M ′ vixe voli w′ od svoje partnerke, a w′ vixe
voli m′ od m, sledi:

Par (m′, w′) je blokiraju�i par u stabilnom sparivaǌu M ′.

Ovim dobijamo kontradikciju. �

Ovom teoremom mi dobijamo da ako svakom muxkarcu pridru�imo ǌe-
govu najboǉu partnerku iz bilo kog stabilnog sparivaǌa dobijamo stabilno
sparivaǌe, iako ne postoje oqigledni razlozi zaxto bi to uopxte bilo
sparivaǌe.
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Sada mo�emo sparivaǌe nastalo Gale-Shaply algoritmom u kome polazimo
od muxkaraca nazvati M-optimalno. Na isti ovaj naqin kada bismo poxli
u algoritmu od �ena, dobili bismo W -optimalno sparivaǌe. Sada deluje
intuitivno da ako je sparivaǌe M najboǉe za jedan pol, onda je najgore za
drugi. Pokazuje se da to stvarno i va�i:

Teorema 6.3. U M-optimalnom sparivaǌu, svaka �ena ima najgoreg mogu-
�eg partnera od svih stabilnih sparivaǌa.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da u nekom sparivaǌu M ′ neka �ena w
ima partnera pM ′(w) = m′ koga maǌe voli od m = pM(w). Ali tada par (m,w)
blokira sparivaǌe M ′ osim ako m voli vixe pM ′(m) od w. Me�utim tada
u sparivaǌu M ′ muxkarac m ima boǉu partnerku nego u sparivaǌu M , pa
dobijamo kontradikciju. �
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