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IIpenroBop

[Ipu pemaBamy pasHUX MaTEMATUYKUX HpobiIeMa yecTo ce cycpehemo ca
CTBaprMa Koje Cy Hau3rJjel HEIPUMEH/bUBE Yy PeaJHOM KUuBOTY. Mebhytum, menora
MaTeMaTUKe jecTe y TOMe IITO UMM MaJio 00Jbe YyIO3HAMO HEKy 0D0JIacT CXBATaAMO
KOJIMKO Ce caMoO IpolJseMa KOju ce MOjaBsbyjy Yy OIPpUpPOOU, ocjlama um Da3zupa Oam
Ha TeMejhuMa MaTeMaTuke. Kao jemna on Hajiaenmmux o0JIacTy, KOMOWHATOPUKA
“Ma MUPOKY NPUMEHY y IporpaMupamy W APYruM Haykama. A Teopuja rpadosa
npencTaB/ba OCHOBE 3a Pa3BOj CBUX APYIITBEHUX Mpeska. Y OBOM DALy caM JIaJia
jeIHY ONIITYy CJUWKY TeOopuje CllapuBarha - IpaB/beiha MapoBa TEMEHa Yy HEKOM
rpa¢y. IIpunukom nucama anropuraMa 3a ONTUMAJHA CIApUBaHK-A, BUIIE 3HAUAja
caM TIpuAaBaJjia uaejaMa HEro TeXHUYUM AeTajbuMa, jep cy Oall maeje OHO Haj-
Jienme 'y MaTeMaTUuIu.

300r Tora mTO Me je yBeJa y CBET MaTeMaTUKe Kao HAYKe, U MITO je CBE YeTUPU
roAVHe TMOKyIIaBaJia & HAM IOKasKe KaKO je MaTeMaTUKa 3allpPaBO MHOTO BUIIE
01 OOUYHOT CPEIIHOMKOJICKOT T'PAAUBA, KEJIUM [Oa Ce 3aXBAJUM CBOM MEHTODY,
npodecoprn Cowmu Uykuh mHa OGeckpajHOM CTPIBEHY V PALy CAMHOM.

Takobe, 3axBasHOCT AyTyjeM U CBUM IpodecopuMa KOjU Cy MU IpEAABaIU, U
OpPY:KAJIN MU OCHOBE 3HaWHa 3a mgassu pa3poj. Ca TuMm ocHOBaMa, HamaMm ce na hy
YCIETH Na HACTABUM U NPOUIMPUM CBOje MO3HABAHKE MATEMATUKE, U Oa& CTBOPUM
jemHYy IMUPOKY CIUKY O OBOj KPAJLUI CBUX HAYKA.

Beorpan, jya 2015. Lozoana Jeauh
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1 OcuoBEU OjMOBU y Teopuju rpadosa

C ob63upom nma hemo pamutu ca cTpykTypama Teopuje rpadoBa, HEOIXOIHO
je la Ha MOYeTKy naMoO Ae(UHUIje U OCHOBHE IOjMOBE KOje heMOo KOpUCTUTUA Yy
HaJbeM PaIy.

Hepuuunuja 1.1. IIpocm neopujenmucan epad je ypeben map G = (V, E), rue
je V ckynm ueoposa mnm memena, a E ckyn epana mnm usuya, Tj. Heypebhenwnx
mapoBa Pa3jndynuTUX TeMeHa u3 V.
3a uBopoBe u,v € V KakeMO ma Cy cycedHu aKO Cy IOBE3aHU TPAHOM.

Y mamem panxy hemo yecro mucaru camo V u E mucaehwm ma G(V) u G(E), Tj.
CKyI 4BOPOBa ONHOCHO rpaHa y rpady G.

Hedumuunuja 1.2. Axko je S momckyn usopoBa rpada (G, CKym 4BOpOBa cyce-
MHUX YBOpoBUMa Cckyma S obeneskaBamo ca N(S). Camna, cmenen wgopa v o3HAUA-
BaMmo ca d(v) u Basku d(v) = |N(v)].

Bpoj rpana rojuma je TauHo jemaH Kpaj y HekoM noackyny temena U C V| a npyru
Kpaj y octanuMm TeMeHuMa rpada osmauasahemo ca d(U).

Hedununuja 1.3. Ioodepad rpada G je rpap G’ unju je CKynm TeMeHa MOACKYI
ckyna teMmeHa on (7, a CKyn rpaHa OOACKYI ckymna rpaxa on G.

Hedpmuumnmja 1.4. I'pap G je k-napmuman axo ce meroBa TeMeHa MOTY
nonenuTu y k AUCjyHKTHUX monackymoBa Vi, Vs, ... Vi, Tako ma Hema rpana yHyTap
KUCTOT MOJCKYIA.

Heomanmuja 1.5. 3a rpadp G raxkemo na je k-peeyaapan ako My je CTeIleH
cBakKor yBopa k.

Hedbwmuunuja 1.6. IIym y rpady G je HU3 vy, Vo, ...,V MabhycoOHO pazmuunTux
TeMeHa rpada G y KOMe Cy UBOPOBU V; U V;41 cycenuu 3a cBako 1 <7 <k — 1.
Ako HaM je BasKHaA O3HAKA WBUIA €1,€s,...,€x 1 KOjUMa Cy MOBe3aHa TeMEeHa Koja
caummaBajy myT, nucahemo vy, ey, vy, €9, ..., E€x_1, Uk.

Hepuannuja 1.7. Aro je U C V rpada G, rpad G[U] hemo 3Batu undyrxosan
epag remennma U, u Baku G[U| = (U, {{z,y} | z,y € U,{z,y} € E(V)}).

Y nmajem pany hemo uecto mucatu camo G — U mmcaehwm Ha wmHIyKOBaH rpad
G[V - U].

Hepmannuja 1.8. lepraumumo penanujy ~ Ha CKyIy TeMeHa rpada:
X ~ Y aKO M CaMO akKoO IocToju nyT uaMmeby z m y y rpadpy G

Jlako ce moka3yje ma je ~ peJanuja eKBUBaJIEHIUje. KJace eKBUBAJEHIU]E Ce
Ha3UBajy Komnowewme nogeszanocmu rpada G, u moarpadoBu WHIYKOBAHU OBUM
CKymOBMMa TeMeHa cy HajBehwu moBezanm moarpadosu rpada G.

Hedpuaunuja 1.9. 3a yBop v € V raxkeMo na je 8e3usnu 480p aKO MHAYKOBAHU
rpad G|V — v] Huje moBesam.
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Hedpuannuja 1.10. Komnaeman 2pad G je rpad Kom Kora cy cBaka IBa Pa3Jid-
YrTa YBOPA IOBE3aHa I'PAHOM.

2 Cnapusame rpada

2.1 TIlojam cmapuBama

Hedwmuumnuja 2.1. Cxyn M mebhycobno Hecycemuumx rpana rpada G Ha3uBa ce
cnapusamwe Tpada G, Ipu YeMy KaKeMO na Cy TpaHe CyCeTHEe aKO neje TeMe.

Heomaunuja 2.2. CnapuBawme M je maxcumasno ako ce HE MOKe IPOUINPUTU
nonaBameM rpasa, Tj. ckyn rpaHa M’ = M U {e} Huje cnapuBame HEM 3a jenHy
rpany e € E\M.

Hajeehe cnapusame je oHo cmapuBamme Kon kora ckyn M uma HajBehy kapau-
HaJHOCT. Bpoj rpana y najsehiem cnmapuBamy o3nauyasamo ca o (G) = |M|.

Hepununnuja 2.3. Cuoapusame M je caspweno (mmm I-gaxmop) ako cy CBU
YBOpPOBU rpada MOKPUBEHU IpaHAMa CHAPUBAA.

Hexa je maTo merko ¢umrcupano cuapusawme M rpada G. Tana, y ommocy mHa M,
neprHUImeMo cienehe BajkHe IOjMOBE:

e UBop v je caobodan wiau HenokpuseH YBOP aKO HUje CaIp:KaH HU Y jeIHO]
rpanu cuapuBama M. Y cyopoTHOM 3a YBOP ¥ KaKEMO na je nokpuser CIapuBa-
wmem M.

Ha uctu Haums neduHUIIEMO HEMOKPUBEHY I'DAaHY:

e ['pana e je caoboOHa MM Henokpueena ako ce He HaJja3u y cuapusamy M.
WNuaue, 3a rpaHy e KaskeMO na je nokpuseHa cuapuBameMm M.

2.2 AnTepHATUBHU IIyTeBU

Heomanmuja 2.4. Iyt vy, e1,v1, 62,09, ..., €,V j€ aAmepHamuery nym axo cy
rpame €y, €3, ... Ca HeIaPHUM WHIEKCUMa HEIIOKPUBEHE, a T'PAHEe €g, €y, ... Ca MaPHUM
UHIEKCUMa MOKPUBEHE.

e AKoO je uBOp vy cII000MaH, OHA 38 YBOPOBE Uy, Uy, ... KAXKEMO Ha CY CNObAUMDU,
a 3a YBOPOBE Uy, U3, ... KAYKEMO 1A CY YHYMpPauLi.

o IlyT vy, e1,v1,€2,00,...,€5, v je yeehasajyhu nym ako je ajTepHATUBAH U aKO
CY YBOPOBU Uy U V) jeAUHU CIODOTHU UBOPOBU Y HEMY.

Teopema 2.1. Bep:xoBa Teopema. CnapuBame M je majsehe ako m camMo ako
y rpadpy G = (V, E) ue nocroju ysehasajyhu nyr (y ommocy wa M).

/oxas. Heka je M najsehe cnapuBame, a P yBehasajyhu nyt y rpa¢dy G. Tana
je M' = MAE(P) rakobe cnapusame y G, u |M'| = |M|+1, mro je KOHTpanuKIyja.
IIpernocTaBuMo cama ma He mocToju yBehaBajyhwm myTt, m ma cnapuBawme M
muje najsehe, 1j. ma mocroju cnapusame M’ rtako ma je |M'| > |M|. Heka je
H = (V,M' A M) noarpa¢ rpada G (kao ma caumu 1). CsBm uBopoBu rpada
H wmajy cremene HajBUIIE OBa jep CBAKM YBOP MOKE OWUTH caAp:KaH HAjBUIIE Y
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jemnoj rpanu u3 M u HajBume y jennoj rpanu u3 M'. 360r Tora cy cBeé KOMIOHEHTE
rpada H uim koHTYpe napHe ny:xuHe (cMemyjy ce rpane uz M u M') nnu nyresu y
KOjUMa Ce HAM3MEHUYHO cMemyjy rpane uz M u M'. Tlomro je |M’'| > |M]|, a cBaka
KOHTypa canp:ku uctu 6poj rpana u3z M u M’', Gapem jemna koMmmoHeHTa rpada
H mopa 6utu myT, y KoMe uma jemna rpana sume u3 M’ mero u3 M. Ilouerna u
Kpajima rpaHa y TOM IIyTy Mopajy Outu rpane u3 M’', ma moYeTHU U KpajiHu YBOP
oBor myTa HUCY nokpuBenu ca M. Ilakme, oBaj myT he 6utu yBehaBajyhu oyt 3a
cnapuBame M, KOHTpaIUKIU]a. Il

cmapuBawa M’ u M noarpadp H

ciauka 1.

3 ChonapuBama y OGunapTuTHUM rpagoBuMa

Hepununuja 3.1. DLunampuman epagp G je 2-mapruran rpa¢, Tj. rpad KOX
kora ce ckynm uBopoBa V(G) mowxke pa3burum Ha nBa moackyma X u Y, Tako na
cBaka rpana e € F(G) canpxu jenno teme u3 X u jeqao u3 Y. Ionckymosu X n'Y
ce Ha3uBajy kaace. YriaaBHOM obesexasamo G = (X UY, E) nun G[X,Y].

Tepbewe 3.1. 3mauajan uBop. Raxkemo na je uBop v rpada G 3nauajan axo
je IOKpUBeH y cBakoM HajBeheMm cnapuBamy rpada G, Tj. akO Bakmu

(G —v)=d(G)—1.

Onna cBaky Hempa3aH OunapTUTaH rpad MMa 3HaYajaH UBOP.

Jlokas. IlpermocraBuMo cympoTHO, Tj. Oa 3a cBaku uBop rpada G[U,V| moc-
TOju HEKO HajBehe cmapuBame y KoMe je oH ciaoboman. Herka je, 6e3 ymamema
ommTocT, yBOp u € U ciaoboman y HekoM HajBeheMm cmapuBawmy M. Ilocmarpamo
CKYII YBOpPOBa S 10 KOjUX MOKe na ce mobhe m3 u ajaTepHaTUBHUM IIyTeBuMa. Heka
jeUNS=Au VNS =B. Kako je cnapuBame M uajsehe, uujenan usop u3z B
He cMe Outu cinobonas, jep Ou mHadye mMmaiaum yBehaBajyhwm myrt, mro 6m 6uno y
CympoTHOCTU ca TeopemMoM 2.1.

[TomTo je rpa¢ OunaprurTaH, ajrepHaTuBHU OyT P m3 u mo Hexkor uBopa b € B
ce 3aBpimaBa cJ00OTHOM rpaHoM. Kako cy ¢Bu 4BOpOBU M3 B IMOKPUBEHU, IOC-
Toju Heku 4yBOp by Ta. bby € M. Axo by ¢ A, momrro ce anrepHaTUBHU TyT P
mo b 3aBpmaBa ciaobomHOM rpaHoMm, myT Pbb; je takobe amrepuaruBan, a by ¢ A,
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KOHTpaaukiuja. /lakie, cBaku yBop m3 B je moBe3aH HEKOM I'paHOM crapuBama M
ca HeKMM 4YBOpOM u3 A, omakie 3akmyuyjemo na je |B| < |A| —1 (uBop u je cio-
6onam).

Canma mocMmaTpaMo ajJTepHATUBHU TyT P KOjUM ce moJia3u OO HEKOT YBOopa a € A.
[Tomto je rpa¢ OunapruraH, mocienma rpana uz P Mopa na Oyne MOKpUBeHA, Ia
cy cBu uBOpoBU u3 A — u mokpuBenu, u kpajesu rpana uz M cy y B. Ilpermno-
CTaBMMO Ia MMaMO HEKy IpaHy M3 Hekor uBopa a € A —u ra a3 € V' \ B. Tana
rpasa aa; Mopa outu ciaobomna, na je nyt Paa; takobe anrepuarusan, a a ¢ B,
KOHTpaaukuja. Ilakie, cBe rpane u3 ckyna A mmay ka uBopoBuMa U3 B, u cBaku
4yBOp U3 A je ymapen ca HEKMM YBOpPOM 13 B rpaHoMm crnapuBama M, omakie ciemu
|A| — 1 < |B|, na 3akmyuyjemo na Basxku |B| = |A| — 1, u mocroju caBpuieHo crnapu-
Bame u3Mmeby uBopoBa m3 B u uBopoBa u3z A — u.

[MTocmarpamo cana weku uBop v € B. Ilocroju majsehe cmapusame M’ y kome
je uBop v cnoboman. Ilocmarpajmo cana ckymoe A’ u B’ meduHucane Ha ncTH
Ha4yMH Kao MaJjomnpe. Heka je uBop a Ouo moBe3aH ca YBOPOM v y cmapuBawmy M.
Usop a mopa ma mpumana ckyny A’ m mopa OuTu mokpuBeH y cuapusamy M’
(uHAUYEe MOMKEMO caMo OoJaTu Ty T'paHy, na cunapuBame M’ we 6u Guso majsehe).
Kako uBopoBu u3 A umajy camo rpame ka B mocroju rpana u3 M’ koja ra cmaja
ca HeKUM YBOpoM u3 B, u Heka je To uBop b € B. UsBop b mopa OuTu moBe3aH
rpaHoM u3 M ca HEKMM YBOPOM a; € A pazauyuTuM OX ¢, & MOIITO jé CIapUBAHE
M’ najsehe me cmemo ma mmamo murge ysehasajyhu myT, ma 4yBop a; Mopa Gutu
NOKpUBEH crnapuBamem M.

36or Tora 4yBOp a; Mopa OuTu moBe3aH rpaHoMm u3 M’ ca mekum uBopowm b u3 B.
Osako mobujamo nma cBaku uBOop um3 A — u Mopa Outu moBesan rpanom u3 M’ ca
HEKMM YBOPOM, & KaKO UYBOpPOBU M3 A — u mMajy camo rpaHe Ka 4BOpOBUMa u3 B,
U KaKO je UBOp u € B ciaobonan, caenu:

A —1=|B| - 1.

Kako nmamo |B| = |A| — 1, nobujamMo KOHTpaIUKIU]Y. O

3.1 Xomosa Teopema

Hedunuaunuja 3.2. Heka je S npoussosman konavan ckyn u F = {S; : i € I}
KOHAYHa (aMuianja MoACKynoBa ckyna S. llomymreno je ma F Oyme MyJaTUCKyI,
Tj. Ma MOKEMO MMATHU U jedHAKe MOACKymoBe ckyma S. Cucmem pazsuvumuz npeo-
cmasHnuka $amuauje F je monckyn A = {a; : i € I} ckyna S TakaB ma a; € S,
ma, #a; 381 # j mi,j € l. IlpyruMm pedymma, CBakM NOJCKYI M3 IIOCMaTPaHE
daMmInje uMa CBOT IPEACTABHUKA, X CBaKa ABa MOACKYIa M3 (paMUIUje UMAjy Pa-
3JIMYUUTE MPENCTABHUKE.

Jenan sornyaH yciyiOB KOju MOpa OUTHU 337J0BOJbEH na OU IMOCTOja0 CHUCTEM DAa3Jjuv-
YUTUX TPEACTABHUKA je Ia je YKymaH Opoj ejleMeHaTa y YHUjU MOACKYIOBA U3 HEKe
nondamunnje Behu minu jenHak on 6poja MOACKYIOBa Y TOj MOA(PAMUIN)U.

IIo XomoBoj TeopeMmu, oBaj yCJOB je He caMoO moTpeban, Beh um moBoJbam:

Teopema 3.2. XomoBa Teopema. Pavmummja F = {S; : i € I}, uma cucrem
pa3IMUYNTUX IPEeICTABHUKA aKO M caMoO ako 3a cBako J C I BaskmM yCJIOB:

sl =11

Jjel
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WcnocraBma ce na ce MHOIM IPAaKTUYHU IPOOIeMHy Ha MIPUPOIaH HAYUH JTOBOIE
y Be3y ca CUCTEMOM Pa3JIMUYUTUX MPEACTABHUKA.
Jenman on Hajmo3HATHjuUX IpuMepa je mpodiseM padwuka y gabpuyu. Y OBOM IPO-
OJleMy CBaky pamgHUK MMa CKYI IMOCJIOBa KOje MO:kKe mna obaBiba, W MOTpeOHO je
pacnopenuTu pagHUKE TAaKO Oa CBAKMA MMa MOCAO0 y CBOjO] CTPYIIH.
Jom jemma mHTEepIpeTanuja NpOHAJTAKEHA CUCTEMA, PA3JIUIUTUX IPEIACTABHUKA j€
u npobJjeM ynapuBama MOMaka u geBojaka. CBaka meBOjKa MMa CKYIl MOMaKa KOju
joj ce momamajy, u Tpeba UX yHapuUTU TAKO A& CBAaKa MEeBOjKa Oy/e ca MOMKOM KOju
joj ce cBuba. 360r oBor mpobiema, XoJ0oBa TeopeMa Ce YecToO Ha3uBa u Teopema
0 MY8amwy.

XoinoBa TeopeMa y Teopuju rpadoBa mMa ciuenehy mHTEpUperanujy:

Teopema 3.3. XomoBa TeopeMa 3a rpadose. Ako je G = (UUV, E) 6unapru-
TaH rpad, taga G UMa cuapuBame KOje MOKprBa cBe uBOpoBe m3 U ako u camo
ako 3a cBako U’ C U Basku yCJIOB:

INWU| = |U'| (%)

Zloxas. Hera cnmapuBame M moxkpuBa cBaku uBop u3 U. IlocmarpajMo mpousBo-
mwan noackyn U on U. Csu usoposu u3 U’ cy moBe3anu ca pasiuuyuTUM YBOPOBUMA,
y N(U') rpanama u3 cnapusama M 360r Tora ouurienuo Basku [N (U')| > |U'|.

Heka je cama M najsehe cnapuBame, u Heka Basku (*). IIpermocrasumo ma M
me nmokpuBa U. Tama mocroju caoboman uBop u € U. Heka cy S C U uT CV
CKYIIOBU YBOPOBA M0 KOJUX MOKEMO CTMNU aJIepHATUBHUM IIyTeBuMa u3 u. llomTo
je cmapuBame M mo mpernocraBuu HajBehe, He moctoju ysehasajyhu myT y omHOCy
Ha M, ma ce HUjemaH aJTEePHATWBHU IYyT U3 ¥ HE CMe 3aBpmaBaTtu y 1', Tj. cBU
uyBopoBu m3 1" cy mokpuBenu. llomTo je rpa¢ OunapruraH, u 4BOPOBU U3 S Cy
moBe3aHu caMo ca yBopoBuMa u3 T', a cBaku uBop u3 S (ocuMm yBOpa u) MOpa GuTtu
IOKpUBeH crnapuBameM M , 1 cBaku yBop u3 1 Mopa OUTU HOKPUBEH rpaHoM u3 M
KOja Boau Ka S, 3aK/byUyjeMO:

IT| =S| —1uTC N(S).

[MomTo je cBakm uBop m3 S mokpuBeH cunapuBawmem M, cBaku usop u3 N(S) je
[OBe3aH ca u ajdrTepHaTUBHUM myTeM, na umamo N(S)=T. Hobujamo:

IN(S)| =T =15 -1 <15],

a UMaMO KOHTPAAUKIU]y ca (). O

)

/)
L,

ciIuka 2.
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ITocnemuma 3.4. Bunapruraun rpad G(UUV, E) nma caBpiieHO IOKPUBAHKE aKO
u camo ako |U| =|V| u |[N(U")| > |U'| 3a cBako U’ C U A

ITocnemuma 3.5. CBaku perynapaH OumapTuTad rpad uMa CaBpIIEHO CIapU-
Bame.

Jokas. Hera je G(U UV, E) perynapan Ounapruras rpa¢, u Hexa je k > 1.
ITomro je G perynapan |U| = |V|. Heka je U’ C U u Hera cy ca FE; obenesxene
rpane koje uny us U', a mera cy ca FEy obenesxene rpane roje uny usz N(U'). Tlo
nedpurunuju N(U') umamo na Baxu F; C Es, ma

b INUY)| = By > By = k- U]

C o63upom na je k > 1 mobujamo |N(U')| > |U’| 3a cBako U’ C U, ma no mocJeumnu
3.4 rpad G uMa CcaBpIIEHO ClTapUBAILE. A

3.2 Besa usmeby cnapuBama u NoKpuBama rpada

Heduuunuja 3.3. Illoxpusawe rpada G je momckyn usopoBa K C V Takas ma
cBaka rpana rpada G mma Oapem jeman kpaj y K.
[MokpuBamwe K je najmame axo y rpady G He nmocroju nokpuBame K’ Tako na BaKku
|K| > |K'|. Bpoj uBopoBa y HajMameM IOKPUBaWmY Ce Ha3uBa namkpueajyhu 6poj
rpada G, u o3zmauasa ce 3(QG).
[TokpuBame K je MuHumasno aKO HUjemdaH MOACKYT on K HUje TOKpUBaMkE.

Axro je M cmapuBame rpada (G, a K je moxkpuBame rpada (G, HajMame jemnan
Kpaj cBake rpane u3d M je y K, ma 3ak/pbydyjeMo na BasKuU:

|M| < |K].

[Ira Bume, moka3yje ce ma ako jeTHAKOCT Baxku, oHma je M majBehe cmapu-
Bame, a K je HajMame NokpuBame rpada G.

TBpbeme 3.6. Heka je M cnapuBame, a K nokpuBame rpagda G Tako ga BaKu
|M| = |K|. Tana je M unajsehe cnapusame, a K je HajMame NMOKpUBAHE.

Jloxas. Csara rpama m3 M wmopa ma uma Oap jeman kpaj y K, a Kako je
|M| = |K|, nmamo ma je Tadno mo jemaH Kpaj cBake rpaHe cunapuBama M y K, u
HEMa IPYTUX YBOpoBa y K ocuM OBUX.

Ilakie, cBe rpane Koje mocToje y rpady G nMmajy 6apeM 1o jenaH Kpaj y YBOPOBUMA
n3 K. Axro cmapuBame M TOKpuUBa HEKYy I'paHy, Ta IpaHa CUTYPHO uMa Oapem
jeman usop y K. Omasme umamo na je Hajsehim 6poj rpama y M 6am |K| (jep
HUKOje nBe rpame u3z M He cMmejy ma canpske uctu yBop). Cama mobujamo ma je
M najsehe cmapuBame rpada G.

[IpermocraBumo canga na nmocroju mokpusBame K’ tako ma |K| > |K'|. To je exBu-
BaJsienTHO ca |K'| < |K|—1, a kako umamo na je 6poj rpana y cuapusamy M Gam
jemnak |K|,

|M] = |K| > [K]-1>|K,



Cnapusame y Teopuju rpadosa 8

ciaenu ga mocroju rpana u3 M koja HeMma HujemaH kpaj y K', mTo je KOoHTpaIu-
KIUja.
Ilakne K je Hajmame nmokpuBame, a M HajBehe cnapuBame. U

Moske ce morazaTu Ia je y CBAaKOM OMIAPTUTHOM r'pady KapIuHAJIHOCT HajBeher
cuapuBama jegHaka Opojy YBOpPOBa HajMamer MOKpUBaima. Y HapeIHOM IPUMEPY
hemo TO 71aKO MOKa3aTU MPEKO AJTEPHATUBHUX ITyTEBA:

Teopema 3.7.(Kdnig 1931) Y cBakoM OHIAPTUTHOM rpady BasKU:
o' (G) = B(G).

Jloxas. Hera je G[X,Y]| 6unapruran rpa¢ u #erka je M najsehe cmapuBame
y G. Oszmaummo ca U ckyn caobomamx temena cuapuBama M y ckyny X. Heka
je K crym yBOpOBa TakKO Ia M3 CBakKe r'paHe y cmapuBamy M mMaMoO TadvHO jenaH
YBOp, U HEKa je omabpaH Kpaj rpame y Y ako ce 10 mera MoOske NONU HEKUM O
aJTepHATUBHUX MyTeBa yBopoBa m3 U, maaue Gupamo kpaj rpane m3 X. Cana
nmamo na je |K| = |M|, na ako noraskemo ma je K mokpuBame rpada G, mo tBpbe-
By 3.6 nmamo na je K HajMame IOKpUBAaILE.
Heka je e rpana y rpady G ca rpajeBuma vy,vs € V, KeIuMO Oa MOKaKeMO na
jeman om yBopoBa v u ve yeskn y K. Aro e € M ycnoB je 3am0BOJBEH jep CMO
Tako omabpaJsu ckyn K, ma hemo pasmarputu ocraje ciaydajeBe. bapem jenan
OJl YUBOPOBA U1 U Vs je Kpaj Heke rpane u3 M (unaue cy oba ciaobomHa ma MOKEMO
ysehatu M). Ako je v; cioBGogaH 4BOp, OHIA IO UYBOPA Uy MOMKEMO HONUM IpaHOM e
u3 vy € U, a vy je kpaj mere rpane y M. OmaBme mobujamo v, € K, ma mmamo na
j€ yCJIOB 3a0BOJLEH.
Ilakie, ocTaje HaM ciydvaj ako je vy Kpaj Heke rpane u3 M. AKo je v; Kpaj rpane e;
n3 M, o3naunhiemo ca u 4BOp KOju je WmeH apyru kpaj. Kako vy ¢ K omma ce Heku
aJITEpHATUBHU TyT P 3aBpiiaBa y 4BOpY U, &JX Tala MOCTOjU AJTEPHATUBHU Iy T
P’ = (P,e1,€e) Koju cTmke 00 4BOopa vy (ako vy ¢ P, mHAUE N0 YBOpA Vs CTUKE NEO
antepuatusHor nyta P, P’ = B,). Ilomro je M majsehe cnapusame, P’ me cme
outu yBehaBajyhu myT, ma yBOp v, Mopa Outm mokpuBeH. Jlobujamo ma vy € K
jep ce mo mera MOKe CTMNU aJTepPHATUBHUM IIyTeM, ma he vy Outu omabpaH u3
rpane cunapuBama M Koja ra campiKu.
Hakne, K je nokpusamwe, |M| = |K|, na no tBphewy 3.6 umamo na je K je Hajmame
nokpuBame. Jlobujamo:

o (G) = B(G) =

Teopema 3.8. Konig-Ore gopmyasa. Hera je G[X,Y] Gunapruran rpad, M
cnapuBame rpada G, a U ckynm uBopoBa m3 X HENOKPUBEHUX cHapuBamem M.
Tana Baxku:

e 3a caku S C X, Basu |U| > |S| — |[N(S)],

e )M je majBehe cnmapuBame rpada GG ako u camo ako nocroju noackyn S C X To.
Bazku |U| = |S| — |N(9)] .

3a rapauHasHocT HajBeher cnapuBama y cBakoM bumaprutaoMm rpady G[X, Y]
BayKU:

o/(G) = |X| — max{|S| — |N(S)| : S € X}.
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Joxas.

e Axo je |S| > |N(9)|, marcumanan 6poj YBOpOBa IMOKPUBEHUX clapuBameM M
y ckymy S mopa 6utu mamu unu jexuak ox |N(S)| jep cBako Teme moxke Gutu yma-
peHo ca HajBuie jemnuM apyruM temenoMm. Ciemu ma je 6poj ci1oOOIHUX TeMeHa
y S Behwn nnu jemmax on |S| — |N(9)|, Tj.

Ul = |S] = [N(S)].

e Axo 3a mekum S C X Baxkm |U| = |S| — [N(5)|, a 3samo ma 6poj ciaobomHux
ysopoBa y S mopa 6uru Behu nun jemnak on |S| — |[N(S)|, umamo ma cy cBu cio-
6onuau usoposu U rpada G 6am y ckymy S, u csu usoposu u3z N(S) cy ynapenu
ca yBopoBuMa S crnapuBamem M.

Ioxkaxxkmumo na He mocToju yBehaBajyhu myt y M. Kako cy cBu ciio6omaau usBoposu U
y S, ako moctoju, yBehasajyhu myt mopa na moune u3 U, u Mopa na ce 3aBpuu y
caobomuom usopy. Ilomro cy cBu uBoposu u3 N(S) ynaperu ca yBopoBuMa u3 S,
cBaKkM ajTepHaTUBHU myT U3 U Mopa ma ce 3aBpmasa y N(S), a Hujeman om TuUX
yBOpOBa HUje caobonan. larmne, ne mocroju yBehasajyhu nyT, na je mo Bep:koBoj
Teopemu crnapuBame M HajBehe.

O6puyTo, ako mmamo HajBehe cmapuBawme M, yzehemo 3a ckym S cBe ciaobomgue
yBopoBe 13 U, u cBe UBOpOBE U3 CKymna X 10 KOjUX MOKEMO CTUNU HEKUM aJTePHAa-
tuBauM yTeBuMa. Jlokazahwmo ma je N(S) 6am ckyn usoposa T u3 Y 1o kojux ce
MOMKe CTUNU aJTepHATUBHUM myTeBuMa. /[la Oucmo mo Hekor uBopa m3 X CTUTIN
aJITEpPHATUBHUM IIyTEM, MOCJIEAmha TPaHa y TOM IMYTy MOpa OUTUM MOKPUBEHA, Ia
aKO MMaMO OUMJIO KOjy APYTry IPaHy KOja MOJa3u U3 TOT TeMEHa, [0 YBOPAa Ha HEeHOM
kpajy Takobe mocroju antepuatuBHu myT, na nobujamo N(S) C T. Aro mo Hekor
yBopa y € Y moja3u aJTepHATUBHU IIyT, MOCIENHha IpaHa Mopa Outu ciaobonHa,
ma ga He Omucmo mmasu yBehaBajyhu myT, TO TemMe MOpa OUTU MOKPUBEHO HEKOM
rpanoMm yr € M. Kpaj te rpane = je u3 ckyna X, u mo mera ce Moxke nohwu aJre-
PHATUBHUM IIyTEeM, IIa je CBAKW YBOP M3 Y 1O KOTa ce MOsKe HONU aJTepHATUBHUM
myTeM MoBe3aH ca HekuM yBopoM u3 S, caemu T C N(S). Harae, N(S) =T, a kako
je cBagu uBop m3 1 moBe3aH HeKOM rpanom m3 M ca uBopom u3 S, mobujamo ma
je 6poj caobomuux ysoposa |U|, 6am jemnax |S| — |[N(S)| = |U|.

Cana, momro je |U| > |S| — |N(S)| 3a cBako S C X, a y majBehem cnapusamy
BaskM jeqHakrocT, 10O je max{|S| — |N(5)|: S C X} = |U| na umamo:

' (GQ) = | X| — max{|S| — |[N(9)|: S C X}. O
4 CnapuBam.e y TPOU3BOJLHUM rpagoBUMa

Hepuaunmuja 4.1. Henapra xomnonenma rpada je KOMIOHEHTa Ca HETMAPHUM
6pojem uBopoBa. Bpoj Henapuux rkommnonenTu rpada G ozmaumhiemo ca nep(G).

4.1 Teopema 0 caBpHIEHOM CHAPUBAHKY

Hapenny teopemy je mpBm mokaszao MaremMarndap laT, 1 OHa HaM IOBOPU Kala
npousBoJbaH rpad G mMa CBpIIEHO cuapuBame. Jla 6MCMO NpUKa3aIu pa3inyunTe
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TeXHUKe y TeOPUjU cllapuBama, naheMo nBa IOKa3a OBe TeopeMe.

Teopema 4.1. Teopema o caBpmenom cuapusamy. (Tutte 1947)
I'pa¢ G = (V, F) nma cBpIlneHo cnapuBame ako u caMo ako 3a cBaku U C V Baxkwm
YCJIOB:

nep(G —U) < |U.

Zoxasz 1. ITorazahemo npBo na ako je M caBpIIeHO cIapuBame, YCIOB TeopeMe
Mopa na Baxku. Heka je M caBpmeno cnapuBame (G, u Heka je U nmpon3BOJbaH MO-
ICKyn uBopoBa. Ako je Heka kommoHeHTa noarpada G — U menapna, tama 6ap
jemaH HmeH YBOD HUje NOKpuBEH rpaHoM m3 M kKoja je y TOj KOMIOHEHTH rpada,
ma je meH apyru kpaj y ckymy U. IlomTo ce cBakm UBOp Hajla3W y TadHO jeIHO]
rparu u3 M, ciemu na je nep(G — U) < |U|, na Mopa Ja Basku yCJIOB TeOpeMe.

Cana mokaskumo npyru cmep. lIpermocraBuMo ma Basku ycCJIOB TeopeMe W 1a
rpa¢ G Hema caBplieHO cnapuBame. Tana moskemo youuru rpad G’ mobujer on
rpada G momaBameM MaKCUMAJHOT Opoja rpaHa, ajau Tako na rpad G u mame HeMa
caBpueHo crnapuBame. JlomaBamem 6wuio koje rpame y rpad G’ mobujamo rpad
ca CaBPIIEHUM CIHAPUBAKEM, MHAYE MOKEMO NOIATHU Ty T'paHy u mobutu rpad ca
Buie rpana on rpada G’ Koju mHema caBpiieHo cnapuBame. [lakie rpad G’ mema
CaBPIIEHO CIIApUBaikhe, ajil JOJAaBAamEM OUJIO KOje rpaHe ra mobuja.

[MTpumerumo na ycios Teopeme Basku u 3a rpad G'. lomaBamem rpaHna HEKe nBe
HellapHe KOMIIOHEHTe ce MOry cuojutu y jenny, caemu nep(G' — U) < nep(G — U).
Cana, ako je U momckyn on G', mmamo na Basku: |U| > nep(G — U) > nep(G' — U).
Heka je U = (). Cana je nep(G’) < 0 na cse rkomnonenre rpada G’ mmajy mapan
Opoj uBopoOBa.

Hexka je cama W ckyn uBopoBa rpada G’ Koju cy cycemHu ca CBUM MPEOCTATUM
ugopoBuma (W moske 6uty mpasan ckymn). [Tocmarpamo G’ — W,

e Ako je G’ — W yHuja roMmIeTHUX rpadoBa, YBOPOBU CBAKE KOMIIOHEHTE C€
MOTY yHOapUTU HA TPOU3BOJHAH HAUMH TAKO Oa OCTAaHE HEyMapeH caMo MO jeIdaH
YBOp M3 CBake HemapHe KoMmmnouente. IIpema ycioBy Teopewme, |W| > nep(G' — W),
ma BUX MOKEMO yImapuTu ca uyBopoBuMa u3 W, a npeocrase usopose u3 W mokeMo
cunaputu MehycoOHO jep je ykyman Opoj uBopoBa mapan. Jlakme mobujamo na
rpad G’ mma caBpUIEHO CHAPUBAKE, KOHTPAIUKIM]A.

e Ako G' — W nuje yHuja rommieTHux rpadosa, Tamna Heka komnonenta G — W
caap:kM OBa HecycemHa uBopa a u a'. Youumo majkpahwm myr P msmeby wmux, u
IpBa TPU YBOpA HA TOM IIyTYy: YBOPOBU a, b u ¢ (UBOp ¢ Moke Outh jenHak d).
[Tomro je P majrpahu myT, YBOPOBU @ U ¢ CY HECYCEIHU, U MOPA IMOCTOjaTu YBOp d,
Koju je HecycemaH ca uBopoM b, mnaue b € W. Ilomro momaBamem OuIO KOje
rpaue y rpa¢ G’ mobujamo rpad ca caBpIIEHUM CIAPUBAMKEM, HOCTOJU CABPIIEHO
cnapusame M rpada G’ + ac u caBpmeno cnapusame My rpada G' + bd.

Youumo cana Hajaysxu nyt P = (d, ey, vq,. .., €, V) TAKO Oa Cy TpaHe HAN3MEHUYHO
u3 cnapuBama M; u My, Tj. ej,es,... € M u ey, ey,... € My. Ako je mocienma
rpana e; € M, onga TeMe v, HUje Kpa] HUjenHe TpaHe M3 cuapuBama My, a TakBO
jenuuo teMe mopen d je b, ma umamo na je vy = b. Obenexxumo ouga ca C KOHTYDY
C = P +bd. Axo je e, € My, oHIa Ha UCTU OBaj HAYMH HOOMjaMO Oa je UBOP Uy
UIN @ UIU C, Jep caMO U3 YBOpOBa a u ¢ HemaMo rpany u3 M;. Heka je y Tom
cayuajy koutypa C = P4ub+bd. Y oba caydaja, kourypa C je mapHe my:KUHE, Ca
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CcBaKOM JIpyrom rpasom u3 My, u jenuno rpana bd uuje y rpady G'. Kourypa C je
yBehasajyhu nmyr 3a cnapusame My y G/, ma ako 3aMeHUMO H.eHe TpDaHe rpaHaMma
C\ M, nobujamo caBpuieno cnapuBame rpada G, KOHTpaauKIuja.

Iarne nobujamo na je Hama IPETIOCTAaBKA HETAYHA, Tj. aKO BaKU YCJIOB Te€OpeMe
rpa¢ (G mMa CaBpIIEHO CIAPUBAHE. U

CIUKa 3.

Ila bucmo mokazasau Apyru noka3 TaTtoBe Teopeme, YBEIUMO jOII HEKE IIOjMOBE
Be3aHe 3a CTPYKTYDPY Npom3BoJbHOr rpada G:

Hepununuja 4.2. I'pap G = (V, E) je xpumuuan ako je G # ) u rpadp G — v
“Ma CaBPIIEHO CHApUBame 3a cBaku uBop v € V(G).

Hedpwmuumnmja 4.3. 3a moackyn temena U rpada G kakeMo ma je ynapen ca
G — U ako ounmapruran rpa¢ Hpy HacTrao cajkuMameM CBake KOMIIOHEHTe rpada
G —U y jenan uop (ckym usoposa Cg_y) u 6pucamem rpana Meby usopoBuma u3
ckyma U mMa cmapuBame M Koje mokpuBa cBe uBOpoBe ckyma U.

rpad G rpad Hy,

ciauka 4.

Jlema 4.2. Cpaxru rpa¢p G = (V, E) canpsxu ckyn temena U Koju 3a0BOJbaBa:
(1) U je ynapen ca G — U,

(2) Ceara kommnonernTa rpada G — U je kpuruuHa.

3a matu ckyn teMmena U, rpad G mMa caBpIIeHO cIlapyBame aKO U CaMO aKO

U] = [Ca-ul-
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Jloxas. IlOKakMMO TPBO [& akKO IOCTOjU MOACKYI TE€MEHa KOJU 3aI0BOJbaBa
yCI0BE, OHIA BasKM TMOCHenme TBpbheme Teopeme. Aro rpadp G mma caBpmieHO
cnapuBame, OHIA KAo MPBOM ey mokasda 1 umamo na je nep(G—U) < |U| 3a caku
nonackyn uBopoBa U, jep cBaka HemapHa KOMIIOHEHTa OCTaBJ/ha HajMakhe jeJaH YBOP
HeCIIapeH y OKBUPY KOMIIOHEHTe, IIa APYTHW Kpaj TpaHe U3 HOKPUBAKa MOpa OUTH
y U. Kaxo je ckyn U ynapen, cienu |Co_y| > |U|, a kako cy cBe komnonenre G —U
kpurtuyte, nep(G — U) = |Cq-y|, mobujamo

ICo—v| = U],

Axo Basxu |Co_y| = |U|, ounrnenso je ma y rpadpy G mMaMo CaBpIIEHO CIIapUBAIbHE.
[Tomro je U ymapen, cnapuBame M he canpskatu rpane kojuma je U ymapeH, a
38 MPEOCTAaJie YBOPOBE Y CBAKO] KOMIIOHEHTU MOCTOJU CABPIIEHO CIIAPUBAKE, jep
Cy CB€ KOMIIOHEHTE KPUTHUYHE.

Ha ckyn usopoBa U koju 3amoBossaBa ycuoBe (1) m (2) moctoju y cBarom
rpady G nokasyjemo mayknujom mo |G|.

Axo je |G| = 0 ysumamo U = ().

Cana meka je |G| > 0, u mpeTIOCTaBAMO Ia TPAKEHU CKYI YBOPOBA IIOCTOjU 34
cBe rpagoBe ca Mame TeMeHa. Heka je d HajMamy HEHEraTWBAH 1Ie0 OPOj TaKO na:

nep(G-T)<T+d

Ba:ku 3a cako 1 C V.
Cana mopa mocrojatu CKyn A Tako Oa BayKU jeIHAKOCT:

o ako je d = 0 onma 3a A = () Basku nep(G—0) < 0, a 6poj HENAPHUX KOMIOHEHTU
rpada G je Behwu mnm jemnak on 0, Ta. mmamo nep(G — @) =0

o ako je d > (0, jegHAKOCT je 3aM0BOJbEeHA jep je d MUHUMAJIHO.

Heka je U ckynm yBopoBa 3a KOje BaKM jeqHAKOCT, U KOju uMa HajBehy kapmau-
masgaocT. Jlokaskumo na je cBaka kommomenta C' rpada G — U memapua. AKoO
je |C| mapuo, omaGepemo uBop ¢ € C, n upebaunmo ra 'y U. Cana je U = U U{c},
|C'| =|C|—1u C’ nma wHenapan 6poj uBopoBa, na ce cama Meby ckymom usoposa C’
HaJa3u HajMaibhe jelHa HelmapHa KOMIIOHEHTAa, Ia JoOujaMo Ioa BasKu:

nep(G—U') >nep(G—-U)+1=|U|+1+d=|U"|+d>nep(G-U").

Hakne jemmarkoct Bazku u kKon ckyna U', a |U'| > |U| mro je rouTpamuknuja ca
MaKCUMAaJIHOM KapAunHaJIHOCTU cKyma U.

3akpydyjeMo na cy cBe koMnoHeHTe rpada G — U mHemaphe.

IlokaskmMmo cana na je cBaka komnoHeHnTa rpada G —U kpurmuna. I[IpernocraBumo
na nocroju uBop ¢ € C, Trako na y rpagy C' = C' — ¢ He OCTOju CABPIUIEHO CIIapU-
Bame€.

[To urnykTuBHOj xMnore3su, 3a ckyn C’ mocroju moackyn usoposa 1’ rpada C' 3a
koju Bazke ycuoBu (1) u (2). Cama mmamo na je |T'| < |Cor—p/| = nep(C' = T), a
KakKo je cBaka koMmmoHeHTa rpada C' — T’ kpuruuna, mMoOKasagm CMO Ia AKO BayKU
|T’| = nep(C” — T"), mocroju caspmeno cunapusame rpada C', cuemu:

|T'| < nep(C" —1T1")

[Tomrro je |C| menapua, ouna je |C’'| mapua, na nmamo na cy nep(C' —T") u |T'| ucte
IapHOCTU TIa Ce He MOT'Y pa3jMKOBaTU 3a 1, Tj.

nep(C' =1T") > |T"| + 2.
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3a ckyn S = U UT'U{c} nobujamo:

nep(G — S) =nep(G —U) — 1 +nep(C’' = T")
>|U|+d—=14+|T"+2
=|S|+d
> nep(G — S).

Hobujamo na je nep(G — S) = |S| +d, |S| > |U|, mro je roHTpamukmuja jep je
ckyn U majBehu ckym Koju 3a710BOJbaBA OBY j€IHAKOCT.

Ocraje mam jom ma moraskemo na je U ymapen ca G — U.

Axo je U = () ounrsenso je ma Basku TBpheme, ma pazmMaTpaMo caMo Clayda] Kala
je U # 0.

Kako je |U|+ d = nep(G — U), nmamo na Cg_y HUje mpa3an ckym. I[Ipumemyjemo
Konig-Ore ¢dpopmyny ua rpap Hy u X = Cq_y. Heka je ' C Co_y u Heka je
N(C') = U' C U Ilomro je cBaka xomnorenra C € C' memapra xommnonenrta G — U’
MaMO:

IN(C)| = |U'] Z nep(G = U') —d = |C'| - d,
omakie nobujamo na d > |C| — |N(C')|.
Canma nmo Konig-Ore ¢popmynu numamMo na je HajBehe cnapuBame rpada Hy:
o/ = |Ca-u| = max{|C’| = [N(C)[} = |Co-v| — d.
C ob63upom ma 3uamo:

|ICa—v| —d=nep(G —U) —d=|U],

nobujaMo ma je OBO cliapuBamme Koje obyxBara cBe uBopose U. U

Cama npyru moka3 TeopeMme O CABPIIEHOM CIIAPUBAY JIAKO CJIEOU U3 IPETXO0-
mgHOT TBphema:

Jloxaz 2. Kako caku rpad G canp:xu ckyn temena U u3 nperxomHor Tephema,
n3 ycaosa (1) u (2) mmamo na je |U| < |Co_y| = nep(G—U), na ako npeTnocTaBuMo
na Basku ycyoB teopeme, umamo |U| > nep(G — U), 3akmyuyjemo na:

Ul = |Ca-ul,

na rpa¢ (G mMa caBpIIEHO cIapuBame IO IocienmeM TBphemy neme 4.2.
Yxonuko rpad G mMa caBpIIeHO clapuBame, yciaoB TaroBe TeopeMe ouwnriemsHo
BayKM KAaO IITO CMO IOKa3aJu y HOoKa3y 1. U

Pasmorpumo canma jom meke mocsaemuiie seme 4.2. AKo je maTo HEKO cHapu-
Bambe M rpada G, obenexkuhemo ca ky 6poj rpama m3 M koje umajy HajMarmbe
jeman kpaj y U, a ca ke 6poj rpana u3z M kojuma cy oba kpaja y G — U. Ilomro
je cBaka xomnoHeHnTa Cg_y HemapHa, OapeM jeIHO TeMe HUje IOBe3aHO I'DAHOM Ca
HexkuM Temenom u3 G — U.
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Opmarie mMaMoO Oa CBakKo cmapuBame M Mopa ma 3aI0BOJbaBa:

1
ko < (UL, ke < 5(IV = U] = [Ce-ul) (%)

[Ira Bume, noctoju cunapuBame My y koMe Baske 00a 3HakKa jennaxkoctu. [IpBo
omabepemo |U| rpana ka G — U npema ycaoBy (1) u3 neme, a OHIA NOIITO Cy CBE
1
kommonenre C € Cq_y KpuTuuHe, MoxkeMmo da ymapumo ;(|C| —1) rpama y M y
CcBakKoj KOMIOHeHTU. bpoj rpana oBakBor cnapuBama M, je TauHO:

|Mo| = U] + 3(IV] = |U| = |Caul)-

Cana mocmarpamo Heko HajBehe cmapusame M, |M| > |My|, amm momro cBako
cnapuBame M Mopa ma 3amoBosmaBa yciose (%), caemu |M| = |My|, ma je ra-
paunasguoct Hajseher cmapusama Gam |My|. Kako y M Basu |U| = ky, najsehe
cuapuBame M Mopa ma m3raema Oamr Kao MITO CMO ONUCAJNM crnapuBame My:

o cBaku yBop u3 u € U nosesxkemo rpanom u3 M ca mexkum upopom t € G —U mro
MoskeMo 360r yenosa (1), a y ceakoj ox komnonertn C' ymapmvo tauro 1 (|C| — 1)
rpana y M mro Mmo:xemo 360r yciosa (2).

Ha oBakaB mauymH MO:keMO ma KOHCTpyuiiemMo HajBehe cmapuBame OUIO KOT
rpada G, mro cy nokazamu Gallai (1964) u Edmond (1965). Y HapeHOM IOrIaBiby,
mokaszaheMo Heke aJropuTMe mpoHadakewma HajBeher cnapuBama rpada G.

4.2 TIlocnemune TaToBe Teopeme

Teopema 4.3. Tar-BepxoBa ¢popmyina. Hajseha kapnunansocT cnapuBama M
y rpapy G = (V, E) jenunaka je:

&(G) = % ([V] = min{nep(G — U) — |U] : U C V}) 0

Teopema 4.4. IlerepcenoBa Teopema. CBaku 3-perynapas rpad 6e3 Be3uBHUX
YBOPOBA MMa CABPIIEHO CIAPUBAMHE.

Jlokas. Hexa je G = (V, E) 3-perynapan rpad u meka je U nonckyn onx G.
[Tocmarpamo cBe memapue komnouente C; € G — U. Ilomro G Hema Be3WBHUX
YBOpOBa, OpOj rpaHa kKoje mmy u3 cBake kommnoHenrTe (C; ka ckymy U mopa outu
Hajmamwe nBa V 0 < i < k. Ilomro je rpad G 3-perynapan, a |C;| je memapam,
6poj rpana d(C;) koje uznaze u3 C; ka U mopa 6utu Henapau (ykynax Opoj rpasa
KOoje moja3e u3 cBux TemeHa (; je HemapaH, a yKymaH OpoOj rpaHa Koje Ioja3e Ka
teMennma C; je 2-6poj uBunIa yHyTap KOMIOHEHTe, Ia OPOj MBUIIA KOje M3JIa3e U3
CBake KOMIIOHEHTE MOpa na Oye HemapaH).

=d(C;) >3, 1<i<k

[Tomro cy kommouente C; OUCjYHKTHE, UMAMO:
k k
3-k< ) d(Cy)=d(| JC) <dU) <3 U
=1 =1

[Ta wmamo ma nep(G — U) = k < |U| 3a ceaku U C V, ma no TaroBoj Teopemu
rpa¢ G mMa CaBpIIEHO CIAPUBAKE. O
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4.3 ®Paxropu

Hedpumuunuja 4.4. Heka je nmat rpad G, u Hera je f npuponar 6poj. Onna je
f-¢axmop monrpad rpada G Koju caap:EN CBa TeMEHa U 3aJ0BOJbaBa YCJIOB na je
CTEIeH CBAKOT YBOpa jenHak f.

3amnpaso, 1-¢akTop rpada (G je HEroBo CaBpIIEHO cIlapuBame, a 2-(parTop rpada
G je rpad umje Cy cBe KOMIIOHEHTE IIUKJIIYCH.

Muoru npobsemm y Teopuju rpadoBa MOrYy OUTH peIIeHN AJTOPUTMUMA IIOJIU-
HOMCKE CJIO/KEHOCTH, a jelaH onx mux je ma au rpad G mvma f-paxrop. Tar je
MMOKa3a0 Ma ce OBaj mpobiieM MO:Ke CBeCTH Ha mpobJeMm ompebuBama ma Ju HEKU
rpad G’ uma l-pakTop, Tj. CABPIIEHO CIApUBAE.

Omnmucahemo rako npobieMm f-dakropa CBOAMMO Ha MPOOJIEM O CABPIIEHOM CHAPU-
BaBmY.

3a cBakKO TeMe v MOkeMO mpermnocraButu xa je d(v) > f (uHaue je ounrienHo Ia
He mocToju f-darrop) u y3umamo na rpa¢p G Hema HeTibe.

o CBako teme v heMo 3aMeHUTH CKYIOM Y, o1 d(v) TeMeHa, CBAKUA Ca CTEIEHOM
jeman. Cana momajemo ckyn X, on d(v) — f TemeHna, u popMUpaMo KOMIJIETAH OU-
naprturad rpad H,[X,,Y,]. Hakmae, rpadp H nobujamo kamga CBAKO TeMe U 3aMEHUMO
ounapruranMm rpadpom H,. Cama moBe:keMO CBaKy MBUILY KOja je WUILIA Y UBOD v
ca Pa3IUYUTUM TEMEHOM U3 Y.

EBo rako 2-¢akTop mpobiieM CBOOMMO Ha MPOOJIEM CaBPUIEHOI CIapUBAHA:

CIUKa 5.
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[Ipumernmo na je oOpHyT mpouec cumerpudal, rpad G mobujamo on rpada H
caMoO CasKMMameM CBake KOMIOHeHTe H, y jemam 4Bop v.

Y rpady H, uBopoBu X, cy crmojeHu camMo camo ca 4YBOpoBuMa Y,. Tako ma ako
je cnapuBame M 1-dparrop rpada H, d(v) — f uBopoBa X, Mopajy 6urtu crmojeHn
ca d(v) — f uBopoBa Y, rpanama cnapusBama M, a nmpeocranux f yBopoBa u3 Y, cy
noBe3aHu crnapuBameM M ca ocranuMm yBoposuMa u3 H. Tako na xkama on rpada
H caxwnvamem nobujemo rpa¢ G, m3 cBaKOT TeMeHa he m3aa3uTu TavyHo f rpaHa,
na he To 6utu f-dparrop rpada G. Ha mctu oBaj HAaUMH MMaMo na cBaku f-GparTop
rpada G MmoxkeMo na TpaHchopMmumemo y l-paxrop rpada H.

Ilaxkne, oBuM cMO cBeau npobieM Hanaxkema f-(pakropa rpadpa G Ha Opo-
OJyieM HaJla:KeHma CaBPIIEHOI cllapuBama y HEKOM rpady, IITO je W jemaH ol IPo-
OJsiema ca KOjuMa ce cTajJHO cycpehemo y Teopuju cmapuBama. 3aTO Yy HAPEIHOM
MOrJIaBJ/LY MAajeMO HeKe MaTeMaTUJYKe aJIfOPUTMe 3a HajJakeme HajBeher cmapu-
Bama y Teopuju rpadosa.

5 AJTropuUTMU y TEOPUjU CIIApUBAH-A

5.1 TIlorpara 3a yBehasajyhum myreBuma

[Ipunukom morpare 3a HajBehmMm cmapuBamem y HekoM rpady, bBepsxoBa teopema
HaM [aje na je HajupupodHUjU HAUUH 3a HajJakeme HajBeher cmapuBama moTpara
3a yBehaBajyhum myreBuma. Ykonuko Habemo yBehasajyhu myrt, cmapuBame M
3aMmemyjemo cuapuBamem M A E(P). Cse mnok mocroju ysehasajyhwu myr moma-
BJbAMO Tporec, u mo Bep:koBoj TeopemMm mobujamMo na je Kpajime crmapuBame M
HajBehe.

3aro skesuMmo na HaheMmo HajepUKACHUjU HAUMH TpOoHAJakema yBehaBajyhux myresa
y rpady G. 3a To he HaMm OuTu HOTPEOHM jOII HEKU IIOJMOBU:

Hedpwmuumnuja 5.1. Hera je mat rpad G, u #Hexa je M cnapuBame rpada G.
Aameprnamueno cmabao T je cTabiio ca KOPpEHOM y CIIODO0MHOM YBOPY U, TAKO Oa je
nyT uT'v antepuaruBan y cnapuBamy M 3a cBaku usop v € V(T). AnrepHaTuBHO
cTabJio je nokpusero akKo je jeAMHU CJI00O0TaH YBOP Y HEeMY KOPEH.

Y HapemHOM aJrOpUTMy TpakuMo uiau yBehaBajyhum myT KOje HOUUEE CJIO-
0OMHUM UYBOPOM U, MU HajBehe MOKPUBEHO aJTEPHATUBHO CTADJIO Cca KOPEHOM Y
YBODPY U.

O3HaunMO TeMeHa Ha MapHOM pPAaCTOjamy OX YBOPa U KAO CROMHAW®HA, a Ha
HEIAPDHOM pPacTojamy Kao yHympawmna. OOENIeKUMO CKYN CHOJbAIMBUX TEMeHa
ca S(T), a ckyn ynyrpamsmux temena ca U(T).

I[Iperpary nounmemMo caMo ca000HUM YBOPOM U KOJU j€ TPUBHUjAJIHO TOKPUBEHO
aJITEPHATUBHO CTAbJIO, U MOKYIIABAMO Ia IPOIIMPVMO aJTEPHATUBHO ctabmo 1.

[TocmaTpajMo cana TOKPUBEHO aJITEPHATUBHO cTabao ' ca KOPEHOM y UBOPY U.
[Tomro je mokpuBeno, y crtabay 1T e mocrtoju yBehaBajyhu myT ca modeTHUM
YBOPOM u. AKO TakaB ImyT YOINIITE MOCTOjU, TpaHe m3 1T Ka OCTAIUM UYBOPOBUMA
MOpajy camp:KaTu jegHy TpaHy OBOT IyTa. J3aTo MOKYIIABAMO Oa IIPOIIUPUMO
crabmno T. Ako He mocroju HujenHa rpana zy Tako na je x € S(T)my e G—-1T,
crabao T je majsehe, ma cMo 3aBpmmim nperpary.
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YKOJIUKO MOCTOjU TaKBa I'DaHa, UMaMO ABa ClIydaja:

0 akKo je uBOp y ciobomaH, oHxa cmo Hamau yBehasajyhm myTt, u cnapuBame M
3aMemyjemo crnapusamem M A E(P),

0 aKO je UBOpP Yy IOKPUBEH HEKOM T'paHoOM Yz u3 cuapuBama M, crabmo T
IPOMIMPYjeMO YBOPOBUMA Yy W 2, M I'PaHaAMa TY U YZ2.

[Iponenypy moHaBmbaMoO cBe HOK mocToju yBehaBajyhu myT, mad OOK MOKEMO
yBehaTtu mokpuBeno crabiso 7.

Y 4 9
w l ]
1 \l . .
X ¢ X l X l
‘}1 . J‘
z

cauka 6.

Ausropuram 5.1 Ilponanaskeme yBehasajyher myra (APS Aszopumanm)

YJIA3: rpad G, cnapuBame M, n cmobonuo teme u € G

N3JIA3: cnapuBame M ca jemHOM WBUIIOM BUIIE HETO YJIAa3HO CIAPUBAIE WU
nokpusero crabio T’ ca kopenom u(1'), ckynosuma S(1'), U(T), n ckymom rpana M (T)
y T' mokpuBeHuUx cnapuBameMm M.

Kopax (1) ITocrasmamo V(T) = {u}, E(T) =0, S(T) = {u}

Kopaxk (2) Huknyc: Ako nocroju rpana xy ta. ¢ € S(T) my € G — T, memamo
V(T)— V(T)U{y}, E(T) — E(T)U {2y}, nuaaue npenasumo Ha Kopak (3)
0 aKoO Yy HUje MOKpUBEH crnapuBameM M ovma craBmamo P = ul'y, 3aMemy-
jemo M — M A E(P), n ncniucyjemo M
o ako je y mokpuBeH cmnapuBameM M, zamemyjemo V(T) — V(T) U {z},
E(T) — E(T)U{yz}, S(T) — S(T')U {2z}, rme yz € M, u mOHOBO MOEMO Ha KO-
pak (2).
Kopax (3) ITocrasmamo T = (V(T'),E(T)), w(T) = u, U(T) = V(T)\ S(T), un
M(T) =M n E(T), u upenaszumo Ha Kopak (4)

Kopax (4) ucnucyjemo T', u(T), S(T), U(T), M(T)
Y cayuajy ma HaMm ajgropuraM BpaTu yBehasajyhw myT, caMo moHaB/haMO OBaj

ajropuraM u cBakor nyrta yBehasamo cunapuBawme M. Wcmocrasma ce ma HaMm,
VKOJUKO aJIrOPUTAM BPATU MOKPUBEHO cTabso 71, TO He TapaHTyje na HeMaMoO
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yBehapajyhu myt P. Mebyrtum, ako y 7' He mocToje OBa CyCemHa CIOJbAIIHA
remena u3 S(7'), MOKEMO CMAKUTHU Halle nperpaskuBame Ha rpad G —T. To mam
naje ciaenehe tBpbheme:

Tepbeme 5.1. Ako je T mokpuBeHO aJjrTepHATUBHO cTabsio mobujeno APS
AJITOPUTMOM, M ako Hukoja nsa TemeHa u3 S(7T) Hucy cycemHa, Tama HUjenaH
yeehasajyhu oyt y rpady G #He camgpxku uBop m3 crabua T.

Zoxas. llpernmocraBuMo na Heku yBehaBajyhu myT canpsku HEeko Teme a € 1.
Ilo cakor uBopa u3 1 MOke ma moja3ud caMo IDaHa Koja Huje m3 crnapuBama M,
jep cy CBUM UBOPOBM NOKPUBEHMU, I1a YBOP a Mopa ga unpunazna U(T) (cBe ciobonue
rpage koje usinase u3z ysopona S(71') cy ncnurane IpUINKOM KOHCTPYKIUje cTtabia).
ITakne cneneha rpana y yBehasajyhem nyty mopa na O0yne rpana u3 1’ Koja npu-
mana cnapuBamy M. Yak mra Bume, u3 crabsa T He Moke ma ce "uzabe” jep
Cce HAKOH CBaKe MOKPUBEHE I'PDAHE HAJA3MMO y CIOJhAIImHEM YBOPY, & CBe cI000aHe
rpase Koje may u3 cnossamsux usoposBa S(7T) ka usopoBuMa koju Hucy y 1 cy
ucnurane, rpase Mmehy remennma u3 S(7') He mocToje, a aKO rpaHa claja HEKa IBa,
remena u3 S(T) u U(T), Taj myT ce MOxke HACTABATH caMo Kpo3 rpaHy u3 1’ koja
je TIoKpuBeHa crnapuBameM M, ma mMaMO KOHTPAIUKIIU]y jep ce OBaKaB IIyT KOjU
je 3apobisen y crabmy T He MOsKe 3aBpUIABATUA CIOOOHUM YBOPOM. O

[Ipmmernvmo nma oBo TBpheme Bakuy 3a cBe OumapTuTHE TPPOBE, jep OBA TEMEHA
u3 S(T) me mory 6utu cycemsa (mpumanajy MCTOj CTPAHU OUOAPTUTHOD Tpada).
3arTo Ha 0a3u oBOr ajsropuTMma Mokemo Hahu Hajsehe cmapuBame OUIAPTUTHOT

rpada G.
5.2 Mabapcku asropuraMm 3a GumapTuTHe rpadose

Anropuram npoHasnaxkema HajBeher cmapuBama y OMOapTUTHUM rpadoBUMA KOjU
hemo oBne msmokuTu Yyecto ce HasuBa u Mahapcku anzopumam, jep ra je IpBU a0
Mmabapckm matematudap Fgervary 1931. ronune.

Heka je G[X,Y] 6unapruran rpad. Y norpasu 3a Hajsehinm cnapusamem rpada G,
nouehemo ca mHexkuMm cunapuBamem M u npumenom APS anropurma hemo TpakuTu
yBehasajyhe myreBe ca moueTkoM y HEKOM CJIOOOAHOM YBOpPY U (aKO HEMa CJIO-
6OIHUX YBOpPOBa, OHMA j€ ClIapuBame CaBpuieHo). Y koauko Ham APS amsropu-
tam Bpartu yBehaajyhm myt P, mm hemo 3ameHutm cnapuBame M cnapusa-
wem M A E(P), n sacrasuhemo ca npumenom APS asropurma ca HEKUM CI060-
nauM yBopoM, moehasajyhu cmapuBame M. Aro aaropuram Bpatu crabiao T,
no TBpbhemy 5.1 mokemo nase nmperpakuBaTtu rpad G — T, tako mrTo hemo 3a-
menuty rpa¢d G rpadpom G — T, cauyBatu cnapuBame M(T) = M N E(T) y crabay
T, a cnapuBame M hemo 3amenuru cnapusamwem M \ E(T) y ocratky rpada, u
ouna hemo macraButu ca npumenom APS amropurma u TpaskemeMm yBehasajyhux
myTeBa CBE IOK MMaMO CJIO0OOTHUX UBOPOBA.

OsBaj aaropuram he HaM BpaTUTH:
0 CKyI CBUX IOKPUBEHUX AJTEPHATUBHUX cTabasa T,

O CKyIIOBE UBOpOBa S = U S(T), U = U u(T),
TeT TeT
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ockyn FF=G— (SUU) u meroso cunapusawme M (F),
o najBehe cnapusame M,,,; = U M(T)UM(F), n

TeT
o ckym cio6omHUX yBOpoBa y cuapuBawmy Mpa.: L = {u(T)|T € T}

Iokasxkumo jomn ma je oBO cmapuBame nobujeno Mabapckum anaropurmom Haj-
Behe cnapusame rpagpa G[X,Y]:

Teopema 5.2. CnapuBame M,,,, mobujeno Mabhapckum anropurmowm je nHajsehe
cnapuBame ounaprturtHor rpada G.

Zoxas. Heka cy T,S5,U u L ckynoBu crabaja, CIOLAIIBLUX TEMEHa, YHYTpa-
IIBUX TeMeHa U cyio0oaamx uBopoBa Bpahenux Mabapckum anropurmom. Jenuau

cJI000IHU YBOPOBU Cy KOpeHoBu crabaia, ciaenu |L| = |T|, a kako je cBako ctabio
HOKPUBEHO, nMaMo na je y csakoMm crabmy |S(T)| = |U(T)|+1. Hobujamo na Bazku:
S| = U] =T

Kako cy y rpady G rpo3 Mabapckm amropuram 4YBOpoBU m3 S CYCEIHU CAMO
ca uyBopoBuMa u3 U, y CBakKOM HIpPOU3BOJLHOM CIApPUBaKy YBOPOBU U3 S MOIY
OuTu cycemHu caMmo ca uBopoBuma u3 U, ma je HajMamu Opoj cI000THUX YBOPOBA
Lyin = |S| — |U|, 3akmyuyjemo na Basku:

| Linin| = [S] = [U] = |T| = |LI,

ma UMaMo 1a je cunapuBaime M., modbujeno Mabapckum anropurmom bam HajBehe
CIIapUBam€e. O

Mabapcku aaropuraM ce HE KOPUCTU CaMO 3a MIpOHaJa:keme HajBeher cmapu-
Bama y rpady, seh mume nobmjamo m HajMame NOKpPUBAMme OMIApPTUTHOT rpada.
Heka je M,,,, uajsehe cnapusame y Gunapruraom rpady G[X,Y], u merka cy S
u U CKymoBU CHOJbAIIBUX U YHyTpammux yBopoBa Bpahenux amropurmom. Ilo-
cmarpamo ckyn H =G — (SUU).

[Tomrro cromarmy YBOPOBU MOTY OUTHU CyCEIHU CAMO Ca YHYTPAIIHhUM YBOPOBUMA,
a CBAKU YHYTPAIIHBLU YBOP MOPa OUTH MOBE3aH Ca HEKUM CIIOJbAIILUM, UMAMO 12
je N(S) =U. 3aro ckyn uBopoBa U mOkpuBa CBe rpane ocuM OHUX y rpady H.
[Iomro mo koHcTpyknmju rpada H m3 aaropurMa mmamo na H wmma caBpIieHO
cnapuBame, ckyn usopoBa X N H mokpuBa cBe rpane u3 H. Ilakae, mobujamo na
je ckyn uBopoBa K = U U (X N H) nokpuBamwe rpada G. Ilomro je cBako yHy-
Tpalllbe TeMe MOKPUBEHO cnapuBameM M., a cBako teme u3 X N H je takobe
MOKPUBEHO, CBa TeMeHa m3 K cy mOKpuBeHaA cuapuBameM M., a KAKO U3 CBaKe
rpaHe CliapuBama UMAMO TAYHO jenHo teme y K, mobujamo ma je |M..| = | K|, na
mo TBphemy 3.6 mMamMo ma BasKu:
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5.3 Hajsehe cnapuBame y Ipou3BoJbHOM Tpady

5.3.1 JlaTume 1 HBETOBU y AJITEPHATUBHOM CTAOJIy

Kao mrto cmo Bumesnm y morpas3m 3a yBehaajyhmum myreBmma, kanga mmamo
cycemHa CIOJbAllliba TeMeHa, Moskemo mMaTtu yBehasajyhu myT roju APS amro-
puram #Hehe Bpatutu. Pasmarpajyhwm crpykrypy crabaa T y k0joj mMmamMo aBa
CTIOJBAIIHA YBOPA X U Y MOBE3aHa, MOKEMO younTu KOHTYpPy C', KOja uMa KOpEeH Yy
yBOpy 7 (TO je cHoJballlby YBOP y KOME Ce Pa3/ABajajy aJTepHATUBHU IIyTEBU U3
KopeHa crabia u no yBopoBa = u y). OBakBy rourypy C HaszuBahemo samuya.

Canma mocmarpaMo jemany jaruiny. KRamga m3y3mMeMo KODEH JjaTulle, OHA UMa
CaBPIEHO CIIapUBamb€ Y OKBUPY cliapuBama M, a YBOp 7 KOjU je KOPEH MOopa IpU-
magaTy CIOJbAIILUM YBOPOBUMA, 1A j€ MBUIA KOJOM C€ M0Ja3U A0 Hera MOKPUBEHA
cuapuBameMm M.

Kako rpanme ka uopoBuma GG — T Mory ma may camMo M3 YHYyTDAIIBUX TEMEHA,
to ysehasajyhu nmyr (koju canpsku rpamy xy) Ha m3nacky u3 kourype C Mopa
umMaTu caoboany rpany (rpamy koja me mpumnana M).

Kmyu mame morpare 3a najehuM cmapuBameM je ma y crabuay T cammeMo

CcBaky JaTuny y jemadH uBop (KOpeH JjaTuie) Kana roia Jgartuna Oyme nponabena
npuiaukom APS anropurma. Ako moctoju rpana vw Ttako nav € C,aw € G — T,
OH/Ia 10 YBOPA W MOYKEMO CTUNU aJTepHATUBHUM IyTeM u3 KopeHa crabiaa. Caxu-
MameM JaTulle y meH kopen mobujamo rpad G = G/C. Axo je mo usBopa w y
rpady G mmao anrepuaruBHu nyTt P, y rpa¢dy G’ mocroju asrepHartuBuu myT P’
KOju mae on KopeHa crabia mo w. OuuriaenHo je ma Baku u OOPHYT mpoIec, Tj.
ybanuBamem cermenTa rv koHType C' on rpada G’ moxkemo moburu rpad G.
Kao edperar cazxkumama, rpad G memamo rpapom G/C, crabno T — (T+zy)/C, rae
Cy HAM T M Yy OBa CycemHa crnomamma teMena y C, u cnapusawme M — M\ E(C).
Capna mHacTaB/haMO Ca IPUMEHOM aJTOPUTMa KOjU Ce y TporpaMupamy Ha3uBa
APS* anropuram.

-
-

rpadp G’

ciIuKa 7.

I[Tpumerumo na nmonasmajyhu APST anropuram Buime myTa, cBaka JaTUIa OUBa
3asKeTa y CBOj KOPEH KOjU je CIOJbAIlllbW YBOD, Ha jemaH YBOp a € S MOxke OuTwH
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nOOUMjeH ca:KMMameM jellHe v Buille jJaTtuna. [IpernocraBumo na je HaxkoH k mpu-
MeHa aJrOpuTMa, Hu3 jgaruna koje cy cawxere (Cp,Cs, ..., Ck). Ila nobujamo uu3
momuduroBanux rpadosa (G,Gy, Gy, ..., Gy), roe je cBaku rpad G; y Husy mobujen
Ol IPETXOMHOT cakmMameM koHType C;. 3aro hemo moarpacgose rpada G roju
Cy Ca:KeTU y HEKOM CIOJballleM TeMeHy y rpady (; Ha3mBaTHU 148emosu.
Ilokazyje ce ma cBaku IBeT 3aA0BOJbaBa ciienehe ocobune:

Tepbeme 5.3. Heka je F user rpada G. Onna Basku:
(1) F je moBe3aH u HEMAPHOT je CTeIeHA
(2) 3a cBaku uBop v € F| mOCTOjU AJTEPHATUBHU IyT HAPHE AYKUHE OJ
KOopeHa ctabia T om uBopa wv.

Jlokas. (1) Csaku user F je cacraBibeH O] HEKOT Opoja JaTUNA, U jeIUHU
3ajeqHNYKU YBOD CBUX JIATHUIIA j€ UBOP Y KOMe ce mBeT Haja3u. (CBaka natuia nMma
HenmapaH 6poj uBopoBa (yrbyuyjyhiu 4BOp KOpeH), ma moJaBameM HOBE JIATHUIE Yy
nBeT, Opoj uBOpoBa ce yBehaBa 3a mapan 0poj. [lakae, mapHocT Opoja YBOpPOBa
y IBETY HE Mema, Ma je 1BeT [’ HemapHOr cTemeHa.

I[IBet F' je ouursieHo moBe3aH, jep Cy CBU YBOPOBU U3 jelHE JIATUIE TTOBE3AHU CA
KODEHOM, Tla cy JaTtulle MehycobHO moBe3aHe MPEKO KOPEeHA.

(2) HokaxkrMo mpBO ma ce y MOYETHO] JIATUIM MOKe HOoNu oI KopeHa
crabia u O CBAKOT YBOpA ¥ aJTEPHATUBHUM IMyTeM mapHe my:kuue. llocmarpa-
jMO 2 ajTepHATWBHA MyTa OJ OO U MO V: IPU OOMJIACKY KOHTYpE JIATUIE Y CMEPY
Ka3aJbKe Ha caTy, U y CYyIPOTHOM cMepy. KRako KOHTypa mma HenmapaH Opoj rpaHa,
TO ce y jemHOM On 2 cMepa obuiaacka mobuja aJTepPHATUBHU IIYT MapHEe IY:KUHE.
Iokra3yjemo maayknujoM mo O0pojy naruna. Heka je kopen mseta r. Ilpermocra-
BMMO Oa CMO JIOJAJU HOBY JIATUIYy. Kao mTO CMO MaJjompe MOKA3aJu, Y HOBOj
JIATUNA CUTYPHO THOCTOjU AJTEPHATUBHU IIyT MapHE AY:KWHE OJ KODEHA JIATUIE T
IO CBAKOT YBOpa v, Ma akKo He KOPUCTUMO HUjeAHY TI'paHy W3 MPETXOMTHOI I[BETa,
3aBPIMMUIN CMO. AKO KOPUCTHMMO HEKY TI'paHy KOja je y IMPeTXOTHOM IBeTy Oumiia
IIOBEe3aHa Ca HEKMM UYBOPOM W, IO MHAYKTUBHOj IPETHOCTABIU IO YBOPA W MOKEMO
cTuhu ajaTepHATUBHUM IyTeM MapHE AY:KUHE, a Od YBOpa I MMaMO Takohe myT
napHe Oy:KUHe n0 v (OYUNJIEeHO UX MOYKEMO HAIOBE3aTU, jep ce MmMyT N0 W 3aBp-
maBa rpasoMm u3 M, a u3 r m3nasze camMo ciobomHE T'paHe), Ha IO CBAKOD YBODA,
IIOCTOjU AJITEPHATVBHU IYT MapPHE Ty KUHE. U

Cana moxeMo mokasaTtu Tadnoct APST amropurmar:

Teopema 5.4. Hera je T APS crabno rpada Gy m HEKa HUKOja OBA CHOJba-
IImkha TeMeHa Hucy cycenHa. Tanma cy cBa cmoJsbalrma TeMeHa Tj moBe3aHa camo
ca yHyTpammbuM TeMmeruMa u3 Tp. Vam apyraumje pedeno, userosu crabiaa Ty cy
CyCemH! CaMO Ca YHYTPAalIlbuM YBOpoBUMA .

oxas. Axro Gy uma ysehasajyhu myT, omga ra mo ycaosy (2) tBpbema 5.3
nvma u rpad G. Iakae, ako Gy Hema yBehaBajyhu myT, HUjeIHO CHOJbAIIEHE TEMeE
u3 T}, e cme OuTu cycemHo HU ca jemuum caobomuum temenom u3 Gy — Tp. Ca
apyre crpase, momTo je T mHajBehe crabio, HUjeAHO CHOJbAIIHE TEMe He CMe
butu cycemuo Hu ca jemHuM uyBopom u3 Gy — T} Koju je mokpuBeH crnapuBamem M.
[Tomrro HuKOja mABa CcHoJbAIIEA TEMEHA HUCY CyCemqHa, no0ujaMo [1a CIOJbAIIHka
temeHna y Ty Mory OuUTM cycemHa camMoO ca yHYTpPAIIBbUM TemMeHuma u3 . U
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[MpumeTnmo cana na APST anropuTMoM HOCTUAEMO A& y TPOU3BOJBLHOM rpady G
nobujeMo cBa TeMeHa M0 KOjUX MOKEMO HONU aJTepHATUBHUM Iy TEBUMA U3 HEKOT
cJI06OMHOT YBOpA U, jep akKo ajaropuraM BpaTu cTtabso T cBaKU aJTepPHATUBHU
IyT U3 U KOjU Ce 3aBpIIaBa y YHYTPAIIHEeM TEMEHYy UMa HemapHY AYV:KUHY, Tj. 3a-
BpLIaBa ce CI0060IHOM IPAHOM (IIa ce MOMKe HACTABUTHU CAMO KPO3 CIIOJbAIIY YBOD
n3 crabiia), a U3 CHOJbAIIKUX YBOPOBA IPaHe UAY CaMo Ka uBopoBuma u3 T, ma
ce aJTepHATUBHUM IIyTEBUMa MOKe CTUNU caMO O YBOpOBa mu3 crabimaa Tj.

5.3.2 EnmMoHmOB ajropuTam

WUnejy o morpa3u HajBeher cnapuBama npeko yBehasajyhux myTeBa u casKu-
Mama JaTurna npBu je mao maremarmdap Josh Edmond 1965. romume. Ou je
M3JI0KMO AJITOPUTAM MOJUHOMCKE CJIOKEHOCTH 3a NMpOHaJakeme HajBeher cmapu-
Bama y Npou3BoJbHOM rpady G.

Y morpas3u 3a HajBehimM cmapuBameM, IOJA3MMO O IPOU3BOJLHOT CIIAPUBAHA

rpada G u cnobomsor ysopa u, u npumemyjemo APST anropuram tpaskehn yseha-
Bajyhu myT. Yronuko je takaB nyT P Haben, anropuram Bpaha Behe cnapuBame
M A E(P), naaue aaropuram Bpaha mokpuBeHo asrepHatuBHO crabso T ca Ko-
PEHOM Y U.
YKOJIMKO CMO nOOMJIM HOBO CIapuUBal-€, IOHOBO MOKpeheMo ajropuram, ajgm caMo
y CKJaay ca HOBUM CIapUBammeM, IOK y ciydajy cTtabia, IpeTpakyjeMo HOBU rpad
G — T, 6enexumo Hajsehe cnapusame M(T) = M N E(T) y crabay T, 3aMeHEMO
M — M\ E(T), n nonoso nokpehiemo amropuram. OBO IOHABHAMO CBe IOK He
nobujemo rpad F'y kome HeMa cIODOIHMX TeMeHa, IITO 3HAYM Ia VMMa CaBPIIEHO
cllapuBame.

EmvornoB anropuram Ham Bpaha mcrte cTpykrype Kao m kon Mabapckor asaro-
puTMa 3a OummapTUTHE rpadoBe:

O CKyIl CBUX IOKDUBEHUX aJITepHATUBHUX cTabaua T,
O CKyIOBe 4BOpOBa S = U S(T), U= U u(r),

TeT TeT
ockyn F=G— (SUU) u meroso cnapusawme M (F),

o Hajsehe cnapusBame M, = U M(T)YUM(F), n

TeT
o CKyI cJ060mHUX uBOpOBa y cuapuBawy My, L={u(T):T € T}

300r CAUYHOT MOCTYIIKA, CAMO HEIITO CJIOKEHUjer, NOKa3 1a je cnapuBame M.,

HajBehe je Beoma cauuno kao koax Mabapckor anropurma, ma ra 36or Tora Hehemo
M3JaraTu.
[Ipumernmo camo ma je EnmonmoB amropuram momuduranuja Mabapckor amaro-
puTMa IpUMEHE€HA Ha NPOu3BOJsaH rpad. Kibyuna paznuka je mrTo cMO yBoDhemeMm
CaKMMama JaTulla yCIeJy Oa W30JIyjeMO CBe YBOPOBE N0 KOJUX Ce MOKe CTUNU!
AJTEPHATUBHUM IIyTEBUMAaA M3 HEKOI C.T[O6OI[HOF UBODpa.

Cama kama 3HAMO aJropuTaM 3a IpoHaJakeme HajBeher cnapuBama, y IporpaMu-
pamy MOKEMO Ca IIOJIMHOMCKOM CJIOKEeHOm Ny pemuTu 1pobieM f-(aKkTopa M3I0KEHOT
y nmexny 4.3 (cBobemem Ha npobiem mpoHANAKEHA CABPIIEHOT CIIAPUBAHA).
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6 Teopema 0 cTaOUIHUM IApOBUMA

3a Kpaj heMo HaBeCcTH jouI jemHy JIelly T€OPEMY U3 TEOPHje CIIapUBAmbA.

Hexka HaMm je mat ckym on m sKeHa ¥ n MyIIKapala, 1 HeKa CBaka ocoba cacTaBu
JUCTY Y KOjOj CTPUKTHO PAHTUT'a CBE 0COOE CYNPOTHOT MOJA MO TOME KOJIUKO jOj
ce Koja ocoba cBuba.

Hepunuunmuja 6.1. 3a Mymkapua m u sKeHy W KOjU Cy MOBE3AaHU y CIApU-
Bamwy M kaskeMmo ma cy maprtHepu, u obeneskaBamo p(w) = m, p(m) = w (p(w) je
HapTHED JKeHe W ).

Hedbumuunuja 6.2 3a Mymrapua m W sKEHY w KaKeMO ma 06.0Kupajy crapu-
Bame M akKo m u w HUCY Yy Mapy, U aKO Ce MYIIKapIly m KeHa w CBUha BUIIE O
BEroBe mapTHepke p(m), m ako ce yKeHU W MyIMKapal m cBuba BUIIE OJ HEHOT
naptHepa p(w).

Tana 3a map (m,w) raxkeMmo na je baoxkupajyhu nap y cuapusamy M.
3a cmapuBame M KakeMO Ha je ¢mabuano aKO He MOCTOjU map Koju ra OJoKupa,
nHaYe KaskeMo ma je crmapuBame M wecmabuaro.

6.1 Gale-Shapley anropuram

Nako ce moskna TpUBUjAJIHO HE BUIAW, JAKO CE MOKAa3yje Ma CTAbWUIIHO CHapu-
Bame MOCTOjU 3a CBakKU omabup panr jucrta. To cy MOKa3aiu U MaTeMaTudapu
Gale u Shapley majyhu moka3 Kpo3 ajropuraM CIapuBama. & BemheMo joIl Heke
mojMoBe paau jacHohe amropurMa:

Y CBakKOM TPEHYTKY, CBaka ocoba Moske na Oyme maum eepena uiau caoboona. My-
IMKapal MoKe Ia MEHha CBOj CTaTyC, MOK ;KEeHa Kalla jeTHOM MOCTaHe BEPEHA, OCTaje
BepeHa 0 Kpaja, caMO MOKe Jla MeHha BEPEHWKA, U TO Ha HAYMH Ja Kalda je 3aIpoCcu
HeKO 6oy (Koju joj ce Bume cBubha O TPEHYTHOr BEPEHUKA), PACKUHE BepUaly ca,
TPEHYTHUM BEPEHUKOM, U y3Me HOBOT. Tajga TPpeHYTHU BEPEHUK MOoCTaje cao00maH.
Kanma ce jemam mymkapall Bepu Ia mocTaHe cJI000maH, CBAKOM HOBOM BepUIOOM
nobuja KeHy Koja My ce Mame CBuba.

KRana cnobonua sxena Oyme 3ampolneHa, OHA MOpPa Aa MPUXBATU BEPUIOY, A
ako Hambhe OO0J/U TpoOcCAIl, OHA OCTaBJbA TPEHYTHOI BEPEHUKA. Y KOJUKO je€ HOBU
mpocall TOpPU OJf TPEHYTHOT BEPEHUWKA, OHA OA0Uja MPOCUADY.

Anropuram msriaena OBaKoO:

CBaky mymapall IpOCHU KeHe IO HeroBOj pPAaHr JUCTU, CBE MOK HEe IMOCTaHe
BepeH. Ako Bepunba Oyme packuHyTa (caMo skeHa packuna Bepualy), OH HaCTa-
BJba TIOTPAry 3a skeHoMm o ciaenehe ma auctu. [lokazahemo ma he cBaku myrkapair
Hahu :keHy mpe noJacka [0 Kpaja JucTe, Kao U da OBaj ajJropuraM aaje cTabuiIHO
CIapUBaME.



Cnapusame y Teopuju rpadoba 24

Asropuram 6.1.
Kopaxk (1) ITocraBmamo cBe ocobe na Gymy ciobomHe

Kopaxk (2) ITerma: Ako mocroju Mmymkapai m Koju je cioboman:
IpBa KEeHa Ca paHr JUCTe MyIIKapla m KOjy HUje HUKAILA MPOCUO = W
o Ako je w ciobomHa: O03HAYABAMO Ha Cy M U w MOBe3aHU crnapuBameMm M.
Bpahawmo ce ma ropak (2)
o Aro w Huje ciobomHa:

o AKo w BuIe BOJU M OX CBOT BEPEHUKA, O3HAYABAMO Oa Cy M U W
nose3anu crnapusameMm M, u mocraBmamo p(w) Kao caobommor, BpahiamMo ce Ha
Kopak (2)

o Nuaue, m ocraje cnobonan u sBpahamo ce moHoBO Ha Kopak (2)
Axo He mocroju ciobomaH MymKapar UIeMO Ha Kopak (3)

Kopax (3) Ucnucyjemo crabunno cnapuBame M
IlokaskuMoO na je oBaKO NOOMjEeHO CIapUBame CTBAPHO CTaOUIIHO:

Teopema 6.1. Cakoj mHCTaHI TPOOIEMA O CTAOUIHOM CITAPUBAKY KOHAUHOM
npumenoMm (Gale — Shaply anropurma Hajazumo mapa y cnapuBamy M. OBarso
cunapuBame M je 3amcra cTabUIHO.

Jloxas. ITokaskuMO TPBO Oa HUjeIAaH MYIIKapal] He MO)Ke ma Oyme onbujeH o
CcTpaHe CBUX jKeHa. sReHa Moxke ma onbduje MyIIKapIiia caMoO aKoO je BepeHa, a aKo ce
jemHoOM Bepu, OHa HUKaIa He IMocTaje Buile caobonua. [IpernmoctaBuMo ma cy HEKOT
MyIIKapIia onouiae cBe skeHe. Jlakie cBe skeHe cy cana BepeHe. Rako cBaka skeHa
MO:ke na Oyme BepeHa ca TavyHO jeIHUM MYIIKapIieM, a Opoj MyIIKapala U sKeHa je
jemHakK, TO 3HAUU Oa Cy U CBU MYIIKAPIV BEPEHU, 114 MMaMO KOHTPAIUKIA]Y.

Tarkobe, umamo na je ajropuraMm KOHAUaH, jep CBAKU MYIIKApaIll IPOCU CBAKY
JKeHYy HajBUIIE jeJHOM, IITO HaM Jaje MaKCUMaJHO n’ urepanuja.

Cama umaMo ma HaKOH KOHAYHOTr Opoja urepanuja mooujamMo HeKo cuapuBame M.
Ako mMymkaparl m BUIlle BOJIU K€HY W O CBOje Bepenute p(m), oHma OH MOpa 6UTH
y HEKOM TPEHYTKY ONOUjeH Ol CTpaHe yKeHe w, Ha CJIEIN:

sKena w je y TpeHyTKy Kamaa jy je m 3ampocuo mMmaJja 00Jber BepeHUKa.

A Kako ;KeHa CBaKW IIyT IPUJINKOM PaCKUIama Bepuaoe nobuja cBe DObEr BepeHuKa,
OHa He MOKe Buiie Bojetu Mymikapua m oxn p(w). Ilakme, Hujeman map (m,w) He
MO:ke OJOKupaTu cunapuBame M, makie:

CnapuBame M je cTabuiHo.

g

Y KOJIMKO MMaMO YEeTUPU KeHEe, YeTUPU MYIIKapla U PaHr JUCTE Ca CIUKE 8, aKO
nobemo on Mymkapamna MMaMO CIapUBaHe:

{(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}
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Ykonmko noheMo on skeHa Yy aJrOPUTMYy MMAaMO CIapUBAHE:

{(1,4),(2,1),(3,2),(4,3)}

paHT JIUCTE MyIIKapara DAHT JINCTE KeHa
1 2 413 1 2143
2 3142 2 431 2
3 2 314 3 1432
4 4 1 3 2 4 2143
cIuKa 8.

6.2 OnTumaaHo cnapuBam-€ 3a sKeHe U MyIIKapIie

Nako je capuBame 100OMjeHO OBUM aJrOPUTMOM CTaOMIIHO, MOKE Ce TTOKa3aTu,
& YKOJUKO je OHO ONTUMAJIHO 3a jedaH TOJ, OHO je Hajrope 3a APYTHu, Tj. aKo
Yy CKyIy CBUX CTAOWJIHUX CIIapUBama y clapuBamy M Mymkapiu uMajy HajOoJbe
Moryhe skeHe, OHIIa je TAKBO ClIapWBambe Hajrope IO KeHe.
Hapenure Teopeme mam majy jom jaua tBphema:

Teopema 6.2. Csa moryha msspmasama Gale — Shaply anropurma (y rojuma
[OJIA3UMO OJ CKyIla MyIIKapala) HaM Oajy WUCTO chnapuBame M, u y OBOM cmapu-
Babhy CBAKU MYIIKapall uMa Hajoosby MOTyNy MapTHEPKY KOjy MO:KE Oa uMa y OUJio
KOM CTaOWJIHOM CIIapUBAY.

Zloxas. IlpermoctaBuMO na HaM NTPOU3BOJLHO M3BPIIABAIE AJTOPUTMA 1aje
cnapuBame M u ga mocroju HeKO cnapuBame M’y kome m Bumne Bomu w' = pyp(m)
Hero w = py(m). OHOa je TOKOM ajropurMa y HEKOM TPEHYTKY M MOpao OuTu
onbujen om crpane w'. IIpermocraBumo ma ra je w' ombuia 360r MymKapia
m' = py(w'). Tama mmamo ma w' Bume Bosmu m' ox M, U TPETIOCTABUMO 06e€3
yMameHa ONIITOCTH MOa je TO HPBU IIyT Ma je KeHa Oa0Mjaa MyIIKapla ca KOjuM
je ymapena y HEKOM cTabuiaHoM cunapuBamy. Tama mymapall m’ HA y jeqHOM CTa-
GUIHOM cnapuBamy HUje Ca HEKUM Kora BoJsu Bume Hero w' (jep 6u mnaue Beh
Ouo onbujeH o1 CTpaHe HeKe ;KeHe ca KOjOM je yImapeH y HEKOM CTAOWJIHOM CIIapu-
Bawy). Hakmne, m’ y cnapuBawy M’ Bume Bosu w' o1 cBOje mapTHEpKe, a w' BUIIe
Bosx m’ om m, Clenu:

[Tap (m/,w’) je 6aokmpajyhu map y crabunaom cnapusawmy M.

OBuM n06MjaMO KOHTPAIUKIIA]Y. U

OBoM TeopemMoM MU mOOMjaMO & aKO CBAKOM MYIIKAPIY HTPUAPYKUAMO He-
roBy HajOOJy MapTHEPKY U3 OUIIO KOT CTAOMJIIHOT clapuBama JOOUjaMO CTabUIHO
cuapuBame, MaKO He MOCTOje OYUTJIETHM pPa3jio3Ud 3allTo OM TO YOUITe OMIIo
clIIapuBame.
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Canma MoskemMo cnapuBame HacTtajgo Gale-Shaply aaropuTMoM y KOMe IIOJA3UMO
on mymkapana HaszBatu M-onmumasrno. Ha mctu oBaj HaumH Kaga OMCMO IOIIIN
Yy aJropuTMmy On skeHa, mobunau o6mcmo W-onmumasno cunapuBawme. Canma meayje
WHTYUTUBHO Na aKoO je cuapuBame M Hajboe 3a jemaH mOJI, OHIA je HAjrope 3a
npyru. llokasyje ce ma TO CTBApHO U BaKu:

Teopema 6.3. Y M-onTuMaaHOM ciapUBamy, CBaKa yKeHA MMa HAjrOper MOTy-
her mapTHepa omI CBUX CTAOMIHUX CHAPUBAMA.

/loxas. IlpernocTtaBuMoO CynmpoTHO, Tj. ma y HEKOM cuapuBamy M’ Heka keHa w
nma napraepa pyr(w) = m’ kora Mame Bosau ox m = py(w). Auawm tana map (m,w)
6iokupa cunapusBame M’ ocum ako m Bosu Bume pypr(m) om w. Mebyrum tana
y cunapuBamy M’ Mmymkapai m uMa 00Jby MapTHEPKY HEro y cuapuBamy M, ma
no0ujaMoO KOHTPAIUKIINA]Y. O
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