MuHncrapcTBO HpoCBeTe, HAyKe M TEXHOJIOMIKOr pa3Boja PemyoGuauke CpoOuje
Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

IIPYKABHO TAKMUYEIE 3 MATEMATUKE
12.03.2022.

IlpBu pa3pem — A kareropuja

Oxpemutu cBe Tponudpene Gpojese abe, rae je a,b,c # 0, Takse ma Baxm abc = 3-al +2-b! + ¢l
(abc je 6poj rome cy a,b, ¢, penoMm, nuppe CTOTUHA, AECETULA U JeJUHULA Y JEKAIHOM CUCTEMY. )

Ha Tabau je mammcan mm3 cBux cremena nsojke (1,2,4,...) y pacryhem penocaeny. Ama um
Bpana urpajy urpy y Kojoj HaM3MEHUYHO IOBJaye IOTe3e, a NpBu Ha more3y je Ama. Wrpau
KOju je Ha moTe3y 3aMemyje OBa y3acTomHa Opoja ca Tabiae muxoBuM 30upom. Bpamu je mumb
Ia mocJie HeKOr moTe3a Ha Tabuum mocToje mBa Opoja Beha onx 1 koju ce pa3aukyjy 3a 1.

(a) Iorasarn na Ama MOMKe TOBJIAYNTH MOTE3€ TAKO Aa CIPEYM BpanvH Iuib.

(6) Yronuro je Bpauu mosnaro ma he My y HEKOM TpeHYTKYy OWUTH JO3BOJHEHO Ja OAUCDA IBA
y3aCTOMHA OTe3a, JOKA3ATU Oa OHAA MOYKE OCTBAPUTU CBOj IUJDb.

Opnpenutu cBe mpuponHe OpojeBe N, 3a KOje MOCTOoje peanHu OpojeBu a,b,c Tako ma Baku

{a—i—b—i—c,ab—i—bc—i—ca,abc} ={n,n+1,n+2}.

Onpemutu majBehy moryhy Bpemmoct Gpoja m, TAKBOTI Oa IMOCTOjU KOHBEKCAH N-TOYrao KOju
ce MOKe PAa3JIOKUTU HA AUC]YHKTHY YHU]Y TPOYIJIOBA KOjU CY WJIU MPABOYTJU jeTHAKOKDPAKU
vy npasoyriu ca yraosuMma 15° u 75°. (IlBa Tpoyriua cy QUCjYHKTHA aKO HeMajy 3ajelHUudKY
YHYTPaLlhy TAJKY.)

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaTaka meramHO 0OpPA3IIOKUATH.



MuHncrapcTBO HpoCBeTe, HAyKe M TEXHOJIOMIKOr pa3Boja PemyoGuauke CpoOuje
Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

IIPYKABHO TAKMUYEIE 3 MATEMATUKE
12.03.2022.

Ipyru pa3spen — A kareropuja

Hera je M cpemumre crpaunure BC tpoyrna ABC. Heka je X cpemumre nyka AB koju He
canpxku teMe M onucanor kpyra NAAMB, a Y cpenumre nyka AC roju me canp:xku teme M
onmcanor kpyra AAMC. Horaszatu na je XY 1 AM.

Y AABC temenuma A, B,C, penom, oaroBapajy yHyTPAIIbU YIIOBA «, 3,7, & HACIPAM BUX CY
crpanune ayxuba a,b,c. Onpenutu cee AABC 3a koje Basku

a®cosa + b3 cos 3 + 3 cosy < abe.

3a koje AABC ce y nperxonHO] HEjeTHAKOCTU NOCTWKE jeIHAKOCT?

Oppemutu cee f : N — N, takBe ma 3a cako n € N u cBe aj,aq9,...,a, € N, yronuko je
a1+ as+ ...+ a, nornyu kBanpar, ouga je u f(a1) + f(a2) + ...+ f(a,) nornyn ksaunpar.

Y HEeKOj 3eMJbUM IOCTOjUu N I'pangoBa U k aBuompeBosHuka, rae je n,k € N. Mamebhy caka msa
rpajga HOCTOjU ABOCMEDHA ABUOJIWHU]A, YWjU je BIACHUK TAYHO jefaH aBUONpPeBO3HUK. (CBaku
ABUOINPEBO3HUK U3aje HEKU OPOj PA3IMUNTUX YACOMNUCA, TAKO Ja ¥ CBAKOM I'paIy W31aje TaYHO
jemaH, aay MOKE M3IABATU UCTU YACONUC U Y PA3IUYUTAM I'PDATOBUMA. l[IpUTOM, YKOJIMUKO IIy-
THUK myTyje u3 rpaga A y rpan B IUPEKTHOM aBUOJIMHUjOM KOja je y BJIACHUINTBY ABUOIPE-
Bosauka C, OHAa Cy yacomucu Koje m3anaje aBuonpeBo3uuk C y rpamosuma A u B paszauuuru.
JoraszaTu ma Makap jegaH aBUOIPEBO3HUK MOPAa M34aBaTU OapeM H/Tﬂ PA3INYUTUX YaCOIUCA,
Ka0 ¥ [Oa MOCTOjU IOJeJa aBUOJIMHUjA 10 aBUONPEBO3HUIMMA, TAKO Aa HUjE€OAH HE MODPa M3aa-
BATU BUIIE O H/ﬁ] vaconuca. (3a z € R je [z] majmamu neo 6poj He Mamu ox Gpoja x.)

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 00pPA3IIOKUATH.



MuHncrapcTBO HpoCBeTe, HAyKe M TEXHOJIOMIKOr pa3Boja PemyoGuauke CpoOuje
Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

IIPYKABHO TAKMUYEIE 3 MATEMATUKE
12.03.2022.

Tpehu paspen — A kareropuja

Heka cy S(n) u P(n), pexom, 36up u npoussoa qupapa IPUPOIAHOr Opoja Ny AEKa,THOM CUCTEMY.
Ia mu mocroju npuponan 6poj n 3a Koju je

n-P(n)-Sn)=22...27
2022

On nmucra nanupa ucedeH je jennarocrpanmyan tpoyrao ABC crpanune 2. YodeHe Cy Tadke
X € CB, Y € CA u nanup je upecaBujer mo ay:xku XY, a mpuroMm ce teme C' IpeciImKaIo y
raury C’ koja mpunana my:xu AB. Ilokazatu ma je XY > 1.

Heka je f: R?® — R ¢ymrmmja, Taksa ma je 30up OpojeBa MOJe/beHUX TEMEHUMA ITPOU3BOJLHOT
npaBuaHOT OKTaenpa jemmak 0. IlokazaTu ma ¢ymrmuja f cBakoj Tauku mpoctopa R® momemyje
opoj 0.

Konurko uma a € C, TakBuX ma Tauke Koje onrosapajy Opojesuma a,a’,a’,...,a?%%! (

penocieny) y KOMIUIEKCHO] paBHU YMHE TeMeHa npasuinHor 2021-toyraa?

y HEKOM

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPaA3JIOKUTH.



MuHncrapcTBO HpoCBeTe, HAyKe M TEXHOJIOMIKOr pa3Boja PemyoGuauke CpoOuje
Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

IIPYKABHO TAKMUYEIE 3 MATEMATUKE
12.03.2022.

YerBpTH paspen — A kareropuja

Iokaszatu ma ce cBu noackymnosu ckymna {1,2,...,n} mory nopebaru y uu3, tako ma 3a cBaka 2
Y3ACTOIHA YJIaHa TOT HU3a BAKMU 14 j€ jelaH IMOACKYT APYTroT U & BUXOBA PA3JINKA MM TAUHO
jenaH eJeMeHT.

Koje Bpemnoctu moke mmatu m3pas3 a + b+ ¢, ako cy a, b, c peajuu OpojeBu 3a KOje BaKuU

a+bt+c=a?+b2+F=a>+0>+37

Heka cy a u b menmapuu npuponau 6pojesu u Heka je Hu3 (fn)nen Aeduuucan ca fi = a, fo = b,
a3an >3 je f, najpehu wenapaun nenumiuaan 6poja fr_o + frn_1.
(a) Hokazaru ma mocroju k € N, TakaB ma cy CBU 4IaHOBU HU3a [OYEB O HEKOT jemHAKU k.

(6) Y 3aBucuoctu ox a u b, ongpemuru k.

Y yuyrpammoctu AABC' y kome je <BAC = 60° u <ABC = 20° youeHna je Ttauka () TakBa na je
<QCB = 3-<9QBC. Cumerpane <QQBA u <QCA cery ce y tauku P, npu uemy je <PAB = 20°.
Horazatu na cy tauke A, P u Q KoguHeapHe.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPaA3IIOKUTH.



Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIMIEIHA 3AIJATARA IPRABHOTI' TAKMUNYEIHBA I3 MATEMATURE

IlpBu pa3penm — A kareropuja

Kaxo je 6! = 720 u 7! > 999, Mopa 6utu a,b < 5 u ¢ < 6, a Kako je moa TuM ycaosuma abc < 556,
caequ u ¢ < H.

(1) Axo je a =5, caenu 500+ 10b+c = 3-120+2b! + ¢!, onrocHo 2b!+ ¢! = 140+ 10b+c € [151,195].
He moske Gutu b = 5, momro je ouma 2b!+ ¢! > 2-120 = 240 > 195, kao uu b, ¢ < 4, momTo je oHOA
200+ ¢! <2-244+24="72<151. Caemu ¢ =5, na je 2b! + 120 = 140 4+ 10b + 5, 7j. 2b! = 10b + 25,
WTO HeMa peuema (JIeBa CTpaHa IOCIeNnhe jeAHAUNHE HUje IebUBa Ca D, a HeCHA jecte).

(2) Axo je a =4, ciemn 400+ 10b+4 ¢ = 3244 2b! + ¢!, ommocuo 20! + ¢! = 328 + 10b+ ¢ € [339, 383].
He moske Outu b < 4, momro je omma 2b! + ¢! < 224 + 120 = 168 < 339, kao uu ¢ < 4, momTo
je omma 2b! + ¢! < 2-120+ 24 = 264 < 339. Cuemu b = ¢ = 5, HO KaKO je y TOM cCiaydajy
201 4+ ¢l =251+ 5! =360 u 328 + 100 + ¢ = 383, HU y OBOM Ciyuvajy HEMa pellemna.

(3) Ako je a =3, caequ 300+ 10b+ ¢ = 3-6+2bl + ¢!, ogrocuo 2b! + ¢! = 282 + 100+ ¢ € [293, 337].
He mosxe 6utu b < 4, momro je ouma 2b! + ¢! < 2-24 + 120 = 168 < 293, uutu; ¢ < 4, momro je
ouma 2b! + ¢! < 2120+ 24 = 264 < 293, kao uu b = ¢ = 5, momro je omma 2b! + ¢! = 360 > 337, na
HU Y OBOM CJIy4Yajy HEMa PeIlemha.

(4) Axo je a =2, caequ 200+ 10b+ ¢ = 3-2+2bl + ¢!, ogrocuo 2b! + ¢! = 194 + 100+ ¢ € [205, 249].
He moske 6utu b < 4, momro je omma 2b! 4+ ¢! < 2-24 4+ 120 = 168 < 205, a ako je b = 5, cuenu
2-1204+c!' =194+ 50+ ¢, T1j. c! = c+ 4, mwTO je jenHaumHa KOja HEMa peIlermha.

(5) Ako je a =1, cnemm 100+ 10b+ ¢ = 3 -1+ 2b! 4 ¢!, onrocHo 2b! 4 ¢! = 97 + 10b+ ¢ € [108, 152].
He moske Outu b = 5, momro je ouma 2b!+ ¢! > 2-120 = 240 > 153, kao uu b, ¢ < 4, momTo je oHIa
201+ ¢! <3-24=72<108. Cunenu ¢ =5, na je 2b! + 18 = 10b, omuocuo b! + 9 = 5b, a pememe Te
jemunaunue je b = 3.

Ilakse, mocToju jeman 6poj Koju 3a10BOJbaBa HaBeIeHE ocobume, 6poj abc = 135.

3a cBako a =2 je 1 +... 42071 =2% 1 < 2% na ce Bpmehu omucane omepanuje yBex mobuja
pactyhu mm3. Kako ce y cBakoM TpeHyTKY Ha Tabau Hajla3ze OpojeBu KOju Cy 30Up HEKUX
Y3aCTONHUX CTEIeHA IBOjKE, a PA3jrdKa OBa y3aCTOImHA Opoja Tor obumka je 2¢ 420+ 4. 420 —
2¢ ¢l 9d = ob+tl_ga_gdtlgc — (20 _2a)4 (26 -29+1) 1 2¢ > 2¢ > 1 3amere c < d < a < b,
aKoO je Ta pa3juKa jemHaka 1, OHZA BayKU je JHAKOCT Y IPETXOAHOM HU3Y HEjeTHAKOCTHU, OTHOCHO
ouma jeb=a=d+1u c=0, tj. Behin cabupak je crenen nBojke (OQHOCHO HEMPOMEHEH je y
OJHOCY Ha IIOYETHY CUTYaIlMjy), ONHOCHO obauka 2% 3a a € N, a Mamu jeqnak je 30upy CBUX
cremneHa mBOjke ox 1 mo 2¢.

(a) Hera je a HajMamU CTEIEH OBOJKE KOJU C€ Y HEKOM TPEHYTKY HAJA3U Ha TabJU U MPUTOM je
a > 2. Heka je 6poj cabupaka MamUX O TOT CAbUPKA NOMEeNyujans Hu3a (MOTEHIN]aJ TOJa3HOT
u3sa je 2). ITo nperxomuom, Bpanun num je ma morenunmjasn musa nmocrade 1. Mebyrum, Ana
y CBAKOM CBOM IOTE3y MOyKe moBeNarTy mMOTeHnumjasi, yKOJUKO m3abepe HajMamU CTEIMEeH IBOjKE
KOjU IO Tana HUje KopuliheH 1 cabepe ra ca HAPEOHUM YIAHOM. 3AWCTa, y TOM CIyYajy ce mpe
HajMamer CTeNeHa MBOjKe KOjU ce MojaBJ/byje y HM3Y HaJla3e CBU CADUPIM KOjU Cy C€ U M0 Taaa
HaJa3maId, Kao 1 OapeM jemaH HOBHU, HOOUWjeH MPeTXOAHO m3BpieHoM omeparujom. Ca apyre
crpane, Bpamna y cBakoMm moresy MOKe CMamUTU nOTeHujax 3a Hajsume 1. Crenu na onmcaHoM
crparerujoM Ana Moke crnpeuuTy bpaly ma ocTBapu CBOj IUJb.

(6) Aro Bpama y cBakom more3y cabupa IpBa IBa WiIaHa HU3a, MOTEHIU]AJ C€ CMamyje 3a
1. Ykomuko Ana He omurpa more3 omnucan y meny (a), omma ce morenunujas nehie moseharu, a
YEKOJIUKO omurpa taj more3, moBehahe ce 3a 1. Crora, yKOJIMKO ce urpa OABUja HA OBA] HAYWH,
HAKOH CBAKOr LpamuHOor moTe3a MOTEHIMjaJ] je HajBume 2, ma ako My ce omoryhm ma omurpa
JIBa y3aCTOIHA [IOTEe3a, OH MOYKE OCTBAPUTHU CBOj IUJb.

Hexka n 3amoBossaBa yciaoBe 3amaTka u HeKa je a +b+c¢ = «, ab+ bc+ ca = 3, abc = . Onma
je {a, 3,7} = {n,n+ 1,n+2}. Caemm 0 < a?b? + b2c? + c%a? = (ab + be + ca)? — 2abe(a+ b+ c) =
B2 —2ay < (n+2)?-2n(n+1)=-n2+2n+4=—(n—4)(n+2) -4, mro HUje 3aT0BOLEHO
3a n > 4, na mopa 6utu n € {1,2,3}. Yronuko je 3 # n+ 2, ouma je 32 —2ay < (n+1)% —



2n(n+2) = —(n+1)2+2 < —4+2 < 0, mro je memoryhe, na mopa 6utu = n + 2. Kaxko je
0< 3 ((a=b)*+(b—c)*+(c—a)?) = (a+b+c)*—3(ab+bc+ca) = a*— 30, aro jen =1 cieqn 3 = 3
n9=3<a’?<22=4,aak0jen=2crem B=4u 12=33<a? < 3% =09, na ne moxe GuTH
n € {1,2}. Axo jen =3, ciemu 3 =5 u 15 = 38 < o?, a Kaxo je a € {3,4}, mopa 6urn a = 4,
na je v = 3. MebyTum, ouma je a® + b? + ¢ = o — 23 = 6, ma Ha OCHOBY HejemHarkocTu usMeby
apUTMETHUUYKe U TeOMETPUjCKe CPeIuHe CIenn 2 = % > v a2h2e? = W =+/9> 2 name
MOke Outu HE n = 3.

ﬂaﬁne, HE HOCTOjI/I n €N I{OjI/I 3a00BOJ/baBa HaBeOeHEe YyCJIOBE.

Kako je BeauumHa CBAKOT yriia y TPOYIVIOBUMA KOJU YUECTBY)Y Y pa3jaramy MeJ00pOojHr yMHO-
skak on 15°, cienu ma cBaku yrao qoOujeHoOr n-toyria Mopa ourtu obiaumka k-15° 3a mero k € N.
Hajsehu takaB xoHBekcan yrao je 165°, ma cienu ma je CBaKM CIOJbAIIIU YyITao IOCMATPAHOT
n-toyraa #e Mamu ox 15°. Crora n-Toyrao Koju ce MOyKe PA3JIO/KUTHU Ha HABENEHU HAYUMH MOKE

- o
316500 = 24 cranue.

UMaTU HajBUIIe

Ca mpyre crpane, 3a n = 24 mocroju n-
TOYTrao KOjU C€ MOMKE PA3JIOKUATUA HA HABENEHU
HauMH. JemaH TakaB Ce MO:Ke HoOUTH Hape-
AHOM KOHCTPYKHHjoM. KBagpar crpanure a
ce MOKe PAa3JIOKUTU Ha [OBa jEeIHAKOKPAKO—
IpaBoyIJja TpPOyrJja, ma ce u ¢urypa mqodu-
jeHa on 5 KBaapaTa CTpaHUNE ¢, IOJA3HOT
u 4 KBagpara KOjU UMajy IO jemHy 3aje-
OHUYKY CTPAHUIY Ca TMOJA3HUM KBAaIPATOM
U HEMA]y 3ajeIHUYKUX YHYTPAMBUX TadaKa
ca ®WUM, MOXE pPA3JOKUTU HA HABEACHU
HAUMH, Ka0 W OCMOyrao mobujeHn mgomaBa-
BeM 4 je THAKOKPaKO-TIPaBOyIrJja TPOyrJiaa Yuju
cy kpamu cTpanuiie 4 OTPETXOAHO MIOJATUX
KBaJpaTa KOje MMAa]y 3ajeTHUYKO TeMe U He-
Majy APYTUX 3aj€ THUYKUX TAYAKA CA MOJA3ZHUM
kBagparoM (Taj ocMmoyrao mMmMa 4 crpaHune
nysuEe a, 4 cTpamume xysume av/ 2, a yHy-
TpaWlBU yIJIOBU Cy My jemHaku 135°).

Kakxo ce jemmaxoxkpaku Tpame3, YUjU CYy —=
yrioBu Ha Behoj ocHoBumm 15°, a naysxu- e !
Ha kpahe ocHOoBume jemuaka tpehunnm ny- * * v
skrHe Behe OCHOBUIE, MOKE DPA3JIOKUTH HA Ipxs—22-1A4-2

IpaBoOyriae TPOYIJIOBE YUjU CY OUWITPU YIIOBU

15° u 75° (MOke ce pasyIoKUTH, HA IPUMED, Ha

4 monymapHa IpaBoOyTJia TPOYTJIA, OMITPUX YIIA0Ba jemHakuX 15° m 75° u mysker Kpaka jemaHakor
kpahoj ocHoBuIM), nonaBamem 8 TakBux Tpamesa (4 selie ocHoBune nysxute a u 4 Behe ocnoBune
nysuHe ay/2), TAKO da Cy AysKe OCHOBWIIE THUX TPAaIe3a CTPAHUIE KOHCTPYHUCAHOT OCMOYTJIA W
IPUTOM HEMAJ]y 3ajeIHUYKAX YHYTPAIIBUX TavaKka ca OCMOYTJIOM, ce mo0uja MHOrOyrao Koju
3a10BOJbABA HaBeJeHe 0coOnHe (HeroBu yHyTpallbyu yriaoBu cy 165°, ma je KOHBEKCaH).



Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIMIEIHA 3AIJATARA IPRABHOTI' TAKMUNYEIHBA I3 MATEMATURE

Ipyru pa3spen — A kareropuja

Heka ce MX u AB cexy y mauku P, a MY u AC ceky y Tauku ). Karo je X cpemumre
ayka AB (rojem me mpunana M ommcasor kpyra AABM), npasa M P je cumerpana <BMA,

a aHaJorHO je M(Q) cumerpana <AMC, ma je % A—P = % u % = g—g, a Kako je BM = MC,

cienu % = % , onaocHo PQ || BC. Kaxko cy MP u MQ cumerpane <BMA u <AMC, penowm,
u Kako je <BMA + <AMC =90°, cnemu <PMQ@ = 90°.

Tourro je <BMP = <«BMX = <XMA
u <PBM = <ABM = <AXM (yrao Hanm
TetuBoM AM y onmcaHoM Kpyry AABM)
ciequ ABMP ~ AXMA, na je M = MA’
onaocao MP-MX = MA - MB. AHaJ‘IOFHO je
M@ -MY =MA-MC, na rako je MB = MC,
ciequ MP-MX = M@ - MY, onHOCHO YeTBO-
poyrao PQY X je TeTtuBaH.

W3 nobujenor caemu <MXY = <MQP =
<QMC (jep je PQY X rerusan u PQ || BC),
kao u <QMC =90° — <BMP =90° — <XMA
(momro je MP L MQ u ABMP ~ AXMA). lpx—22-2A1

Haxrne, Baskn <M XY =90° — <XMA, onrocro XY L AM.

. . 2, 2 2

Bes ymamema ommroctu, Heka je a < b < ¢. Ha ocHoBy KocunycHe Teopeme je cosa = I’JFQCT“,
2, .2 32 2 2

cosf3 = %, cosy = % , T2 je HaBedeHa HejemHAKOCT ekBuBasenTHa ca a*b? + ab* +

bic? + b%ct + cta® + 2a* — (a® + b + 8) < 2a2b*c?, ommocHO ca
b2+ —a)(a® + =) (a® +b* — ) <0.

Kako je b2 +c? —a? > 0 u a® + c® — b? > 0, mejequakocT je exkBuBaJeHTHA ca a’ + b2 —c? <0, Tj.
ca cosy < 0, ma je mcunymena ako u camo ako je AABC npaBoyriu niam Tynoyrau. Ilpurowm,
jemHAKOCT ce mocTm:ke ako u camo ako je AABC mpaBoyriu.

Ako cy m,n € N rtaksu ma je f(m +n) — f(m) — f(n) = ¢ # 0, Hera je a > m+ n + |
npuponan 6poj. Kaxo je 1 +1+ ...+ 14+m+n = a? kBanpaT, Ha OCHOBY HABEJEHOT CBOjCTBA CY
—,_/

a —m—n
A= (@®—m—n)f(1)+f(m)+f(n) u (> ~m—n)f(1)+ f(m+n) = (a> —m—n) f(1)+ f(m)+ f(n) +c
KBApaT! umja je pasimka c. Mebyrum, kako je A > (a? —m —n)f(1) > a®> —m —n > a® > 2,
pazmuka usmedy A m Gmio xor mpyror keaapara je Gapem 2|c| + 1 > |¢|, ma je mperxommo
HeMmoryhe.
Cnemn na 3a cse m,n € N Basxwu f(m+n) = f(m)+ f(n), na je f(n) = cn 3a cBaro n € N,

rme je ¢ = f(1), a xako je 1 kBagpar, ciemu m na je ¢ = k% 3a mexo k € N. Ca mpyre
cTpame, mpousBomHa ¢yHEmMja f(n) = k?n, 3a mexo k € N, uma HaBemeHo CcBOjCcTBO. 3amcra,
aKo Cy a1,...,Q, OPUPOIHU OpojeBu 3a kKoje je ay + ...+ a, = I° 3a mexo | € N, onna je u

flar) + ...+ fla,) = k*(a1 + ... + an) = (kl)?.

Heka i-Tu aBUOTIpEBO3HUEK MITAMIIA ¢; YACOUMCA W HEKA je CBAKOM rpamny momesbeHa ypebena k-
Topka (t1,ta,...,tx), roe je 1 < t; < ¢;, IpU YeMy i-TU NPEBO3HUK Y TOM I'PaLy WITAMIA CBOj L;-Th
yaconuc. He mocToje mBa rpama KojuMa je momesbeHa UCTa, k-TOPKa, IMOIITO aBUOJUHUja KOja UX
cmaja He O MOTJIa MPUMNAMATA HUjEeAHOM MPEBO3HUKY, Tj. TPATOBUMA CY MOACJHEHE DPA3IUUUTE

. k
k-topke. Kako mocrToju ¢ -. .. ¢, pa3IuuuTuX K-TOPKU, MOPa OUTU N < €1 ... Ckp < ( max ci) , Tma
1<i<k
je M = max ¢; > /n, a kako je M npuponan 6poj, ciemu u M > H/nw (0ZHOCHO, IPEBO3HUK
i<k

KOjUM ImITaMIla HAjBUIIE YACONKCA, MOPa UX MITAMIATH MaKap H/ nD



Ca apyre cTpaHe ako CBAKM IPEBO3HMK mTaMmmna |{/n | gacommca, moctoju 6ap (H/ﬁ})k >

({“/ﬁ)lc = n pa3auuuTux k-TOPKU, Ma Ce Pa3IUUUTUM TPALOBUMA MOTY HOMEIUTU DA3IUYNATE
k-topre. Axo cy rpamoBuma A u B monemene k-topke (ai,...,ar) u (bi,...,by), Kako cy pa-
3JIMYUTE, TOCTOJU i 3a KOje BaKU a; # b;, ma yKOJIUKO ce guHuja usmebhy A m B momenu i-Tom
[IPEBO3HUKY, n00OUja ce momesna JUWHUja KOja 3aT0BOJ/bABa HABEICHE yCJOBE.



Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIMIEIHA 3AIJATARA IPRABHOTI' TAKMUNYEIHBA I3 MATEMATURE

Tpehu paspen — A kareropuja

Hexka je n € N 6poj 3a xoju je n-S(n)- P(n) =22...2 = a. Kako a Huje nemus HU ca jeIHUM
2022

6pojem n3 {4,5,9} u karo P(n) | a, mudppe 6poja n mopajy 6uru u3 {1,2,3,6,7} u upu Tom n

MO:Ke MMATH HAjBUIIE jefHYy NapHy Py, Kao 1 HajBuIme jenHy nudpy nemusy ca 3. Axro 3| n,

ouma 3| S(n), ma 6u 9 | a, mro Huje tauno. Cuenu na 31 n, KAO U Aa N UMa TAYHO jemHY HUPDPY

neJbUuBy ca 3.

Axo n campsku mapHy nmdpy, IO IPETXOTHOM TO je jenuHa mapHa nudppa. Aro je To mudpa
2, ogma Mopa caIp:KaTU M TA4YHO jenHy nu¢ppy 3, a ako je To mudpa 6, To je jenuna nudpa
6poja n koja je memusa ca 2 u 3. Cmemu ma je P(n) = 6-7F 3a nexo k € Ng. Kaxo n u S(n) majy
UCTE OCTATKE NMPU Aesbewmy ca 9, caenu n -6 - TR n=a=2-2022=3 (mod 9), na je 2- Thon?2=1
(mod 3), omrocro n? =2 (mod 3), mTo je memoryhe.

Ako n He caap:xku mApHY UUOPY, IO OPETXOLHOM CAADKU TA4YHO jenuy uudpy 3 u 2 | S(n).
Karo je (10,49) = 1, cremn 10%? = 1099 = 1 (mod 49), ma je a = 2. (10202 — 1) =
(10424846 — 1) = 2. (105 — 1) (mod 49), omrocro a = 222222 = 7 (mod 49), 7j. 7 | a, a 7° { a.
Hakne, yronuko n uma k nudapa, jeoHa ol HBUX je jemHaka 3, HAjBUIIE jenHa je jenHaxa 7,
IOK cy mpeoctate jenHake 1, ma je mam P(n) = 3, S(n) = k+ 2 uom P(n) = 21, S(n) = k + 8.
Takobe 2 | k, a kako je 10F1 < n < 10%, cmemm 3(k + 2)10*~! < a < 21(k + 8)10%. U3
a= % (102922 — 1) > 3(k +2)10%71 > 91051, cremm 81 - 1071 < 2102922 omake je k < 2021,
na je a = 2- (102022 — 1) < 21(k + 8)10% < 10¥*5, Te mopa 6uru k > 2017. W3 nperxomHor cienu
k € {2018,2020} u npurom jeman ox Gpojesa k + 2 unu k + 8 mesnu a. Mebhyrum, raxo 2020 1 a
u 2028 { a (momro 41 a), He Moxke Outu k = 2018 u S(n) = k+ 2 uurn k = 2020 u S(n) =k + 8,
a kako 9t a, He Moske Outu k = 2020 u S(n) = k + 2 (momro omma 9 | 3-2022n = a). Cruenn
k = 2018, S(n) = k+ 8 u 21-2026n = a, upu yemy je n 6poj roju uma 2018 uudapa, o jeauy
mudpy 3 u 7, a upeocrase 1. Mebyrum, onna 114 n (axo ce uuppe 3 u 7 Hamaze HA TO3ULKjaMa
UCTEe TMAPHOCTU Y OEKAAHOM 3amucy Opoja, OHZA je ocTaTak mpu Aebeny ca 11 Tor 6poja miau
7T—143—-1=8wm —(7—1+3—1)=—-8=3 (mod 11), a ako ce HanIa3e HA MECTUMA PA3JIMINTE
napHOCTH, OHJA je Taj ocrarak man 7—3 =4 ummu 3—7=—4 =7 (mod 11)), na 114 21-2026n = a,
wro je Hemoryhe, momro 11 | a.

o 3

W3 nperxonHux pa3marpama ciaeu na He nocroju n € N ca HaBeneHUM ocobuHaMA.

Hera y AK LM Basxu <K LM = 60° nuuera je k=LM,l = MK, m = KL. Ha ocHoBy KOCUHYCHE
teopeme je 2 = k% + m? — 2kmcos60° = k? + m? — km = (&m)2 + M > (Hm)2) na pawn
1> ’”Tm . IIpuTom ce jemHaKOCT DOCTH:KE aKO M CaMO aKoO je k = m, OQHOCHO aKO M CaMO aKo je
AKLM jemuakocTpaHUdHU.

Heka je CX = xz u CY = y. Ownga je
C'X=2,BX=2—2,C0'Y=yuAY =2—y, na
npuMenoMm nperxomuno nobujenor ma AC'BX
n ANAC'Y (Baxu <Y AC' = <C'BX = 60°),

’ . ’ _
ciema r > 03%(2—@ uy > AC%(?!J)’ omaKIe
. C'B+(2—x AC'+(2— ! !

je zty > +2( ©) 4 +2( y):2+ACJ2rCB_

Tty g _ zty
7 =9 2

, OMHOCHO T + Yy = 2.
IloHoBHOM TpPUMEHOM M3BENEHOT TBPDEma

Ha AY XC (Baxu <XCY = 60°), cnenun

XY > =¥ >1. Hpx—22-3A2

Jemmakoct ce moctmwxe ako m camo ako ¢y AC'BX, NAC'Y nu AY XC jemmakocTpanuvnm,
omHocHO ako je C' cpemumre nysxu AB (omma je X cpemumre BC, a 'Y cpemumre CA).

Heka je K xomka y R? u C men nenrap. Hexa je t 36up BpensHocT f y TEMEHHMA Te KOIKE,
s 36up BpemHOCTU [ y CpemumTUMa HEHUX CTpaHa, ¢ 30up BpeaHocTy f y CpeauimTuMa HEeHUX
vBuna u f(C) = ¢. Kako cpeaumra crpana Konke popMupajy OIpaBuiaHn okraenap, cieau s = 0.



Han cBaxkoM cTpaHOM KOIIKE Ce MOI'Y KOHCTPYUCATH [OBE UETBOPOCTPaHE IMpaMUIE UUje CY
BouHe cTpaHe jeIHAKOCTPAHWYHN TPOYTJIIOBU, JeIHA y CIOJBAIIKO] 06IacTH KOlke (HEeKa je BpX
Te NUpaMUIE ,,CHOJBAINLK’ ) U jelHa KOja UMa 3ajeJHUUYKe YHYTDPAIIRhe TaYKe Ca KOUKOM (HeKa
je Bpx Te mmpamuze ,yayrpammu’). Temena jemue crpane u oarosapajyhu yHyTpammu u
CIIOJBAINY BPX UMHE MIPABUJIAH OKTaeap, Ia je 30up BpenHocTu f y TEMEHNMMa OBAKO HOOUjeHUX
6 okraemapa jemnak 0. Ca mpyre crpaHe, CHOJbAIIKBU BPXOBU CBUX 6 CTpaHa YMHE IPABUIAH
OKTaelap, Ka0 M yHYTPAIIKLU BPXOBU CBUX 6 cTpaHa, NOK je CBAKO TeMe KOIKE HMCTOBpeMe-
HO TeMe TadyHO 3 OJ yOUEHWX OKTaenapa, ma je 306up BpemHocTu f y TeMeHMMa YyOodeHUux 6
okTaenapa jemnak 3t, oqHOCHO Bayky t = (0. AHAJOrHO, HAJX CBAKUM KBAJAPATOM UMja Cy TEMEHA
CPEeOuINTa WBUIA jenHe CTPaHE KOIKE Ce MOI'Y KOHCTPYUCATH YeTBOPOCTPAHE MUPAMUAE Yurje
cy bouHe cTpaHe jeTHAKOCTPAHUYHU Tpoyraosu. I[lpuroMm, jeman BpX cBake OO TUX MUPAMUIA
je meHTap KOIKe, NBe NUpaMuIe Ha UCTOM CTPAHOM KOIKEe UMHE IIPABUJIAH OKTaelap, BPXOBU
cBux 6 mupamuga paznuuutu on C' UrMHE MpaBUIAH OKTaeIap, & CBAKO CPEAUINTE WUBUIE KOIKE
je ICTOBPEMEHO BPX TAYHO 2 OJ YOUEHUX OKTaemapa, ma je 6¢c+ 2i =0, ogaocHo 3¢+ 1 = 0.

Hera cy Ki,...,Kg konke mBa myTa Mame uBHUIE, mobujene mpecekoM K ca cUMeTpaHUM
paBHIMa uBuia kKomke K. Kako nobujeHn 3ak/bydny Baske 3a IPOM3BOJLHY KONKY y R3, Bpe-
nuoctu t(K;), Koja npencrasma 36up Bpemuoctu [ y temenuma K, je 0 3a cBako 1 < i < 8.
Temena Ki,...,Kg cy wiu TeMeHa IV CPEIUIITA UBUIA WX CPEIUINITA CTpaHa uiaud mnenrap K.
Kako y t(K1) + ...+ t(Kg) cBako teme K ydecTBHje jemIHOM, CBAKO CPEIUINTE WBUIE 2 MyTa,
CBakKo cpemumTe crpane 4 myta, a nmearap K ydecrtByje 8 myta, caemu t + 2 4+ 4s + 8¢ = 0.
ITomTo je t =0, s=0wu 3c+i =0, cnienu 2¢c = 0, ogunocuo ¢ = 0.

Komauno, xakxo 3a csako C' € R3 mocroju komka umju je memrap C, HA OCHOBY HPETXOIHO
morasanor caemu f(C) =0, 1j. f je nnentnukn jenuara 0.

Upyeo pewewe. Y OBOM pellernhy BPeIHOCT (PpyHKNMje [ HEKOI MHOrOyrJia IpelcTaBiba 30up Bpe-
muoctu f y meroBuMm temenuMma. Axo cy ABCDEF n DEFGHI npaBuiHu oKTaeIpu UBUIE ¢
(paznmuury, ca sajemamurom crpanom DEF), samu f(A) + f(B) + f(C) = —(f(D) + F(E) +
f(F)) = f(G)+ f(H)+ f(I), a AABC u AGHI cy jemHAKOCTpaHWYHM TPOYTJIOBM CTPAHMIE Q
KOjU Ce HaJla3e y MapaJieIHMM DAaBHUMAa Koje Cy Ha pacrojamy ka (rme je k > 0 u He 3aBucu
oxn a) m npuroM HopMaiaHa npojexnnja AABC Ha pasan koja canpxku AGHI Gam Taj Tpoyrao.
Crnenu, ako jeOHAKOCTPAHWYHM TPOyrao CTPAHUIE @ MPUNALNA HEKO] O PAaBHU U3 (GaMuinje
mapaJjieIHUX paBHU MeDy KOjuMa Cy IBe y3aCTONHE PABHU Ha pacrojamy ka, BpeIHOCT QyHKUM]je
f cBux Tpoyriosa kKoju ce mobujajy IPOjeKnMjoM TOTI TPOYyIJia HA PABHU U3 yOUueHe (aMuinje
je jemHaka. AKO ce y MCTO] PaBHU yOUM jeIHAKOCTPAHUYHU TPOYTa0 CTPAHUIE %, 3an €N,
IIpEHOCU ce NOOUjeHO CBOjCTBO, IOMITO Ne gamMmiamja paBHU KOHCTPYUCAHA HA ONMCAHU HAUNH

OuTu cacraB/beHA OL PABHU OJ KOjUX Cy HABE
y3aCTOIHE Ha pacTojamy %, a Toj hamuauju
IpUIANajy ¥ PABHU KOje Cy Ha pacTtojamy ka.
Heka je AA1A4D jenHakOCTpAHUYHU, CTPAHU-
e a, As, Az Tauke crpanune A; A, Tako mga je
A1A2 = A2A3 = 1431447 B3,CQ Ta4yKe CTpaHUIle
A4D TaKO »Oa je A4B3 = B3CQ = CQD, Cl,Bl
tauke crpanuie DA, tako na je DCy = C1 By =
B1Ay u By cpemumre ay:xxu Bi1Bs.  Onpa
cy AAlAQBl, AA3144337 AClCQD, ABlBQCh
ABsB3(Cs jeIHAKOCTPAHUYHU CTPAHUIE % ITo Hpx-22-3A3

IPETXOIHOM BPEIHOCT U3Pa3a

I(AAAD) = (f(A1) + f(As) + f(D))
— (f(A) + f(A2) + f(B1) — (f(As3) + f(As) + f(Bs)) — (f(C1) + f(C2) + f(D))
+  (f(A2) + f(B2) + f(B1)) + (f(C2) + f(C1) + f(B2)) + (f(As) + f(Bs) + f(B2))

je jemHaka 3a CBe TPOYIJIOBE Koju ce mobujajy mpojernmjama AA;AsD ma paBHu us mobujene
pamunuje (cBaku On TPOYIJIOBaA 3a KOje je y mapasy oapebusana Bpemuoct f je nyskume cTpa-
mure i § uma a). Ca apyre crpame, ta Bpemnoct je 3f(Bz).

Kako ce ommcama KOHTPYKIMja MOKe CIIPOBECTH 3a MPOUW3BOMBHY B € R3 m mpoussosmmy
paBaH kKoja canp:ku Bo, ciaenu ma cy BpeaHocTy f y Taukama IPOM3BOJbHE IIPABE KOja CAOPKU
B> u koje cy Ha pacTojamy ka, k € 7 jemHake, a Kako je U @ IPOU3BOJLHO, CJIEAU Ja CY BPEAHOCTU
f jemmakre y cBMM TaukaMa IPOU3BOJbHE mpaBe Koja canpsku Bs. Ta spemmocr je f(Bs), ma



je f womcramTHa (ymEmmja ma R3. KomauHO, MpUMEHOM HaBEIEHOT CBOjCTBAa HA MPOU3BOJLAH
npasuiaH okraenap, ciaequ 6f(Bg) =0, na je f unentuuru jennaka 0.

IIpecaukaBame KOMIJIEKCHE PaBHU KOj€ CBAKOM KOMIIJIEKCHOM OpOjy 2z TOmesbyje KOMILIEKCaH
6poj 52, a # 0, je oOpTHA XOMOTETHja, Ia C€ OBUM MPECIUKABAHEM IPABUJIAH N-TOYTAO MIPECIIU-
KaBa y mpaBuiaH n-toyrao. Cmemu ga, momyT tadaka a',a’,...,a?"?', u rauxe 1,a,a?,...,a%0%°
uuHe TeMeHa npasuiHor 2021-toyraa. 3a n > 4 je mpaBuiIaH N-TOyrao jeAUMHCTBEHO onpebhen
ca n — 1 TemeHa, ma KakKO HaBeneHa nBa ckyna mMajy 2020 3aje lHUYKMX Tadyaka, cjlequ Oa ce
HOKJIAlla ¥ IpeocTaja Tadka, ogHocHO Baxku a’’?! = 1, ma je a = COS% + isin% 3a HEKO
ke N.

Hexka je € = cos 522 + isin 522- u a = €¥, 3a mero 0 < k < 2020. Ouna je {a,a?,...,a*"*} =
{ek g2k . 2021k C {1 g2, ... 2920} na @ 3am0BO/bABA HABEEHW YCIOB aKO U CAMO AKO je
{ek g2k . g2021kY — 1 g g2 ... 2020} ommocmo ako m camo axo je {k,2k,...,2021k} mormym
cucreM ocTaraka npu gessemy ca 2021, a To je cayuaj ako u camo ako je (k,2021) = 1, na 6pojesa

@ KOjU 3a,J0BOJbaBajy HaBeleHU yciaoB uMa p(2021) = (43 - 47) = p(43) - ¢(47) =42 - 46 = 1932.

Apyeo pewewe. Bpoj paznmuuautux qysKUHA LY:KU Y IPABUIHOM N-TOYTIIY YMjU CY KPAjeBU TEeMEHA
TOT N-TOYTJIa jeAHAK je [%} Kako3zan > 2Baxun—1> [%], TO Mebhy nyskmuma kKoje cy ompebene
rauxkama a' u o'l 3a 1 < i< n—1, mocroje 6ap mBe ucTe my:kuHE. 3aTO 3a Heke 0 < i< j < n
Baxn @'t — af| = |/t — @!|, ma je |a] = 1, omEocHO @ = cos ¢ + isinp 3a mero ¢ € [0,27). Axo
6pojeBuma a',0,a? oarosapajy Tauke A,O, B, pemom, ouma je <BOA = ¢, a xaxko cy A u B
HEKA TeMEeHa MPABUIHOT n-toyria uuju je nenrtap O, <BOA je u nenobpojHM yMHOMKAK yriia

2% pa cnemm a” = 1, Tj. Bakm a = (20522(;“—27; + i sin 3a weko k € N. Ocrarar 3akmydra ce

n
MOMKE IIPpEHETU U3 IIPBOI' pelueHma.

2km
2021



Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIMTEIHA 3ATJATARKA IP;KABHOT TAKMUNYEIHA I3 MATEMATURKE

YerBpTH pa3pen — A kareropuja

Axo je n = 1 omma je Hu3 ca maBemenuMm cpojctBuma (), {1}. Heka je KOHCTpymCam HU3 KOju
3a00BOJbaBa HaBemeHe ocobuue 3a Heko n € N. UmamoBu TOr HM3a Cy W MOACKYIOBU CKYyIIa
{1,...,n,n+ 1} (Tauno oHu kKoju He canp:ke eseMeHT N + 1). AKO ce HEOCPETHO HAKOH CBAKOD
unana X KOjU Ce y HM3Y KOHCTPYWCAHOM 3a 7 HaJa3u Ha MECTy Ca HeMapHUM WHIEKCOM IOIa
unan X U{n+1}, a HemocpenHo npe cBaKor wiana Y KOju ce y HU3Y KOHCTPYHUCAHOM 38 N HAJIA3U
HA MeCTy Ca HapHUM UHAeKCOM noaa unan Y U{n+1}, nobuja ce HM3 cacTaBbeH O CBUX YIaHOBA
P({l, S, n+1}). IlenoBu oBako koHcTpyucasor Husa cy obmuka X, X U{n+1},YU{n+1},Y u
npuroM je (X U{n+1}) AX = {n+1}, (YU{n+1}) AY = {n+1} u (X U{n+1}) A(Y U{n+1}) =
XAY (axraro cy X u Y aBa ysacronHa uiaHa HU3a KOjU 3a0BOJbABA HABEIEHE YCJIOBE 34 N,
ckyn X AY canpsu jenan esement). UnaHoBU HEMOCpemHO Ipe wiaHa X U HEMOCPETHO HAKOH
ynana Y (ako mocToje) Cy 4IaHOBU HM3a KOHCTPYUCAHOT 3a n, Kao u X u Y.

Iaksie, Ha omMCaHW HAYWH Ce, HA OCHOBY HM3a KOjU 3a0BOJbABA HaBeIeHE OCOOMHE 3a M,
nobuja omrosapajyhm uu3 3a n + 1, ma TBpheme ciienu Ha OCHOBY MaTEMATUUYKE WHIYKIAjE.

Tpeba oxpemuru t € R 3a Koje cucteM a+b+c=a’+ b2+ c? = a® +b% + ¢ = 3t uma pemema y
R3. Kako je ab+bct+ca=3-((a+b+c)?—(a?+b*+c*)) mabc= 3 - (a®+ b3+ 3 — (a+b+c)(a®+

b%+c? —ab—bc— ca))7 Taj CUCTEM je eKBUBaJIeHTaH cuctemy a+ b+ c = 3t, ab+bc+ ca = #

)

2 3 2 .
abe =t —t(3t — 253t) = =942t Ha ocnosy Bujerosux npasuia cienu ma cy a,b, ¢ cse Hyle
IOJIMHOMA,

f(z) = 23— 3ta? + 9t22—3t o 9t3—92t2+2t =(z— t)3 + 3t(t2—1) Az —t)— 23 4 342 — ¢,

na Tpeba oxpemutu 3a koje t € R cy mysme monmuoMa f(r) peasHe, OMHOCHO 3a Koje Cy HyJe
nomuaOMa g(2) = 2° + pr + ¢, rHe je p = % uqg=—2t34+3t2 —t=—t(t —1)(2t — 1), peannme
(momro je f(x) =gz —1t)).

Kako je ¢'(z) = 32% + p, creqm ma g(r) wma Tpum peasHe HysTe ako U camo ako je p < 0,

g(z1) > 0m g(x2) <0, e je x1 = —/—% u 22 = —x1 (g(x) pacre Ha (—00,21) U Ha (T2,00), a

omaza Ha (71,72)). Kako je 2?2 = —£, mocyenme je exkBuBasenTHO ca 0 < —£-x1+pri4q = 2]”;31 +q

2 2 : 2 2 _ 4p* 4
0> 824 g=—2E04¢ 1. calg < -2, onnocro ca ¢* < - (=8) = - - p*. Ilake,

] 3(41)3
uyne g(r) cy peamme ako u camo ako je 0 > 4p3 + 27¢% = 27t"(+1) +27t2(t — 1)3(2t — 1) =
1
3

Zt2(t—1)2(9t —9t+2) = ZL-t3(t—1)*(3t—1)(3t—2), omHocHO aro u camo ako jet € [+,2]U{0,1}.
Kako je a+ b+ ¢ = 3t, cienu ma cy moryhe Bpeanocru osor uspa3sa [1,2]U{0,3}.

FKomenmap. Y pememy je m3BemeH yCJIOB IO KOjUM Cy HYyJ€ IMOJMHOMCKE jemHavumHe Tpeher
CTemeHa peajiHe, Tj. Ha Ce TO AemaBa aKo U CaMO aKO 3a WeHy (KyOHy) AMCKPUMUHAHTY BasKU
—4p®—27¢* > 0, a Taj ycioB ce MOke KOPUCTUTH Kao Mo3HaT (He 3aXTeBa ce Heroso uzsobheme).

3a ceako n € N ¢y fn—o u f,—1 Henapuu, f,_1 + fn_2 je mapan, na je mHajsehu meros mHemapan
nmesmial He Behm on % Caemn f, < f’+f’2 3a cBako n > 2, ma je f, < max{a,b} 3a
ceako n € N. Ilakiue, unanosu Hu3a Mopajy ouru u3 ckymna {1,3,5,...,max{a,b}}, na mocroju
Opoj Koju ce y yOUeHOM HU3Y jaBiba OECKOHAUYHO MHOro myrta. Ako je k majsehu Takas Opoj,
ouna mocroju m € N tako ma je f; < k 3a cBako i > m. Axro je n > m + 2 Ttakso na je f, =k,
ouma cy fn—1 < kwu fr_o <k, maxrako je k= f, < # < # =k, y OBOM HU3Y jeqHAKOCTU
MOpa Ba:KUTU JeTHAKOCT, ma je u f,—1 = k. Mebhyruwm, rako je f,_1 = f, =k, cnenu na je f; =k
3a CBAaKO i > n — 1, WTO mOKasyje MpBO HABEIEHO TBP hHeme.

Csu unanosu Hu3za cy memusu ca d = NZD(a,b), na d | k. Axo je k > d, ouna Gap jenan
om a u b HUje mewmuB ca k, Tj. HUCY CBU WJIAHOBU HU3a nebuBuU ca k. YKOJIWUKO je f, diman
ca HajBehuM mumekcoMm koju Huje nemus ca k (TakaB IOCTOjM, MOWITO Cy CBU YIAHOBU IIOYEB
on Hekor jemuaku k), ouma k | fn41 | fn + fot1, 0a ®aKO k1 fy, ciemnm ma k{1 fpi1, mTO je y
cynportroctu ca uzbopom n. Cnenu na je k =d = NZD(a,b).

Hexa je % - <4QBC =t < 10°. Ha ocmoBy YeBune teopeme (y TPUTIOHOMETDPU)CKOM OBJIUKY ),



npuMem-ere Ha AABC u tauky P, caemm sin20° - sin(10° + ¢) - sin(50° — 3t) = sin40° - sin(50° +
3t) - sin(10° — t), omHOCHO

_ sin(10°4¢) o sin(10°—t) _
f(t) = m = 2c0s20” - m = (t)

: o cos(10° —t) sin(50° —3t)—sin(10° —t) cos(50° —3 o sin(40°—2
Kaxo je ¢'(t) = 2cos20° . <107 =) sin( Sith(?,)Ofl_lét) £) cos( ) = 2c0s20° - % () =

s(10°+¢) sin(50° 4-3t) —sin(10°+¢ 50°+3t in(40°+2¢ .
ol sinz(?”)Osl-‘rnét) heesd L= ssilrflz((500+3t))’ cremn pa je f(t) > 0 za t € (0,10°) u

g'(t) <03ate(0,10°), tj. na (0,10°) dyuruuja f(f) pacre, a g(t) onana. Cnenn na jenHaumna
f(t) = g(t) moxke mmary HajBume jenHo pememe Ha (0,10°).

Ca mpyre crpane, t = 5° je pememe. 3au-
cra, f(5°) = g¢(5°) je ekBuBaNeHTHO ca
sin 15°sin 35° = 2 co0s20° sin 5° sin 65°, omgHOCHO

ca % - (cos20° — cos50°) = cos20° - (cos60° —

cos70°) = % - c0s20° — cos20°cos 70°, Tj. ca
cosb0° = 2c0s20°cos70° = 2sin20° cos20° =
sin40°, mTo je TauHo. Ilpx-—22-4A4

Heka je z = <Q AB. Ha ocuoBy YeBune reopeme (y TPUIOHOMETPU]CKOM OOJIUKY ), IPUMEH€-
e Ha AABC u rauky ), nomro je t = 5°, caenu sin z-sin 10°-sin 70° = sin(60° — z) -sin 10° - sin 30°,
OJHOCHO
f1(z) = 2sin70° sin z = sin(60° — z) = g1(2).

ITpurom je z € (0°,60°) u va Tom unrepsaiy fi1(z) pacre, a g1(z) onana, na jennauuna f1(z) =
91(2) Moxke mmaru HajBuine jenHo pememe. Kako je f1(20°) = 2sin70°sin 20° = 2 cos 20° sin 20° =
sin40° = ¢1(20°), caequ ma je jenuno pememe Te jenHaunue z = 20°.

W3 mobujenor caemu <PAB = <QAB = 20°, na cy tauke A, P u () kojquHeapHe.
Eomenmap. Moryhe je n3behn kopumheme mssona npunmkom mokasa na f(t) pacre, a g(t)
omazma Ha (0°,10°). Axro je 0° < x < y < 10°, onma je
sgn(f(y) — f(z)) = sgn(sin(10° + y) sin(50° + 3z) — sin(10° + =) sin(50° + 3y))

= sgn(cos(40° + 3z — y) — cos(60° + 3z + y)
—  ¢cos(40° — z + 3y) + cos(60° + x + 3y))
= —sgn(sin(z + y + 40°) sin(2z — 2y) + sin(2z + 2y + 60°) sin(y — z))
= sgn(2cos(y — z)sin(z + y + 40°) — sin(2z + 2y + 60°))
= sgn(sin(2z + 40°) + sin(2y + 40°) — sin(2z + 2y + 60°)),

na Kako je sin(2z + 40°) + sin(2y + 40°) — sin(2z + 2y + 60°) > 2sin40° — 1 > 2sin30° — 1 =0 3a
x,y € (0°,10°), f(t) je pacryha ma (0°,10°). Anasoruo ce mobuja na 3a 0° < z < y < 10° Baku

sgn(g(z) — g(y)) = sgn(sin(40° — 2x) + sin(40° — 2y) — sin(60° — 2z — 2y)),
na Kako je sin(40° —2x)+sin(40° — 2y) —sin(60° — 2z — 2y) = sin(40° —2x) —2sin(10° — ) cos(50° —x —

2y) > sin(40° —22)—2sin(10°—x) cos(30° —z) = sin(40°—2z) —sin(40° —22) —sin(—20°) = sin 20° > 0,
g(t) je omamajyhia ma (0°,10°).



4A1.

CkP.

IokazaTu ma ce c¢Bu MOACKymnoBu ckymna {1,2,...,n} mory mopebatu y Hmu3, Tako ma 3a cBaka 2
Y3aCTOMHA UJaHa TOT HU3a BAKU IA je jelaH MOACKYI APYTOr U Ja HUXOBA PA3IUKA UM, TAYHO
jenaH eJeMeHT.

Axo je n = 1 onzma je Hu3 ca masenenuMm csojctBuMa (), {1}. Heka je xoHcTpyucaH HM3 KOju
3a0BOJbaBa HaBeneHe ocobume 3a Heko n € N. UmaHoBM TOr HU3a Cy UM MOACKYIOBU CKyIa
{1,...,n,n+ 1} (Tauno onm Koju He camp:ke ereMeHT n + 1). AKO Ce HEMOCPEIHO HAKOH CBAKOT
wrana X KOjU C€ y HU3Y KOHCTPYUCAHOM 3a 1 HAJA3W HA MECTy Ca HEMapHUM WHIEKCOM IOIa
wian X U{n+1}, a HemocpenHo npe cBakor diaHa Y KOju ce y HU3y KOHCTPYUCAHOM 34 7 HAJIa3U
HA MeCTy Ca MapHUM UHAeKCOM noaa unan Y U{n+1}, nobuja ce HM3 cacTaBbeH O CBUX YIaHOBA
P({1,...,n,n+1}). Ienosn oBako koHCTpyucaHor Huza cy obmuka X, X U{n+1},YU{n+1},Y n
nputom je (X U{n+1}) A X = {n+1}, (Y U{n+1}) AY = {n+1} n (X U{n+1}) A(Y U{n+1}) =
XAY (axako cy X u Y nBa y3acTomHa diaHa HU3a KOJU 3a0BOJLABA HABEICHE YCIOBE 34 N,
ckyn X AY canpsxu jenan enement). UnanoBu HemocpenHo npe uiaHa X U HENOCPEAHO HAKOH
wiana Y (ako mocToje) Cy WiIaHOBM HU3a KOHCTPYUCAHOT 3a n, kao u X u Y.

Ilakne, Ha ONMCAHW HAYWH C€, HA OCHOBY HM3a KOjU 3aJ0BOJbABA HABENEHE OCOOWHE 3a 1,
nobuja onrosapajyhu uu3 3a n + 1, ma tBpheme cienu Ha OCHOBY MaTEMATUYKE WHIYKIIUAjE.



