16. CPIICKA MATEMATWNYKA OJIMMIINJA ITA
YUEHMUKA CPEIILMX IIKOJIA

1. u 2. anpusn 2022. romuHe

PEIMIEIHLA 3AIIATARKA

IIpBu man

1. Heka je F momuoxje nopmaie u3 tauke C va AB. Kako je F uwa nysxu X Z, T0 je meHa MOTEHIN]a
y OOHOCY HA M HeraTtuBHA, na ce F mamnaszu mamebhy D u F u Baskn FX - FZ = FFE - FD. Yronuko 6u
nokasanu na je FY - FT = FX - FZ, ouna 6u Baskuno FE-FD = FY - FT, na xkako je F' mameby D u

E, omsocuo n3meby Y u T, memocpenuo cienu tBpheme 3a1aTKa.

Hokaxumo cana na je FY -FT = FX-FZ, ogaocHo 1a je % = % (*) Heka je t TaHTeHTA KDPYIKHULE
k koja je mapanenna ca AB (u pasmuumra on AB) u Heka cede p y tauku (. XoMoTeTujoM, Koja
ciuka k y I, taurke G, X u Y, penoM, ce npeciaukasajy v tauke F,Z u T, na Baxu S5 = ZY ommocuo

FZ — F1T>
% = %/( OpnaBne, ¢ 0o63upom na ouursenuo Baske jemnaxkoctu GX = FY u GY = FX, cnenu jenna-
KOCT (%), YMMe je NOKa3 KOMIJIETHDAH.

2. Karo cy matu OpojeBu MO3UTUBHU U (%)3 = %7 > 3, jacHO je ma Cy MMEHMOI pPa3IoMaKa KOju
ce nojaBmyjy nmo3uruBHu. Crora, mpobJeM je eKBUBAJIEHTAH Ca
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MebyTtum, oBo cnenu cabupamem oBe
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> b3, =5 > 3, uuMe je MOKA3 3aBpIIeEH.
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3. Ilonymasajmo penom 6pojeBe o HajMamer n0 HajBeher, NOK HE KOMILIETUPAMO Pell UV KOJIOHY.
Heka je, me ymamyjyhu ommroct, peu o peny. Taj pen mopa 6uru y3 usuiyy tabene (tabiue), naaue
Behu GpojeBu mehe Guru cmojenu. OBGojuMo cBe mo Tama KOMIIeTUpaHe OpojeBe y miaso. Kcro
yuHUMO O HajBeher ka HajMameM Opojy M TMMe mobujaMo Oa MPBU pel WM KOJIOHA, KOju hemo
KOMIIETUPATU, Ne ynpaBo Outu cymporad pen. O6ojumo oBe OpojeBe y IPBEHO, a CBE N0 Cal
Heobojene Opojese y mupuo. Ouurnenno, mayhu on majumamer mo majseher Opoja, npso he Ourtm
MONYHEHN IIJIaBU, I1a IIPHU, 4 [PBEHU OPOjeBU.

Iorkazahemo ma mma Gapem n — 2 upHux OpojeBa. Hera je omoTau HEKOr CKyIla MOJba CKYIl CBUX
moJba, M3BAH TOT CKYyIa, KOJU CYy CYCeOu HEKOM IOJbY YHyTap ckyna. OuurienHo OMOTAYU CKYIOBA
opojesa 1,2,....k xao u k,k + 1,...,n%, 3a cBako k, MOry UMaTHu HajBuIle n OpojeBa, mHade he
nocrojatu map 6pojeBa ca paznauroMm Behom ox n. IIpumerumo na majsehu mnaBu u HAjMAHU IPBEHU
6poj mopajy Ouru y homkoBuma. Axro cy y cycemumMm homkoBuma, oHma Beh y crapTy mocroje
n — 2 upuaa 6poja uameby oBa mBa homrka. MHaue, mocmarpajMo oMOTAY IpE MOCTABIbAKA MOCIIEIHEr
miaaBor 6poja. ¥ cBakoj kosoHu Tpeba ma Oyme GapeMm jeman Opoj M3 CKyIIa OMOTAYa W aKO je Pa3jInKa
y Opojy mnaBux OpojeBa y cycemuuMm Kojaomama Beha ox 1, 6buhe y jemHoj om TUX KOJOHA BUIIE O
jemmor 6poja y omoTauy, mTo je Hemoryhe. Cienu ma je mpe mocTaB/baima MOCHIEImer IIaBor 0poja,
Opoj mimaBux OpojeBa mHajBume 1+24...4+n—1= w,
@ + 1. Cauyo ce nobuja na je u 6poj UpBeHUX OPOjeBa HajBUIIE @ + 1, omakie 3armydyjemMo
na je 6poj nprux 6apem n? —n(n —1) —2 =n — 2. Tume je nperxomao TBpheme mMOKa3aHO.

Cama morisenajMo oMOTau OJ IJIAaBUX OpojeBa. Y CBAKO] KOJOHU Ce Haja3u jenaH Opoj omMoTaua,
Te oMOoTad mMa yKynHo n 6pojeBa. C o63mpom na mma n GpojeBa cycemHux ca OpojeBMMa OMOTAYA
y WCTOj KOJIOHW, CJEAM Oa OMOTad MOpa PeIOM Ja Ce IyHM TaKOo Oa pal3jinKa ca OpojeM y UCTO]
KoJIOHU Oyne n, najyhu mam n nobpux maposa. Cauyno nobmjamo n nobpux maposa udMmely IpBEHUX
OpojeBa M BHUXOBOI OMOTava. Kako npumx O6pojeBa mma bapeMm n — 2, ciaenu ma he Outw HajBume 2
ciyuaja npekianama usMeDy oBa nBa ckyna n mobpux nmaposa, na he Guru Gapem 2n — 2 = 2(n — 1)
noopux maposa. HapaBuo, jeqHAKOCT ce MOke mobutu ako ce tabesa pemoM monymasa mo MehycobHo
nmapaJjieTHUM 7jaroHajiaMa.

Te je yKymaH Opoj miaBux OpojeBa HajBuile
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4. IlpBo pememe: Hera ca Ay osnaummMo Gpojese koje 6poju f(d) u3 rekcra 3amarka u B ckyn
y3ajaMHO NpoCTUX ca n, Mawux on n. Illocmarpajmo ckymose Cy = Az - d, n NOKa:RMMO Ja C€ CBakKW
6poj on 1 mo n mojaBmyje 6ap 2 nyra y ckynosuma Cy miu B, u3 yera pemien.e HemoCpPeaHo CJIeIn.
Heka je a € {1,2,--- ,n} u d = NZD(a,n). Canma, MoskeMo na BuauMo na oumto Baxku a € Cg, jep
NZD(§,%) = 1. Tarobe, axko mpoct 6poj p|d, ouma NZD(§, 7) = p, ma a € Crne. Hajsan, axo d = 1,

ouna mo medpuuunuju a € B. Crora, ako je d =1, onna a EpC'lp ua € B, aako d> 1 u npoct p|d, onga
a€CyuacCq, naje 3aucra cBaku 6poj y Gapem 2 o1 HABENEHUX CKYIOBA U TPAKEHA j€THAKOCT je
IOKa3aHa. !

Ila Ou Baskusia je IHAKOCT, MOPAa Aa Ce CBaKW OPOj mojaBibyje TAYHO OBa MyTa. BUAMMO ma ako mOCTOoje
IBa mpocTa Gpoja p, ¢ TAKO 1a p, ¢|n, onga ce n nojasimyjey Cp, C% u C%, ma ce jeJHAKOCT He JOCTILKE.
Crora, jemHakoCT MOKe & Cce HOCTUTHE camo 3a p%. 3aucrta, 3a cBaku Opoj obaumka p* ce MOCTIKE,
jep f(1) =1, f(p) =pm f(p*) =p* —p* 2, 3a a>1, ma

S A +e@®) =1+p+ @ =)+ @ —p)++ 0" —p" %)+ (p*) =
d|p=

— pa +p(x—1 +pa _pa—l _ 2pa = .

Ipyro pememe: Hahiu iemo dpopmyany 3a f(n) npexo spemnoctu p(n). IIpumerunmo na je 3a dpuxcupan
6poj d|n, 6poj 6pojesa x € {1,2,---,n}, Tako ma NZD(x,n) = d, jemmax ¢(%). Ao mocmaTpamo
6pojese d,2d,--- ,%d, Tpeba ma Baxu (kd, 5d) = d(k,5) = d, 1j. ma je (k,%) = 1, ma je Taj 6poj
saucra @(%). W3 osora, cama, ciemu na je

> p(d) =n

d|n

(0BO je TeHepaJsiHO MO3HATO), Kao U

p|n,p prost

Caza HaM je nuib Ia IOKayKeMO KOJIMKO ce IMyTa Heku cabupak ¢(d) nojasibyje (aKO ce cBaKU HOjaBibyje
2 myTa, ToToBU cMO jep uM je cyma n). Oumro ce cBaku mojasmyje 6ap jeamom, jep je f(d) = p(d)+---.
Cana, axo mocmaTpamo d|n, ako Baxu ma p|5, omma ce cabupak ¢(d) mojasmyje y cymu f(dp), jep
dp|n. Ako ypauyHaMo na mMMaMo jomI jemaH (n), TO 3HaUM Ia ce CBaku cabupak mojaBiyje 6ap 2
nyTa, na je tBpheme moraszano. Ilokas ciydaja jeIHAKOCTHU je NCTU KAO Y IPBOM Iey.

5. ITlocmarpahemo urpy yHasamn, rie y jemHoM more3y ysuMamo nBa 6poja x + 1 u x — 1, xoja
3

MemaMo ca 2 mHcTaHne Opoja z. Ouwro je ma je NokasuBame Ja ce OBa Urpa 3aBpIiaBa 3a ‘g

moTe3a EeKBUBAJIEHTHA Ca JIOKA3MBAEM A Ce MMOYeTHA Urpa 3aBpliaBa 3a %3 moresa. llomeauhemo
cBe moueTHe OpojeBe Ha TabaM HA KOMIIOHEHTE, TAKO na Cy ABa Opoja a m b y MCTO] KOMIIOHEHTH,
aKO MOCTOJU HU3 4 = C1,Cg,...,C, = b modeTHuX OpojeBa Ha Tabiau, TAKO ma Baku |¢; — ciy1| < 2
(y CyIITUHZM KOMIIOHEHTE Cy HOAHU30BU KOju ce mobujy oI HU3a COPTUpPAHUX OpojeBa, Iae Taj HU3
” moMuMoO” kKam rox je pasnuka upeko 2). OBo 3HaYM #a Y CBAKOj KOMIIOHEHTH, aKO Cy Ha IIOYETKY
6pojeBu a1 < ag < a3 < ... < ap, BaAKA ap < Qg1 < ag + 2. Ouuraenso OpojeBr M3 PA3IUUUTUAX



koMIHeTHU Hukal Hehie mohm na mHTeparyjy, ma je DOBOJHO ITOKA3aTW Oa je Y jeIHOj KOMIOHEHTU

) 3
HajBUIIIE % noTesa, m3 vera he TBpmma 3amaTka ciaemutw, 36or (z +y)® > z3 + y3. Kommomente ce
MOTY pa3[BajaTyd HA BUIIE KOMIOHEHATA.

Hexa cy HaM modeTrHe BPeTHOCTH y jeOHOj KOMIIOHEHTU a) < a2 < a3 < -+ < ai. Ilocmarpajmo

BPEOHOCT CyMe KBaOpaTa yHYTap jeJHe KOMIOHEHTe. Y jeTHOM IOTe3y OBa BPETHOCT C€ CMamyje 3a

(x+1)2 + (r — 1)2 — 222 = 2. Tlpumernmo ma ce cyma GpojeBa y jeqHOj KOMIOHEHTH He Mema. Crora,

Ha OCHOBY HejeTHAKOCTH m3MeDy KBaapaTHe M apUTMETWYKe CpeAuHe, BaKU [a jé CyMa KBaIpaTra Ha
1

kpajy Gapem =(aj +ag + -+ +ax)?. Crora, 6poj moresa S Ham je HajBume GEO

L > (ai—ay)*

2n
1<i<jg<n

Axo je k; = a;41 — a;, u3 yumenune na je 0 < k; < 2, BuanMo na je

1 1 =
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n
1<i<jsn 1<i<jgn t=t

Jj—1 n—1

X (2= 21712«7»—@‘)-(2@')2):73<nzi2_zi3> _

1<i<j<n t=i i=1 i=1
2 ((n—1)n?2n—-1) n?(n-1)>2 (2n—1 n—1>
= — — = — 1 — ==
n ( 6 4 (n=1n |3 2
_(n—=1)(n+1)n - ni?’
B 6 6’

YyMe je IOKa3 3aBPIIEH.

6. Opnpemuhemo cBe BpemHOCTH (¢ 3a KOje ce HUjemaH oI OpojeBa p,2p,...,2¢p He TOjaBibyje y
Hu3y ([na))nen.3a mouerak, Mopa Outn a > 2. 3aucra, HocToju § < pg TAkBO ma pls u ¢|s + 1, a Hus
([na])nen 61 MoOpao na npeckoun u s u s+ 1, mwro je wemoryhe 3a a < 2. Pasznukosaliemo nsa ciayuaja:

(1°) [Ep] =2m+1 je menapuo. Ouurnemso je tama m > pT Crora, mopa outu (2m + 1)a > 2p, Tj.
-1
m—+ 1)a>2p+ 1. Hera je ¢ TagkBo ma je 1 — 1 < a2 < 7, ODHOCHO
(2 Daz2p+1. H j j 1<
!

(im+Da<ip+1 wun (im—m+Dazip—p+1.

2p+1 p—1 .

> ——, na je ma 2 p— 1, mTo y 30upy ca gpyrom
2m+1 m
Hejeqnakomny naje (im+1)a >ip, onakne cremu [(im+1)a] = ip. Ilo npernocTasuu Mopa 6uTu i > 2q,

oJaKJIe CJenn

Mebyrtnm, rako je a < 3, TO je o =

2g—1 1
(2¢ —1)p+ ca<l
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2
(2°) [Ep] = 2m je mapuo. Ilo mpernocrasuu je ma > p+ 1. Kao u y cayuajy (1°), bupamo menapso i

-2
Tako Ja je 1 — 2 < —2p—?2m— Do <1i. Tana je
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2
Y 0b6a cayuaja, ako je a = [—p]7 he BaxuTu (3a ¢ € {1,2}, y 3aBucHoCcTH 01 mapHOCTH GpOja a)
«
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Axo mpurom y ®Hm3y [a],[2¢],... HeMa HU OpojeBa Mamux O 2pg, HEeBUBUX ca ¢, oHma 3a b = [—] he
BAKUTHU a
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MebyTtum, ako je, 6e3 ymamema OMIITOCTH, 4 < —, Tamza je
p q
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ITO Ce CBOMM HA — > — > — [—] > —, mTo je Hemoryhe.
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