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0 Uvod

U ovom radu �emo prouqiti osobine generatornih funkcija predstavǉenih
kao realni stepeni redovi. Najpre �emo se baviti iskǉuqivo alge-
barskim osobinama ispituju�i takozvane formalne stepene redove, a
zatim �emo ukǉuqiti i pitaǌe konvergencije i na taj naqin pre�i na
analitiqke osobine. Pri kraju svakog dela rada dajemo par primera
primene opisane tehnike. Tu se posebno istiqe rexavaǌe raznih rekurent-
nih jednaqina, metod zmijskog uǉa kojim se mogu izraqunati mnoge kom-
binatorne sume koje bi se vrlo texko izraqunale na bilo koji drugi
naqin, kao i takozvane momentne generatorne funkcije pomo�u kojih
dokazujemo centralnu graniqnu teoremu. Na samom kraju navodimo jox
par primena iz raznih matematiqkih oblasti. Treba naglasiti da qiǌenica
da se bavimo iskǉuqivo realnim stepenim redovima znatno smaǌuje
opseg primene. Mnoge analitiqke osobine koje se daǉe mogu koristiti
za asimptotsku procenu veliqine qlanova niza, zahtevaju rad sa kom-
pleksnim stepenim redovima, te tako i kompleksnu analizu koja pre-
vazilazi gradivo sredǌe xkole.

Tako�e, �eleo bih da se zahvalim svom mentoru Luki Mili�evi�u
pre svega na pribli�avaǌu raznih slo�enih matematiqkih ideja kroz
qetiri godine mentorske nastave, ali i na korisnim savetima pri pisaǌu
ovog rada.
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1 Formalna teorija

U ovom poglavǉu �emo se baviti iskǉuqivo algebarskim osobinama
stepenih redova. Nizu a0, a1, ... pridru�ujemo formalni stepeni red∑∞

n=0 anx
n gde promenǉiva x predstavǉa samo ”nosaq” niza i ne smemo

je meǌati konkretnim brojevnim vrednostima jer ne znamo za koje vred-
nosti red konvergira. Upravo zbog problema konvergencije se i bavimo
formalnim stepenim redovima. Qak i ako nikad ne konvergiraju (rec-
imo an = n!) generatorne funkcije zadate kao formalni stepeni redovi
mogu biti korisne. Ispostavǉa se da se i lako mo�e pre�i sa formal-
nih stepenih redova na pitaǌe konvergencije i ǌihove analitiqke os-
obine. Tako�e, treba naglasiti da formalni stepeni redovi suxtinski
predstavǉaju uopxteǌe polinoma, kao i da se na isti naqin ponaxaju
pri sabiraǌu i mno�eǌu. Va�no je napomenuti da �e se daǉe u radu
podrazumevati da je req o formalnim stepenim redovima sa realnim
koeficijentima sem ako nije drugaqije naznaqeno.

1.1 Osnovne operacije, prstenasta struktura
i inverzi

Kao xto je ve� spomenuto formalni stepeni redovi predstavǉaju uop-
xteǌe polinoma, te je oqekivano da imaju prstenastu strukturu. U ovom
podpoglavǉu �emo detaǉno definisati sve osobine i operacije nad for-
malnim stepenim redovima, kao i pokazati da ispoǉavaju prstenastu
strukturu.
Da bismo uopxte poqeli da se bavimo formalnim stepenim redovima,
potrebno je definisati kad su dva formalna stepena reda jednaka.

Definicija 1. Neka su data dva formalna stepena reda A =
∑∞

n=0 anx
n i

B =
∑∞

n=0 bnx
n. Oni su jednaki, tj. va�i A = B, ako i samo ako za svako

n ∈ N0 va�i an = bn.

Zatim, definiximo osnovne operacije - sabiraǌe i mno�eǌe.
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4 1. Formalna teorija

Definicija 2. Neka su data dva formalna stepena reda A =
∑∞

n=0 anx
n

i B =
∑∞

n=0 bnx
n. Definiximo ǌihov zbir A + B =

∑∞
n=0(an + bn)xn, tj.

formalni stepeni red koji ”nosi” niz an + bn.

Mno�eǌe definixemo kao Koxijev proizvod.

Definicija 3. Neka su data dva formalna stepena reda A =
∑∞

n=0 anx
n

i B =
∑∞

n=0 bnx
n. Definiximo ǌihov proizvod AB =

∑∞
n=0 cnx

n gde je cn =∑n
k=0 akbn−k.

Oqito je da je A =
∑∞

n=0 0xn aditivni identitet, kao i da je B =
1 +

∑∞
n=1 0xn multiplikativni identitet1. Lako se proveravaju i os-

tale osobine i dobijamo da formalne stepeni redovi grade komuta-
tivni prsten sa multiplikativnim identitetom i operacijama mno�eǌa
i sabiraǌa. Kako je dokaz qisto tehniqke prirode, ne�emo ga ovde
navoditi.

Teorema 1. Neka je F skup svih formalnih stepenih redova. Struktura
(F,+, ·) je komutativni prsten sa multiplikativnim identitetom.

Tako�e, lako dokazujemo da je prsten formalnih stepenih redova za-
pravo i integralni domen.

Teorema 2. Prsten formalnih stepenih redova je integralni domen.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada bi postojala dva formalna ste-
pena reda A 6= 0 i B 6= 0 takva da AB = 0. Kako je A 6= 0 i B 6= 0 postoje
indeksi i, j ∈ N0 takva da ai 6= 0 i bj 6= 0. Izaberimo najmaǌe takve i, j.
Tada bi oqigledno koeficijent u ǌihovom proizvodu uz i+j bio aibj 6= 0,
te ǌihov proizvod ne bi bio jednak 0.

Oduzimaǌe definixemo na uobiqajen naqin kao A − B := A + (−B)
gde je −B =

∑∞
n=0−bnxn aditivni inverz formalnog stepenog reda B.

Tako�e, kako postoji multiplikativni identitet, postavǉa se pitaǌe
koji formalni stepeni redovi imaju multiplikativni inverz. Odgovor
nam daje slede�a lema.

Teorema 3. Neka je dat formalni stepeni red A =
∑∞

n=0 anx
n. On ima

multiplikativni inverz 1
A
, tj. postoji formalni stepeni red 1

A
takav

da A 1
A

= 1, ako i samo ako je a0 6= 0.
1U daǉem delu rada koristimo jednostavniju oznaku i pixemo 0 umesto A, kao i 1

umesto B.
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Dokaz. Radi lakxe notacije obele�i�emo inverz sa B. Ako on postoji,
onda bi va�ilo AB = 1, te bi iz definicije mno�eǌa formalnih ste-
penih redova sledilo a0b0 = 1, odakle vidimo a0 6= 0.
Pretpostavimo a0 6= 0. Lako se dobija da formalni stepeni red koji
”nosi” niz zadat sa

b0 =
1

a0

bn = − 1

a0

n∑
k=1

akbn−k ∀n ≥ 1

zadovoǉava AB = 1.

Postavǉa se pitaǌe da li je multiplikativni inverz jedinstven uko-
liko postoji, ali iz osnovnih osobina komutativnog prstena sledi da
jeste. Treba navesti da �emo u daǉem delu rada osim oznake 1

A
koris-

titi i oznaku A−1.

Sada �emo definisati i racionalne stepene formalnih stepenih re-
dova. Ispostavǉa se oni ponaxaju sliqno kao i racionalni stepeni
realnih brojeva, tj. za svako n ∈ N i formalni stepeni red A takav da
je slobodan qlan razliqit od 0, postoje najvixe dva realna formalna
stepena reda B takva da Bn = A. Ukoliko postoje dva, onda se oni raz-
likuju samo po znaku.
Radi lakxe notacije definiximo S(A) = a0 gde je A formalni stepeni
red, a a0 ǌegov slobodni qlan.

Teorema 4. Neka je A proizvoǉan formalni stepeni red takav da S(A) 6= 0
i neka je n proizvoǉan prirodan broj. Razlikujemo 3 sluqaja

• 2 - n - Tada postoji jedinstven formalni stepeni red B takav da
Bn = A.

• 2 | n i S(A) < 0 - Tada ne postoji formalni stepeni red B takav da
Bn = A.

• 2 | n i S(A) > 0 - Tada postoje taqno dva formalna stepena reda B1 i
B2 takva da Bn

1 = A i Bn
2 = A i va�i B1 +B2 = 0.

Dokaz. Bez umaǌeǌa opxtosti neka je |S(A)| = 1. Ukoliko postoji B
takvo da Bn = A, onda oqito va�i |S(B)| = 1.
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Najpre, primetimo da za 2 | n i S(A) = −1 oqito ne postoji nijedan odgo-
varaju�i formalni stepeni red B.

Tako�e, mo�emo primetiti da va�i slede�e tvr�eǌe. S obzirom da
je dokaz lak ovde �emo ga izostaviti.

Lema. Data su dva formalna stepena reda A i B takva da |S(A)| = 1,
S(B) = ±1 i Bn = A za neki prirodan broj n. Tada postoje funkcije vixe
promenǉivih fn,2, fn,3... takve da va�i slede�e

±nb1 = a1

±nb2 + fn,2(b1) = a2

±nb3 + fn,3(b1, b2) = a3

...

±nbk + fn,k(b1, b2..., bk−1) = ak

...

Jasno je da odre�ivaǌem b0 odre�ujemo i ostale koeficijente. Uko-
liko je 2 - n oqito postoji samo jedna opcija. Sa druge strane, za 2 | n i
S(A) = 1 postoje dve mogu�nosti, te dva rexeǌa B1 i B2. Oqito je da je
i −B1 rexeǌe, te va�i B1 +B2 = 0.

Sada se postavǉa pitaǌe koji formalni stepeni red je jednak A
1
n u

sluqaju kada postoje dva formalna stepena reda B1 i B2 takva da Bn
1 = A

i Bn
2 = A. Nadaǉe �emo u tim sluqajevima sa A

1
n oznaqavati formalni

stepeni red sa pozitivnim slobodnim qlanom. Tako�e, definixemo i
A

p
q := (A

1
q )p gde va�i p ∈ Z i q ∈ N . Slede�a teorema nam govori da su

racionalni stepenovi dobro definisani na taj naqin, kao i da imaju
oqekivana svojstva.

Teorema 5. Neka su A i B formalni stepeni redovi takvi da S(A)S(B) > 0.
Dati su celi brojevi a,m ∈ Z i prirodni brojevi b, n ∈ N takvi da va�i
a
b

= m
n
, kao i racionalni brojevi q1 = k

l
, q2 ∈ Q, k ∈ N, l ∈ Z. Va�i

1. (Aa)m = (Am)a.

2. (AB)a = AaBa.

3. Am = Bm ∧m 6= 0 ∧ S(A)S(B) > 0 =⇒ A = B.

4. A
a
b = A

m
n .
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5. (Aq1)n = Anq1.

6. (Aq1)
1
n = A

q1
n .

7. (Aq1)q2 = (Aq2)q1.

8. Aq1 × Aq2 = Aq1+q2.

Dokaz. 1. Oqito.

2. Va�i jer je skup formalnih stepenih redova komutativni prsten.

3. Lako sledi iz prethodne teoreme.

4. Iz definicije i gorenavedenih osobina stepenovaǌa se lako dobija
slede�e

(A
a
b )bn = ((A

1
b )a)bn = (((A

1
b )a)b)n = (((A

1
b )b)a)n = (Aa)n = Aan

kao i

(A
m
n )bn = (((A

1
n )m)bn = (((A

1
n )m)n)b = (((A

1
n )n)m)b = (Am)b = Amb.

Kako va�i an = mb, iz prethodnog sledi A
a
b = A

m
n .

5. Sliqno kao prethodno.

6. Sliqno kao prethodno.

7. Sliqno kao prethodno.

8. Sliqno kao prethodno.

Osim sabiraǌa i mno�eǌa, kao i na osnovu ǌih definisanog oduz-
imaǌa i deǉeǌa, definisa�emo i kompoziciju formalnih stepenih re-
dova na oqekivan naqin. Da bismo to uqinili najpre je potrebno da
razmotrimo sluqaj beskonaqne sume formalnih stepenih redova. Kako u
prstenu formalnih stepenih redova nema konvergencije treba da pazimo
da ne dolazi do beskonaqnih suma prilikom raqunaǌa nekog koefici-
jenta. Tako�e, oqigledno se ni rezultuju�i stepeni red ne razlikuje
ukoliko meǌamo redosled kojim sabiramo. Sada lako dobijamo slede�e.

Teorema 6. Neka su A i B dva formalna stepena reda. Tada postoji A ◦B
ako i samo ako je A polinom ili b0 = 0.
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Primenom gorǌe teoreme i oqigledne jednakosti 1
1−x =

∑∞
k=0 x

k dobi-
jamo slede�e.

Teorema 7. Neka je A = 1 − B formalni stepeni red takav da S(A) = 1.
Va�i

1

A
=
∞∑
k=0

Bk.

Treba naglasiti specijalan sluqaj gorǌe teoreme koji se qesto ko-
risti - koeficijent uz xk u formalnom stepenom redu 1

1−tx je tk.

1.2 Algebarski izvodi i drugi operatori

Izvode formalnih stepenih redova definixemo na oqekivan naqin.

Definicija 4. Neka je A =
∑∞

k=0 akx
k. Definixemo algebarski izvod

D(A) =
∞∑
k=0

(k + 1)ak+1x
k.

Lako se dokazuju sve oqekivane osobine analitiqkog izvoda.

Teorema 8. Neka su A i B dva formalna stepena reda. Va�i

1. D(A+B) = D(A) +D(B).

2. D(AB) = D(A)B + AD(B).

3. D( 1
A

) = −D(A)
A2 ukoliko 1

A
postoji.

4. D(A
B

) = D(A)B−AD(B)
B2 ukoliko 1

B
postoji.

5. D(A ◦B) = (D(A) ◦B)D(B) ukoliko je A ◦B definisano.

Izvod vixeg reda definixemo na oqekivan naqin. Definiximo S(A) =
a0. Lako se prime�uje da va�i Maklorenov razvoj.

Teorema 9. Neka je A formalni stepeni red. Va�i

A =
∞∑
k=0

D(k)(S(A))

k!
xk.
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Sada lako definixemo logaritme za formalne stepene redove A takve
da S(A) = 1. Za ostale se ne mo�e definisati jer odgovaraju�e beskonaqne
sume ne postoje.

Definicija 5. Neka je A = 1+B formalni stepeni red takav da S(A) = 1,
tj. S(B) = 0. Definiximo

L(A) =
∞∑
k=1

(−1)k+1

k
Bk.

Doka�imo oqekivane osobine.

Teorema 10. Neka su A i B dva formalna stepena reda takva da S(A) = 1
i S(B) = 1. Va�i

1. D(L(A)) = D(A)
A

.

2. L(AB) = L(A) + L(B).

3. L( 1
A

) = −L(A).

4. L(Ar) = rL(A) za svako racionalno r.

5. L(A) = 0 ⇐⇒ A = 1.

6. L(A) = L(B) ⇐⇒ A = B.

Dokaz. 1. Neka je A = 1 + C za neko C takvo da S(C) = 0. Na os-
novu definisanost beskonaqnih suma, kao i dokazane osobine da
izvod prolazi kroz sumu, sledi da izvod prolazi kroz definisane
beskonaqne sume, te koriste�i formulu za inverz dobijamo

D(L(A)) = D(
∞∑
k=1

(−1)k+1

k
Ck)

=
∞∑
k=1

D(
(−1)k+1

k
Ck)

=
∞∑
k=1

(−1)k+1Ck−1D(C)

= D(C)
∞∑
k=0

(−C)k

=
D(A)

A
.
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2. Va�i

D(L(AB)) =
D(AB)

AB

=
D(A)B + AD(B)

AB

=
D(A)

A
+
D(B)

B
= D(L(A) + L(B))

odakle oqito sledi L(AB) = L(A) + L(B).

3. Oqito iz gore dokazanog.

4. Za celo r oqito va�i zbog gore dokazanih jednakosti. Ako je r = p
q
,

oqito
pL(A) = L(Ap) = L((Ar)q) = qL(Ar)

odakle sledi tra�eno.

5. Oqito iz osobina logaritma.

6. Oqito iz osobina logaritma.

Sada mo�emo dokazati binomnu teoremu kojom lako pronalazimo ko-
rene formalnih stepenih redova. Me�utim, pre nego xto je doka�emo,
uopxtimo binomni koeficijent.

Definicija 6. Za proizvoǉan realan broj r i nenegativan ceo broj k,
definixemo binomni koeficijent na slede�i naqin(

r

k

)
=
r(r − 1)...(r − (k − 1))

k!
.

Teorema 11. Neka je r racionalan broj i neka je A formalni stepeni red
takav da S(A) = 0. Tada va�i

(1 + A)r =
∞∑
k=0

(
r

k

)
Ak.
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Dokaz. Oznaqimo desnu stranu sa B. Dovoǉno je dokazati L((1 + A)r) =

L(B) odnosno D(L((1 + A)r)) = D(L(B)), tj. D(rL(1 + A)) = D(B)
B

⇐⇒
rBD(A) = (1 + A)D(B), xto lako dobijamo

(1 + A)D(B) = (1 + A)
∞∑
k=1

k

(
r

k

)
Ak−1D(A)

= D(A)(
∞∑
k=1

k

(
r

k

)
Ak +

∞∑
k=1

k

(
r

k

)
Ak−1)

= D(A)(r +
∞∑
k=1

k

(
r

k

)
Ak +

∞∑
k=2

k

(
r

k

)
Ak−1)

= D(A)(r +
∞∑
k=2

Ak−1(k

(
r

k

)
+ (k − 1)

(
r

k − 1

)
)

= D(A)(r +
∞∑
k=2

Ak−1r(

(
r − 1

k − 1

)
+

(
r − 1

k − 2

)
)

= D(A)(r +
∞∑
k=2

Ak−1r

(
r

k − 1

)
= rD(A)(1 +

∞∑
k=1

(
r

k

)
Ak)

= rBD(A).

Preostaje definisati eksponencijalnu funkciju, xto qinimo na slede�i
naqin.

Definicija 7. Neka je A formalni stepeni red takav da S(A) = 0. Defin-
iximo

E(A) =
∞∑
k=0

Ak

k!
.

Doka�imo oqekivane osobine.

Teorema 12. Neka su A, B i C formalni stepeni redovi takvi da S(A) = 0,
S(B) = 0 i S(C) = 1. Va�i

1. D(E(A)) = D(A)E(A).

2. E(A) = E(B) ⇐⇒ A = B.
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3. L(E(A)) = A.

4. E(L(C)) = C.

5. E(rL(C)) = Cr za svako racionalno r.

6. E(A+B) = E(A)E(B).

Dokaz. 1. Lako iz definicija.

2. Va�i D(E(A)) = D(E(B)), te D(A)E(A) = D(B)E(B), tj. D(A) = D(B)
s obzirom da je E(A), E(B) 6= 0. Odatle direktno sledi A = B jer
S(A) = S(B).

3. Va�i D(L(E(A))) = D(E(A))
E(A)

= D(A)E(A)
E(A)

= D(A) odakle sledi L(E(A)) =

A s obzirom da je S(L(E(A)) = S(A) = 0.

4. Neka je E(L(C)) = C ′ za neki formalni stepeni red C ′ takav da
S(C ′) = 1. Iz gore dokazanog sledi L(C ′) = L(E(L(C))) = L(C), kao i
C = C ′.

5. Koriste�i gore dokazane osobine logaritama, dobijamo L(E(rL(C))) =
rL(C) = L(Cr) odakle sledi E(rL(C)) = Cr.

6. Iz gore dokazanih jednakosti sledi

E(A)E(B) = E(L(E(A)E(B))) = E(L(E(A)) + L(E(B))) = E(A+B).

1.3 Raqun obiqnih formalnih stepenih redova

Postavǉa se pitaǌe kako se obiqni formalni stepeni redovi ponaxaju
kad predstavǉaju generatorne funkcije nizova. Kako se meǌaju odgo-
varaju�i formalni stepeni redovi prilikom transformacija nizova,
recimo pomeraǌa indeksa, mno�eǌa koeficijenata sa polinomom i sliqnog?

Najpre, radi lakxe notacije definiximo slede�i simbol.

Definicija 8. Simbol f osr←→ (an)n≥0 oznaqava da je f generatorna funkcija
niza zadata obiqnim stepenim redom, tj. f =

∑∞
k=0 akx

k.

Prvo �emo odgovoriti na pitaǌe pomeraǌa indeksa. Odgovor je triv-
ijalan.
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Teorema 13. Neka je dat niz realnih brojeva takav da f
osr←→ an i neki

prirodan broj t. Tada va�i f−
∑t−1
k=0 akx

k−1

xt
osr←→ (an+t)n≥0.

Da bismo razumeli kako se meǌa generatorna funkcija nekog niza kad
se svaki ǌegov qlan pomno�i nekim polinomom, dovoǉno je da razumemo
kako se meǌa generatorna funkcija niza kad se svaki ǌegov qlan pomno�i
odgovoraju�im indeksom. Zaista, ponovnim ponavǉaǌem tog postupka
lako bismo dobili kako se meǌa generatorna funkcija kad svaki qlan
niza mno�imo nekim stepenom odgovaju�eg indeksa. Daǉe, to lako uop-
xtavamo na proizvoǉan polinom koriste�i qiǌenicu da je generatorna
funkcija zbira dva niza jednaka zbiru ǌihovim generatornih funkcija.

Teorema 14. Neka je dat niz realnih brojeva takav da f osr←→ (an)n≥0. Tada
va�i

xD(f)
osr←→ (nan)n≥0.

Dokaz. Va�i

xD(f) = xD(
∞∑
k=0

akx
k)

= x
∞∑
k=0

D(akx
k)

= x
∞∑
k=0

kakx
k−1

=
∞∑
k=0

kakx
k

odakle oqito sledi tra�eno.

Teorema 15. Neka je dat niz realnih brojeva takav da f
osr←→ (an)n≥0 i

polinom sa realnim koeficijentima P (x). Tada va�i

P (xD)(f)
osr←→ (P (n)an)n≥0.

Dokaz. Lako iz gorǌe teoreme.

Tako�e, mo�emo posmatrati dve generatorne funkcije f i g i zapi-
tati se kog niza je fg generatorna funkcija. Lako se dobija slede�e.
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Teorema 16. Neka su data dva niza realnih brojeva takva da f osr←→ (an)n≥0
i g osr←→ (bn)n≥0. Tada va�i

fg
osr←→ (

n∑
k=0

akbn−k)n≥0.

Posebno se znaqajnim ispostavǉa mno�eǌe sa 1
1−x jer na taj naqin

dobijamo generatornu funkciju parcijalnih suma.

Teorema 17. Neka je dat niz realnih brojeva takav da f osr←→ (an)n≥0. Tada
va�i

f

1− x
osr←→ (

n∑
k=0

ak)n≥0.

1.4 Primene

U ovom potpoglavǉu izlo�i�emo par primena funkcija generatrise za-
datih kroz obiqne stepene redove.

1.4.1 Rekurentne jednaqine
Ispostavǉa se da generatorne funkcije lako rexavaju veliku klasu
rekurentnih jednaqina.

Primer 1. Rexiti slede�u rekurentnu jednaqinu

an+1 = 2an + n, n ≥ 0

gde je a0 = 1.

Dokaz. Tra�imo obiqnu generatornu funkciju datog niza A(x) =
∑∞

n=0 anx
n.

Iz rekurentne jednaqine oqito sledi

∞∑
n=0

an+1x
n =

∞∑
n=0

(2an + n)xn

=
∞∑
n=0

2anx
n +

∞∑
n=0

nxn

= 2
∞∑
n=0

anx
n +

∞∑
n=0

nxn.
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Koriste�i osobine obiqnih formalnih stepenih redova, dobijamo

A(x)− a0
x

= 2A(x) + xD(
1

1− x
)

A(x)− 1

x
= 2A(x) +

x

(1− x)2

A(x)− 1 = 2xA(x) +
x2

(1− x)2

A(x)(1− 2x) =
x2 + (1− x)2

(1− x)2

A(x) =
2x2 − 2x+ 1

(1− x)2(1− 2x)
.

Dobijenu racionalnu funkciju lako zapisujemo kao zbir parcijalnih
razlomaka

A(x) =
2

1− 2x
− 1

(1− x)2
.

Znamo da za proizvoǉnu generatrisu F , generatrisa F
1−x ”nosi” niz par-

cijalnih suma2, te sledi da an = 2 · 2n − (n+ 1) = 2n+1 − n− 1.

Primer 2. Prona�i opxti oblik Fibonaqijevog broja, tj. rexiti rekurentnu
jednaqinu

fn+2 = fn+1 + fn, n ≥ 0

gde je f0 = 0 i f1 = 1.

Dokaz. Tra�imo obiqnu generatornu funkciju datog niza F (x) =
∑∞

n=0 fnx
n.

Iz rekurentne jednaqine oqito sledi

∞∑
n=0

fn+2x
n =

∞∑
n=0

(fn+1 + fn)xn

=
∞∑
n=0

fn+1x
n +

∞∑
n=0

fnx
n.

Koriste�i osobine obiqnih formalnih stepenih redova, dobijamo

F (x)− a0 − a1x
x2

=
F (x)− a0

x
+ F (x)

F (x)− x = F (x)x+ x2F (x)

2Qlan niza koji odgovara generatornoj funkciji 1
(1−x)2 se mo�e dobiti i pomo�u

binomne formule.
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F (x)(1− x− x2) = x

F (x) =
x

1− x− x2
.

Lako dobijamo da su rexeǌa kvadratne jednaqine φ1 = 1+
√
5

2
i φ2 = 1−

√
5

2
,

te da se dobijena racionalna funkcija rastavǉa na parcijalne razlomke
na slede�i naqin

x

1− x− x2
=

1√
5

1− φ1x
−

1√
5

1− φ2x
.

Sada je oqito da va�i fn = 1√
5
(φn1 − φn2). Tako�e, kako je |φ2| < 1, mo�emo

primetiti da va�i slede�e.

fn =


⌈
φn1√
5

⌉
ako 2 - n

⌊
φn1√
5

⌋
inaqe.

Primer 3 (Modifikovani SMO 2019/6). Rexiti rekurentnu jednaqinu

an+1 =
2020

n
an + an−1, n ≥ 1

gde je a0 = 0 i a1 = 1.

Dokaz. Tra�imo obiqnu generatornu funkciju niza an
n
, tj. A(x) =

∑∞
k=1

ak
k
xk.

Lako dobijamo ostale potrebne generatorne funkcije

∞∑
k=1

ak+1x
k =

∞∑
k=1

D(
ak+1

k + 1
xk+1)

=
∞∑
k=2

D(
ak
k
xk)

= D(
∞∑
k=2

ak
k
xk)

= D(A(x)− a1x)

= D(A(x)− x)

= D(A(x))− 1
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i sliqno
∞∑
k=1

ak−1x
k =

∞∑
k=2

ak−1x
k

= x2
∞∑
k=0

ak+1x
k

= x2(D(A(x)).

Iz rekurentne jednaqine sledi

D(A(x))− 1 = 2020A(x) + x2D(A(x))

(1− x2)D(A(x)) = 2020A(x) + 1

D(A(x))

2020A(x) + 1
=

1

1− x2
.

Mo�e se primetiti da je leva strana izvod odgovaraju�eg logaritma,
te sledi

D(A(x))

2020A(x) + 1
=

1

1− x2
D(2020A(x) + 1)

2020A(x) + 1
=

2020

1− x2

D(L(2020A(x) + 1)) =
2020

1− x2
.

Desna strana se tako�e lako mo�e prevesti u parcijalne razlomke i
zatim zapisati kao izvod odgovaraju�ih logaritama. Dobija se

D(L(2020A(x) + 1)) = D(1010L(
1 + x

1− x
)).

Kako oqito va�i S(L(2020A(x) + 1)) = S(1010L(1+x
1−x)), sledi

L(2020A(x) + 1) = 1010L(
1 + x

1− x
).

tj.

L(2020A(x) + 1) = L((
1 + x

1− x
)1010).

Odatle koriste�i dokazane osobine logaritama formalnih stepenih re-
dova dobijamo

2020A(x) + 1 = (
1 + x

1− x
)1010
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2020A(x) = (
1 + x

1− x
)1010 − 1

A(x) =
(1 + x)1010(1− x)−1010 − 1

2020
.

Iz binomne teoreme sledi

an =

{
0 ako n = 0∑1010

k=0

(−1)k(−1010
t )(1010

n−t)
2020

inaqe.

Do rekurentnih jednaqina mo�emo do�i i kroz kombinatoriku. U
slede�em primeru �emo takav sluqaj ilustrovati kroz Katalanove bro-
jeve Cn koje definixemo kao broj triangulacija pravilnog n+2-tougla3.
Tako�e, radi lakxe notacije u daǉem delu rada, neka je C0 = 1.

Primer 4. Dat je prirodan broj n > 2. Prona�i broj triangulacija pravilnog
n-tougla.

Dokaz. Potrebno je prona�i neku rekurentnu vezu izme�u Katalanovih
brojeva.
Posmatrajmo proizvoǉnu stranicu pravilnog n-tougla. Ona �e biti
stranica nekog od trouglova u svakoj triangulaciji posmatranog mno-
gougla. Dakle, jedino je pitaǌe koje je tre�e teme tog trougla. Biraǌem
proizvoǉnog od preostalih n− 2 temena, dobijamo dva maǌa mnogougla,
te lako dolazimo do slede�eg

Cn−2 =
n−2∑
k=1

Ck−1Cn−2−k

tj.

Cn+1 =
n∑
k=0

CkCn−k.

Sada lako pronalazimo generatornu funkciju C(x) =
∑∞

n=0Cnx
n. Oqito

va�i

C(x)− 1

x
= C(x)2

3Katalanovi brojevi imaju i mnoge druge interpretacije. Veliki broj ǌih je
opisan u [15].
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xC(x)2 − C(x) + 1 = 0

C(x) =
1±
√

1− 4x

2x
.

S obzirom da C0 = 1, va�i

C(x) =
1 +
√

1− 4x

2x
.

Sada koriste�i binomnu teoremu dobijamo

1

2x
(1−

√
1− 4x) =

1

2x
(1− (1− 4x)

1
2 )

=
1

2x
(1−

∞∑
k=0

(
1
2

k

)
(−4x)k)

= − 1

2x

∞∑
k=1

(
1
2

k

)
(−4x)k

=
∞∑
k=1

−1

2

(
1
2

k

)
(−4)kxk−1

=
∞∑
k=0

−1

2

(
1
2

k + 1

)
(−4)k+1xk

=
∞∑
k=0

−1

2

1
2
(−1

2
)(−3

2
)...(− (2k−1)

2
)

(k + 1)!
(−1)k+122k+2xk

=
∞∑
k=0

(2k−1)!!(−1)k
2k+1

(k + 1)!
(−1)k22k+1xk

=
∞∑
k=0

(2k − 1)!!

(k + 1)!
2kxk

=
∞∑
k=0

1

k + 1

(2k − 1)!!(k!2k)

k!2
xk

=
∞∑
k=0

1

k + 1

(
2k

k

)
xk

tj. Cn = 1
n+1

(
2n
n

)
.
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1.4.2 Metod zmijskog uǉa
Generatorne funkcije zadate kao obiqni stepeni redovi se mogu koris-
titi i za izraqunavaǌe slo�enih kombinatornih suma. Iako radi u
velikom broju sluqajeva, metod je vrlo jednostavan. �elimo da pronad-
jemo generatornu funkciju koja ”nosi” tra�enu sumu i zatim izvuqemo
odgovaraju�i koeficijent. Da bismo pronaxli eksplicitan oblik gen-
eratrise meǌamo redosled sumiraǌa, zatim podexavamo sabirke tako
da se unutraxǌa suma lako mo�e eksplicitno predstaviti i na kraju
rexavamo dobijenu sumu.

Pre nego xto pre�emo na primere koji �e ilustrovati goreopisani
proces navex�emo dve generatorne funkcije koje se qesto pojavǉuju u
ovoj metodi.

Teorema 18. Va�i ∑
n

(
n+ k

k

)
xn =

1

(1− x)k+1
.

∞∑
n=0

1

n+ 1

(
2n

n

)
xn =

1

2x
(1−

√
1− 4x).

Dokaz. Da bismo pronaxli eksplicitan oblik prve generatorne funkcije,
pokuxa�emo da drugaqije zapixemo binomne koeficijente, te da isko-
ristimo ve� dokazanu binomnu teoremu. Zaista, lako se proverava da
va�i slede�e (

n+ k

k

)
=

(
−(k + 1)

n

)
.

odakle oqito sledi tra�eni oblik.
Druga generatorna funkcija je dokazana u primeru o Katalanovim bro-
jevima.

Sada ilustrujemo opisani metod kroz slede�i primer.

Primer 5. Dat je nenegativan ceo broj n. Izraqunati slede�u sumu

∞∑
k=0

(
n+ k

2k

)
2n−k.

Dokaz. Postupamo kao xto je opisano

∞∑
n=0

xn
∞∑
k=0

(
n+ k

2k

)
2n−k =

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(
n+ k

2k

)
2n−kxn
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=
∞∑
k=0

∞∑
n=0

(
n+ k

2k

)
2n−kxn

=
∞∑
k=0

2−2kx−k
∞∑
n=0

(
n+ k

2k

)
(2x)n+k

=
∞∑
k=0

(4x)−k
∞∑
n=0

(
n

2k

)
(2x)n

=
∞∑
k=0

(4x)−k
(2x)2k

(1− 2x)2k+1

=
1

1− 2x

∞∑
k=0

(
x

(1− 2x)2
)k

=
1

1− 2x

1

1− x
(1−2x)2

=
1− 2x

(1− 4x)(1− x)

=
2
3

1− 4x
+

1
3

1− x
odakle oqito sledi

∞∑
k=0

(
n+ k

2k

)
2n−k =

22n+1 + 1

3
.

Slede�i primer je znatno slo�eniji, te bi bilo priliqno texko
izraqunati sumu na elementaran naqin prebrojavaǌem. Me�utim, gen-
eratornim funkcijama se i ona lako izraqunava.

Primer 6. Dat su nenegativni celi brojevi n i m. Izraqunati sumu
∞∑
k=0

(
n+ k

m+ 2k

)(
2k

k

)
(−1)k

k + 1
.

Dokaz. Fiksirajmo m. Va�i

∞∑
n=0

xn
∞∑
k=0

(
n+ k

m+ 2k

)(
2k

k

)
(−1)k

k + 1
=
∞∑
n=0

∞∑
k=0

(
n+ k

m+ 2k

)(
2k

k

)
(−1)k

k + 1
xn

=
∞∑
k=0

(
2k

k

)
(−1)k

k + 1
x−k

∞∑
n=0

(
n+ k

m+ 2k

)
xn+k
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=
∞∑
k=0

(
2k

k

)
(−1)k

k + 1
x−k

∞∑
n=0

(
n

m+ 2k

)
xn

=
∞∑
k=0

(
2k

k

)
(−1)k

k + 1
x−k

xm+2k

(1− x)m+2k+1

=
xm

(1− x)m+1

∞∑
k=0

(
2k

k

)
1

k + 1
(
−x

(1− x)2
)k

=
xm

(1− x)m+1

1
−2x

(1−x)2
(1−

√
1 +

4x

(1− x)2
)

= −1

2

xm−1

(1− x)m−1
(1−

√
(1 + x)2

(1− x)2
)

= −1

2

xm−1

(1− x)m−1
(1− 1 + x

1− x
)

=
xm

(1− x)m

odakle sledi
∞∑
k=0

(
n+ k

m+ 2k

)(
2k

k

)
(−1)k

k + 1
=

(
n− 1

m− 1

)
.

Tako�e, zanimǉivo je xto se nekad ispostavǉa da je metod zmijskog
uǉa uspexan u izraqunavaǌe neke sume iako nije od pomo�i prilikom
izraqunavaǌa specijalnih sluqajeva iste sume. Jedan od takvih primera
je slede�i poznat identitet

n∑
k=0

(
n

k

)(
2n

n− k

)
=

(
3n

n

)
.

Kako se n pojavǉuje na tri razliqita mesta u tri razliqita oblika n, 2n
i n−k, ne bismo mogli da primenimo metod na datu sumu. Me�utim, uko-
liko bismo za svako pojavǉivaǉe uveli novu promenǉivu dobili bismo
slede�i identitet koji se lako dokazuje metodom zmijskog uǉa

n∑
k=0

(
n

k

)(
m

r − k

)
=

(
n+m

r

)
.

Treba naglasiti da postoji i metod kojim se pomo�u kompjutera4 mogu
4Iako je za metod potreban kompjuter, konaqan dokaz se lako mo�e proveriti ruqno.
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dokazati mnogi slo�eni identiteti koji su van domaxaja metoda zmi-
jskog uǉa. Me�utim, i on ima svoje mane, ǌime se ne mogu dokazati neki
jednostavniji identiteti koji se mogu dokazati metodom zmijskog uǉa.
Tako�e, za razliku od metoda zmijskog uǉa, za primenu ovog metoda je
potrebno znati qemu je jednaka data suma, tj. obe strane identiteta.
Vixe o tom metodu se mo�e prona�i u [1].

1.5 Eksponencijalni stepeni redovi

Umesto obiqnih stepenih redova nekad se ispostavǉa korisnim posma-
traǌe eksponencijalnih generatornih funkcija.

1.5.1 Raqun eksponencijalnih stepenih redova
U ovom potpoglavǉu �emo ispitati kako se meǌa eksponencijalna gener-
atorna funkcija niza prilikom transformacija istog. Mnoge promene
ostaju iste kao kod obiqnih generatornih funkcija. Ovde �emo se bav-
iti samo onim osobinama koje se razlikuju.

Najpre, uvedimo slede�u definiciju.

Definicija 9. Simbol f esr←→ (an)n≥0 oznaqava da je f generatorna funkcija
niza zadata eksponencijalnim stepenim redom, tj. f(x) =

∑∞
k=0

ak
k!
xk.

Sada razmotrimo pomeraǌe indeksa niza. Lako se dobija slede�e.

Teorema 19. Neka je dat niz realnih brojeva takav da f esr←→ (an)n≥0 i neki
prirodan broj t. Tada va�i D(t)(f)

esr←→ (an+t)n≥0.

Pored pomeraǌa indeksa i mno�eǌe se meǌa. Lako se dobija slede�e.

Teorema 20. Neka su data dva niza realnih brojeva takva da f esr←→ (an)n≥0
i g esr←→ (bn)n≥0. Tada va�i

fg
esr←→ (

n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k)n≥0.

1.5.2 Primene
Slede�i primeri ilustruju neke od sluqajeva kad su eksponencijalne
generatorne funkcije praktiqnije od obiqnih. U pitaǌu je niz Belovih
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brojeva koji prebrojavaju particije skupa i broj permutacija bez fik-
snih taqaka. Oblik ǌihove rekurentne formule qini eksponencijalne
generatorne funkcije znatno korisnijim.

Primer 7. Prona�i B(x) - eksponencijalnu generatornu funkciju Belovih
brojeva.

Dokaz. Najpre je potrebno odrediti rekurentnu formulu Belovih bro-
jeva. Lako se prime�uje da va�i slede�e

bn+1 =
n∑
k=0

(
n

k

)
bn−k.

Zaista, izaberimo proizvoǉni element proizvoǉnog skupa od n + 1 el-
emenata. Od preostalih n elemenata biramo one koji se nalaze u istoj
particiji kao ve� izabrani element. Ukoliko ǌih ima k, preostale el-
emente mo�emo podeliti u particije na bn−k naqina, dok spomenutih k
elemenata mo�emo izabrati na

(
n
k

)
naqina, te gorǌa rekurentna formula

zaista va�i.
Koriste�i osobine eksponencijalnih generatornih funkcija dobijamo

D(B(x)) = E(x)B(x)

D(B(x))

B(x)
= E(x)

D(L(B(x))) = D(E(x))).

Kako je S(L(B(x))) = 0 i S(E(x)) = 1 sledi

L(B(x)) = E(x)− 1

B(x) = E(E(x)− 1).

Primer 8. Neka je n proizvoǉan prirodan broj. Odrediti broj permutacija
bez fiksnih taqaka skupa [n].

Dokaz. Oznaqimo tra�eni broj sa dn. Potrebno je prona�i rekurentnu
formulu tog niza. Oqito va�i slede�e

n∑
k=0

(
n

k

)
dk = n!.

Odatle sledi
D(x)E(x) =

1

1− x



1.5. Eksponencijalni stepeni redovi 25

tj.

D(x) = E(−x)
1

1− x
gde je D(x) eksponencijalna generatorna funkcija niza dn.
Sada sledi

dn = n!
n∑
k=0

(−1)k

k!
.
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2 Analitiqka teorija

Za razliku od dosadaxǌeg dela rada u kom smo se bavili generatornim
funkcijama koriste�i iskǉuqivo ǌihove algebarske osobine, u ovom
poglavǉu �emo se osvrnuti na ǌihove analitiqke osobine. Na taj naqin
generatorne funkcije �e postati vixe od samo ”nosaqa” nekog niza jer
�emo do sada misterioznu promenǉivu x mo�i da meǌamo i odre�enim
realnim vrednostima. Me�utim, treba napomenuti da su za potpunu
analizu analitiqkih osobina generatornih funkcija potrebna odre�ena
znaǌa kompleksne analize koja prevazilaze okvire ovog rada, te da �emo
se mi ovde baviti iskǉuqivo generatornim funkcijama realnih nizova,
tj. realnim stepenim redovima. Detaǉan pregled analitiqkih osobina
generatornih funkcija zasnovanih na kompleksnoj analizi je dostupan u
[13].

2.1 Osnovna pitaǌa

Neka je a0, a1, ... niz realnih brojeva. Posmatrajmo ǌegovu generatornu
funkciju

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...

Kako je desna strana jednakosti beskonaqna suma, postavǉa se pitaǌe
za koje realne vrednosti x ona konvergira, tj. za koje x je funkcija
f(x) definisana. Osim toga, name�e se i pitaǌe da li je f(x) difer-
encijabilna. Ako jeste, koliko izvoda ima? Da li se izvod poklapa
sa algebarskim izvodom definisanim u prethodnom poglavǉu, tj. da li
mo�emo beskonaqnu sumu diferencirati sabirak po sabirak? Xta va�i
za integral?
Da bismo odgovorili na ta pitaǌa, nexto �emo uopxtiti skup funkcija
koje posmatramo - umesto stepenih redova, analizira�emo i ostale beskonaqne
sume nizova funkcija. Me�utim, s obzirom da su one zadate kao limesi
parcijalnih suma, xto su zapravo nove funkcije, najpre �emo se usred-
srediti na funkcije zadate kao limesi niza funkcija.

27
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2.2 Funkcije zadate kao limesi niza funkcija

Neka je dat niz funkcija f0(x), f1(x), ... koje slikaju neki podskup realnih
brojeva u skup realnih brojeva. Posmatrajmo funkciju

f(x) = lim
n→∞

fn(x).

Pitamo se da li se neprekidnost, diferencijabilnost i integrabilnost
funkcije f nasle�uju iz niza funkcija. Tako�e, zanima nas je li izvod i
integral mogu da pro�u kroz limes. Ispostavǉa se da funkcija f nema
nijednu osobinu kojoj bismo se nadali.

Zaista funkcije zadate sa

fn(x) =

{
1 ako x ≥ 1
xn ako 1 > x ≥ 0

su sve neprekidne, dok funkcija

f(x) = lim
n→∞

fn(x) =

{
1 ako x ≥ 1
0 ako 1 > x ≥ 0

oqito nije neprekidna.

Na sliqan naqin mo�emo konstruisati i niz diferencijabilnih funkcija
takav da funkcija definisana ǌihovim limesom nije diferencijabilna.
Primetimo na grafiku prethodnog primera da je jedina taqka u kojoj fn
nisu diferencijabilne 1. Kako u toj taqki dolazi do ”xpica”, sve xto
je potrebno da uradimo je da funkcije zaoblimo oko te taqke, xto lako
qinimo na slede�i naqin

fn(x) =

{
1 ako x ≥ 1
sin(xπ/2)n ako 1 > x ≥ 0.

Na slede�em primeru se ogledaju i qudne osobine prilikom integracije.
Posmatrajmo funkcije koje na grafiku grade jednakokrake trouglove
povrxina 1

2
sve maǌih osnovica i sve ve�ih visina. One su zadate na

slede�i naqin

fn(x) =


2n2x ako 0 ≤ x ≤ 1

2n

2n− 2n2x ako 1
2n
< x ≤ 1

n

0 ako x > 1
n
.
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Oqito va�i

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = 0.

Sada lako raqunamo integrale.∫ 1

0

f(x) dx = 0

∫ 1

0

fn(x) dx =
1

2

i dobijamo jox jedan neintuitivan rezultat - vrednosti integrala su
razliqite!

Xta karakterixe posmatrane nizove funkcija? Zaxto se ispoǉavaju
neintuitivne osobine? Posmatrajmo grafike svih spomenutih primera
funkcija. Primetimo da ni u jednom primeru grafik funkcije f nije
blizu fn za dovoǉno veliko n, tj u svakom od primera za dovoǉno malo
ε > 0, traka du�ine 2ε oko grafika f , po ε iznad i ispod, ne sadr�i u
potpunosti grafik nijedne funkcije fn. Me�utim, s obzirom na to da je

f(x) = lim
n→∞

fn(x)

svakako da za svako ε i svako x za sve dovoǉno velike n, taqka (x, fn(x))
pripada spomenutoj traci. Dakle, u svakom od primera va�i

(∀ε > 0)(∀x)(∃N(x, ε))(n > N(x, ε) =⇒ |f(x)− fn(x)| < ε)

ali ne i

(∀ε > 0)(∃N(ε))(∀x)(n > N(ε) =⇒ |f(x)− fn(x)| < ε).

Intuitivno deluje da ako bi va�io i drugi uslov, iz kog oqito sledi
prvi, odnosno ako bi za svako ε 2ε-traka oko grafika f sadr�ala grafike
fn za dovoǉno velike n, onda bi dobijena funkcija f ispoǉavala sve
oqekivane osobine. Pre nego xto to i doka�emo uvedimo dve definicije
koje oslikavaju dva razliqita gorespomenuta naqina konvergencije niza
funkcija.

Definicija 10. Neka je dat niz funkcija f0, f1, .... Ka�emo da on taqkasto
konvergira u f ako i samo ako va�i

(∀ε > 0)(∀x)(∃N(x, ε))(n > N(x, ε) =⇒ |f(x)− fn(x)| < ε).
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Definicija 11. Neka je dat niz funkcija f0, f1, .... Ka�emo da on uni-
formno konvergira u f ako i samo ako va�i

(∀ε > 0)(∃N(ε))(∀x)(n > N(ε) =⇒ |f(x)− fn(x)| < ε).

Najpre, doka�imo najintuitivniju od svih osobina koje oqekujemo da
niz funkcija koje uniformno konvergiraju ima.

Teorema 21. Neka je dat niz funkcija f0, f1, ... koji uniformno konvergira u
funkciju f koja je integrabilna na [a, b]. Ako je za svako n, fn integrabilna
na [a, b], onda va�i∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx.

Dokaz. Kako niz funkcija uniformno konvergira u f , znamo da za svako
ε > 0 za svako dovoǉno veliko n va�i

|
∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

fn(x) dx| = |
∫ b

a

f(x)− fn(x) dx|

≤
∫ b

a

|f(x)− fn(x)| dx

≤
∫ b

a

ε dx

= ε(b− a)

odakle oqito sledi tra�eno.

Doka�imo i da se i neprekidnost ponaxa oqekivano.

Teorema 22. Neka je dat niz funkcija f0, f1, ... koji uniformno konvergira u
funkciju f . Ako je za svako n, fn neprekidna na [a, b], onda je i f neprekidna
na [a, b].

Dokaz. Dokazujemo da je f neprekidna oko svake taqke x ∈ (a, b). Zane-
marujemo sluqajeve x = a i x = b jer su oni tehniqke prirode, te se
slede�i argument sa vrlo malom modifikacijom mo�e primeniti i na
ǌih.
Fiksirajmo x ∈ (a, b). Kako niz funkcija uniformno konvergira u f , za
svako ε > 0 za svako dovoǉno veliko n i svako y ∈ (a, b) va�i

|f(y)− fn(y)| < ε/3
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pa tako i za x va�i

|f(x)− fn(x)| < ε/3.

Odaberimo proizvoǉno N koje zadovoǉava tu osobinu. S obzirom da je
fN neprekidna na [a, b] za svako ε > 0 postoji δ(ε, x) ∈ (0,min(b − x, x − a))
t.d. za svako y ∈ (x− δ(ε, x), x+ δ(ε, x)) va�i

|fN(x)− fN(y)| < ε/3.

Doka�imo da je u toj δ(ε, x)-okolini taqke x ispuǌen i uslov potreban
za neprekidnost funkcije f . Za svako y ∈ (x − δ(ε, x), x + δ(ε, x)), zbog (1)
va�i

|f(y)− fN(y)| < ε/3.

Kombinuju�i ovu nejednakost sa (2) i (3), putem nejednakost trougla
dobijamo

|f(x)− f(y)| < |f(x)− fN(x)|+ |fN(x)− fN(y)|+ |fN(y)− f(y)| < ε

qime je dokazano da je funkcija f neprekidna.

Preostaje ispitati da li i izvod zadovoǉava �eǉene osobine. Is-
postavǉa se da ni u sluqaju uniformne konvergencije, nije sve kao
xto bismo �eleli da bude. Lako je prona�i niz funkcija takav da
limes izvoda qak ni ne postoji za svako realno x, dok je funkcija kojoj
uniformno konvergiraju beskonaqno diferencijabilna, recimo fn(x) =
1
n

sin(n2x). Me�utim, lako se modifikuju uslovi tako da ipak va�i ono
xto smo �eleli xto vidimo kroz slede�u teoremu.

Teorema 23. Neka je f0, f1, ... niz funkcija diferencijabilnih na [a, b], koji
taqkasto konvergira u funkciju f . Pretpostavimo da niz funkcija f ′0, f

′
1, ...

uniformno konvergira u funkciju g neprekidnu na [a, b]. Onda je f diferen-
cijabilna i

f ′(x) = lim
n→∞

f ′n(x) = g(x).

Dokaz. Iskoristimo kǉuqnu pretpostavku - uniformnu konvergenciju
izvoda. Za svako x ∈ [a, b] zbog gore dokazane teoreme va�i∫ x

a

g(t) dt = lim
n→∞

∫ x

a

f ′n(t) dt

= lim
n→∞

fn(x)− fn(a)
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= lim
n→∞

fn(x)− lim
n→∞

fn(a).

Sada primeǌuju�i pretpostavku da niz funkcija f0, f1, ... taqkasto kon-
vergira u funkciju f dobijamo∫ x

a

g(t) dt = lim
n→∞

fn(x)− lim
n→∞

fn(a) = f(x)− f(a).

Kako je g neprekidna, za svako x ∈ [a, b] va�i

f ′(x) = g(x) = lim
n→∞

f ′n(x)

xto je i trebalo dokazati.

Ovim smo zavrxili ispitivaǌe funkcija zadatih kao limesi drugih
funkcija. Pronaxli smo pretpostavke koje nam garantuju da dobijena
funkcija ima �eǉene osobine, te sada mo�emo lako zapoqeti ispitivaǌe
funkcija zadatih kao beskonaqne sume drugih funkcija.

2.3 Funkcije zadate kao beskonaqne sume funkcija

Neka je dat niz funkcija f0, f1, f2, .... Posmatrajmo funkciju f(x) zadatu
sa

f(x) = f0(x) + f1(x) + f2(x) + f3(x)...

Da bismo ispitali ǌene osobine, definixemo analogne termine kao u
sluqaju funkcija zadatih kao limesi drugih funkcija.

Definicija 12. Neka je dat niz funkcija f0, f1, f2.... Ka�emo da beskonaqna
suma

∑∞
n=0 fn(x) taqkasto konvergira u f ako i samo ako va�i

(∀ε > 0)(∀x)(∃N(x, ε))(n > N(x, ε) =⇒ |f(x)−
n∑
k=0

fk(x)| < ε).

Definicija 13. Neka je dat niz funkcija f0, f1, .... Ka�emo da beskonaqna
suma

∑∞
n=0 fn(x) uniformno konvergira u f ako i samo ako va�i

(∀ε > 0)(∃N(ε))(∀x)(n > N(ε) =⇒ |f(x)−
n∑
k=0

fk(x)| < ε).

Sada lako ”prevodimo” sve leme u sluqaj funkcija zadatih kao beskonaq-
nih suma drugih funkcija.
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Teorema 24. Neka je dat niz funkcija f0, f1, f2, ... t.d. beskonaqna suma∑∞
n=0 fn(x) uniformno konvergira u funkciju f koja je integrabilna na [a, b].

Ako je za svako n, fn integrabilna na [a, b], onda va�i∫ b

a

f(x) dx =
∞∑
k=0

∫ b

a

fk(x) dx.

Dokaz. Lako iz sliqne teoreme iz prethodnog potpoglavǉa.

Teorema 25. Neka je dat niz funkcija f0, f1, f2, ... t.d. beskonaqna suma∑∞
n=0 fn(x) uniformno konvergira u funkciju f . Ako je za svako n, fn neprekidna

na [a, b], onda je i f neprekidna na [a, b].

Dokaz. Lako iz sliqne teoreme iz prethodnog potpoglavǉa.

Teorema 26. Neka je dat niz funkcija f0, f1, f2, ... diferencijabilnih na [a, b]
t.d. beskonaqna suma

∑∞
n=0 fn(x) uniformno konvergira u funkciju f . Pret-

postavimo da beskonaqna suma
∑∞

n=0 f
′
n(x) uniformno konvergira u funkciju

g neprekidnu na [a, b]. Onda je f diferencijabilna i

f ′(x) =
∞∑
k=0

f ′k(x) = g(x).

Dokaz. Lako iz sliqne teoreme iz prethodnog potpoglavǉa.

Time smo sistematizovali pretpostavke koje niz funkcija treba da
ispuǌava da bi funkcija zadata ǌihovom beskonaqnom sumom ispoǉavala
�eǉene osobine. Primetimo da se u svakoj od pretpostavki pojavǉuje
uniformna konvergentnost xto je bilo i oqekivano s obzirom na razlog
zbog kog smo definisali uniformnu konvergentnost. Me�utim, kako uop-
xte da proverimo da li je beskonaqna suma niza funkcija uniformno
konvergentna? Da li uopxte i znamo neki netrivijalan niz funkcija
koji je uniformno konvergentan? I konaqno pitaǌe, da li su stepeni
redovi uniformno konvergentni na nekom podskupu realnih brojeva?

2.4 Vajerxtrasov M-Test i primene

Slede�a teorema nam daje priliqno xiroku klasu nizova funkcija takvih
da je ǌihova beskonaqna suma uniformno konvergentna i time odgovara
na ve�inu pitaǌa postavǉenih na kraju prethodnog potpoglavǉa.
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Teorema 27. Neka je dat niz funkcija f0, f1, f2, ... definisanih na nekom
podskupu realnih brojeva A zajedno sa nizom realnih brojeva Mn takvih da
va�i

(∀x ∈ A)(|fn(x)| ≤Mn).

Pretpostavimo da je beskonaqna suma
∑∞

n=0Mn konvergentna. Tada va�i
da beskonaqna suma

∑∞
n=0 fn(x) uniformno konvergira u neku funkciju f na

A.

Dokaz. Najpre poka�imo da je funkcija zadata sa f(x) =
∑∞

n=0 fn(x) pravilno
definisana na A, tj. da beskonaqna suma taqkasto konvergira na A.
Iz poredbenog testa dobijamo da

∑∞
n=0 |fn(x)| konvergira na A, tj. da je∑∞

n=0 fn(x) apsolutno konvergentna na A, odakle sledi da je
∑∞

n=0 fn(x)
konvergentna na A.
Preostaje dokazati da suma tih funkcija zapravo uniformno konvergira
u f . Za svako x ∈ A va�i

|f(x)−
N∑
n=0

fn(x)| = |
∞∑

n=N+1

fn(x)|

≤
∞∑

n=N+1

|fn(x)|

≤
∞∑

n=N+1

Mn.

S obzirom da
∑∞

n=0Mn konvergira, za dovoǉno veliko N , beskonaqna
suma

∑∞
n=N+1Mn postaje proizvoǉno mala, te dobijamo da beskonaqna

suma funkcija
∑∞

n=0 fn(x) zaista uniformno konvergira u f na A.

Sada lako mo�emo na�i mnoge nizova funkcija takva da ǌihova beskonaqna
suma uniformno konvergira. Sve xto je potrebno da uradimo je da iz-
aberemo neku beskonaqnu sumu sa svim pozitivnim qlanovima i funkcije
koje su ograniqene upravo qlanovima te beskonaqne sume. Me�utim, pre-
ostaje pitaǌe kada su stepeni redovi uniformno konvergentni. Na ǌega
odgovaramo u slede�oj teoremi, primeǌuju�i Vajextrasov M-Test.

Teorema 28. Neka je dat stepeni red
∑∞

n=0 anx
n. Pretpostavimo da je

konvergentan u taqki x0 6= 0. Tada za svako |x′| < |x0| va�i da je stepeni
red uniformno konvergentan na intervalu [−|x′|, |x′|].



2.4. Vajerxtrasov M-Test i primene 35

Dokaz. Fiksirajmo x′ ∈ (−|x0|, |x0|). Da bismo primenili Vajextrasov
M-test potrebno je da procenimo anxn za x ∈ [−|x′|, |x′|], xto lako qinimo

|anxn| = |anxn0
xn

xn0
| = |anxn0 ||

x

x0
|n.

Kako
∑∞

n=0 anx
n
0 konvergira, znamo da postoji M t.d. za svako n ∈ N0 va�i

|anxn0 | ≤M , te dobijamo da za svako x ∈ [−|x′|, |x′|] va�i

|anxn| = |anxn0 ||
x

x0
|n ≤M | x

x0
|n.

S obzirom da je |x| ≤ |x′| < x0, tj. x
x0
< 1, beskonacna suma

∑∞
n=0M |

x
x0
|n

je oqito konvergentna, te iz Vajerxtrasovog M-testa dobijamo da je ste-
peni red

∑∞
n=0 anx

n zaista uniformno konvergentan na intervalu [−|x′|, |x′|]
za svako x′ ∈ (−|x0|, |x0|).

Sada na osnovu toga xto integral prolazi kroz niz uniformno kon-
vergentnih funkcija zakǉuqujemo da ve�ina stepenih redova u okolini
nule ima �eǉene osobine kad je req o integraciji. Tako�e, iz toga xto
se neprekidnost nasle�uje iz niza uniformno konvergentnih neprekid-
nih funkcija dobijamo da isto va�i i za neprekidnost. Preostaje pi-
taǌe xta se dexava sa diferenciraǌem, na koje nam odgovor daje slede�a
lema.

Teorema 29. Neka je dat stepeni red
∑∞

n=0 anx
n. Pretpostavimo da je

konvergentan u taqki x0 6= 0. Tada za svako |x′| < |x0| va�i da je stepeni
red

∑∞
n=0(n+ 1)an+1x

n uniformno konvergentan na intervalu [−|x′|, |x′|].

Dokaz. Fiksirajmo x′ ∈ (−|x0|, |x0|). Kao i u prethodnoj lemi potrebno
je proceniti |(n + 1)an+1x

n|, xto se opet lako mo�e uraditi. Za svako
x ∈ [−|x′|, |x′|] va�i

|(n+ 1)an+1x
n| = |n+ 1

x0
(n+ 1)an+1x

n+1
0

xn

xn0
| = |n+ 1

x0
||an+1x

n+1
0 || x

x0
|n.

Isto kao u dokazu prethodne leme dobijamo da postoji M t.d. za svako
n va�i |anxn0 | ≤M , te va�i

|(n+ 1)an+1x
n| = |n+ 1

x0
||an+1x

n+1
0 || x

x0
|n ≤ |M

x0
|(n+ 1)| x

x0
|n.

Kako je | x
x0
| < 1, primenom Dalamberovog testa dobijamo da je

∑∞
n=0 |

M
x0
|(n+

1)| x
x0
|n konvergira, te iz Vajerxtrasovog M-testa sledi da

∑∞
n=0 anx

n uni-
formno konvergira na [−|x′|, |x′|].
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Koriste�i dokazanu qiǌenicu da se diferencijabilnost nasle�uje
iz niza uniformno konvergentnih diferencijabilnih funkcija dobijamo
da se ve�ina stepenih redova u okolini nule ponaxa na �eǉeni naqin
i kad je req o diferenciraǌu. Tako�e, iz ove dve leme o stepenim re-
dovima, mo�emo zakǉuqiti da se oni ponaxaju na �eǉeni naqin za sve
x za koje va�i |x| < R za neko R, kao i da za sve x t.d. |x| > R qak ni ne
konvergiraju. Name�e se pitaǌe kako odrediti R.

2.5 Radijus konvergencije stepenih redova

S obzirom da vrednost R predstavǉa vrlo bitnu karakteristiku ste-
penih redova, najpre �emo navesti slede�u definiciju.

Definicija 14. Neka je dat stepeni red
∑∞

n=0 anx
n. Nenegativan realan

broj R takav da stepeni red uniformno konvergira na intervalu (−R,R) i
uopxte ne konvergira za x t.d. |x| > R se naziva radijus konvergencije
tog stepenog reda.

Posmatraju�i samo definiciju, nije uopxte oqigledno ni da proizvoǉan
stepeni red ima radijus konvergencije. Me�utim, kao xto je napomenuto
pri kraju prethodnog podpoglavǉa, iz prethodne dve teoreme iz proxlog
potpoglavǉa oqito sledi postojaǌe radijusa konvergencije bilo kog ste-
penog reda.
Vratimo se na pitaǌe postavǉeno na kraju prethodnog potpoglavǉa.
Kako odrediti radijus konvergencije nekog stepenog reda? Slede�a teo-
rema nam daje odgovor na ǌega.

Teorema 30. Neka je dat stepeni red
∑∞

n=0 anx
n. ǋegov radijus konvergen-

cije je R = 1

lim supn→∞
n
√
|an|

.

Dokaz. Lako iz korenog Koxijevog testa.

Primer 9. Radijus konvergencije stepenog reda ex :=
∑∞

k=0
xk

k!
je ∞.

Dokaz. Koriste�i Stirlingovu formulu dobijamo

R =
1

lim supn→∞
n

√
1
n!

=∞.
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2.6 Primene

Kao xto se mo�e primetiti, sve operacije funkcionixu na isti naqin i
kod formalnih i analitiqkih stepenih redova, te zaista mo�emo manip-
ulisati formalnim stepenim redovima i tek na kraju proveriti pitaǌe
konvergencije. Na slede�em primeru na taj naqin raqunamo beskonaqnu
sumu.

Primer 10. Ispitati konvergenciju i izraqunati slede�u beskonaqnu
sumu ukoliko konvergira

∞∑
k=0

n2 + 5n+ 1

n!
.

Dokaz. Tra�imo generatornu funkciju A(x) =
∑∞

k=0
n2+5n+1

n!
xn. Koriste�i

dokazane osobine formalnih stepenih redova, lako dobijamo

A(x) = ((xD)2 + 5xD + 1)(E(x))

= (x2 + x)E(x) + 5xE(x) + E(x)

= x2E(x) + 6xE(x) + E(x).

gde je naravno E(x) = ex. Dobijeni izraz oqito konvergira za svako
realno x, te i poqetna generatorna funkcija konvergira. Tra�enu sumu
dobijamo za x = 1 i ona je A(1) = 8e.

Pored toga analitiqke osobine generatornih funkcija su qesto od
pomo�i u verovatno�i. Za diskretnu sluqajnu promenǉivu X koja uz-
ima nenegativne celobrojne vrednosti definixemo ǌenu generatornu
funkciju na oqekivan naqin

GX(t) = E[tX ] =
∞∑
k=0

pkt
k

gde je pk = P(X = k).
Mo�emo primetiti da je GX(s) definisana za sve realne s takve da |s| ≤
1. Zaista, radijus konvergencije je oqito ve�i ili jednak 1 s obzirom
da va�i

∑∞
k=0 pk = 1. Iz istog razloga sledi da je funkcija definisana

za s = 1, kao i za s = −1 zbog apsolutne konvergencije beskonaqne sume.
Tako�e, oqigledno je da generatorna funkcija sadr�i sve informacije
o raspodeli diskretne sluqajne promenǉive, te iz ǌe lako nalazimo
osnovne osobine raspodele kao xto su varijansa i oqekivana vrednost.

Teorema 31. Neka je X diskretna sluqajna promenǉiva koja uzima neneg-
ativne celobrojne vrednosti. Va�i
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labelı()
E[X] = D(GX(1))

lbbelı()
var(X) = D(L(GX(1))) +D(2)(L(GX(1))).

Dokaz. Lako.

Osim toga, generatorne funkcije omogu�uju lako odre�ivaǌe raspodele
zbira dve nezavisne diskretne sluqajne promenǉive koje uzimaju neneg-
ativne celobrojne vrednosti.

Teorema 32. Neka su X i Y dve nezavisne diskretne sluqajne promenǉive
koje uzimaju nenegativne celobrojne vrednosti. Va�i

GX+Y (t) = GX(t)GY (t).

Dokaz. S obzirom da su X i Y nezavisne va�i slede�e

GX+Y (t) = E[tX+Y ] = E[tX ]E[tY ] = GX(t)GY (t).

Me�utim, xta ukoliko sluqajna promenǉiva nije diskretna odnosno
ne uzima samo nenegativne celobrojne vrednosti? U tom sluqaju od
koristi nam postaju takozvane momentne generatorne funkcije, kao i
karakteristiqne funkcije1, ali o ǌima ne�e biti req u ovom radu.

Definicija 15. Neka je X sluqajna promenǉiva. Definiximo ǌenu mo-
mentnu generatornu funkciju kao

MX(t) := E(etX).

Primer 11. Odrediti momentnu generatornu funkciju sluqajne promenǉive
koja ima Gausovu normalnu raspodelu.

Dokaz. Va�i

E[etX ] =

∫ ∞
−∞

etxfX(x)dx

=

∫ ∞
−∞

etx
1√
2π
e−

1
2
x2dx

1Vixe se mo�e prona�i u [12] i [14].



2.6. Primene 39

=

∫ ∞
−∞

1√
2π
etx−

1
2
x2dx

= e
1
2
t2
∫ ∞
−∞

1√
2π
e−

1
2
t2+tx− 1

2
x2dx

= e
1
2
t2
∫ ∞
−∞

1√
2π
e−

1
2
(x−t)2dx

= e
1
2
t2
∫ ∞
−∞

1√
2π
e−

1
2
x2dx

= e
1
2
t2 .

Spomenuta funkcija oqito ne mora da bude definisana u svakoj real-
noj taqki t ∈ R. Me�utim, ispostavǉa se da skup vrednosti za koje jeste
definisana ima sliqnu strukturu kao skup vrednosti za koje je realni
stepeni red definisan. To je potpuno prirodno s obzirom da momentna
generatorna funkcija zaista jeste stepeni red xto �e biti dokazano u
nekoj od narednih teorema.

Teorema 33. Neka je X sluqajna promenǉiva. Oznaqimo sa T skup realnih
vrednosti za koje je MX(t) definisana. Va�i

1. Ukoliko je MX(t) definisano za neko t ∈ R onda MX(t) > 0.

2. 0 ∈ T , MX(0) = 1.

3. t > 0 ∧ t ∈ T =⇒ [0, t] ⊆ T.

4. t < 0 ∧ t ∈ T =⇒ [t, 0] ⊆ T.

Dokaz. 1. Oqigledno.

2. Oqigledno.

3. Neka je s ∈ [0, t] proizvoǉan realan broj iz intervala [0, t]. Va�i

E[esX ] = E[esX1X≥0] + E[esX1X<0]

≤ E[etX1X≥0] + P (X < 0)

≤MX(t) + 1

odakle oqito sledi E[esX ] <∞.

4. Sliqno kao za t > 0.
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Dakle, domen momentne generatorne funkcije je neki interval koji
sadr�i nulu. On ne mora nu�no biti niti zatvoren niti otvoren, ali
ovde ne�emo davati primere za svaki od sluqaja.
Sada �emo pokazati zaxto se momentna generatorna funkcija uopxte
tako zove. Ispostavǉa se da je ona stepeni red kome su koeficijenti
momenti date sluqajne promenǉive.

Teorema 34. Neka je X sluqajna promenǉiva takva da je ǌena momentna
generatorna funkcija MX(t) definisana za svako t ∈ [−ε, ε] za neki ε ∈ R+.
Va�i

1. Za svaki k ∈ N va�i da je k-ti moment sluqajne promenǉive X defin-
isan, tj. E[Xk] 6= ±∞.

2. Za svako t ∈ [−ε, ε] va�i

MX(t) =
∞∑
k=0

E(Xk)

k!
xk.

3. Za svako k ∈ N va�i
M

(k)
X (0) = E(Xk).

Dokaz. Dokaza�emo sva tri tvr�eǌa odjednom. Za svako t ∈ [0, ε], va�i

E[etX ] = E[
∞∑
k=0

Xk

k!
tk].

Ukoliko bi suma i oqekivana vrednost mogli da zamene mesta dobili
bismo tra�eno. Me�utim, da li suma i oqekivana vrednost mogu da
zamene mesta? Ispostavǉa se da je to dozvoǉeno kad suma apsolutnih
vrednosti sabiraka ima definisanu oqekivanu vrednost2, tj. u ovom
sluqaju E[

∑∞
k=0

|X|k
k!
tk] = E[et|X|] <∞. To lako dobijamo

et|x| ≤ etx + e−tx =⇒ E[et|X|] ≤MX(t) +MX(−t) <∞.
Odatle sledi i E[|X|k] <∞, pa i E[Xk] <∞.

Dakle, va�i

MX(t) = E[etX] =
∞∑
k=0

E[Xk]

k!
tk.

odakle odmah sledi i M
(k)
X (0) = E[Xk].

2Zapravo se radi o specijalnom sluqaju Fubini-Tonelijeve teoreme.
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Sada �emo dokazati jox neke osobine momentne generatorne funkcije.

Teorema 35. 1. Neka je X sluqajna promenǉiva. Va�i

MaX+b(t) = ebtMX(at).

2. Neka su X1, X2, ..., Xn nezavisne sluqajne promenǉive. Va�i

MX1+X2+...+Xn(t) = MX1(t)MX2(t)...MXn(t).

Dokaz. 1. Va�i

MaX+b(t) = E[etaX + b] = ebtE[etaX ] = ebtMX(at).

2. Va�i

MX1+X2+...+Xn(t) = E[et(X1+X2+...+Xn)]

= E[etX1etX2 ...etXn ]

= E[etX1 ]E[etX2 ]...E[etXn ]

= MX1(t)MX2(t)...MXn(t).

Navex�emo jox dve teoreme, ali bez dokaza, jer on prevazilazi okvire
ovog rada3. One �e biti kǉuqne prilikom dokaza centralne graniqne
teoreme.

Teorema 36. Neka su X i Y sluqajne promenǉive takve da za neko ε ∈
R+ i svako t ∈ [−ε, ε] va�i da su momentne generatorne funkcije MX(t) i
MY (t) definisane, kao i MX(t) = MY (t). Tada X i Y imaju istu funkciju
raspodele.

Da bismo naveli drugu teoremu najpre nam je potrebna slede�a defini-
cija.

Definicija 16. Neka su X i X1, X2, ... sluqajne promenǉive i FX , FX1 , FX2 , ...
ǌihove funkcije raspodele, redom. Za svaki realan broj x ∈ R takav da je
FX neprekidna u x va�i

lim
n→∞

FXn(x) = FX(x).

Ka�emo da niz sluqajno promenǉivih X1, X2, ... konvergira po raspodeli u
X i zapisujemo Xn

d−→ X.
3Dokazi se mogu prona�i u [14].
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Teorema 37. Neka su Y i X1, X2, ... sluqajne promenǉive takve da za neko ε ∈
R+ va�i da su momentne generatorne funkcijeMY ,MX1 ,MX2 , ... definisane
na intervalu [−ε, ε]. Va�i

(∀t ∈ [−ε, ε])( lim
n→∞

MXn = MX) =⇒ Xn
d−→ Y.

Sada �emo navesti par primena momentnih generatornih funkcija.
Najpre, dokazujemo ve� spomenutu centralnu graniqnu teoremu.

Teorema 38 (Centralna graniqna teorema). Neka su X1, X2, .. nezavisne
sluqajne promenǉive iz iste raspodele sa oqekivaǌem µ i varijansom σ2 >
0. Neka je Sn = X1 +X2 + ...+Xn. Va�i

Sn − nµ
σ
√
n

d−→ N(0, 1)

gde je N(0, 1) Gausova normalna raspodela sa oqekivaǌem 0 i varijansom 1.

Dokaz. Neka je Mn momentna generatorna funkcija sluqajne promenǉive
Sn−nµ
σ
√
n
. Va�i

Mn(t) = E(e
t(Sn−nµ)
σ
√
n )

= E(e
t(X1−µ)
σ
√
n )E(e

t(X2−µ)
σ
√
n )...E(e

t(Xn−µ)
σ
√
n )

= MY (
t

σ
√
n

)n

gde je MY momentna generatorna funkcija sluqajnih promenǉivih Y1 =
X1 − µ, Y2 = X2 − µ, ...
Momentnu generatornu funkcijuMY mo�emo proceniti Tejlorovim poli-
nomom

MY (x) = MY (0) + xM
′

Y (0) +
x2

2
M
′′

Y (0) + o(x2)

= 1 +
(xσ)2

2
+ o(x2).

Sada imamo

Mn(t) = MY (
t

σ
√
n

)n

= (1 +
t2

2n
+ o(

t2

n
))n

xto te�i e
t2

2 kad n −→ ∞. Kako je e
t2

2 momentna generatorna funkcija
sluqajne promenǉive iz Gausove normalne raspodele, time smo dokazali
tra�eno.
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Pomo�u momentnih generatornih funkcija tako�e mo�emo poboǉxati
ocene iz Qebixovǉevove nejednakosti.

Primer 12. Neka su X1, X2, .. sluqajne promenǉive koje uzimaju vrednost
±1

2
sa verovatno�om po 1

2
. �elimo da procenimo sluqajnu promenǉivu

Sn = X1 +X2 +X3 + .... Iz centralne graniqne teoreme imamo

P(
Sn − nE[X]

var(X)
√
n
∈ (A,B)) =

∫ B

A

1√
2π
e−

x2

2

=⇒ P(
Sn√
n
∈ (A,B)) =

∫ B

A

1√
2π
e−

x2

2

=⇒ P(Sn ∈ (A
√
n,B
√
n)) =

∫ B

A

1√
2π
e−

x2

2

odakle oqito sledi da je Sn najqex�e reda
√
n.

Dakle, za svako c ∈ R+ vrlo retko va�i |Sn| > cn. Kako mo�emo procen-
iti koliko retko?
Jedan metod je svakako Qebixovǉevova nejednakost. Ona nam daje slede�e

P(|Sn| > cn) ≤ var(Sn)

(cn)2
=

1

c2n
.

Odatle se jasno vidi da tra�ena verovatno�a te�i nuli kad n → ∞.
Me�utim, da li mo�emo dobiti ocenu koja br�e te�i nuli?
Umesto Qebixovǉevove nejednakosti, koja predstavǉa Markovǉevu nejed-
nakost primeǌenu na sluqajnu promenǉivu (X−E[X])2, primeǌujemo Markovǉevu
nejednakost na sluqajnu promenǉivu etX i dobijamo takvu ocenu

P(Sn > cn) = P(etSn > etcn)

≤ E[etSn ]

etcn

= (
E[tXi]

etc
)n

= (
et+e−t

2

etc
)n

= (
cosh t

etc
)n

≤ (e
t2

2
−tc)n

gde smo u posledǌem redu koristili nejednakost cosh t ≤ e
t2

2 . Dobijena
ocena va�i za svako realno t. Diferenciraǌem dobijamo da je minimum u
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t = c i tad va�i
P(Sn > cn) ≤ e

−c2n
2

xto znatno br�e te�i nuli od prethodno dobijenih 1
c2n

.
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Na slede�em poznatom primeru je prikazano koliko se neka tvr�eǌa
rutinski dokazuju pomo�u generatornih funkcija.

Primer 13. Odrediti zbir prvih n k-tih stepenova.

Dokaz. Dovoǉno je odrediti generatornu funkciju F (x) =
∑n

r=0 r
kxr. Na

osnovu dokazanih osobina generatornih funkcija znamo da va�i

F (x) = (xD)kG(x)

gde je G(x) =
∑n

r=0 x
r = 1−xr+1

1−x . Dakle, suma prvih n k-tih stepenova je
F (1) gde je

F (x) = (xD)k
1− xr+1

1− x

Primer 14. Dat je prirodan broj n takav da va�i (n, 210) = 1. Posmatra-
jmo ure�ene qetvorke (a, b, c, d) nenegativnih brojeva takve da im je zbir n.
Neka je Sn zbir proizvoda elemenata tih qetvorki. Tada je Sn deǉivo sa
n.

Dokaz. Posmatrajmo obiqnu generatornu funkciju koja ”nosi” niz Sn.
Oqito va�i slede�e

∞∑
n=0

xn
∑

a+b+c+d=n

abcd = (
∞∑
n=0

nxn)4 =
x4

(1− x)8
.

Sledi

Sn =

(
n+ 3

7

)
=

(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

7!

odakle jasno va�i n|Sn.

45
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Slede�i primer predstavǉa interesantnu rekurentu formulu izme�u
broja particija prirodnih brojeva, koja potiqe jox od Ojlera. On je
pronaxao i sliqnu rekurentnu formulu za sumu delilaca o kojoj se vixe
mo�e na�i u [4] gde je taqno opisan i naqin na koji je doxao do iste.

Primer 15. Oznaqimo sa p(n) broj particija celog broja n, tj. broj rexeǌa
jednaqine a1 + 2a2 + ... + kak + ... = n u nenegativnim celim brojevima. Za
svako n ∈ N va�i

p(n) =
∞∑
k=1

(−1)k+1(p(n− (3k2 + k)/2) + p(n− (3k2 − k)/2).

Dokaz. Najpre, prona�imo generatornu funkciju koja ”nosi” niz p(n).

P (x) =
∞∑
n=0

p(n)xn =
∞∏
n=1

(1 + xn + x2n + x3n + ...) =
∞∏
n=1

(1− xn)−1

Posmatrajmo ǌen inverz Q(x) =
∏∞

n=1(1 − xn). Oznaqimo sa pp(n) broj
particija celog broja n na paran broj razliqitih prirodnih brojeva.
Analaogno definiximo pn(n). Oqito va�i

Q(x) =
∞∑
k=0

(pp(k)− pn(k))xk.

Me�utim, mo�emo li prona�i taqne vrednosti izraza datih u koefici-
jentima? Slede�a lema daje odgovor.

Lema. Neka je n ≥ 0. Va�i

pp(n)−pn(n) =

{
(−1)k ako n = 3k2±k

2
za neki nenegativan broj ceo broj k

0 inaqe.

Dokaz. S obzirom da se tvr�eǌe ne dokazuje generatornim funkcijama,
ne�emo ovde navoditi dokaz. On se mo�e prona�i u [8].

Dakle, va�i

Q(x) = 1 +
∞∑
k=1

(−1)k(x(3k
2+k)/2 + x(3k

2−k)/2)

te kako je Q(x) multiplikativni inverz P (x) sledi

(
∞∑
n=0

p(n)xn)(1 +
∞∑
k=1

(−1)k(x(3k
2+k)/2 + x(3k

2−k)/2)) = 1

odakle dobijamo tra�eno.
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Formalne generatorne funkcije mogu da ”nose” i nizove qiji qlanovi
nisu brojevi. Slede�i primer prikazuje primenu nad nizom polinoma
kojom dobijamo ǋutnovu vezu izme�u stepenih i elementarnih simet-
riqnih polinoma.

Primer 16. Oznaqimo stepene i elementarne simetriqne polinome nad
n pomenǉivih na slede�i naqin

pk =
k∑
i=1

xki

e0 = 1 ako k = 0

σk =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

xi1xi2 ...xik ako 1 ≤ k ≤ n

ek = 0 ako k > n.

Va�i
k=N∑
k=1

(−1)kpkσN−k = NσN ∀N ∈ N.

Dokaz. Najpre odredimo odgovaraju�e generatorne funkcije. Lako se
dobija

P (t) =
∞∑
k=0

pk+1t
k

=
∞∑
k=0

n∑
i=1

xk+1
i tk

=
n∑
i=1

∞∑
k=0

xk+1
i tk

=
n∑
i=1

xi

∞∑
k=0

(xit)
k

=
n∑
i=1

xi
1− xit

kao i

Σ(t) =
∞∑
k=0

σkt
k =

n∏
k=1

(1 + xit).

Prime�ujemo da va�i slede�e

P (−t) =
n∑
i=1

xi
1 + xit

= D(L(Σ(t))) =
D(Σ(t))

Σ(t)
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tj.
P (−t)Σ(t) = D(Σ(t))

odakle pore�eǌem koeficijenata uz tN dobijamo tra�eno.

Primer 17. Dat je prirodan broj n. Skup prirodnih brojeva je podeǉen na
n aritmetiqkih progresija sa koracima di i poqetkom ai. Va�i

1.
∑n

k=1
1
dk

= 1.

2.
∑n

k=1
ak
dk

= n−1
2
.

Dokaz. Uslov da datih n aritmetiqkih progresija pokriva prirodne
brojeve je oqito ekvivalentan sa

n∑
k=1

xai

1− xdi
=

1

1− x
.

Odatle dobijamo
n∑
k=1

xai
1− x

1− xdi
= 1

tj.
n∑
k=1

xai
1

1 + x+ x2 + ...+ xdi−1
= 1 (1).

Za x = 1 se dobija prva jednakost koju je trebalo dokazati.
Diferenciraǌem (1) za x = 1 dobijamo

n∑
k=1

aidi − di(di−1)
2

d2i
= 0

odakle pomo�u prve jednakosti dobijamo tra�eno.

Treba spomenuti da koriste�i goredobijene rezultate mogu�e dobiti
i slede�e tvr�eǌe

max(d1, d2, ..., dn) < 22n−1

qiji dokaz se mo�e na�i u [6]. Tako�e je mogu�e dokazati da postoje dva
razliqita i, j ∈ [n] t.d. da di = dj. Me�utim, kako su za dokaz potrebni
kompleksni stepeni redovi, ovde ga ne�emo navoditi. Mo�e se prona�i
u [7].

Koriste�i funkciju generatrise mo�emo dokazati i postojaǌe neras-
tavǉivog polinoma proizvoǉnog stepena nad proizvoǉnim poǉem F reda
p gde je p prost broj. To je kǉuqna qiǌenica prilikom konstrukcije
poǉa reda pn za proizvoǉan prost broj p i prirodan broj n.



49

Primer 18. Neka je n prirodan broj. Dato je poǉe F reda p gde je p prost
broj. Postoji nerastavǉiv polinom stepena n nad tim poǉem.

Dokaz. Pokuxajmo da prebrojimo nerastavǉive polinome stepena n nad
datim poǉem. Neka je an ǌihov broj. Potrebno je pokazati an > 0.
S obzirom da �elimo da odredimo niz an, bilo bi dobro da na�emo
rekurentnu vezu izme�u ǌegovih qlanova. To nije texko uqiniti na
slede�i naqin.
Brojimo moniqne polinome stepena n. ǋih oqito ima N = pn. Sa
druge strane znamo da va�i jedinstvena faktorizacija na nerastavǉive
qlanove u prstenu polinoma nad F jer je F poǉe. Mo�emo fiksirati
broj nerastavǉivih qlanova svakog stepena koji dele dati polinom i
za svaki takav fiksiran oblik polinoma izraqunati broj polinoma tog
oblika. Na taj naqin dobijamo∑

m1+2m2+3m3+...=n

∏
i≥1

(
ai +mi − 1

mi

)
= pn.

Time smo dobili rekurentnu vezu niza an.
Kako je dobijena veza priliqno slo�ena, ne mo�emo direktno iz ǌe
izraqunati an, ali mo�emo pokuxati slede�e u nadi da �emo dobiti
jednostavniju rekurentnu formulu

(1− px)−1 =
1

1− px

=
∞∑
k=0

pkxk

=
∞∑
k=0

xk
∑

m1+2m2+3m3+...=k

∏
i≥1

(
ai +mi − 1

mi

)

=
∞∑
k=0

∑
m1+2m2+3m3+...=k

∏
i≥1

(
ai +mi − 1

mi

)
ximi

=
∑

m1,m2,m3,...

∏
i≥1

(
ai +mi − 1

mi

)
ximi

=
∏
i≥1

∑
m≥0

(
ai +m− 1

m

)
xim

=
∏
i≥1

∑
m≥0

(−xi)m
(
−ai
m

)
=
∏
i≥1

(1− xi)−ai .
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Logaritmovaǌem obe strane dobijamo

L(1− px) =
∞∑
k=1

aiL(1− xi).

Po definiciji logaritma va�i

∞∑
n=1

(px)n

n
=
∞∑
n=1

ai

∞∑
k=1

xik

k

odakle izjednaqavaǌem koeficijenata dobijamo

pn

n
=
∑
i|n

ai
n
i

tj.
pn =

∑
i|n

iai.

I dobili smo znatno jednostavniju rekurentnu formulu! ǋu mo�emo
jox uprostiti Mebijusovom inverzijom1. Dobijamo

nan =
∑
i|n

µ(i)p
n
i

odakle jasno sledi an > 0 s obzirom da pn > 1 + p+ p2 + ...+ pn−1.

1Mebijusova inverzija je tako�e usko povezana sa generatornim funkcijama - Dirih-
leovim redovima. O ǌima nije bilo reqi u ovom radu, ali se vixe mo�e prona�i u
[1] gde se mo�e na�i i dokaz Mebijusove inverzije.
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