MATEMATUYKA I'UMHA3BUJA

MATYPCRU PAJII

- N3 MaTeMaTRke -

PyHKIMje TeHepaTpuCce U MIPUMEHE

Y YeHUK: MenTop:
Bemro Pamuh v ap Jlyka Muanhesuh

Beorpan, jym 2021.



CANPKAJ

Canp:kaj

0 ¥YBon

(1 <Popmasmma Teopujal
(1.1  OcHoBHe omepalmje, IPCTeHACTA CTPYKTYpPa WM MHBEP3U| . . . .
(1.2 Anrebapcku M3BOIM U APYTU OMEPATOPH| . . . . . . . . . . . .
(1.3 Pauym obmunmx ¢opmasHmMx cremeHuUX penoBal . . . . . . . . .
(1.4 Ilpmmenel . . . . . . . . . . .
(1.4.1 Pexrypentne jemgmaumue| . . . . . . . . . . .. ... ...
(1.4.2  Meton 3mmjckor yima . . . . . . . ...
(1.5  ErcmoneHmmjaJHU CTENEHU PEIOBU| . . . . . « o « o « o o o o . .
(1.5.1 Pauyn ekcnmoHeHIM]aJHUX CTENEHUX peaoBa . . . . . .
(1.5.2  llpwmmene| . . . . . . . o000 o oL

2  Amnamurmuka teopwujal

2.2 O®yHEHMje 3amaTe Kao JUMeCUd HU3a QYHKIUAjA| . . . . . . . . . .
2.3 dynruumje 3amaTe Ka0 OECKOHAUHE cyMe QyHRmuja] . . . . . . .
2.4 BajepmrpacoB M-Tect u mpumene| . . . . . . . . . .. .. ...
[2.5  Pamujyc koHBeprenmmje cTemeHUX PemoBal . . . . . . . . . . . .
2.6  Ilpumene| . . . . . . . . ..

3 Jom Hexke mpumMeHe|

| JImreparypal

12
14
14
20
23
23
23

27
27
28
32
33
36
37

45

51



0 YBonm

Y oBoM pany heMo npoydyuTy 0OCOOUHE TreHePATOPHUX (YHKIU]ja IPEACTABHEHUX
Kao peajHu creneHu penoBu. Hajupe hemo ce 6aBuUTM UCKBYUYUBO ajre-
bapckuM ocobmHaAMa MCOUTYjyhm Tako3BaHe (OpMaJjHe CTelleHe penoBe, a
3aTUM heMO yKJBbYUYUTU U NMUTakhe KOHBEPreHIUje M Ha Taj HAUYWMH npehu Ha
aHasuTuuke ocobunue. Ilpm Kpajy cBakor mesa pama majeMo map IpuMepa
IpUMEHe ONMUCcaHe TexXHuKe. Ty ce ToceOHO uCcTuve peraBame PA3HUX PEKyPEeHT-
HUX jelHAUYNHA, METOJ 3MUjCKOT yJ/ba KOjUM Ce MOT'Y M3padyyHaTU MHOTE KOM-
OMHATOPHE CyMe KOoje OM ce BPJIO TEIIKO M3padvyHaje Ha OWI0 KOju IpyTu
HAYMH, KaO0 U TaKO3BaHE MOMEHTHEe TIeHepaTopHe (YHKIUje MOMONy Kojux
IOOKa3yjeMo IeHTPaJHy TpaHudHy TeopeMmy. Ha camom kpajy HaBOIMMO jOIII
map IprUMeHa U3 Pa3HUX MaTeMaTUJYKuX obsactu. Tpeba HATIACUTHY Oa YUHEHUIA
na ce DAaBUMO MCK/BYUYMBO DPEAJIHUM CTEIEHUM PEIOBUMA 3HATHO CMambyje
orncer mpuMmeHe. MHore aHaIuTUyYke OCOOUMHE KOje ce maJbe MOTYy KOPUCTUTU
3a ACUMITOTCKY IPOIEHY BEJIUYMHE YJIAHOBAa HU3a, 3aXTEBajy pal ca KOM-
IUIEKCHUM CTENEeHUM pPEeIOBUMAa, T€ TaKO U KOMIIJIEKCHY aHaJIWU3y Koja Ipe-
Ba3MJIa3u TPAAUBO CPENHE IIKOJIE.

Takobe, kemeo 6ux ma ce 3axBaJysuMm cBoM MeHTODPY JIykm Munuhesuhy
mpe cBera Ha NPUOIMKABAKY PA3HUX CIOKEHUX MATEMATUYKUX UIEja KPO3
YeTUPU TOANHE MEHTOPCKE HACTABE, A U HA KOPUCHUM CaBETUMA IIPU MUCAHY
OBOT paja.
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1 <PopmasiHa Teopuja

Y oBoM moryiaB/by heMo ce 0aBUTU WCKJbYUMBO ajrebapCKuM OCOOMHaAMA,
creneHux penoBa. Hwusy ag,aq,... IpuIpy:RyjeMO (OPMaJIHU CTEIEHU peNn
> > ,anx™ TOe IPOMEHJbUBA T IPEACTaB/ba caMo “Hocad’ HU3a U HE CMEMO
je MemaTu KOHKPETHUM OPOjeBHUM BPEIHOCTWMA jep HE 3HAMO 3a KOje Bpe-
HOCTU pel KoHBeprupa. Y upaBo 300r mpobiaeMa KOHBEPreHIje ce u ODABUMO
GOopMATHUM CTENEHUM penoBmMa. Yak M ako HUKAJ He KOHBeprupajy (per-
“MO a, = n!) reHepaTopHe QYHKIUje 3aaTe KAaO (OPMAJHU CTEIeHU pPeIOBU
Mory 6mrtu xopucHe. McmocraBiba ce na ce um JIaKkO Moske npehw ca ¢gopmad-
HMX CTEIICHMX penoBa Ha INTale I{OHBepFeHHI/Ije 1 BbUXO0OBE aHAJIUTUYKE OC-
obune. Tarobe, Tpeba Harnacutu ga GOPMaJIHU CTENEHU PENOBU CYIITUHCKU
pPeACTaB/bajy YOUIITEHEe MOJMHOMA, KA0 W Aa Ce Ha UCTU HAUUH IMOHAIIA]Y
npu cabupamy U MHOXKEHBY. BakHO je HamoMeHyTH na he ce maJme y pamy
moapasyMeBaTH na je ped O (GOpMaJHUM CTENEHUM PEIOBUMA Ca PEAJTHUM
KOe(UIMjeHTUMa CeM aKO HUje Apyraduje Ha3HAYEHO.

1.1 OcHoBHe omepamnuje, IpPpCTeHACTA CTPYKTypa
1 MHBEP3U

Kao mro je Beh cmomenyTo ¢opmasHu cTeneHU pEmOBU IPEACTABIHA]Y YOII-
mITeH e MOJNHOMA, T€ je OUEKMBAHO Ha MMAajy MPCTEHACTY CTPYKTYPY. Y OBOM
IO IIOTJIaBJbY heMo neTasbHO neduHUCATA CBE OCOOMHE 1 onepanuje Hal Gpop-
MaJIHUM CTENEeHUM pPeAOoBUMAa, KAa0 U MOKA3aTU Ma WCIOJhABA]y MPCTEHACTY
CTPYKTYDPY.

Ila bucmo yommre moyeau na ce 6aBUMO (HOPMAJIHUM CTEIEHUM DPEIOBUMA,
noTpebHO je mepuHMCATH Kand Ccy OBa (GopMaJiHA CTEIeHa pela jenHaka.

. . o0 n
Hedmuaunuja 1. Hexa cy dama dea gopmarra cmenena peda A =3 > a,z" u
oo . .
= "o bnx™. Onu cy jeonaxu, mj. saxmcu A = axo u camo axo 3a C8aKO
B neo bn". O 0 , A =B,
n € Ny eaxcu a, =b,.

3aTuM, HepUHUIIIMO OCHOBHE Oomlepamnuje - cabupame U MHOKEHE.

3



4 1. PopmasiHa Teopmja

Hedumunnmja 2. Hexa cy dama dsa gopmanna cmenena peda A =y > a,z”
u B =Y ba". Hepunuwumo wuros sbup A+ B = Y > (a, + b,)z", mj.
popmanru cmenenu ped xoju "nocu” Hu3 a, + by.

Muosxkeme nepurumemMo kao Romuje nmpomsBon.

Hepuunnuja 3. Hexa cy dama dsa gopmasna cmenena peda A =y > a,z"
u B = Z:):o bpa™. Hedunuwumo wuroe npouzeod AB = ZZOZO cpx 20e je ¢, =
2 k=0 Wkbn-

Ounro je ma je A = Y 0z" aguTUBHU WUIEHTHUTET, KaO U Ha je B =
1+ >, 02" MyJITUNIMKATUBHY I/I,ILGHTI/ITGIEI. Jlako ce mpoBepaBajy m oOcC-
Taje ocobuHe m mobujamMo ma ¢GopMaJiHE CTENEHU PEeNOBU T'pajne KOMYTa-
TUBHU IIPCTEH Ca MYJITUIIVNIMKATUBHUM MACHTUTETOM N onepauI/Ij aMa MHOXKEHa
u cabupama. Kako je moka3 UMCTO TEeXHUYKE mpupone, HehemMo ra oBme
HaBOIUTU.

Teopema 1. Hexka je F' cxkyn ceuxr gopmarnuxr cmenenur pedosa. Cmpyxmypa
(F,+,-) je Komymamuenu npcmer ca MYAMUNAUKGMUBHUM UOEHTMUMEMOM.

Takobe, mako mokasyjemMo na je mpcTeH (OPMAJHUX CTENEHUX PEeNOBa 3a-
IpaBO U MHTETPAJIHU TOMEH.

Teopema 2. IIpcmen fopmasruxr cmenenuxr pedosa je uHmMezpasry, 0OMeH.

Zloxas. IlpernocraBumo cynpotHo. Tana Ou mocrojasa nsBa ¢opMajHa CTe-
nmeHa pena A # 0 u B # 0 takBa na AB = (0. Karo je A # 0 u B # 0 nocroje
nunexcu i, j € Ny TakBa na a; # 0 u b; # 0. VM3abepumo HajMmame TakBe i, ].
Tana 6u ouurae HO KOePUIU]eHT y HBUXOBOM IPOU3BOLY Y3 i+ j 6mo a;b; # 0,

Te BUXOB IIPOM3BOI He Ou 6mo jemnax (. []
Onysumame nepunumemMo Ha yobuuajen Haumd kao A — B := A+ (—B)
rme je —B = ZZO:O —b,2" amuTUBHU MHBEDP3 (POPMAJHOT CTemeHOr pena bB.

Takobe, KaKO MOCTOjU MYJITUIIMKATUBHUA WACHTUTET, IOCTABJ/bA CE MUTAHE
KOju (OPMaJIHU CTEIEeHU PENOBU MMAjy MYJITUIIUKATUBHU uHBep3. Oarosop
HaMm paje caeneha sema.

Teopema 3. Heka je dam gopmanru cmenenu ped A = Y > ja,z". O uma
MYAMUNAUKAMUEHU UKEEP3 &, Mj. nocmoju gopmaany cmenenu ped % maxas
oa A% =1, axo u camo axo je ag # 0.

'Y mamem memy pama KopucTHMO jeHOCTaBHMjy O3HAKy u muamemo 0 ymecto A, kao u 1
ymecTo B.
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Jloxas. Pamu nakme noramuje obeseskuhemo mHBep3 ca B. Ako oH moctoju,
ouga 6um Basknino AB = 1, Te 6u u3 mepuHUNUje MHOXKEHa (OPMAJHUX CTe-
MEeHUX penoBa caemauiio agby = 1, omakie Buaumo ag # 0.

[IpernocraBumo ay # 0. Jlako ce mobumja ma (GopMasiHUM CTENEHU pPen Koju
"HOCU  HU3 3aaT Ca

1
boz—
Qo
n — T Ap0n— n =
a0 2= kOn—k
3anoBoJbaBa AB = 1. L]

HOCTaBJLa Cce InTame na Ju1 je MyJITI/IHJII/H{aTI/IBHI/I I/IHBep3 je,III/IHCTBeH yI{O—
JIUKO TOCTOjU, aJIM U3 OCHOBHUX OCOOWMHA KOMYTATWUBHOT NMPCTEHA CJIEAU A
jecre. Tpeba maBecTm ma hemMo y majseM Oeay paa OCAM O3HAKe 1 KOpUC-

A
TUTU 1 O3HaKy AL

Cana hemo mepmHUCATH 1 pAIMOHAJHE CTEIEHE (OPMATHUX CTEIEHUX pe-
noBa. McmocTtaB/ba ce OHU TNOHAIIA]Y CIWYHO KAO U PANMOHAJJIHU CTEIEeHN
peannux 6pojeBa, Tj. 3a cBako n € N u ¢popmanau cremenu pen A takas na
je camoboman unan paszauuuT onx 0, mocToje HajBuINe OBa peasHa (OPMAIHA
creneHa pena B TakBa ma B" = A. YKoJMKO mocToje nBa, OHAA Ce€ OHU pa3-
JINKY]y CaMO IO 3HAKY.

Pamu nakme vorauuje mepuuumumo S(A) = ay rae je A popmansu cremeHu
pen, a ap HEeroB cI00OIHU UJTaH.

Teopema 4. Hexka je A npoussonmar gopmantnu cmenenu ped maxas da S(A) # 0
U HeKa je n npoussonaH npupodar 6poj. Pasauxyjemo 3 cayuaja

e 2 1 n - Tada nocmoju jeduncmeen gopmanrnu cmenenu ped B makas da

B" = A.

e 2|nuS(A) <0 - Tada ne nocmoju gopmarru cmenewu ped B maras da
B = A.

e 2|nuS(A) >0 - Tada nocmoje maurno dsa gopmanna cmenena peda By u

By maxea da B = A uw BY = A u eancu By + By = 0.

okas. Be3 ymamema ommroctu Heka je |S(A)| = 1. Yromuro nocroju B
TakBO ma B"™ = A, omna ounro Basu |S(B)| = 1.
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Hajupe, npumernmo na 3a 2 | n u S(A) = —1 ounto He OCTOjU HUjeNaH OArO-
Bapajyhu ¢opmannu crenenu pen B.

Taxkobe, moskemo mpumerutru na Basku ciaenehe tBpheme. C ob3upom na
je moka3 Jak oBae hemo ra M30CTaBUTU.

JIema. Jlama cy dsa gopmanna cmenena peda A u B maxea da |S(A)| = 1,
S(B) = £1 u B" = A 3a wexu npupodan 6poj n. Tada nocmoje gynruyuje suwe
NPOMENNSUBUT [ 2, fns... maree da 8ancu caedehe

:I:nb1 = a1
+nby + fn2(b1) = as
+nbs + fn3(b1,b2) = as

Enby + frr(bi, by byp_1) = ag

Jacno je ma ompebuBamem by ompebyjemo m ocrane rkoedurnujente. Y Ko-
JUKO je 21 n ounTo mocroju camo jemna ommuja. Ca apyre crpane, 3a 2 | n u
S(A) =1 mocroje mBe moryhuocrtu, Te nBa pemewma By u By. Ouwuro je na je
u — By pememe, Te Baku By + By = 0. []

Capnma ce mocTaB/ba IUTamE KOjU (OPMAJIHU CTEIEHU DEX je jelHaK Anw v
ciydJajy Kaa mocToje nBa popmasHa cremneHa pena By u By takBa na By = A
u By = A. Haname hemo y Tum ciaydajeBuma ca A% o3HauaBaTH GopMaHA
CTENEHU peN ca MO3UTUBHUM cI0OOmHMM uiaHoM. Takobe, medpuuumemo n
Al = (A%)p rae Baxku p € Z u ¢ € N. Cneneha Tteopema HaM roBopu ma cy
pAIllOHAJIHU CTENEHOBU NOOpO mepUHUCAHU HA Taj HAYUH, KAO U A& UMajy
O4YeKUBaHa CBOjCTBA.

Teopema 5. Hexa cy A u B gopmannu cmenenu pedosu maxeu da S(A)S(B) > 0.

Zamu cy ueau bpojesu a,m € Z u npupodnu bpojesu b,n € N maxeu da saxncu

§ =", Kao u payuonannu bpojesu q = %,qQ €Q,keN,leZ. Banu
1' (Aa)m — (Am)a‘
2. (AB)* = A*B“.
3. A" =B™"Am#0ANS(A)S(B) >0 — A=B.

4. AT = A%,
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5. (Am)n = Arar,

6. (An)w = A%,

a1

7. (Alh)lh — (AQQ)Ql.

8 ANl x AL — AQ1+(I2_

Joxas. 1. Oyuro.

2.

3.

Baxm jep je ckyn GopMasHUX CTEIEeHUX pefoBa KOMYTATUBHU IIPCTEH.
Jlako caemu U3 mpeTxomHE TEOPEME.

N3 nepurunuje m ropeHaBeqeHNX 0OCOOMHA CTENIEHOBAKa Ce JIaKO n00uja
cnenehe

(AB)™ = ((A8)")" = (((A)))" = (((A5)")")" = (A" = A

Kao u

a m
Kako Basku an = mb, u3 nperxonuor ciaemu A = An.

. CimmyHO Kao mpeTxomgHo.

. Cauyno Kao IPeTxoIHO.

Ciamuso Kao IpeTxonqHoO.

. CmmyHO Kao mpeTxomoHo.

[]

Ocum cabupama m MHOXKEHA, KA0 W HA OCHOBY HBUX ACHUHUCAHOT OIY3-
UMamba n nesbema, nepuHucahieMo m KoMIo3unujy GpopMaiHUX CTEIEHUX pe-
noBa Ha OovekwBaH HauuwH. Jla OMCMO TO yumHUIU Hajupe je mOTpedHO ma
pasMoTpUMO ciiydyaj OeckOHauHe cyMe (OPMAJIHUX CTEeIeHUX penoBa. Kako y
IpcTeHy (OPMAJHUX CTEIEHWX pelNoBa HeMa KOHBepreHNuje Tpeba na ma3mMo
na He noJia3u N0 OEeCKOHAUYHMX CyMa IPUINKOM padvyHama HEKOr Koe(uIu-
jeuta. Tarobe, oumraenno ce HuU pe3yiaTyjyhu cTemeHm pen He Pa3auKyje
VKOJUKO MemaMo penocien kojuMm cabupamo. Camna mako mobujamo cienehe.

Teopema 6. Hexa cy A uw B dsa gopmanna cmenena peda. Tada nocmoju Ao B
axo u camo axo je A noaurom uau by = 0.
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. 1 ook
[IpumeroM Topwme TeopeMe U OUUTJIe/IHEe jeHAKOCTH —— = Y g T mobu-
jamo caenehe.

Teopema 7. Hexa je A =1 — B fopmanru cmenenu ped makas da S(A) = 1.

Baxncu .
- — Z Bk

k=0

Tpeba marnacuTu crenujajan ciIydaj rOpimE TeopeMe KOjUu Ceé UeCTO KO-
pucTu

1.2 Auaredbapckm M3BOIU M OPYTHU OII€epaToOpPuU

N3Bome ¢popMasHUX CTENEHUX PenoBa Ae(GUHUIIEMO HA OUYEKUBAH HAYWH.

Hepmannuja 4. Hexa je A=Y ," arx®. depurnuwemo anzebapcru uzeod

Z (k+1) aka
k=0

Jlako ce moka3yjy cBe OUYeKMBaHE OCOOUWHE AHAJUTUYKOD M3BOIA.
Teopema 8. Heka cy A u B dea fopmanna cmenena peda. Baxncu
1. D(A+ B) = D(A) + D(B).

2. D(AB) = D(A)B + AD(B).

3. D(4) = — 2

1 .
a nocmoju.

4, D(B) — w YKOAUKO % nocmoju.

5. D(Ao B) = (D(A) o B)D(B) yxoauko je Ao B defurucaro.

W3Box Bumier pena nepuHUmemMo Ha oueknBaH HaunH. Jlepuanmumvo S(A) =
ap. Jlako ce mpumehyje mna Baxku MakaopeHOB pa3Boj.

Teopema 9. Hexa je A gopmasnu cmenenu ped. Baxcu

=\ DW®(S(A)) ,
a3 DUEA)

k=0
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Cama mako meuHUIIEMO JorapuTMe 3a GOpMaJHe cTenene penose A Takse
na S(A) = 1. 3a ocraJie ce He MOke mepuHUCATH jep oaroBapajyhe 6eckonaume
cyMe He IIOCTOje.

Heoununmnuja 5. Hexa je A = 1+ B gopmarnu cmenewu ped makas da S(A) =1,
mj. S(B) = 0. Aefunuwumo

JTokasKMMO OYeKuBaHe OCO Oune.

Teopema 10. Hexa cy A u B dsa gopmantna cmenena peda maxea da S(A) =1
u S(B) =1. Baxcu

1. D(L(A)) = 244

2. L(AB) = L(A) + L(B)

3. L(L) = —L(A).

4. L(A") = rL(A) sa cearo payuonaano r.
5. L(A) =0 < A=1.

6. L(A) = L(B) — A=B.

Jokasz. 1. Hera je A = 14 C 3a merko C takso ma S(C) = 0. Ha oc-
HOBY Je(pUHUCAHOCT OECKOHAYHUX CyMa, Kao M NOKa3aHe OocoOuHe na
M3BOJ MIPOJA3U KPO3 CYyMy, CIEAU Oa U3BOJI MPOJA3U KPO3 HePUHUCAHE
becrkoHauvHe cyMe, Te kopucrehnu popmyiry 3a mHBEP3 HOOMjaMO
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2. Baxn
p(1(aB)) = 220
 D(A)B + AD(B)
B AB
D) D)

B
= D(L(A) + L(B))

omakie ounto ciaemu L(AB) = L(A)+ L(B).

3. Ounuro U3 rope MOKa3aHOT.

—
=

4. 3a meso r ounTOo Basku 300T rope MOKa3aHUX jemHaxkocTtu. Ako je r
o4umTO

pL(A) = L(A?) = L((A")?) = ¢L(A")
OJlaKJIe CJeau TPaskeHO.

5. OuuTo U3 0COOMHA JIOTAPUTMA.

6. Ouuro U3 ocobMHA JIOTAPUTMA.

[]

Cana MokeMO mOKa3aTu OMHOMHY TEOPeMYy KOjOM JIAKO IPOHAJIA3UMO KO-
peHe popmasHUX cTeneHUX penoBa. Mebyrwmm, mpe Hero mrTo je TOKaKeMoO,
YOIMITUMO OMHOMHU KO€(UIINjEHT.

Hedbununmja 6. 3a npouszsoman peanar b6poj r u HenezamusaH yeo 6poj k,
dedunuwemo buromHu Koeduyujenm na caedehu Havur

(r) =D (r = (k=1)

k k!

Teopema 11. Heka je r payuonanar 6poj u neka je A dopmaanu cmenenu ped
maxae da S(A) =0. Tada saxncu

(1+ A = i (;) AF,

k=0
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Jokas. O3maunmo necHy crpany ca B. IloBosuo je mokazaru L((1+4 A)")
L(B) ommocro D(L((1 + A))) = D(L(B)), 1j. D(rL(1 + A)) = 28—
rBD(A) = (1+ A)D(B), mro nako mobujamo

(14 A)D(B) = (1+ A) Zk( )Ak ID(A)

A)(;k( )A’“er( )Ak 1

[]

[Ipeocraje nepuHMCaTN €KCIIOHEHINjAIHY (YHKIN]Y, IITO YNHUMO Ha cienehn
HAYVH.

Hedunnnuja 7. Hexa je A gopmanru cmenenu ped maxae da S(A) = 0. Ledun-
UWUMO

k=0

Jloka:KUMO OUYeKuBaHE OCOOUHE.

Teopema 12. Heka cy A, B u C gopmannu cmenenu pedosu maxeu da S(A) = 0,
S(B)=0u S(C)=1. Baxncu

1. D(E(A)) = D(A)E(A).
2. E(A)= E(B) < A=B.
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(
5. E(rL(C)) = C" 3a c6ako payuoraano T.
6. E(A+ B)=E(A)E(B).

Loxas. 1. Jlako n3 mepumHUITjA.

2. Basu D(E(A)) = D(E(B)), e D(A)E(A) = D(B)E(B), tj. D(A) = D(B)
¢ ob3upom na je E(A), E(B) # 0. Onarae muperrsno ciaemu A = B jep
S(A) = S(B).

3. Basu D(L(E(A))) = 255 = BEEA — D(A) opaxne cremn L(E(A)) =

A ¢ o63upom ma je S(L(E(A)) = S(A) =0.

4. Hera je E(L(C)) = (" 3a Heru ¢opmannu creneru pen C' Takas na
S(C") = 1. N3 rope mokasaunor caemu L(C') = L(E(L(C))) = L(C), kao u
c=cC.

5. Kopucrehu rope nokasane ocobune norapurama, nobujamo L(E(rL(C))) =
rL(C) = L(C") omakue canemu E(rL(C)) = C".

6. V3 rope mokazaHuUX je IHAKOCTU CJIEIUA

1.3 Pauyn oOuuyHUX popMaJIHUX CTEIIEHUX peIoBa

[TocraBma ce murame Kako ce OOMYHN (POPMAJHU CTEIEHW PENOBU IOHAIIA]Y
KaJ NPEeICTaB/bajy IFeHepaTopHe (YyHKIUje HU30Ba. Kako ce Memajy Omnro-
Bapajyhm ¢opmMasHN cTemeHVM penoBM NPUINKOM TpaHCchopManuja HU30BA,
peInrMo moMeparmha NHACKCA, MHOKEH A KOePUIjeHaTa, ca MOJIMHOMOM U CIUYHOL !

Hajnpe, pamu nakme HoTanuje neduHMmMMMO ciaenehm cuMb0II.

Iedurunuja 8. Cumbonr f < (a,)n>0 03ranasa da je f eenepamoprna Gynryuja
nusza z3adama obuvnum cmenenum pedom, mj. f= > o arzt.

[IpBo hemo oaroBopuru; Ha TUTaKmE MOMepama naaekca. OaroBop je Tpus-
njasaH.
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Teopema 13. Hexa je dam nuz peanwus bpojesa maxae 0a f <= a, u Hexu

f—z:ﬂ;lo apzk~1  osr
xt (

npupodan 6pojt. Tada saxncu Antt ) n>0-

Ila BucMO paszyMesy KaKo ce MeHa I'eHepaTOPHA (YHKINja HEKOT HU3a Kal
Ce CBaKW! HEroB YJIaH IOMHOMKM HEKUM IIOJMHOMOM, NTOBOJHHO j€ Ha PasyMeMO
KaKO ce Melha I'eHepaToOpHA QYHKIN]a HU3a KAl Ce CBAKM HEroB UJaH IOMHOXKNI
oarosopajyhum wmamekcOM. 3ancTa, MOHOBHUM IIOHABJHAMEM TOT IMOCTYIKA
JIAKO OMCMO mOoOMIM KaKO ce Mema IeHepaTOpHa (GYHKIWja KaJ CBAKM YIaH
HIM3a MHOXKMMO HEKVM CcTeneHOM onrosajyher munekca. lame, To nako yom-
IITaBaAMO Ha IPOU3BOJbAH MOJUHOM KOpUCTeNhM UMmeHUIly na je reHepaTopHa
¢yHENUja 30upa aBa HU3a jenHaka 30Upy HUXOBUM I'€HEPATOPHUX (YHKIN]jA.

Teopema 14. Hexa je dam nuz peaarur bpojesa maxae 0a f < (ay)n>0- Tada
8aMCU

rD(f) &5 (nan)n>o.

Joxas. Basku

xD(f) = xD(Z apz®)

OJaKJIC OYUTO CJEIU TPAKEHO. []

Teopema 15. Hexa je dam wu3z peasnur bpojesa maxas oa f & (Gn)n>0 ©
noaurom ca peasrum rxoepuyujenmuma P(x). Tada saxncu

P(zD)(f) & (P(n)an)n>o-
/loxas. Jlako u3 ropme TeopeMme. [

Tarobe, MmoxkeMo mocMaTpaTy ABe reHepaTOpHE (yHENUje [ U g ¥ 3amu-
TaTu ce Kor Hu3a je fg remeparopHa ¢yKIuja. Jlako ce mobuja caenehe.
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Teopema 16. Hexa cy dama 0sa nusa peaanuz bpojeaa maxea 0a f <= (ay)n>0
oSsT

u g <= (by)n>0. Tada saxncu

n

fg ﬂ) (Z akbn—k)nZO'

k=0

[ToceGHO ce 3HAYAJHUM HCIIOCTABJ/bA MHOMKCHE CA —— jep HA Taj HAUMH

1—x
nobujamMo reHepaTOpHY (YHKIU]Y MapOUjaJHUX CyMa.

Teopema 17. Hexa je dam nuz peaanur bpojesa maxae 0a f <= (ay)n>0. Tada

8ANMU
n

f (ﬂ (Z ak)nzo.

1—=x
k=0

1.4 TIIpumene

Y 0OBOM MOTHOTJIABJEY M3JIOKMNEMO Map NpuMeHa (YHKIUja FeHepaTpuce 3a-
[DATUX KPO3 OOMYHE CTENEeHe PenoBe.

1.4.1 PexkypeHTHe jemHauyuWHE

NcnocraBma ce nma reHepaTopHe (YHKIUje JAKO PeIaBajy BEIUKY KJacy
PEKYPEHTHUX jeNHAYNHA.

IIpumep 1. Pewumu caedehy pexypermmuy jeoHaxuny
Gpi1 =20, +n, n>0
20e je ag = 1.

Joxas. Tpaskumo oOuUHy reHepaTopHy QyHKIMjy naror Huza A(z) =Y > a,z".

V3 pekypeHTHE jenHAUYWHE OYUTO CJIEIUN

Z pi1x" = Z(Zan +n)x"
n=0 n=0

o (o]
= Z 2a,x" + Z nx"”
n=0 n=0
o (0]
=2 Z anpx’ + Z na”.
n=0 n=0
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Kopucrehn ocobuue 0O6mUHMX (pOpMaTHUX CTENEHUX PENOBa, HOOMjamMo

@ —2A(z) + xD(ﬁ)
A(z) -1 T
T = 2A<JZ> -+ m

(1—x)p?
2?2+ (1 —x)?

(1—=)?
202 — 22 + 1
(1—2)2(1 —2x)

A(z) — 1 =2zA(z) +
Alz)(1 —2z) =

Alz) =

Ilobujeny panmoHaJHY (QYHKIMU]Y JIAKO 3aIMCYjeMO Kao 30Up HapuujaHUX

pas3jaoMaka
2 1

T 1-2r (1-2)?

A(z)

F » 9
3HAMO Oa 3a IIPOMU3BOJLHY I'€HEPaATPUCY F, regepaTpuca - HOCU HHM3 IIap-

1] &JTHAX cyMaEL Te caemu na a, =2-2" — (n+1)=2"" —n — 1. L]

IIpumep 2. IIponahu onwmu obaux Puboravujesoe bpoja, mj. pewumu pexypenmmny
JjeoHawuHy

fn+2 = fn+1 +fn7 n >0
20e je fo=0u f; = 1.

Jloxas. Tpasumo oOMUHy reHEPATOPHY (QyHKUMjy naror Husa F(z) =Y > f,a".
W3 pekypeHTHE jenHAUYWHE OYUTO CJIEIN

D furot" =Y (farr + fo)a”
n=0 n=0

o0 oo
n n
= E fro1x™ + E fnx".
n=0 n=0
Kopucrehu ocobune oO0uyHux HOpMATHUX CTEHEHUX PENOBa, M00MjaMo

F(z) —ag— a1 _ F(z) — ag + F(x)

F(z) —x = F(z)x + 2°F(x)

Ujan HM3a KOju OAroBapa I'eHEPATOPHO] (YHKIMjU ﬁ ce MOske mobutu m momony
OmHOMHE (popMyIIe.
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Flz)(1—2—2*) =2
F(x) =

i

1—ax—a2

Jlako mobujamMo ma cy periema KBaIpaTHE jeIHaunHe ¢ = H—‘[ u ¢y = 1= ‘[,
Te ma ce noOujeHa palmoHaJHA (YHKIMUja PACTABbA HA HapHI/IJ aJHE PA3JIOMKE
Ha cienehu HauUH
1 1
- R A
l—z—22 1—¢iz 11— oz

Cana je ounto na Baxku f, = \/ig(gf)’f — ¢%). Tarobe, karo je |pa] < 1, MoeMO
npuMeTuTH na Bazku cienehe.

aKo 21 n

fn:

[ —— - 1
L
| — _

MHa4e.

[]

IIpumep 3 (Momudurosarr CMO 2019/6). Pewumu pexypenmmny jeonasuny

2020

Apt1 = an +ap-1, n=>1

20e je ap =0 uwa; = 1.

Joxas. Tpaumo obuuny reseparopay QyHKuujy Hu3za 2 1j. A(x) = ZO 1 3 k,
Jlako mobujamo ocraJjie morpebHE TeHEPaTOPHE q)yHKuMJe

%2

3 vt = 3 D)
=Y D(ZE)
k=2
= D(Z a—;xk)
k=2
= D(A(x) — a1x)
= D(A(x) — z)
= D(A(x)) — 1
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1 CJIIMYHO
[o.¢] [o.¢]
k=1 k=2
o0
= Z k+1$
=0
- a:Q(D(A(x)).

W3 pexkypeHTHe jenHadvumHe cJienmn

D(A(z)) — 1 =2020A(z) + 2>D(A(x))
(1 — 2*)D(A(z)) = 2020A(x) + 1
D(A(x)) _ 1
2020A(z) +1 1 — a2

Moxke ce mpuMmeTuTu na je JeBa CTpaHa M3BOMA oaroBapajyher morapurma,
Te cienu

D(A(x)) 1
2020A(z) +1 1 — a2

D(2020A(z) + 1) 2020
2020A(z) +1  1—a?

D(L(2020A(z) + 1)) = 122222.

Ilecuna ctpana ce Takobhe JlakO MOkKe TIPEBECTU y HapIUjajHE PAa3JIOMKe U
3aTUM 3amIrcaTi Kao M3BOJA oaroBapajyhux morapurama. Ilobuja ce

D(L(2020A(z) + 1)) = D(lOlOL(i L
Kako ounro Basmm S(L(2020A(x) + 1)) = S(1010L(:£)), caemn

)-

— X

+z

L(2020A(x) + 1) = 1010L(
-
Tj.
1
L(2020A(z) + 1) = L((1+—x)1010).
-

Onarne kopucrehu nokaszane ocobune jsorapuramMa GOPMATHUX CTEIEHUX pe-
noBa mobujamo

1 +37>1010

2020A(2) +1 = (T—
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|
2020A(x) = (5 Ty _y

— T
(1 + fL’)lOlO(]_ _ x)*lOlO -1

Alz) = 2020

W3 bunomue Teopeme ciaenu

0 akon =20
(n = 1010 (—1)F(TT10)(2019)
k=0 2020

nHave.

]

Ilo pexkypeHTHUX jemHaumHa MOKEMO MONUW M KpO3 KOMOUHATOPUKY.
cnenmehem mpumepy heMmo TakaB ciydaj uiaycTpoBaTu kKpo3 Karasmanose 6Gpo-
jeBe O, KOje meuHUIIEMO Ka0o OPOj TpUAHTYIalKja TPABUIHOT n—|—2-ToerIaE|.
Takobe, pamu makme HOTanuje y mameMm meiy pana, mHexa je Cy = 1.

IIpumep 4. Zlam je npupodan 6pojn > 2. Iponahu 6poj mpuareysayuja npasuiroz
n-moyena.

/loxas. Ilorpebno je mpornahu Heky pekypeHTHY Besdy udMmebhy RaramanoBux
Opojesa.

[TocmarpajMo mpom3BOJBHY CTpaHUIly OpaBuiHor n-toyraa. Owna he Outwm
CTpaHUIA HEKOT OJ TPOYIJIOBAa Yy CBAKOj TPUAHTYJIANUjU TOCMATPAHOT MHO-
royraa. /[lakie, jequHo je nutame Koje je Tpehe TeMe Tor Tpoyraa. bupamem
MPOU3BOJLHOT OJl MPEOCTAJNUX N — 2 TeMeHa, Jo0ujaMo ABa Mama MHOTOYTJIA,
Te JIaKO N0JIa3uMO OO0 ciaeneher

n—2

Coz =) CiaCrao
k=1

Tj.
Cut1 =) CiCurr
k=0

Cana nakxo nponasiasuMmo reseparopry ¢yurmujy C(z) =Y > Cpz". Ounro
BaKH

3KaramamoBu GpojeBm mMMajy M MHOTe Apyre WHTepmperamuje. DBemmknm 6poj mux je
omucan y [I5].
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2C(x)> - C(z)+1=0

Clx) 2x

C o63upom ma Cy =1, Baku

RV

(2k—1)11(—1)

e 2k -1
=2 (k+1)!

k
(_1)k 2k+1l'k

ok pk

— DUEIZE)

=1 (2
:Zk:+1
1

= 2k
:Zk:—Jrl<kz

k12

)

) (—1)k+122k+2$k
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1.4.2 Meton 3MUjCKOT yJiba

l'emepaTopHe (QyHKIUje 3anaTe KAO0 OOMYHU CTENEHM PENOBU CE MOTY KOPUC-
TUTU U 3a U3padvyHaBame CJIOKEHUX KoMOuwHaTtopHuX cyMa. MWMako pamu y
BEJIUKOM OpOjy cayduajeBa, METOI je BPJIO jefHOCTaBaH. sReauMo ma mpoHaI-
jeMo reHepaTopHy (QYHKIUjy KOja "HOCKH' TpaykeHy CyMy U 3aTUM H3BYUYEMO
onrosapajyhm roepunujent. la OmcmMo mpoHAIIIN €KCIJIMIUTAH OOJIUK I'€H-
epaTpuce MemaMO PeIoCiiell CyMUpama, 3aTUM HOAeNiaBaMO cabUpKe TaKo
[a Ce YHYTpallllba CyMa JIaKO MOKe eKCIIJIUIUTHO MPEICTAaBUTU U Ha KPajy
pemaBamMo T00UjeHYy CyMy.

IIpe mero mro nmpebemo Ha mpumepe koju he miaycTpoBaTU TOPEONUCAHU
mpolec HaBemheMO IBe IeHepaTOPHe (DYHKIMje KOje Ce YeCTO I0jaBJbY]y Yy
OBOj METON.

Teopema 18. Baxcu

(") -

> ! (2:)95 _la_vich)

—n+1 2z

Jloxasz. a bucMo TpoOHAIIIN €KCININIUTAH OOJIMK IPpBE TeHepaTOpHe (DYHKIN]eE,
nokymalhieMo na npyraduje 3anumeMo OMHOMHE Koe(UIMjeHTe, Te na KUCKO-
puctuMmo Beh morkasany OMHOMHY TeopeMy. 3aucTa, JaKO ce IMpoBepaBa na

Basku ciaenehe
n+k B —(k+1)
k N n '

OJlaKJIe OYUTO CJEAUN TPaKEHU OOJIUK.
Ipyra remepartopHa (yHKIMja je qokaszaHa y npuMmepy o KaramanoBum Opo-
jeBuMa. ]

Cana uaycTpyjeMo omucaHu MEeTOn Kpo3 ciaenehu mpumep.
IIpumep 5. Jlam je nenezamuean ueo 6poj n. Uspauywamu caedehy cymy
= [n+k
Z( + )Qn—k.
2k
k=0
Jloxas. IlocTymamMo Kao IMITO je OMUCAHO

i’f" 7 (n+k>2n ’“:ii(wrk)?kx"

n=0 = n= =0
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_ i S (”;;{;k)znkx“

_ ki);%k g} (";;f) (20)"+*
::£§;(4x)_k2§i (;;)(Qx)"

n=0

= 21)%
:Z(4£)_k—(1 (22)

_ 2x>2k+1
k=0

1 > T &
S 1-2z Z((l — 23;)2)
k=0
1 1

1—2z
(1 —4z)(1 —x)

_ 3 3
_1—4x+1—x

OJaKJIe O4YMTO CcJjaenn

>

(n + k.) 2n—k B 22n+1 + 1
k=0

—\ 2k 3
O

Cnemehu mpumep je 3HATHO CJIOKEHUjU, Te OU OMIIO NPUIUYHO TEIIKO
n3padyHaT CyMy Ha ejJeMeHTapaH HauuH npebpojaBameMm. MebhyTtum, rem-
epaTopHUM (QYHKIMjaMa Ce M OHa JIAKO M3padyHaBa.

IIpumep 6. Jam cy nenwezamuenu weau b6pojesu n u m. Hspawyrnamu cymy

S

k=0

Lloxas. Purcupajmo m. Baxu

N e (n+k><2k>(—1)k
PR -
pare m + 2k k) k+1

n=0
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(k)k+1x Z; m+2k)"

2k (_1)k: . xm+2kz
T
k) k+17 (1 —z)m+2h

k=0
B ™ = 2k 1 —T
_(L—@mHg;(k)k+1Q1—@ﬂ
™ 1 4x
= 1 1
(]_ _ x)m—l—l (1—_2:;1:)2 ( + (1 _ ZE)2)
B 1 xmfl (1 B (1 + fL‘)Q)
2(1—x)m-t (1 —x)?
B 1 xm 1 ( _ 1+ x)
2(1—x)mt l—x
(A=)
oJaKJIe cjienu
i n+k\ 2K\ (D" [(n-1
m + 2k k)k+1 \m-—1

[]

Takobe, 3aHUMIBUBO je MTO ce HEKAI MCIOCTAaBJ/bA Ma j€ METOM 3MUjCKOT
yJba YCIIEIIaH y W3padvyyHaBame HEKEe CyMe MAaKO HUje O MOMONU TPUIUKOM
n3padyHaBama CIeNnjaJHUX CIyJajeBa ucTe cyMe. JemaH o1l TAKBUX IPUMeEDPa
je crenehu mo3HAT UAEHTUTET

> (107 -C)

Kako ce n mojaBmyje Ha TpU pa3aInynTa MECTa y TPU Pa3aUIUTa O0JIUKA 1, 2N
u n—k, He OUCMO MOTJIM 1a TPUMEHUMO MeTOonI Ha maTy cymy. MebyTtum, yko-
JUKO OMCMO 3a CBAaKO MOjaBJbUBAJLE€ YBEJIU HOBY NMPOMEHJLUBY I00OUIU OMCMO
ciaemehu MAEHTUTET KOjU C€ JIAKO MOKa3yje METOMAOM 3MUjCKOT YyJba

> ("))

Tpeba marmacuTu na MOCTOjU W METOM KOjUM ce moMohy KOMnijepaﬁ MOTy

‘Mako je 3a MeTon mOTpe6aH KOMIjyTep, KOHAUAH JTOKA3 CE JAKO MOKE IPOBEPUTH PYUHO.
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[OKa3aTU MHOTHM CJIOKEHW UAEHTUTETU KOjU CY BaH JOMallaja MeTola 3MU-
jckor yma. MebyTum, u o uma cBoje MaHe, HUME Ce HE MOTY NOKA3aTU HEKU
JeOIHOCTABHUJU MIOEHTUTETU KOJU Ce MOTY AOKa3aT! METOAOM 3MUJCKOT YJba.
Takobe, 3a paznuky om MeTona 3MUjCKOT yJjba, 3& IPUMEHY OBOT METOIa je
noTpebHO 3HATM 4YeMy je jeqHaka naTa cyma, Tj. ob0e cTpaHe MIEHTUTETA.
Bume o Tom merony ce moske nponahwu y [1].

1.5 EKcmoHeHIIMjaJIHM CTENIEHU PE€JI0BU

YMecTO OOMUYHMX CTENEHUX PeNoBa HEKaJ Ce KCIOCTaBJha KOPUCHUM ITOCMa-
Tpame eKCIOHEHINjaJHIX I'¢HePaTOPHUX (DYHKIHja.

1.5.1 PauyH eKCIIOHEHIMjaJIHUX CTEIEHUX penoBa

Y oBOM MOTHOTJaB/AY NEeMO UCIUTATUA KAKO CE MeHha €KCIIOHEHIN]aJHa TeHep-
aTOpHa (YHKIUja HU3a NPUIUKOM TpaHCchopmaruja uctor. MHore mpomene
0OCTajy MUCTE KAao KOJ OOMUYHUX reHepaTopHuUx ¢ynruuja. OBme hemo ce 6aB-
UTU CaMO OHMM OCODOMHaMa Koje ce pa3jukyjy.

Hajnpe, yBemumo caenehy nepuuumujy.

Iedurunuja 9. Cumbonr f < (a,)n>0 03ranasa da je f eenepamopra Gynryuja

. . . o0 ak k
HU30 360GMa eKCnoOHeHyujarium cmenenum pedom, mj. f(x) = .~ Ea®.

Cana paszMoTpumo moMmepame uHaekca Huza. Jlako ce mobuja cienehe.

Teopema 19. Hexa je dam nu3 peasrus bpojesa maxae 06 f < (an)n>0 U HeKU
esr

npupodan 6poj t. Tada eaxcu DD (f) <5 (apit)nso-

[Topen momepama nHAEKCA 1 MHOKEHE ce Mema. Jlako ce mobuja cienehe.

Teopema 20. Hexa cy dama 0sa nusza peasnuz bpojeea maxea 0a f < (ay)n>0
esTr

U g < (bn)n>0. Tada saxcu

fg ﬂ (Z <Z) akzbn—k>n20-

k=0

1.5.2 IIpumene

Caenmehu mpuMmepu miIycTpyjy HEKe O ciIydajeBa Kal Cy €KCIOHEHIIU]aJIHe
reHepaTopHe QYHKIUje IpaKTUYHUje OO OOUYHUX. Y muTamy je Hu3 bemoBux
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O6pojeBa Koju mpebpojaBajy mapTHUIlje CKyla U Opoj mepMmyranuja 0e3 Quk-
caux tavaka. OOJUK BUXOBEe PEKypEeHTHe (POpMyJe UMHU E€KCIOHEHIVjasHe
reHepaTopHe (DYHKIUje 3HATHO KOPUCHU]JUM.

IIpumep 7. Iponahu B(x) - excnonenyujasny 2enepamophy gynruujy Leaosus
bpojesa.

/loxas. Hajupe je morpebHO ompemutu pexypeHTHY popmyny BemoBux Opo-
jeBa. Jlako ce mpumehyje ma Baxku cienehe

bn+1 = Z (Z) bn—k'

k=0

3aucta, n3abepruMo MPOU3BOJLHU €JIEMEHT MPOM3BOJLHOT CKyma omx n + 1 en-
emenara. On mpeocrasux n ejseMeHaTa OMpPaMO OHE KOjU Ce HaJjia3e y UCTO]
napTunuju kao Beh m3zabpanu eaeMeHT. Y KOJUKO BUX UMa k, IpeocTaje e-
eMeHTe MOYKEeMO IMONEJIUTU Y MapTuiuje Ha b, ; HauWHa, NOK CHOMEHyTUX k
eJeMeHaTa MOKeMO m3abparu Ha (Z) HA4YMHA, T€ TOPHA PEKyPEeHTHA (opMyia
3aKUCTa BaKU.

Kopucrehn ocobuHe ekcnoHeHIVjaTHUX T€HEPATOPHUX (QYHKIMja TOOMjaMo

D(B(x)) = E(2)B(x)

DB .
D(L(B(x))) = D(E(z))).
Kako je S(L(B(x))) =0wu S(E(z)) =1 cuenn
L(B(z)) = E(r) -1
B(x) = B(E(x) - 1)

]

IIpumep 8. Hexka je n npoussomar npupodar bpoj. Odpedumu 6poj nepmymanuja
bes purcrur mavaxa ckyna [n].

Joxasz. Osmaunmo tpaskenu Opoj ca d,. Ilorpebuo je mpomahu pexkypenTHY
dopmysy Tor Hu3a. Oumro Baxku ciaenehe

i (Z) dy = nl.

Oparae cuenu
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Tj.

11—z

rae je D(x) ekcnoHeHnMjadHa reHepaTopHa (QyHKIUja HU3A d,.

Cana cremm
d, = n! z”: —(_1)k
S [T
k=0
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1.

dopmastHa TEopuja




2 AmpasmmTumuyka Teopwuja

3a pasinKy O HOCATAIII-Eer Aejia Pajga y KOM CMO ce DaBUIM FeHepPATOPHUM
¢yHKIMjaMa KOPUCTENW MCK/bYUMBO HBUXOBe ajlredapcke ocoOWHEe, Y OBOM
orJjaaBJ/by heMo ce OCBPHYTU HA BUXOBe aHAJIUTUUYKe ocoOuHe. Ha Taj HaumH
reEepaTopHe (QyHKNUje he mocraTum Buie ol caMO ~HOocaya’ HEKOI HU3a jep
heMo mo cama MUCTEPUO3HY NPOMEHJ/BUBY & MONU ma MemaMo U oapebheHum
peanmauMm BpemHoctuma. Mebhyrtum, Tpeba HamoOMeHYyTH na Cy 3a MOTIIYHY
aHaJIN3y AHAJIWTUYKAX OCOOMHA reHepaTOPHUX (PYHKIMja mOTpeOHa onpehena
3HaKka KOMIIJIEKCHE aHAJIM3€e KOja IIPeBa3miIa3e OKBUPE OBOI panaa, Te na hemo
ce MU OBJZle DABUTU MCKJBYUYUBO T'€HEPATOPHUM (DYHKIMjaMa PEaJHUX HU30BA,
Tj. peaJHUM CTeneHuM penoBuma. lleTasman mpersien aHAJATUYKAX OCOOMHA
reHepaTOPHUX (PYHKIM]a 3aCHOBAHMX HAa KOMIIJIEKCHO] aHAJU3U je NJOCTyHaH Yy
[13].

2.1 OcHOBHA UTamA

Hexka je ag,aq,... Hu3 peamnux 6pojeBa. IlocmaTrpajMo HEroBy reHEpATODHY
(yHKIU]Yy
f(z) = ag + a17 + asx® + ...

Kako je mecHa cTpana jemHakocTu OeCKOHayHa CyMa, IOCTaBJba CE€ MUTAHE
3a KOje peaJiHe BPEIHOCTU T OHa KOHBeprupa, Tj. 3a Koje x je (yHKIuja
f(z) meduumcana. Ocumm Tora, mamehe ce m murame ma au je f(x) mudep-
ennujabusnHa. AKo jecre, KOJMKO m3Boma mma? Jla au ce m3BOM IOKRJAIa
ca aarebapCKUM M3BOIOM JMe(PUHUCAHUM y IPETXOMHOM IIOTJIaBJbY, Tj. Aa JIU
MOKeMO OeCKOHauHy cyMy mudepennuparu cabupaxk mo cabupar? [lra Basku
3a uHTErpaJ’

Ila BucMO OArOBOPUMIIM HA Ta MUTAKA, HEMTO NeMO YONIITUTU CKYI (yHKIja
KOj€e TocMaTpaMo - YMECTO CTeIeHUX penoBa, anajausupaheMo n octasie O€eCKOHAUHE
cyMme Hu3oBa (yHEIUja. MeDhyTum, ¢ 063upoM na cy oHe 3amaTe Kao JUMECH
mapIiyjaljHIX CyMa, IITO Cy 3allpaBo HOBe (QyHKHUje, Hajupe hemo ce ycpen-
cpemuTu Ha (DyHKIUje 3alaTe Kao JIMMec! Hu3a (QYyHKIW]ja.

27
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2.2 <@PyHENUje 3amaTe Kao JUMecUu HU3a QyHKIIja

Heka je mar uu3 ¢yuruumja fo(z), fi(z),... KOje caukajy HEKM MOACKYI PEATHUX
ObpojeBa y ckyn peaJsHux OpojeBa. Ilocmarpajmo ¢yHKIUjY

f(x) = lim f,(x).
n—oo
[Iutamo ce nma nu ce HEIPEKUAHOCT, MUPEPEHINjaONITHOCT U UHTErPAOMITHOCT
oyuruuje f macaebyjy mu3 au3a ¢dyurnuja. Taxkobe, 3armMa Hac je nu u3Bon u
“HTErpaJs Mory na npoby kpos mumec. McmocraBma ce na pyHrmuja f Hema
HUjeaHy OCOOUMHY KOjoj OMCMO ce HamaJiu.

3aucTa QyHKOUje 3amaTe Ca

1 akozx>1
f”(x)_{x” ako 1 >x2 >0

Cy CBe HeIpeKuIHe, TOK (yHKIMIja

f(z) = lim fo(z) =

n—0o0

1 akoxr>1
0 akol>x>0

OYUTO HUje HETPEKUIHA.

Ha cauuan HAYMH MOKEMO KOHCTPYUCATH U HU3 AUpepPeHnnjadbnIHnx QyHKITja
TakaB na (QyHKIVja AeUHMCAHA HUXOBUM JIMMECOM HUje nudepeHIyjadbuIHa.
[IpumeTnmo HA rpaduKy TPETXOAHOr NMPUMEpa Ia je jeauHa Tadyka y K0joj fn
Hucy nugepennujabunne 1. Kako y Toj Taukm nmonasm mno ”"mmmna’, cBe MITO
je moTpebHO ma ypaauMo je ma GpyHKIrje 3a00J1MMO OKO Te TauKe, IITO JIAKO
YMHUMO Ha cjienehmn HaYWH

fn(x)Z{l ako r > 1

sin(xm/2)" ako 1 >z > 0.

Ha ciemehem npumepy ce oraenajy u uyaHe ocOOUHE MPUITUKOM UHTET PAIA]E.
ITocmarpajmo ¢yHEDUje KOje Ha Trpaduky rpale jeIHAKOKpaKe TPOYIJIOBe
MMOBPIIHA, % cBe Mamux ocHoBuIla u cBe Behux Bucuua. OHe cy 3amare Ha
caenehu Havmua

2n’x arko 0 <z < %
fa(z) =14 2n—2n’z ako 5- <1a: <1
0 aKo T > -.
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Ouuto Baku;

F(z) = lim fu(z) =0

n—o0

Cama gako padyyHaMO WHTerpaJie.

/Olf(:v)dx:()

! 1
/0 folz)dx = 3

1 mobujaMo joIl jemaH HEMHTYUTUBAH PE3yJITAaT - BPEAHOCTU UHTErpaJa Cy
pasauuure!

[IITa rapakTepuine mocMaTpane Hu30Be QyHKIMja? 3allToO ce UCIObHaBa]jy
HemHTynTUBHe ocobuue? [locmarpajMo rpaguke CBUX CIOMEHYTHUX IIPUMEPA
¢yurnuja. I[lpumernmo na Hu y jemHoMm mpumepy rpaduk ¢yHknuje [ Huje
6su3y f, 3a MOBOJLHO BEJWKO N, Tj Yy CBAKOM OJX IpUMepa 3a MOBOJHHO MAJO
e > 0, Tpaka aykuHe 2¢ OKO rpaduka f, IO € M3HAL U WUCHOM, HE CAADKA y
MOTHOyHOCTU T'paduk HUjenue ¢pyurmuje f,. Mebhyrum, ¢ o63upom HA TO Ha je

n—oo

CBAKaKO J]a 3a CBAKO € U CBAKO T 3a CBe IOBOJLHO BeJIMKe n, Tadka (z, f,(z))
Opunaga CInoMeHyToj Tpamu. Jlakie, y ¢BakKOM OX IpuMepa Basky

(Ve > 0)(Vx)(IN(z,€))(n > N(z,¢) = |f(x) — fulz)| <€)

(Ve > 0)3N(e))(Vx)(n > N(e) = |f(z) = fulz)] <e).

NueTynTUBHO meisyje ma ako OU Ba:KUO U APYTU YCJIOB, U3 KOT' OUUTO CJ€eqU
IPBY, OJHOCHO aKO OUM 3a CBAKO € 2e-Tpaka OKO rpadguka f cagpikaia rpaduke
fn 3a moBOJHO Beduke n, oHma Ou mobujeHa ¢yHrmuja [ uUcmos/paBaJia CBe
oueruBaHe ocobuue. IIpe Hero mTo TO M JOKAKEMO YBEIUMO IBe Ae(PUHUIN]je
KOje OCJIMKAaBajy ABa Pa3JIMUYNTA MOPECIOMEHyTa HauyMHa KOHBEPIEHIN]je HU3a
¢yHKIIUjA.

Hedurunuja 10. Hexa je dam wus gyrnxyuja fo, fi,.... Kancemo da on mavwrkacmo
Kongepeupa Yy [ axo u camo axo saxncy

(Ve > 0)(Va) (AN (2, €))(n > N(z,6) = |f(x) — fulz)| < €.
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Hedpuaunuja 11. Hexa je dam wu3 gynxuuja fo, fi,.... Kaocemo da on ywu-
Popmmo woneepzupa y f axo u camo axo 8axncu

(Ve > 0)3BN(e))(Vr)(n > N(e) = |f(z) = fulz)] <e).

Hajope, noka:xkuMo HAJUHTYUTUBHUjY Ol CBUX OCOOMHA KOj€ OYEKYjeMOo na
HM3 QYyHKOUja KOje YHU(POPMHO KOHBEPIUPAajy uMa.

Teopema 21. Hexa je dam nus pynruuja fo, fi, ... Koju yrupopmmo xoneepzupa y
Pynruujy [ xoja je uwmezpabuana wa |a,b]. Axo je 3a ceaxo n, f, unmeepabuara
wa [a,b], onda eaxcu

b b
/ f(z)dx = lim fulz) de.

n—oo a

Joxasz. Kako HU3 ¢yHENVja YHUYOPMHO KOHBEpTrUpa y f, 3HAMO Ia 3a CBAaKO
€ > (0 3a CBaKO JMOBOJLHO BEJIUKO 7 BayKU

[ 1w [ rwal=) [ 10 - nw e
< [ 1) - fwas

/edx

=e€(b—a)

IN

OJaKJIi€e OUNTO CJedr TpPaikKEHO. ]
Joka:KumMo u Ja Ce M HEIIPEKMUIHOCT IIOHallla OYEKWBAHO.

Teopema 22. Hexa je dam nus pynrxuuja fo, fi, ... ®oju yrupopmmo xoneepzupa y
pynruujy f. Axo je 3a ceaxo n, f, wenpexuona na [a,b], onda je u f nenpexuona
wa |a, b].

Jokas. orasyjemo ma je f HempekumHa OKO cBake Tauke x € (a,b). 3aHe-
MapyjeMo ciydajeBe r = a U ¥ = b jep Cy OHM TEXHUYKEe NIPUpone, Te Ce
cirenehm apryMeHT ca BpPJIO MaJIOM MOIUPUKALIMjOM MOKe MPUMEHUTU U Ha
BUX.

durcupajmo = € (a,b). Kako Hu3 ¢yurnmja yHugopMHO KOHBeprupa y f, 3a
cBako € > ( 3a CBaKO JOBOJHHO BEJIMKO N U CBAaKO Y € (a,b) Bakn

|f(y) — fuy)] < €/3
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IIa TaKO 1 3a T BaKN

[f (@) = fulz)| <€/3.

O mabepumo mpousBosHO N Koje 3amoBosbaBa Ty ocobuny. C obG3upom ma je
fn menpermmaa Ha [a,b] 3a cBako € > 0 mocroju d(e,z) € (0, min(b — =,z — a))
T.1. 3a cBaKo Y € (x — (€, x),x + I(€, x)) Bakn

|fn(z) — fn(y)] < €/3.

Hokaxumo na je y 10j 0(€,2)-OKOJIMHM TauyKe T UCIHYHEH U YCJIOB NOTpebaH
3a HenpekumHocT (yukimje f. 3a cBako y € (x — (e, x),z + I(€,x)), 36or (1)
BaKU

|f(y) = fa(y)] < €/3.

KombGunyjyhu oy mejemmakoct ca (2) m (3), myTeMm HejeIHAKOCT TPOYTJIa
nooujamo

|f(@) = fW)l < [f (@) = fn(@)| + [fn(@) = v+ () — fFy)] <e

YmMe je NOKa3aHo na je GpyHKuumja f HempeKuIHA. []

I[Ipeocraje ucnuraru ma 1 u U3BOI 3a10BOJbaBa sKesheHe ocobuue. V-
IIOCTaBJ/ba Ce Ja HU y CIAydYajy YHH(POPMHe KOHBEPTEeHIMje, HUje CBe Kao
mTo Oucmo kejmenu na Oyme. Jlako je mpomahm HU3 ¢yHEKIMja TakaB Oa
JMMeC M3BOMA YaK HU HE IOCTOJU 3a CBAKO PEaJHO T, NOK je QYHKIUja KOjoj
yHUPOPMHO KOHBeprupajy OeckoHauHo mudepenimjabunna, peuumo f,(r) =
%sin(n%). Mebytum, mako ce MoauduKyjy yCJIOBU TAKO [Oa WIAK BasKU OHO
MITO CMO JKeJIeJU IMITO BUAUMO KPO3 ciaenehy Teopemy.

Teopema 23. Hexa je fo, fi1,... nus gynkyujae dudepenyujabuanus na [a,bl, xoju
maywkacmo xoneepzupa y pynxyujy f. Ipemnocmasumo da wuz gyrwkyuja fo, fi, ...
yruPopmHo Koneepzupa y Pynryujy g nenpexudny wa [a,bl. Onda je f dudepen-
UUJAOUAHG U

F(x) = lim f1(z) = g(x).

Loxas. VICKOpPUCTUMO KJbYUHY HIPETHOCTABKY - YHU(POPMHY KOHBEPIE€HIIU]Y
M3BOMA. 3a CBaKO I € [a,b] 360r rOope mOKa3aHe TeopeMe BasKu

/xg(t) dt = tim [ ()t
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= lim f,(x) — lim f,(a).

n—0o0 n—o0

Cana npumenyjyhwn npernocraBry na Hu3 ¢yHknuja fo, fi,... TaUKacTO KOH-
Beprupa y ¢yurnujy f mobujamo

[ sttt = lim f.(0) = lim £,(0) = f(a) = fa).
Kako je g menpekmmna, 3a cBako « € [a,b] Bakn
F@) = gl@) = lim ()
mTo je 1 Tpebao MOKa3aTu. [

OBuM cMO 3aBpHINIV UCIUTUBAK-E€ (YHKIMja 330aTUX KAO JIMMECU APYTUX
¢yuknuja. I[Iponamau cMo mpeTrmocTaBKe KOje HAM TapaHTyjy Aa moOujeHa
¢yHEKIIja UMa KeJbeHe OCODMHE, Te cala MOKEMO JIAKO 3alI0YEeTH UCITUTUBAE
¢yHEIUja 3amaTUX Kao OeCKOHAUYHe CyMe APYTUX (QYHKIUjA.

2.3 <@®PyHENUje 3amare Kao 0eCKOHaAUHe cyMe QyHKIOUja

Heka je mat mus ¢yuruwuja fo, f1, f2,.... [Hocmarpajmo ¢yuruujy f(x) 3amary
ca

f(x) = fo(z) + filz) + folz) + f3(2)...

Ila 6ucMoO mcnuTaau meHe O0COOUHe, Ne(PUHUIIEMO AHAJOTHE TePMUHE Kao Y
ciay4dajy (pyHKIUja 3aJaTUX Kao JUMECH APYTUX (YHKIU]A.

Hedpuaunmja 12. Heka je dam wus pynwyuja fo, f1, fo.... Kancemo da beckonavna
cyma Y~ fo(x) maukacmo xoneepeupa y f ako u camo axo saxncu

(Ve > 0)(Vz)(3AN(z,€))(n > N(z,¢) = |f(z ka )| <€)

Hedpuaunuja 13. Hexa je dam wu3s gynxuuja fo, f1,.... Kancemo da beckonavmna
cyma Y~ folx) yHugopmmo xomsepeupa y f axo u camo axo saxncu

(Ve > 0)(AN(e))(Va)(n > N(e) = |f(x Z fu(@)] <€)

Capna nako "npeBoauMo” cBe jeMe y ciaydaj pyHKIMja 3aIaTUX Kao OeCKOHAY-
HUX cyMa JIPpYyTruUxX (QyHKIUja.
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Teopema 24. Heka je dam wu3 dynxuuja fo, f1, f2,... m.0. beckonauna cyma
Yoo o Ju(x) yrugopmmo voneepeupa y dynkyujy f xoja je unmeepabuana wa [a,b).
Axo je sa ceaxo n, f, unmeepabusna Ha [a,b], onda eaxncu

[ rwyas= fj [ wwar

Lloxas. Jlako n3 camyHe TeopeMe M3 MPETXOMHOI MOTIOTJIABIbA. [

Teopema 25. Hexa je dam wuz pynxuuja fo, f1, f2,... m.0. beckonauna cyma
Yoo o Ju(2) yrudopmmo xoneepeupa y dynruugy f. Axo je 3a ceaxon, f, nenpexuona
wa [a,b], onda je u f Henpexuona wa |a,b].

/loxas. Jlako n3 camyHe TeopeMe M3 MPETXOMHOI MOTIOTJIABIbA. [

Teopema 26. Hexa je dam wuz pynkyuja fo, f1, fa, ... Qufepenyujabunruz wa [a, b
m.0. beckonauna cymay o () yrugopmmo xoneepeupa y gynryugy f. Ipem-
nocmasumo da beckornauna cyma y - o fl(x) yrugopmmro xoneepeupa y Pynryugy
g Henpexudny na [a,bl. Onoda je f Ooudepernyujabunna u

fl@) =) filz) = g(x).

Jloxas. Jlako u3 camyHe TeopeMe U3 MPETXOMHOT MOTIOTJIABIbA. [

Tume cMO cucTeMaTH30BaJIM IPETIOCTABKE KOje HU3 (QyHKHUja Tpeba na
ucnymaBa Ja 0u pyHKIUja 3a1aTa BUXOBOM O€CKOHAYHOM CYMOM MCIOJbaBaIa
’kesbeHe ocobune. I[IpumMerumo ma ce y cBakoj OJ MPETHOCTABKU IMOjaBJbYje
YHU(DOPMHA KOHBEPT'EHTHOCT INTO je OMJIO M OUYEKMBAHO C 003MPOM HA PAa3JIOr
300r KOT cMO nedpuHUCAIN YHUYOPMHY KOHBepreHTHOCT. MebhyTuMm, kako yoru-
ITe Ja IPOBEPUMO Ha JU je OeCKOHauvHa cyMa Hu3a (QYHKIMUja YHU(GOPMHO
kouBepreuTHa?! Jla jam yommTe M 3HAMO HEKM HETPUBUjaJIaH HU3 (YHKIN]a
Koju je yHu(popMHO KOHBeprentan! UV komauyHOo muTame, ma Ju Cy CTEIEHU
penoBu yHU(DOPMHO KOHBEPTE€HTHU HA HEKOM IOJCKYIY peajHux OpojeBa?

2.4 Bajepmrpacos M-Tect u mpumeHe

Cueneha teopema HaM naje IPUIMYHO HIMPOKY KJIACy HU30Ba (YHKIMja TAKBUX
[a je BbUXoBa OeCKOHAUYHA CyMa YHH(GOPMHO KOHBEPIreHTHA U THME OAroBapa
Ha BehuHy muTama MOCTaBJHEHUX HA KPAa]y TPETXOMHOT MOTIOTJIABJIbA.
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Teopema 27. Hexa je dam wuz ¢gywxuuja fo, f1, fo,... dedunucanur na nexom
nodckyny peasnur 6pojesa A zajedno ca Huzom peasnur b6pojesa M, maxeuxr da
8aMCU

(Ve € A)(|fn(z)| < My).

IIpemnocmasumo da je beckonauna cyma y . M, konsepzenmmua. Tada saxcu
da beckonawna cyma y o fn(x) yrugopmmo xonsepzupa y nexy Pynryujy f wa

A.

Joxas. Hajupe nokasxumMo Ia je ¢pyHrmmja 3anara ca f(z) =y~ f,(r) npaBuaso
nepunucana Ha A, Tj. ma GeCKOHAYHA CyMa TAYKACTO KOHBeprupa Ha A.

U3 nopenberor tecra nobujamo xa » . - |fn(z)| kouBeprupa ma A, Tj. na je
> o fa(x) anmcomyrHO KOHBeprenrHa Ha A, omakie ciaemu ma je y o fn(x)
KOHBEPIreHTHa Ha A.

[IpeocTaje nokazaTtu ma cyma TUX (QYHKINja 3alIPaBO YHUPOPMHO KOHBEPTUPA

y f. 3a cBako r € A Ba:ku

N

@) =D fa@) =1 D fal@)]

n=0 n=N+1
oo

Y al@)l

n=N-+1

-

n=N-+1

IN

C o63upom gma Y. -, M, koHBeprupa, 3a NOBOJHO BeIMKO N, GECKOHAYHA

cyma y > v, M, mocraje mpomsBOJbHO Maja, Te HOOHjaMo ga GeckoHadHA
. 00

cyma ¢yurmuja » o f,(r) 3ancra yanpopmuo koHBeprupa y f Ha A. ]

Capna mako moxkemo Hahu MHOTe HU30Ba (DYHKIMja TAKBa Ja HUXOBa OECKOHAYHA
cyma yHUPOPMHO KOHBeprupa. CBe mTo je moTpebHO na ypaauMo je aa m3-
abepeMo HeKy OeCKOHAYHY CYMy Ca CBUM IIO3UTUBHUM YJIAHOBUMA U (DYHKIIM]je
KOj€e Cy OrpaHMYeHe YIpaBo YilaHOoBUMa Te OeckoHauHe cyMe. MebyTum, mpe-
oCTaje MUTAMkE Kada Cy CTENeHU PeqOBU YHU(YOPMHO KOHBepreHTHU. Ha mera
oarosapamo y ciaenehoj reopemu, npumewnyjyhu Bajemrpacos M-Tecr.

. [e9) n .
Teopema 28. Heka je dam cmenenu ped y - a,x™. Ilpemnocmasumo da je
Koneepzenmanr y mawku xo 7 0. Tada 3a ceaxo |x'| < |xg| samcu da je cmenenu
peod yHuPopmHo Korsepzewmar na unmepsaay [—|'|, |z'|].
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Joxas. Purcupajymo ' € (—|xo|,|zo|). a 6ucmo mpmmenmau Bajemrpacos
M-tect norpebHO je ma mpoueHuMo a,x" 3a x € [—|z'|,|2’|], mro nako unmHMMO

" T
|ana"| = Ianxﬁx—g| = Ianﬁvg\lqj—ol”‘

Kako ) 7 a,r{ KoHBeprupa, sHaMo na mocroju M T.1. 3a cBako n € Ny Basku
la,zf| < M, Te mobujamo na 3a cBako x € [—|2|, |2'|] Baknu

x x
|anx"| = lapag||—|" < M|—]|".
Zo Zo

C oBsmpom ma je |z| < |2'| < zo, 1j. = < 1, Geckomamma cyma 7, M|=|"
je ounTo KoHBepreuTHa, Te u3 Bajepmrpacosor M-tecra mobujamo na je cre-
IEHU PeX y . a,2" 3anucTa yHUPOPMHO KOHBEpreHTaH Ha unrepsaiy [—|'|, |2’|]

3a cBako ' € (—|zo|, |xo])-

Canma Ha OCHOBY TOra IITO MHTETrpPaJ NIPOJia3d KPO3 HU3 YHU(POPMHO KOH-
BEPIreHTHUX (YHKIMja 3aKbydyjeMo na BellWHa CTENeHUX penoBa Y OKOJIWHU
HyJIe UMa KeJheHe OCODOMHe Kam je peu o mHTerpanuju. Tarkobe, u3 Tora mro
ce HENPEeKUTHOCT HacyeDhyje m3 Hu3a yHU(OOPMHO KOHBEPT'EHTHUX HEIPEKUI-
HUX (YyHKOMja nobmjaMo Ja MCTO BaKM U 3a HemperunHocT. l[Ipeocraje mu-
Tame IITa Ce JellaBa ca quepeHmpameM, Ha KOje HaM OJr0BOD naje ciaeneha
Jema.

Teopema 29. Hexa je dam cmenewu ped y - a,z". Ilpemnocmasumo da je

koneepzewman y mauku xg # 0. Tada sa ceaxo |v'| < |zo| eaxmcu da je cmenenu
oo n / /

ped > > (n+ Da,12™ yrugopmmo xonsepzenmar na unmepsany [—|x'|,|z'|].

Uokas. Purcupajmo ' € (—|xo|, |ro|). Kao m y mperxonnoj memm morpebrO
je mponenutu |(n + 1)a,12™|, mWTO ce omeT JAKO MOXKE YPaIUTHA. 3a CBAKO
x € [—|2|, |2'|] Baxn

(0 + Dan "] = |

(n+ Danpazg™ — | = | |lan 125

n+1 n_HIL'_n n+1 n+1||£|n
2o xf Zo To

WNcto kao y mora3y mperxonHe jgeme mobujamo ma moctoju M T.m. 3a CBaAKO
n Baxku |a,xg| < M, Te Baku

n+1 T M T
anrzg =" < [—[(n + 1)]—|".
Zo Zo Zo

(0 + Danpz"| = |

Kaxo je [;-| < 1, mpmvenom JlanamGeposor TecTa nobujamo ma je .~ |% (n+
1)|af—0|” koHBeprupa, te u3 Bajepmrpacosor M-tecra caenu na Y . a,x" yHU-
¢opmHO KOHBEprupa Ha |[—|2’|, |z'|]. [l
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Kopucrehu nokazany ummeHuny na ce mudepeniujabumaHoct Haciaebyje
13 HM3a YHU(YOPMHO KOHBEPI'eHTHUX Nu(epeHrjabuiIHnX QyHKIja J001jaMo
na ce BehwmHaA CTEmeHWX penoBa Y OKOJIWHU HyJIe MOHAINA HA yKEeJbeHU HAYUNH
u Kanx je ped o mupepennupamny. Taxobe, m3 oBe nBe jeMe O CTENEHUM pe-
IOOBUMA, MOKEMO 3aKJ/bYUUTU 1A Ce OHU MOHAIIAjy HA KeJbeHU HAUUH 3a CBE
x 3a koje Basku |r| < R 3a Hero R, kao u ma 3a cBe x T.1. |r| > R yak HU He
rouBeprupajy. Hamehe ce murame kako onpemutu R.

2.5 Pamujyc KoHBepreHIuje CTEIIeHUX penoBa

C obG3upom ma BpemHocTt R mpencraBsba BpPJIO OUTHY KapPAKTEPUCTUKY CTe-
IIEHUX penoBa, Hajupe hemo HaBecTu cienehy nepmHuUIn]y.

Hepuunnuja 14. Hexa je dam cmenewu ped y - a,x". Henezamusan peasan
6poj R makas da cmenewu ped yrudopmmo kornsepzupa na unmepsansy (—R, R) u
yonwme we Koneepzupa 3a r m.0. |xr| > R ce nazuea pammjyc KOHBepreHIje
moz cmenenoz peoa.

[Tocmarpajyhwu camo nedununmjy, HIje yOUIITe OYNUTJIIETHO HU J1a IPON3BOJbAH
CTENEeHU pel uMa paaujyc KouBepreumuje. MebhyTtum, kao mTo je HAITOMEHYTO
Ip7 Kpajy IPEeTXOMHOT IOANOTIaB/ba, U3 IPETXOJHE IBE TeOPEME M3 IPOIIIIOT
MOTIIOTJIaB/ba OUUTO CJIEIN MMOCTOjalhe PAINjyca KOHBEPreHIje O1IIo KOr cTe-
IIEHOT pela.

Bparumo ce Ha muTame MOCTaBJLEHO HA KPajy HPETXOMTHOT IMIOTIOTJIABJbA.
Kako onpenutu panujyc korBepreuiuje Hexkor crenesor pena? Ciemeha Teo-
peMa HaM naje OATrOBOD Ha Iera.

Teopema 30. Hexa je dam cmenenu peo ZZO:O ap,x”. Hbeeos padujyc Koneepzer-
1

uje je R = .
wuje g limsup,,_, o X/|an|

Zloxas. Jlako u3 ropenor KomujeBor Tecra. ]
IIpumep 9. Padujyc koneepeenyuje cmenenoz peda e =y - T Je o0.

Zoxas. Ropucrehu CrupauaroBy ¢opmyay mobujamo

1
lim su oL
pn—)oo n!

R
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2.6 IIpumene

Kao mro ce Moske npuMmeTnTH, cBe onepanyje (yHKIVOHUITY Ha UCTU HAYUH U
KO (bOpMaJIHI/IX 1 aHAJUTUYKUX CTCIICHUX PeaoBa, T€ 3auCTa MOXKEMO MaHUII-
yaucaTy GOPMaJHUM CTENEeHNM PeNOBUMA U TEK Ha KPajy IPOBEPUTHU IUTAH€
rouBeprenmnuje. Ha caemehem mpumepy Ha Taj HAUMH padyyHaAMO OECKOHAUHY

cyMy.

IIpumep 10. Hcnumamu xoneepzenuujy u uszpavynamu caedehy beckonauny
CYMY YKOAUKO KOHBEP2UPAQ,
i n?+5n+1

n!
k=0

Jokas. Tpaskumo rereparopry ¢yeemmjy A(z) = >, n2tBntl on Kopucrehu

n!
JOKa3aHe ocobune (i)OpMaJIHI/IX CTEIIEHUX penoBa, JakKO ,HO6I/IjaMO

A(z) = ((xD)* + 52D + 1)(E(x))
= (22 + 2)E(z) + 52E(x) + E(x)
= 2?E(x) + 62 F(z) + E(z).

rae je mapasHo E(x) = e*. IJlobujeHu m3pa3 OUYMTO KOHBEPrUpa 3a CBAKO

peaJyiHO ¥, Te U MOUYeTHA I'eHepaTOpHa (YHKIMja KOHBeprupa. TpawkeHy cyMy
nobujamo 3a x =1 u ona je A(1l) = 8e. [l

[lopen Tora aHaIUTHMUYKe OCOOWHE T'E€HEPATOPHUX (PYHKIMja CY YECTO OJ
nmomohm y BepoBaTtHohu. 3a AUCKpPETHY CaydYajHy TpoMeHBuBY X KOja y3-
UMa HEHETaTWBHE IeJ00POjHEe BPENHOCTU NePUHUIIEMO IEHY T'€HEPATOPHY
(OYHKINM]Y Ha OYEKUBAH HAYUH

Gx(t) = E] = Yt
k=0

rae je pp = P(X = k).

Moskemo npumerutu na je Gx(s) nedpunucana 3a cBe peanHe s TakBe ma |s| <
1. 3awucra, paaujyc KOHBepreuuuje je ounto Behu miau jemnak 1 ¢ 063upom
na Basku y - Py = 1. VI3 ncror pasnora ciaenn na je ¢pyHKIMja OepUHACAHA
3a s =1, kao u 3a s = —1 300T ancoJyyTHe KOHBepreHiuje ODECKOHAYHE CyMe.
Tarobe, ounrsnenso je ma remepaTopHa (QYHKIMja CAIPKU CBEe MHPOPMAIU]je
0 pacmnonenu OUCKPETHe CclaydajHe NMPOMEHJbMBE, Te U3 He JaKOo HAJA3MMO
OCHOBHE OCOOMHE pacrnojese Kao IITO Cy BapujaHCa M OYEKWBAHA BPEITHOCT.

Teopema 31. Hexa je X Juckpemna cay4ajrua nNpoMeHoU8a KOJa Y3UMG HeHez-
amueHe yenobpojHe apednocmu. Baxcu
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nabenr()
E[X] = D(Gx(1))
abben()
var(X) = D(L(Gx (1)) + D®(L(Gx(1))).
Loxas. Jlako. ]

Ocuwm Tora, remepaTopHe QpyHKIUje oMoryhyjy sako ogpebuBame pacmogene
30upa nBe HE3aBUCHE AUCKPETHE CJIydajHe IPOMEHJbUBE KOje Y3UMajy HEeHer-
aTUBHE IeJ00POjHE BPETHOCTHU.

Teopema 32. Hexa cy X uY 0se He3a8UCHE QUCKPEMHE CAYUAJHE NPOMEHDUBE
Koje yaumajy Heneeamuene yeaobpojre epednocmu. Bancu

Gx4y(t) = Gx(t)Gy(t).
Zoxasz. C ob3upom ma cy X u Y mesaBucHe Baku cienehe
Gxiy(t) = E[t* ] = E[f*|E[t"] = Gx ()G (1)
[l

MebyTuMm, mrra yKOJIUKO CiaydYajHa TPOMEHJPUBA HUjEe AUCKPETHA OTHOCHO
HEe y3MMa CaMO HEHEeTaTHBHE IeJ00pOojHe BpemHocTu! Y TOM CiydYajy OX
KOPUCTU HaM IIOCTajy TaKO3BaHE MOMEHTHE IeHepaTopHe (YHKIUje, Kao U
KapaKTePUCTUYHE cbynxunjeﬂ, anu o BuMa Hehe OuTy ped y OBOM pany.

Hebununuja 15. Hexa je X cayuajna npomennuea. epurnuwumo weny mo-
MEHMHY 2eHePAMOPHY PYHKUUJY KaO

Mx(t) := E(e").

IIpumep 11. Odpedumu momenmuny zenepamopry GYHKUUY CAYHaTHE NPOMENH.HUBE
xoja uma Laycosy HopMasny pacnoodeny.

Joxas. Basku

B = [ e f(oyds

o0

o 1 12
tx —sx
= e e 2% dx
/oo \ 2T

'Bumte ce mowxe nporahn y [12] u [14].
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[]

CrooMenyTa (pyHKIja OYNTO HE MOpa Oa Oyne neuHucaHa y CBAKOj pead-
HOoj Tauku t € R. MebhyTum, ucnocraBiba ce ma CKym BPeTHOCTHU 3a KOje jecTe
neumHMCaHA MMa CINYHY CTPYKTYDPY KaoO CKYI BPEIHOCTH 3a KOje je peasHu
cTeneHu pen nepuHUCaH. 10 je MOTIYHO MPUPOIHO C 0O3UPOM Aa MOMEHTHA
reHepaTopHa (QYHKNOMja 3alCTa jeCTe CTENeHU pel MITO he OWTU NOKa3aHO Y
HEKO] Ol HapemHUX TeopeMa.

Teopema 33. Hexa je X cayuajna npomennusa. Osnavumo ca 'l ckyn peasnux
apednocmu 3a xoje je Mx(t) degurnucarna. Baxncu

1. Yxoauko je Mx(t) dedunucano 3a nexo t € R onda Mx(t) > 0.
2.0€T, My(0) =1.
3. t>0NteT = [0,t] CT.
4. t<0OANteT = [t,0] CT.
Loxas. 1. Ouuraenuo.
2. Ouurinenso.
3. Herka je s € [0,t] npoussoman peasan 6poj u3 uarepsada [0,t]. Baskn

Ele**] F1xo0] + E[e** 1x (]

e
[GtX]_XZO] + P(X < 0)
Mx(t) +1

E
E

VANVAN

omakse ounto caemu E[e*] < oco.

4. Canuno Kao 3a t > 0.
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Ilakne, momMeH MOMeHTHe TeHepDATODHE (QVHKIWVje je HEKM WHTEPBaJ KOju
canpxu Hysy. OH He MOpa HY:KHO OUTU HUTU 3aTBOPEH HUTU OTBOPEH, aJu
oBIe HeheMO maBaTu IpUMepe 3a CBAKU O Clydaja.

Canma hemo mokazaTu 3amToO C€ MOMEHTHA I€HEPATOPHA (YHKIMja YOIIITE
Tako 30Be. llcmocraBiba ce na je OHa CTENEHW Pel KOMe CY KOoe(pUuIUjeHTU
MOMEHTHU JaTe CJIydajHe IPOMEHJLUBE.

Teopema 34. Hexa je X cayuajua npomMenpbusa makxea 04 je wera MOMERMHA
eenepamopra gynkyuja Mx(t) defurnucana 3a ceaxo t € [—e, €] 3a nexu € € RY.
Baxncu

1. Ba ceaxu k € N saaxncu da je k-mu momenm cayuajre npomenmuse X oedun-
ucan, mj. E[X*] # +oo.

2. 3a ceako t € [—¢, €] samcu

L E(X*
=2 !
k=0

3. 3a ceaxo k € N samncu

MP(0) = E(X").

Jokas. Horazahemo csa tpu tBphema omjennom. 3a cBako t € [0, €|, Basku

Xk
Ele'*] = E[§ 5t
k!
k=0

YKOoMuKO OU cyMa M OUeKMBaHA BPEAHOCT MOTJIM Ja 3aMeHe MecTa a00uin
dbucmo tpaskeno. MebhyTuMm, na sm cyma M OUEKMBaHA BPEAHOCT MOTY mOa
3amene mecta? VcmocraBma ce nma je TO HO3BOJBEHO KAl CyMa alCOJyTHUX
BPENHOCTU cabupaka nmMa Ne@UHUCAHY OUYEKUBAHY BpeI[HOCTE| Tj. y OBOM

cayuaajy E[> 72, %tk] =E[e!™] < 00. To maxo mobujamo
el < et 4 et — E[efX] < My (t) + Mx(—t) < 0.

Onatne caemn u E[| X|*] < oo, ma u E[X*] < oco.
Iakie, Bayku

“E[X
Mx(t) = E[e!X] :Z - k.
k=0

OZaKJIe OIMaX CJENN U M)((k)( 0) = E[X*]. []

23anpaBo ce pamu o crenujasHOM caydajy ®y6unu-Tomemujese Teopeme.



2.6. IIpumene 41

Cana hemo mokasaTtu jour Heke 0cOOMHE MOMEHTHE TeHepaTOpHe (DyHKIMje.

Teopema 35. 1. Hexa je X cayuajna npomennvusa. Baxncu

MaX+b(t) = ethX(at).

2. Hexa cy X1, Xo, ..., X,, HezasucHe cayuajre npomenpuse. Bancu

M, 4 Xott X, (8) = M, () Mx, (t)... Mx, (t).

Lokasz. 1. Baxn
Myx4p(t) = ElefaX +b] = "E[e"X] = e My (at).

2. Baxn

I
ﬁ

Mx 4 x4 1x, (1) [ Xk Xt +X")]

[ HIE[?].. B[]
= My, (t)Mx,(t)...Mx, ().

[ tX1 tXQ ) tXn]

[]

Hapemrhewmo jomr nBe Teopeme, anu 6e3 mokasa, jep OH IPEBa3UIa3U OKBUPE
OBOT paﬂaﬁ. Omne he OuTw KJIbYyUYHE TPUIMKOM OKA3a IEHTPaJIHE I'DAHUJHE
TeopeMme.

Teopema 36. Hexa cy X u Y cayuajne npomenpuse makxse 0a 3a Heko € €
RT u caaxo t € [—¢, €] samcu da cy momenmue zenepamopre pynrkyuje Mx (t)
My (t) degunucane, xkao u Mx(t) = My(t). Tada X uY umajy uemy dynxyujy
pacnodene.

Ila bmcMmo HaBenu ApYTry TeopeMy Hajupe HaM je noTpebHa ciaeneha medpurn-
nuja.

Hebumaunmja 16. Hexa cy X u X1, Xo, ... cayuajne npomennuee u Fx, Fx,, Fx,, ...
wurose Pynkyuje pacnodese, pedom. 3a ceaxu peanar bpoj x € R maxas da je
Fx nenpexudna y x eaxncu

lim Fy, () = Fx(z).

n—oo

Kaxcemo da nuz cayuajrno npomenpusur X, Xa, ... KORGEP2UPA MO PACNOOEAU Y

X u s3anucyjemo X, NS¢

3 [lokasu ce mory mponahu y [14].
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Teopema 37. Hexa cy Y u X1, Xo, ... cayuajre npomenpuse maxee 06 3a Heko € €
R* samcu da cy momenmme zenepamopne gynryuje My, Mx,, Mx,, ... dedunucane
na uwmepeany |—e, €|. Bancu

(V¢ € [—€,e])(lim My, = My) = X, %Y.

n—oo

Cana hemo HaBecTu map mpuUMeHA MOMEHTHUX T'€HEPATOPHUX (YHKIHja.
Hajupe, mokasyjemo Beh crioMeHyTy HEHTPAJHY I'DAHUYHY TE€OPEMY.

Teopema 38 (Llenrpanna rpanuuna teopema). Heka cy X1, Xs,.. nezasucHe
CAYMATHE NPOMEHDUBE U3 UCTE PACNOOEAE CA OUEKUBATMEM [L U BAPUJAHCOM > >
0. Hexa je S, = X1+ Xo+ ... + X,,. Baxncu

Sp—npL 4
- T 5 N(0,1
aﬁ_) (0,1)

20e je N(0,1) Iaycosa nopmanara pacnodesa ca ovwexueamwem 0 u eapujarcom 1.

Loxas. Herxa je M, MOoMeHTHa reHepaTOpHa (PyHKIUja CIydajHE IPOMEHJLUBE

Sn—n Basku
ovn

t(Sp—np)

M, (t) = E(e =)
HX1-p) t(Xo—p) H(Xn—p)
—E(e o )E(e o ).E(e v )

t =
o\v/n
rae je My MOMeHTHa reHepaTopHa (YHKIUja CIYUYAjHUX TPOMEHJ/bUBUX Y| =
X1 —M,YQ :XQ—,LL,...
MowmenTHy reEepaTopray (GpyHEIUjy My Mo:keMO IponeHuTH T'ejiopoBuM motm-
HOMOM

= MY(

My () = My (0) + 2 My (0) + x—zM” (0) 4 o(z?)

2
2
:1+@+o(m2).
Cama nMamo
t
M, (t) = M "
alt) = My (=)
t? 2.,
—(1+%+0(—))

t2 . 2 .
IITO TEXM €2 Kamg n — 00. Kako je e? MOMEHTHa reHepaTOpHa (YHKIN]ja

cayuajHe npoMeHsbuBe n3 ['aycoBe HOpMaJIHe PACIoNese, TUME CMO TOKA3aJIn
TPasKEeHo. [
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[Tomohy MoMeHTHUX reHepaTOPHUX (QYHKINja Takobhe MOKeMO TOOOJbIIATH
ornene n3 YebUMoB/HEBOBE HEjeTHAKOCTH.

IIpumep 12. Hexa cy X1, Xa,.. cayuajue npomennuse Koje yaumajy epeorocm
i% ca seposammohom no % sReaumo 06 NPOUEHUMO CAYYAJHY NPOMEHHUBY

Sp=X14+Xo+ X5+ ... U3z uenmpaarne 2paruune meopeme uMamo
Sy — nE[X] / 22
Pl———— ¢ A7B = e 2

( var(X)y/n ( ) A V2T

S, R -
:>IP(%€(A,B))_/A Nors
:P(Sne(Aﬁ,B\/ﬁ)):A \/1276—”5

B 1 2

odaxne ovumo caedu da je S, wajuewhe peda /n.

akae, 3a ceaxo ¢ € R apao pemxo eaxcu |S,| > cn. Kako moxncemo npoyen-
UMU KOAUKO pemro?

Jedarn memod je ceararxo Yebuwosmesosa nejeonarxocm. Owna nam daje caedehe

var(Sy) 1
P(|Syu| > en) < e ~ an
Odamae ce jacko eudu 0a mpaxrcena 8eposammoha mexncu Hysu Kad n — Q.
Mebhymum, da au moxcemo 0obumu oueny Koja bpxce mexncu Hyau?
Ymecmo Yebuwosmwesose nejednaxocmu, xoja npedcmasna Maprosmwesy wejeo-
naxocm npumemeny na cayuajny npomennsusy (X —E[X])%, npumenyjemo Maprosmeay
HEJeORAKOCM Ha CAYHAIHY NpoMensusYy ' u dobujamo maxey oueny

P(S, > cn) = P(e" > e'm)
< E[e!Sn]

etcn

ettet
2

:< elc )”

cosht. .
= )

etc
S (67—750)71

+2

2 .
20e cmMo Y nocaedmwem pedy rxopucmuayu Hejednaxocm cosht < ez . Jlobujena
ouena saxcu 3a ceaxo peasno t. Jupepenyupamwem dobujamo 0a je MUHUMYM Y
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t =c u mad 8axncu
—CQn

P(S, >cn) <e 2

WMo 3HAMHO OPAHCE MENCU HYAU 00 NPEMTOOH0 J0bUjeHUT ﬁ



3 Jom Heke mpuMeHe

Ha cnenehem mo3maToM mpuMmepy je IpUKaszaHO KOJIUKO ce HeKa TBPDhema
PYTUHCKN TOKa3yjy HOMONY reHepaTOpHUX (yHKIUjA.

IIpumep 13. Odpedumu 36up npsur n k-mux cmenenosa.

Joxas. IloBosHO je onpemutn rerepatopry ¢yEkmajy F(z) = > 1 r*z". Ha
OCHOBY NOKa3aHWX OCOOWHA I'eHepaTOPHUX (PYHKIVja 3HAMO I BaKU

F(z) = (zD)*G(x)

rue je G(z) = > 2" = 1?:;1. Ilakse, cyma mpBuUX n k-TUX CTENEHOBA je
F(1) rme je

_ er+l
-

F(z) = (zD)

1l—=x

]

IIpumep 14. Jlam je npupodan 6poj n maxas da eaxncu (n,210) = 1. Hocmampa-
Jmo ypehene wemeaopke (a,b, c,d) nenezamusnux bpojesa maxee da um je 30up n.
Hexa je S, 36up npoussoda esemenama muzx wemsopkru. Tada je S, demwuso ca
n.

oxas. IlocmarpajMo OOMYHY reHepaTOpHY (YHKIUWjYy Koja “HOocu HU3 S,.
Ounro Basku cienehe

4

z% " Z abed = (; nx")* = ﬂf—x)s'

n=0  at+btctd=n
Cunemn
S — (n + 3) _ (n+3)(n+2)(n+ n(n —1)(n — 2)(n —3)
7 7!
OmaKJe jaCHO Ba:ku n|S,. [l

45
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Cuenehu npuMep npencTaB/ba MHTEPECAHTHY PEKYPEHTY hopmyry udmeby
O6poja mapTunuja IpuUpoOmHUX OpojeBa, Koja motudye jom on Ojmepa. O je
IPOHAINAO U CINYHY PEKYPEHTHY (OPMYJIY 3a CYMY OeJINJIAaIa O KOjOj Ce BUIIe
moske Hahu y [4] rae je rauno onmcan v HAYMH HA KOJU je IOMIAO IO UCTE.

ITpumep 15. Osnauumo ca p(n) 6poj napmuyuja yeaoz bpoja n, mj. 6poj pewemna
jeonavune ay + 2as + ... + kag + ... = n y nenezamusHum yesum bpojesuma. 3a
caaxo n € N aaxncu

i ) p(n — (3K + k)/2) + p(n — (3k* — k) /2).

/oxas. Hajupe, nponabumo remeparopuy ¢pyuruujy koja "mocu” Hu3z p(n).

= Zp(n)x" = H(l Fat a4 ) = H(l — ™)t
n=0 n=1 n=1

[Tocmarpajmo wmen maBeps Q(z) = [[72,(1 — 2"). Osmauumo ca p,(n) 6poj
nmapTunuja mejaor 6poja n Ha mapaH OpOj pa3MUYNUTUX IPUPOIHUX OpojeBa.
Awnamaoruo mepurumumMo p,(n). Ouuro Baku

= Z(pp(k) - pn(k))xk'

k=0

MebyTuMm, MoskeMo su npoHahm TavyHe BpeIHOCTU M3pa3a HATUX Y KOe(pUI-
jearuma? Cuemeha smema maje oaroBop.

Jlema. Hexa jen > 0. Baxcu

pp(n) —pn(n) = { (_1)k aKo n =

0 UHAYE.

3k £k ik SR 20 neku Henezamusan 6poj ueo 6poj k

Zoxas. C o63upoM na ce TBpheme He HOKa3yje reHepaTOpHUM (yHKIUjaMa,
mehiemo opne HaBomutu noka3. O ce moske nponahwu y [§]. [l

Iakie, Bayku
— 14+ Z 3k2+k)/2 + w(SkQ—k)/Q)
Te Kako je (Q(x) MynrumiankaTuBHU uHBEp3 P () cienn
(Zp(n) )1+ Z (3k2+k)/2 + x(Sszk)/Z)) —1
k=1

oJaKIe Ho0OMjaMoO TPaKeHO. []
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dopmasHe remepaTopHe QYHKIUje MOTY na ~HOCe” U HU30BE YUjU YIAHOBU
Hucy OpojeBu. Crnemnehwm nmpumep mpuraldyje IpUMEHY HAJL HA30M HOJIMHOMA
kojoM mobujamo HbyrHOBY Bedy m3ameDy cTemeHUX U €JIEeMEHTAPHUX CUMET-
PUYHUX TOJIUHOMA.

IIpumep 16. Osnavumo cmenene u eAeMeHMAPHE CUMEMPUYHE NOAUHOME NGO
n NOMEHLUBUT Ha caedehu navun

k
k
Pr = E z;
i=1
eg=1 axo k=0
o) = E Tiy Tiy... Ty, ako 1< k<mn
1< <i9<... <1 <n

e, =0 axo k> n.

Baxcu

k=N

> (=1)fpron_r = Noy VN €N.

k=1
/oxas. Hajupe onpenumo onrosapajyhe remeparopHe ¢yukmuje. Jlaxko ce
nobuja

Kao 1
n

X(t) = iaktk = H(l + xt).

k=1
[Ipumehyjemo na Basku caenehe

i1 1+ ZL’Zt
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Tj.
P(=t)X(t) = D(%(1))
omakie nopebemem koepunujenara y3 tV mobujamo TpaskeHo. ]

IIpumep 17. Zam je npupodan 6poj n. Ckyn npupodnux bpojesa je nodemen Ha
N APUMMEMUYKUT NPOZPECUIA Ca KOPAUUMA d; U novemxom a;. Baxcu

LYp,t=1

n o ap _ n—1
2. ) A 2
Jloxaz. YcnoB ma maTtux N apUTMETUYKUX MPOrpecHuja MOKPUBA MPUPOITHE
OpojeBe je OUUTO €KBUBAJICHTAH Ca

n a;

T 1
Zl—xdizl—x'

k=1

Onmarie mobujamo

Tj.

1
i =1 (1)
;x Ltz 42?2+ .. 4zt M

3a z =1 ce nobuja mpBa jemHAKOCT KOjy je Tpebayo mokaszaru.
Hupepenuupamenm (1) 3a x =1 mobujamo

1% 2 — 0
D
k=1 ¢

omakje momMohy mpBe jeIHAKOCTU J00MjaMO TPasKeHO. ]

Tpeba cnomenytu na kopucrehm ropenodbujene pesyarare moryhe modoutu
u caenehe TBpheme
n—1
max(dy, ds, ..., d,) < 2

unju noka3s ce moxke Hahu y [6]. Tarobe je moryhe moraszaru ma mocrtoje nsa
pazmuuuta i,j € [n] .o na d; = d;. Mebyrum, kako cy 3a moka3 nmorpeGHU
KOMIIJIEKCHU CTeNeHU penoBu, oBae ra Hehemo HaBomutu. Moske ce nmponahu

y [7].

Kopucrehnu ¢pyurumjy remeparpuce MOkKeMO ITOKA3aTU U IIOCTOjalbe HEPAC-
TaBJPUBOT MOJUHOMA IMPOU3BOJLHOT CTENEeHa Hal MPOU3BOJBHUM HoJbeM [ pena
p vae je p mpoct 6poj. To je KByUYHA UWEHEHUIA TPUIUKOM KOHCTPYKIIVjE
moJsba pena p” 3a IPOU3BOJLAH MPOCT OPOj p U IpUpoIaH OpPoj n.
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IIpumep 18. Hexa je n npupodan 6poj. amo je nowe F peda p 20e je p npocm
opoj. Ilocmoju Hepacmasmpue NOAUHOM CMENEHA T HAO MUM TLOHEM.

Zloxas. Tlokymajmo na nmpebpojuMo HepacTaBJbWBE IMOJMHOME CTEIEHA N Ha
natuM nosseM. Heka je a, muxoB Opoj. Ilorpebuo je mokazaru a, > 0.

C 0063upoM ga :KeauMo ga OApeIuMO HU3 a,, omiao O0u mobpo ma Habemo
PEKypEeHTHY Be3y u3Mely HeroBux YjIaHOBa. 10 HUje TEMIKO YUYUHUTU HA
cnenehu HAYMH.

Bpojumo momumune momumaOMe cremeHa n. Ibwx oumto mma N = p". Ca
Ipyre cTpaHe 3HAMO Ja Ba:KWM jeWHCTBeHa (paKTopm3allrja Ha HepacTaBJLUBE
yjaHoBe y mpcrTeHy noiauHoMa Hanm [ jep je F mome. Moxkemo ¢ukcupatu
OpOj HepacTaB/FUBUX UJIAHOBA CBAKOT CTEMEHA KOjU [ejie HATU MOJUHOM U
3a CBaKM TaKaB (UKCUPAH OOJIMK IIOJIMHOMA M3padyHATU OPOj MOJIMHOMA TOT
obnuka. Ha taj Hauun mobujamo

a; + m; — 1 n
> I ="
, my
mi+2mo+3mz+...=n i>1

Tume cMo moOUIM PEKYPEHTHY Be3y HU3A Gy,.

Kako je mobujena Be3a MPUIMYHO CJIOKEHA, HE MOKEMO OUPEKTHO U3 e
U3PAYYHATHU A, AJU MOKEMO HOKymaTtu cienehe y mamu mna hemo mobutu
JeIHOCTaBHU]Y PEKYPEHTHY (OPMYILY
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3. Jom meke mpumeHe
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JloraputmoBameM 0bOe cTpaHe mOOUjaMo

[Io mepurMIIju TOrapUTMa BaKuU

S S ey

n=1

Tj.

N nobunm cmo 3HATHO jemHOCTABHUjY pekypeHTHy dopmyiay! by moskemo

jom ynpoctutu MebOujycoBom I/IHBep31/IJOME|. ITobujamo

=> u(i)p*

omakje jacHo cjiemu a, > 0 ¢ ob3upom ma p" > 1+p+p°+..+p

'Mebujycosa naBep3uja je Takobhe ycko moBe3aHa ca reHepaTOPHUM (yHKIMjama - Jupux-
seoBuM pemoBuMa. O muMa Huje OMIO peurd y OBOM pajy, ajid Ce BUIIEe MO:Ke HpoHahiu y

[I] rme ce moxke mahu u noras Mebujycose nnsepsuje
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