MATEMATHUYKA TUMHA3UJA

MATVYPCKU PAI
N3 MATEMATUKE

MaremaTrnuku ouiaujapu, I'ajgnepuHoB
ajJropuram 3a oapehmBame Opoja ™ m
IIonceseoBa Teopema

Yuernux __

] Meniuop
Bacuiuje IUIBAHOBURE,
IVa ap BopucaaB I'AJUR

Beorpan, 16. jyn 2023.






Caap>kaj

1 V¥YsBong 1
1.1 VBomy Omummjape . . . . . . . o e e e e 1
1.2 Ilpumene y ejleMeHTApHO] TEOPUjU OpPOjeEBA . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3 TpoyraoHu DWIHJAD . . . .« « o ot e e e )
2 Eauntuyau Susmmjapu 7
2.1 OcuoBe duinjapa YIUCAHOT Y €JIATICY . . . . « « « « o o o v o o o 7
2.2 TlouceneoBa Teopema . . . . . . . . . . . . o oo 9
3 TlannmepuHOB ajropuram 22
3.1 VBOIL . . . o o e e e e 22
3.2 TeopeMa . . . . . .. 23
3.3 Koudurypamuja u KOHOUTYPAIIMOHUA TIPOCTOP . . « . « « « « o . . . 23
3.4 AredapcKu IEO JIOKABA . . « + « v v v e e e e e e 27
4 3akspydak 28

JIurepartypa 28






1

YBOI

1.1 ¥YBona y duamjape

Crapo u BeoMma IMO3HATO MUTAE, KAKO Tpeda yIapuTu KyTJly, TaKO Jla Ce OHA
IIPBO OJIOMje O 3UJI U MOTOU JIPYTy Kyriry?

[ ] »
[ ]

Kipyuna mpermioctaBka y OBOM MHTamby je Ja fie yrao moj KojuM Kyrja J0J1a3u
J10 3ua Ja Oyae jeaHak yIvIy IIOJ KOjuUM he ce OHa M OJOUTH. 3HAMO J1a Ce OBaj
mpodJsiem Jjako perraBa. [lorpedro je kyriom m3 tauke C' raharm Tadky Koja ce
Jobuje Kaja tadky D mpeciaukamo y oaHocy Ha 3uj (npasa ADB).
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Cama Beh moxkemo Ja yBeseMo jedununujy ounnjapa. butHo je HamomenyTn
Jla ce dmMjap MoxKe JeUHUCATU W y BUIE JUMEH3HUja, ajJu heMo ce MU OaBUTH
camMo OmJIMjapuMa y paBHHU.

Hedununuja 1.1. Busujap y paBHH je cucTeM KOjU Ce€ CacToju oj orpahene
obJytacTu ca JiudepeHnjaduIHIM UBUIIAMa, OCUM Y KOHAYHO MHOT'O TadaKa, U KyTJIe
Koja ce Kpehe 1o ciaegehuM 3aKoHUMA:

e 10 HamJIacKa Ha IPENPEKY He MeMma CBOj BEKTOD OP3MHE
® IIPIJINKOM OJIONjaba O MPENpeKy He J0JIa3M JI0 IPOMeHe HHTEH3UTETa OP3NHe

® Ja yIIaJHU yrao IPUJINKOM OJI0OMjarha O IIPENPEKY Oy/le jeTHAK O00JHOM YTULy
[IIra ce memasa kKajia mpernpeka Ha KOjy Tadka HAWJIA3W HUje PABHA JUHUjA!

Hedbunnnmja 1.2. Ynaauu u o00jHA yrao 3a KPUBOJUHHUJCKY IIPEIPEKY ce Jie-
dunUIy Kao yriioBu m3aMehy IyTarbe JIONTHUIE IIPe, OJHOCHO IOCJe OJ0Wjarha U
TaHT€HTe Ha MBUILY OOJIACTU y TAYKU KOHTAKTA.

Teopema 1.1. Munumasna nyramwa u3amehy nse tauke (A u B) Koja cede Heky
npaBy r, je yipaBo dumjapcka myTama o A 10 B ca jeiHuM 0/10HjameM O paBy
r.

Zoxas. Tlocmarpajmo tauke A, B u nupaBy r. Heka je Tauka B’ peduiekcuja tauke
B y onnocy Ha r. Heka je Tauka npeceka jyzxu AB’ ca npasoMm r, Tauka S. Y3MuMo
npousBosbHY Taduky S’ Ha npasoj r. IlorpedHo je nokazaru ga je AS' + S'B <
AS + SB. 3namo 5a je BS = B'S kao u BS’ = B'S’, na je 30or HejegHakocTn
tpoyria AS'+ BS' = AS'+ B'S’ < AB'= AS+ SB'= AS + BS.
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]

1.2 IIpumene y ejleMeHTapHOj Teopuju dopojeBa

Bpojamem ondujama stonrrutie y oapehenom dunmjapy, moryhe je oapeantu H3 /1
u H3C nasa opoja. [TocmaTpajmo dumjap cadnmbeH 0J1 MPpaBOyTraOHUKA JTUMEH3Uja
n X m # JIOUTHUIE Koja Kpehe u3 Jiomer JieBor yria. Jlonrtuma kpehe ca dOp3mHOM
U yemepene tof yriiom oj1 45°. CmarpajMo Jia JIONTHIIA 3aBpIlaBa CBOje KPeTambe
KaJ1 Jiohe /10 HEKOTI' TeMEeHa, ITPABOYTA0OHUKA.

Teopema 1.2. Buiimjapcka nyrama nHehie pecehin camy cebe ako m|n wiu n|m.

/loxas. IlpernocraBumo 1a je n < m , jgakjae m = kn 1 IpaBOyTraoOHUK je€ BUCUHE N
u mupuHe m. Taj mMpaBoyraoHUK MOXKEMO JIa TTOJEIMMO Ha k KBaJipaTa JIUMEH3U]ja
n X n. Bunnjapcka myTama he y cBaKOM KBaJIpaTy IIPe/ICTaB/baTh HErOBY JIHjaro-
nasy. Omarie je jacHo ma Hehe duTH 0I0Mjarka O JIEBY MBUILY IIPABOYTAOHHUKA, IIa
Hehe johm HE /10 caMoIIpecerama.

Teopema 1.3. Heka je | dpoj moaupa JonTuiie O JIEBy CTPAHy MPaBOyraoHUKA, I
Opoj Joaupa O JeCHY, u OpOoj J0Jupa O ropiy U d Opoj Joaupa O J0HY HUBHUILY. Y
OBe KOHTAKTE HE PAIyHAMO IPBU U MOCJEIIbN KOHTAKT KYTJIe Ca UBUIIAMA.

Tana Baxu (I + 7+ 1)m = (u+d+ 1)n = H3C(m,n)



4 1. ¥YBogx

et A s
!

Cauka 1.1. Ilpumep 3a m =5,n=3

goxa3d. IlocmaTpajMo mpaBoyraoHy MpeXKy y paBHU YHja je OCHOBHA jeIMHUIA HAIII
[IPaBOYTraoOHUK jUMeH3uja n X m. HamomenuMo jga cBakoj Ouinjapckoj ImyTamu y
IIPaBOYTaOHUKY, OJI'OBapa jeJIMHCTBEHa TMoJynpasa y pasHu. Jla du Heka mpasa
oJiroBapaJia OUINjapCKOj IMyTarmu, HEOIXO/HO je Jia IpaBa CaJIPKU TAdKy U3 Koje
kpehe jiontuma. Ako je duinjapcka myrama by, OHIa HEK IpaBa Koja joj ojroBapa
oyze f(b1). Ilocmarpajmo Opoj yaapa Haiie JIONTUIE O 3UJ0BE [PABOYTaOHUKA Y
dunnjapckoj nyramu by. Taj 6poj jeanax je dpojy JmHUja Mpexe kojy npasa f(by)
rpecede. JacHo je Jla CBAKU MPECEK Ca XOPU3OHTAJTHUM JIMTHUjaMa MpPeXKe OJIr0Bapa
HEKOM OJ1 OJIDMjarba O XOPU30HTAJHY HWBHILY, aHAJOIHO CBAKoM mpeceky f(bi) u
BepTUKAJIHE JIMHUje MPeXKe O/I'0Bapa TAavHO jeJaH yaapall JONTHUIle Yy OUINjapCKoj
IyTamu O BepTUKAJIHy uBHIily. Jlosra3zak Jiontuiie 10 HEKOr OJ1 NOIKOBa IIpaBoyTra-
OHUKa y OWJIMjapCKoj IyTambu, oJroBapa npecernamwy npase f(b;) u HeKe 011 Tauaka
IIpeceKka XOPU3O0HTAJHUX U BEePTUKAJHUX JIMHUja y HaImoj mpexu. Hek je S ckyn
Tayaka Koje ce Haja3e Ha npeceky npase f(by) M HeKe 0f XOPU3OHTAJIHUX JINHU]a,
mpexke. Omabepumo 3a Tauky L € S na Oyme najosmka KoopanuaTtHoM modetky. C
003upoM Jia L je Ha HEKOj 0Ji XOPU3OHTAJTHUX JIUHUja MpeXKe, heHa T KOOPMHATA
MOKe J[a ce m3pas3u Kao kin, aHajorHo jep L mpurnajia HEKOj O BEPTUKAJIHUX JIU-
HIja MpexKe, IbeHa Yy KOOpJANHATa MOXKe J1a ce n3pa3u Kao kom. Hamasbe je jacHo na
cy x u y KoopamHate Ttadke L mehycodno jemqnaxke H3C y on m u n. Mu 3ampaso
sHaMo J1a je ki takobe jenmnak u 6pojy npeceka f(by) ca XOpU3HOTAJHUM JIMHKjaMa,
Mpexke 1iyc jemadH. C od3upom j1a je Opoj mpeceka jy:ku AL U XOPHU30HTAJTHIX
JIMHU]ja 3aIIpaBo OpOj OJ0Mjarba O XOPU3OHTAJIHE UBUIIE Y OUINjapKCO] IIyTakbu, TO
je k1 = u+d+ 1. AHaJjIorto ce JoKaxkKe U JApyra jeIHaKOCT.

[
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Teopema 1.1. JlyxKuna gy»Ku, 0 IIOYETKA OMJIMjApPCKe IIyTarhe IO IIPBOI CaMO-
Tpecenama, WIn oJoujara o UBHUILY, je jexnaxa v/2 H3C(m,n).

/loxas. Hek je Tauka P mpBa Tayka 0/0Wjamba O UBUILY Yy HAINO] OMIMjapCcKO] Iy-
tatbu. CBakoM Tpeceky jyxku AP u Ouinjapcke ImyTame O/roBapa je/iaH Mpecek
f(by) n mpaBe Koja caJpKM HEKO TeMe MpexKe MPABOYraoHWKa Koja nMa Koedu-
nujeHT npasia —1. [locmarpajmMo HEKH 0O/ TpaBOyraoHUKa MpeXKe KpPo3 KOju IIPOo-
na3u nosrynipasa f(by). OdeekUMO TOpHE JIEBO TeMe TOr IIPABOYTOHUKA MPErKe
ca (z1,y1) = (kym, kan). Onga je ayxkuna o Te Tadyke ;10 npeceka ca f(by) camo
pazjajbUHa Te TauKe J0 HpaBe y = &, IITO Ce JIAKO padyHa Kao v/2|kim — kyn| u
3HAMO Jia je 1o ommrre no3uaroj reopemu H3/I(m,n) camo Hajmamu Opoj TakBor
00JIIKa TI0 AICOJIyTHO] BPEIHOCTH, I1a je JOKa3 3aBPIIEH. O

1.3 Tpoyraonmu dusmjap

3agarak 1. /lat je orBopen yrao m Ttadka K y meropoj yuyrparrmoctu. Hahu
tauke M m N Ha Pa3IuvuuTHM Kpamuma yria Takse ja Tpoyrao AKMN uma
HajMatbu OOUM.

Pememe 1. IlpecsimkaBameMm Tadke K CUMTPUYHO Y OJIHOCY Ha Kpake yIJIOBa,
nodujamo tauke K’ u K. Tspmumo ma cy M n N Tadke Ha IPeCeKy Kpaka yria
n nyxu K{K'. Jlokaxxumo To.

Vamumo dmiio Koje Tauke Ha Kparuma, Hip. F' u G. Obum tpoyria AKFG je
KF+FG+GK = K{F+FG+K'G < K'K] mrro je 3ampaso camo odoum AKMN.
Kopumnihena mejegnakocT je caMo HejeIHAKOCT Y€TBOPOYTJIA.
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3amarak 2. Hek ce tauke K, L, M pemom Hasaze na crpanunama AB, BC,C A
omrpoyrsior tpoyriaa ABC, tako ma Hujemna ox tadaka K, L, M Huje Teme Tpo-
yrira. 3a Koju m3dop tadaka K, L, M Tpoyrao Koju odpasyjy Te TpH Tadke UMa
HajMambu 00UM?

Teopema 1.2. Temena TparkeHOT TPOYIJIa M3 MPETXOIHOr 33/IaTKa CYy IOTHOXK)A
BucuHa. Taj Tpoyrao Takohe mpejcraB/ba 3aTBOPEHY OMIHjapCKy IIyTamby Ly KUHE

3.

Jloxas. Kao y nperxomaom 3a1aTKy KoHcTpyummmo tadke K’ K. Yrao ZK'CK”
2/ABC upn uemy je K'C = K{C = CK (cBe 360r cumerpuje) 1a 3a dpukcupan
tpoyrao ABC u tauky K 3HaMoO Ja je HajMaru MOTYyhu oOMM je/IHAK Iy KUHU
nyxu K'K{. On ce mocrmke KaJ IIyCTUMO KyTiay u3 K eHOM OWIIMjapCKOM ITy-
TamkOM KOJOM ce HAKOH TadHO JBa ononjama Bpaha y K. Ilpumernmo ma Taj odum
JIMHeAPHO 3aBuck oj Jyxkune ayxku K C (3Hamo ma 3a pasiauanre u3bope tauke K
ceu tpoyryiosu K'K|C cy cauuanu). Caza je jacHO Jia je TpayKeHH 0OUM HajMarbu
ako je Tauka K nognoxje sucune w3 C'. AHAJIOIHO ce JoKayKe UCTO 3a OCTaJIe CTpa-
Hurie. Jlako je yBepuTu ce j1a TpOyrao KOju UWHE TOJIHOYXKja BUCUHA, IIPEJICTABIbA,
OMIMjapCcKy IMyTamy YUMe je TI0Ka3 3aBPIIeH. [




2

Ejguntuyam duamnjapu

2.1 OcHoBe OmyMjapa yIMCaHOTr Yy €JIUIICY

[Tosnato je u3 pusuke j1a Cy KuKe y OINTUIM 3HAYAjHE 110 MHOI'O Y€MY, IITO
je Jmo/aTaH TOJICTUTIA] Jla ce aHAJM3Upa IITa ce JielaBa KaJl OUInjapcKa IyTama
ITPOJIa3U KPO3 KUKY.

Teopema 2.1. Bunujapcka myTama KOja IIPOJIa3u KpPO3 KHMXKY Y €JTUINTATHOM
omjapy, HAKOH jeJHOT OJI0Njarba MOpa MPONu KPo3 JIPYTY KUKY.

Jloxas. Heka je A Tauka rje ce Kyrja OJI0Hja O eJUICy. XOoheMo Ja JTOKarKeMO
na je 1A nu FyA zanpaBo Ouimjapcka Iyrama y oBOj ejmincu. Jla oum To dmio
TavIHO, TIOTPEDHO je Jia je yHmaJH! yrao jeJHaK MU3/Ia3HOM yIJIy. 3aTO IITO HaM je
obylacT OmyiMjapa ejurca, ymnajHu yrao JiepuHuineMo Kao yrao maMmehy myrare
HEIIOCPE/THO TIPe OJI0Ujarba, O eJINICY Y TaYKu A U TaHreHTe y Tadku A, a 000jHH
yrao jedHuireMo kao yrao udMely myrame HemocpeIHO HAKOH OJI0Njarba Y TauKu
A u tanrenre y A. CaJ je jacHO Ja je MOTpeOHO JoKasaTH Ja je myrama Fi, A, F
3ampaBo dWIMjapcka MyTama Koja ce OJ0ja 0 TaHTeHTy Ha ejurcy y Tauku A. Jla
OM TO BasKWJjI0, JOBOJHHO je JI0Ka3aTh jJa je 3a cBaky Tadky C Ha TAHTEHTU KPO3
A ma ejymmrcy, 30up
CF,+CF, < FlA + F

Jokaxkumo To. ¥Yamumo tadky C Ha TanrenTn Kpo3 A, Heka je B Tadka mpeceka
CFi u estunce. [Ipumernmo j1a 300r HejeanakocT Tpoyria Baxku BFy, < BC+CF,.
300r reoMeTpHjcKOr CBOjCTBA €JIUIICE 3HAMO JIa je

AFl + AF2 = BFl —|— BFQ < BF1 —I— BC+ CF2 - CFl + CF2
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|

N

Cnenehe 3anuM/bUBO TBpheme je j1a ako je/iHa JIy:K OWIMjapCKe IyTame y €
TAaHTUPa HEKY Malby €JINICY 4YHhje Ce JKUKe IOKJIAIAjy ca eJUINCOM € Yy KOjy je
ynuszaHa Omiidjapcka IyTamba, TaJld CBaKa JIyXK HM3JIOMJ/beHe OUJINjapCKe IIyTarbe
TaHTHUPA €.

Teopema 2.2. Hek je AB teruBa eymrce e, [nje cy xkuxke [} u Fy, a BC je
JIpyra TeTuBa TaKBa Ja je m3jaoMbena junnja ABC dunmmjapcka myrama. Taj, ako
je AB taHrmpa euIcy £ Koja uma xkmxke y F| u Fy, tan u BC tanrupa Ty ucry
€JINTICY.

/loxas. Hek cy tauke T u T, TtakBu na cy yriosu ZFyBTy u /F;BT, omtpu.
[Tpumerumo na ce AB mamasu yuyrtap yria ZF) BT, u ananorno ce BC nanasn
yuyTtap yria ZFyBT,. Hek cy Dy u Dy Tauke ocHO cuMerpudne of F), OTHOCHO
Fy y onaocy Ha AB u BC' pecnieKTUBHO.

Hoxkazahemo ma je AFyBDy = AF>,BD,. Ilpso DB = FiB u DyB = F,B
300r cuMetpuje. 3HAMO U3 MPETXOaHe TeopeMme ja je Fy BF, dunmjapcka myTama,
omakJjie cieqn ja je yrao LFi1BA = /F,BC. Oparie, Ka0 U U3 YULEHUIE 14
je ABC dunmjapcka myTtama, HaMm ciean ja je ZABF, = ZCBF, 3namo 1a je
/F1BDy = /F\BF, +2/F,BC = /Fi\BF, + 2/F\BA = /F1BF, + /DBF, =
/DyBF; unMme cMo J0K3aau moayaapHocT TpoyriaoBa AFiBD, =2 AF,BD; na
naMm je F1 Dy = FyD;.

Hexk je M Ttauka npeceka AB u D1 F5. 11o KoHCTPYKIUjK je jaCHO Ja U3JIOMJbEHA
smanja Fy M F| 3anoBosbaBa npasuia ouwnujapa. lakme ZAMF, = ZBMFi, na
c obsmpoMm sa gy AB Tanrupa enmicy £, oHua je M radka jpomupa. Jlakie
M + FbM = DFy, = DoF,. Hek je N tauka mupeceka CB u FyD,. Jacuo
je FbN = ND, 300or cumerpuje, na je YN + F2N = F{'N + NDy = 1Dy =
M + FsM na N upunana eo. [lpu wemy je ZBNF, = ZCNF, na BC' 3aucra
TaHTUPA Es. [
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2.2 TIlonceneoBa Teopema

CBe ciimKe U3 OBOT IIOTJIaB/ha Cy y3€Te U3 IPBOT paJjia Koju je pedepeHiupaH y
JIUTEPATYPH.

Teopema 2.3. Y3mumo OUJI0 KOje JIBe KOHUKE £, U €9 TaKBe JIa IIOCTOjU 3aBOPEH
[TOJIUTOH JTy?KUHE N TaKaB JIa je YIHUCaH y £1, U CBaKa CTPAHUIA MY je TAHT€HTHa,
Ha €9. Y3MHUMO IPOU3BO/HAH 3aTBOPEH IIOJIUTOH JyKWHE N YIUCAH Y €1, TaKaB
Jga n — 1 meroBa cTpaHulla JI0aupyje €o. Taja ¢BUX N CTpPAHUIA TOT MOJUTOHA

JOJUPYJy APYTY KOHUKY.

Jla dbucmo oBO J0Ka3asI1, HEOITXOTHO HAM je HeKOJIKO Jjiema. [IpBa cTBap Kojy hemo
Ja KOPUCTUMO KO OIIIITe TTO3HATe jecy TeopeMe M3 IIPOjeKTHUBHE TeOMeTpHje Koje
Bake U Ha KOHUKaMa.

VY naspoj HOoTarumju heMo KOpUCTUTH O3HaKe a—b 3a IpaBy KOja IIpoJIa3u KPo3 TauKe
a un b, kao u [1 Aly 3a ipecek npaBux l; u [y, Takohe Ka 1 cy Tpu Tadke KOJUHEAPHE TO
hemo oznagaBatu ca a — b — c. Takohe hemo 3a0KpyKeHNM BpojeBIMa O3HAYABATHI

Ty KH.

Teopema 2.1 (ITackanosa teopema). Taure 1,2,3,4,5,6 Jiexke Ha KOHUIM aKO U
caMo aKo Ccy KoJimHeapHe cjejiehe Tadke.
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Cauka 2.1. ITackasioBa Teopema

Teopema 2.2 (Bpuanmonosa teopema). JII/IHI/IJe @ @ @ @ @ @ Cy TaH-

reHTHe Ha KOHUKY (y Taukama 1,2, 3,4, 5,6 pegoM) ako u caMo ako Cy KOHKYDEHTHe
Ipase.

(OROMONS)
ONOMGNO)
ONONONO)
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/

Cauka 2.2. BpuHamoHoBa Teopema

Teopema 2.3 (Kapuoosa teopema). Illecer Tauaka mpuiaiajy KOHUIM aKO U CAMO
aKO Cy KOHKYDEHTHE.

[(1=2)AB=4)] - [4-5) A (6-1)]

(2-5)
(3-6)

Cauka 2.3. KaprnooBa Teopema 3a Tadke
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4

) \‘

d

;

Cauka 2.4. KaprooBa TeopeMa 3a mpaBe

Teopema 2.4 (Kapnoosa). Illect npaBux cy TaHIeHTHe Ha KOHUKY aKO M CAMO
aKo Cy KOJIMHeapHe TadKe

(DA@) - @r@ONAI@AE) - (O AD)]

(@A ()
(ONO)



2.2. llonceneoBa Teopema 13

Heka cy mam Tauke ai,as,...,a,, Tadke IPBOI HOJUTOHA, a by, by, ..., b, Tauke
JPYTOr TOJUTOHA. 3HAMO J1a HAM je N IYXKHU a1 — Ao, Gy — A3, . . . , Gy — (] TAHT€HTHO
Ha €9, KaO U Jia HaM je n — 1 jyK by — by, by — b3, ..., b,_1 — b, TaHTEeHTHO HA €5.

Cayt jormcamo Tpeda j1a gokaxkemo ja he b, — by j1a Oyje TaHTeHTHO J1a €s.

Heka cy mam Tadke ag,as,...,a,, Tadke IPBOr HOJUTOHA, a by, by, ..., b, Tauke
JIPYTOr MIOJIUIOHA. 3HAMO JIa HAM je M JAYXKHU a1 — ag, Gy — a3, - - . , Oy — A1 TAHT€HTHO
Ha €9, Kao 1 Jia HaM je n — 1 jayxK by — by, by — b3, ..., b,_1 — b, TaHreHTHO Ha &s.

Cag jomcamo Tpeda 1a J0Kaxkemo Ja he b, — by 1a Oyme TaHIeHTHO 114 £s.

Y napeanom seny, Behuny TBphema he doutn ckopo Hemoryhe npukazaTu Ha TPABO]
CJIAIIA a JIa YUTaJIall HellTO pa3yMe, TaKo Jia heMo yBecTH crienuduvany rpadpudaky
cuMOosmm3anujy. Tauke Koje mpuItaiajy MCTUM MOJIUTOHUMA YIIMCAHUM Y €1 he duTn
Ha ucTuM npaBama. CBe Tavuke M3 MCTOT IMOJIUTOHA @, Ne OUTU Ha TOPIbOj IPaBOj,
1ok he cBe Tavuke m3 moJsmrona b, duTu Ha OOj MpaBoj. AKO Ha HEKOj OJl JBE
IJIaBHE TIpaBe OyJIeMO MMAJIU JIBe CYCeJ/IHe TadKe a; U ;11 U MOJIeO/baHy a; — ;i1
KOja UX cIaja, To he HaM NpeJACTaB/bATH Ja MPaBa G; — ;11 TAHTUPA KOHUKY Es.
ITpaBa msmenjy aBe Tadke a; — aj TJe a; WU aj HUCY CyceJHe TadKe Ha HCTOj
npaBoj Ha rpadguukoM Tpukady, he duru npejcraB/beHa Kao HeKa JuHUja (IpaBa
WM MCKPUBJBEHA) KOja Cliaja Te JBe Taduke. Tauka mpeceka jpe jmHUje x U y he
dury Tauka Ha JIMHUjU (IPABO] WJIM KPUBO]) IUjHU jeJlaH Kpaj MpuUlaja JUHUJH T, &
APYTY JIMHUAJA Y.

Ap—1 anp, a1 s
?
bn—l bn : b1 bg
————————— e - --—--"--"@¢U—@----—-----

[Ipe mero mro HACTABUMO, YBEJIUMO CJiejiehy HOTAIHU]Y.
Iy = (ap — ap1) A (bp — bys1)
Iy := (ag—1 — ag) A (bg—1 — by)

Xpg = (ap —by) A (b, — ag)
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Jlema 2.1. TpI/I Ta4dyKe ,ZLe(i)I/IHI/IcaHe Ha CﬂeﬂehI/I Ha4uH Cy KOJIMHeapHe
Il = (al — ag) N (bl - bg)

Xon—1:=(ag —by_1) A (by — ap—1)
I7/L—1 = ((Zn,1 — an) A (bn,1 - bn)

Uneja mokasa je ga y3meMo HEKH Opoj k OKO 5 M JIOKAXKEMO KOJIMHEapHOCT u3Mely
I;,X;;,I; tne cy IpBO ¢ M j OTHPWIMKE jeJHAKU k, IIa Jia y CBAKOM KODPakKy ?
cMambUMO 3a jesiaH, a j noBehamo 3a jeman. la dOucMo To mokaszam nmorpedHa HaM
j€ HEKOJIUKO JIeMaA.

Nmamo nBa ciaydaja 3a nNpBU KOpPak, KaJl je n MapHO W KaJl je HelapHO.
Y ciydajy Ja je mapHo, ©MaMo Jia je, rje je k = 4

Qp—1 @ ag @ Ag+1 @ k42

® @ 0

N no KapnooBoj Teopemu nmamo J1a cy Kommaeapue I +k —1— Xk, k+1 — Iy

Y cay4ajy na je n HemapHO UMaMo Ja je k = "T“ u

Y osoM ciaydajy 3Hamo 110 Ilackasosoj Teopemu na je Iy — Xip—1 p+1 — Ig
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Jlema 2.2. J/lecdbunummmmo Tavke

I, == (ap — apy1) A (by — bpi1)
Iq—1 = (ag—1 — ag) A (bg—1 — b)

Xpg = (ap —by) A (b, — ay)

Tana axko vam je I, — X, , — I, onya he na Baxku u I,_; — X, , — 1.
[Ipumernmo ma 3a oBy Jiemy X 3aBUCH OJI p M ¢, TIa CAMO IIPUMEHOM JieMe 2 He
MO2KEMO J1a JIOKazKeMo JjeMy 1.

Gg+1

by 1

Gg+1

by 1
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Jokas. Hex je vy =L, N1, a =b, Na, u, e = (b, —b,_1) A (by — bs—1),8 = a, N b,
Taji Cy «,7y, € KOHKYPEHTHe, 10 BpHaHIIOHOBO] TeopeMu

Opnakie crequ na cy o, 3,y xoukypentre y X. Hex je 6 = I,y — I;41, Tang cy mo
BpuanmmonoBoj koHKypeHnTHe mpase 9, 3, €.
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JIlema 2.3. Ako Baxku
Ipfl - Xp,q - Iq

oH/ia he u ma BaxKu
[pfl - prl,qﬂ - Iq

Ap—1 ap Ap+1 Qg1 aq Qg+1
: Xpaq :
bp—l bp p+1 bq—l bq bq+1

Hoxas. Odenexknumo Tavke a,_; Kao 1, a, Kao 2, b, xkao 3, b, Kao 4, b, Kao 5, a,
Kao 6.

Tazma no IlackanoBoj Teopemu Baxku na je I,_; —J — X, ,. Onarie u u3 npodutae
IPeTHoCTaBKe u3 jgeme pooujamo aa cy I, 1 —J —I,4;. Hagasme, obesrezkumo Tadke

ap-1(1),a4(2), ag11(3), bp-1(4), b4(5), byy1(6)
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Tax o Ilackanosoj Teopemu nooujamo J — X, 1,41 — I441 Ta U3 Tora u Ja je
I,y — J — I, nodujamo na je I, 1 — X, 1441 — Ig41 9UMe cMO JoKa3an JjiemMy 3.
O

Hanaspe, Ham3MeHNYHOM IIPUMEHOM JieMe 2 U JieMe 3 jodujamo jieMy 1 Koja Karke
Jla Cy TadKe

Il = (al — ag) N (bl - bg)
X = (CL2 - bnfl) A (b2 - Clnfl)
In—l = (an—l - an) A (bn—l - bn)

KoJInHeapHe.

a a2 Qp—1 Qp

151 I nf 1

Zloxasz Ilonceneose weopeme. Y3MUMO JiBe KOHUKE €1 U €. [IpeTniocTaBumo J1a 1o-
CTOjU 3aTBOPEH MOJIUTOH JIyZKUHE N, HIP A1, A3, . . . , Ay, YIIHCAH y £1 TAKaB Ja MY je
CBaKa OJ] CTPAHUIIA (;Q; 11 TAHTEHTHA HA €9, KA0 U JIa je TO N HajMAmbU OPOj 3a KOju
IIOCTOJU OBAKAaB IOJIUTOH. Y3MHMO HEKU OTBOPEH TOJUTOH by, bs, ..., b, ynucan y
€1 TaKaB Jia je cBaka oji ctpanutia biby, bobs, ..., b, 1, b, Tanrupa 5. Tajr Tpeda 1a
JTOKaxkeMo J1a he u b,b; TaHTHpA £5.
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Ap—1 anp, a1 Qa2
?
bn—l bn : b1 bg
————————— e - --—--"--"@¢U—----—-----

Hedbunummumo tauke I, X, I, ; Kao u paHuje, camMo IITO 4eMO Ja JAePUHUAIIEMO
jour u

J = (an_l — (11) VAN (bn—l - bl)
Xn,l = (an — bl) AN (bn - CL1)

Buamo nma cy Iy — X — I, xonuneapre u3 jeme 1. Ckuria Taj u3rjieia OBaxo:

Hanaspe 1o IlackasioBoj TeopeMu 3a Tadke O3HaUYeHEe HA CJIUIHM UCIIO/] IMaMO J1a Cy
X — J — I, xosmHeapHe:

Cimano, no IlackamoBoj Teopemu mmamo na cy I, — J — X, 1 KonuHeapHe:
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3 mpeTxXoHIX KOJUHEAPHOCTH U3BJAaInMo ja HaMm je I, 1 — X' — I’ konuHeapHO.
Ha kpajy npumenom KaprooBe Teopeme j10dmjaMo Ja

In—1 (Z) an, (@ a; B s

@ , ©

bray fra

Jobujamo ma cy cBe JIyKu
Ap—10n, AnG1, G102

bn—lbna bnbla b1b2

JIOUPYjy KOHUKY, & KaKO je KOHWKa ojipeleHa ca et TaHTeHTU, TAKO Cy HAM CBE
oBe JIy2KU, yKJby4dyjyhu u b,b; TaHreHTHE Ha £49

]
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ITocnemaunma 1. AKo uMaMO eJIMIITUYHYE OWJINjap U YHYTap Hera eJIIicy Koje MMajy
uCcTe 2Kn>xKe, €1 U €9, TaKBe Ja Ka/J IIYCTUMO KYIJIYy M3 HEKE Ta4Ke Ha &1 IIyTalbOM
KOja je TaHIe€HTHAa Ha €9 TaJ] he Ha IPU CBAKOM OJI0Ujaiby KyTJIa JIa JIOJIUPYje Eg,
MITABUINE, aKO je MyTarba MepUOJIMYHa Ca OCHOBHUM IIEPUOJIOM 7, TaJ[ Ca CBaKe
TavyKe Ha €JINIICH €1 aKO IIyCTUMO KYTJIy TaKo Jia je IheHa IIyTarba TaHT€HTHAa Ha €9
TaJ1 je OHA U MEePUOIUTHA CA& OCHOBHUM IIEPUOJIOM 1.
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l'annmepuHoOB ajiropuTaM 3a
padyHame 1mudapa dpoja w

3.1 V¥YBonx

N3 ¢dbuszuke naMm je mo3HATO J1a c€ PA3HU CJIOXKEHU JUHAMUYKHA CHCTEMU MOTY IIPeJI-
CTABUTHU jeJTHOM TAYKOM Yy KOH(UryparumonoMm mpoctopy. Mcmnocrasiba ja 3aKOHH
dusrKe MONYT 3aKOHA OJprKarba €Hepruje W 3aKOHa OJprKakha UMIIYJICa Ce HC-
I10/baBAjy Kao 3aKOHU OW/IMjapa 3a TadKy Y KOH(MUTYPAIMOHOM IIPOCTOPY.

Beoma dacrunanTHa npuMeHa TOra ce MOXKe yBUjeTH y npumepy lasmepunoBor
aJIropuTMa, KOju HaM oMoryhaBa jia BpeMeHOM, OJipeuMo cBe mudpe dpoja .

[TocraBka ajaropurMma:

1. ¥Yamumo jaBe Jjionire ca macama m u M, npu demy je

M
— =100V, N eN

m

2. CraBuMo MaJy JIONITY Ha x ocy m3Mehy Besmke Jonte u 3uja
3. 'ypaumo BesuKy JionTy HEKOM Op3uHOM V

4. IlpaTuMo cBe ymaplie y CUCTeMy, YKJbYy4yjyhu yaapiie jJBe JIONTe U yjaaplie
JIONITE U 3UJIA. IPETIOCTABUMO JIa Cy CBH YJIapHU AICOIYTHO €TaCTHIHU

5. Bamumumo 6poj cBuUX yaparia Ha nanup, y os3uarm I1(V)

22
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3.2 Teopema

Nako hemo je Tek KacHuje JIoKa3aTu, TeOpeMa Ha KOjoj ce 3aCHUBa PaJ] aJrOpuTMa
je caeneha:

Teopema 3.1. Bpoj II(N) je 6poj ca N + 1 mudpom oz kojux npsux N mudapa
quHe 1udpe Opoja m , ca BepoBaTHOhOM 011 1.

3.3 Konadurypammja n KoHUrypalmmuoHu IPoCcTOP

Hedbunnummmo paBaH v, Ka0 KOH(PUTYPAIMOHU TTPOCTOP HAIIET CUCTEMA, T/ T 0Ca
IIPEJICTaBJ/ba PACTOjarbe MaJie JIONTe OJf 3UJIa, & Y 0Ca OJCTOjarbe BeJHKe JIONTE Of
3ua. JacHo je Jla cy & m y KoopAuHaTe PYHKIMje O] BDEMEHA.

VYV HacTaBKy TeKCTa IoJ, cyJap hemo cmarpaTu Jjiorahaj Kaji ce JiBe JIONTE CyJape,
a oyomjame hemo cmarpartu jorahaj Kaj caMo Mamba JIONTa yIapu 3WU U OJI0Uje ce
UCTOM OP3UHOM CaMO Y CYIPOTHOM CMeEpY.

O T = 1) y = y(t)

[TocmaTpajmo mita he oH/la YUHUTHA HAIT KOHGUTYpAInOHU ITpocTop. VcmocraBiba
ce Jla je jeInHM yCcJIOB 3a Moryha crama y paBHU Y > T

45°

p!
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Tauka Koja mpeJicTaB/ba IOCMATPAHN CUCTEM he ce KPeTaTu IIPABOJMHCKO] [Ty Tatbu
J0 cyrnapa. To je jacHo 3aTo mTo cy dr u dy KOHCTAHTE JI0 cyJapa. YBEeJIUMO CaJl
TpaHcOpaMInjy KOOPAUHATHOT CUCTEMAa KOjOM JI0OMjaMO PaBaH Yo

T:v — 7

=7

T mam cKajupa CBaKy /YKUHY II0 T OCH 3a y/m u 10 y ocu 3a vV M. /lakie ako
HaM Tauka A mma xoopauHare (x,y) y 1 oHma hie takua A’ mmarTm KoopauHaTe

(X,Y) = (Vmz, VMy) y 7

Hek je o yrao ymyrap Kor MoxKe Jia Oy/ie HAIIICUCTEM y PABHH Yo TaJL j&

X mx m

tano/:—:—: —

Y \/My M

Teopema 3.2. Ilonamaime Tauke Koja 0roBapa CUCTEMY Y 72 IOIITYje MPABUIIA
ounjapa.

Jloxas. Hek je bpsuna u(t) dp3uHa Kperama MaJe Jonre, a op3uHa v(t) dp3uHa
KpeTama BeJuKe jonre. Taja mpe u mocjie cyaapa JIBe JONTHLE BasKu:

mu(t) + Mo(t) = ¢

mu(t)? + Mu(t)? = c,

[Ipu yemy npyra jeHadymHa BayKW TOKOM II€JIOT €KCIIEPUMEHTA, JOK IIPBa jeIHa-
YMHA He BaXKW IIpPe W II0CJIe yJaaplia MaJjie JIonTuie o cam 3uj. Hek je Op3una
(dX) \ﬁd:c \/Mdy)g

dt

V (t) 6psuna Tauke y v,. Tax je V(t) =

dt
vmu? 4+ Mv? = \/2¢; na je dp3uHa Kperarma TadKe Y 7o YBEK KOHCTAHTHA.
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[Tocmarpajmo caj mmTa HaM 3HAYU JIPyTa jeIHAYNHA.
v
m M =
[m M] [u] o

A gpyry jenmadmiy MoOXKeMO HmocMarpaT Kao u /m(y/mu) + v M (v Mwv) mro
ce y MaTPUIHO] PeNpe3eHTaIldj! ITPeJICTaB/ha Kao

o 1 {5 -1v= ]

Pemmmo npBo city4aj Kajt ce MaJia jonTa ojouja o 3uj. Ilo nedunuiuju ga je cyaap
eJlaCTUYaH, TO 3HAYH Ja he camo MaJia JIONTa J1a IPOMEHH cMep Op3uHe, 1a je jaCHO
3aIITO y KOH(MPUTYPAITMOHO] PABHU 7y BaXKH Ja MPUJIKMKOM OJIOMjalba O Y OCy TadKa
TIIOIITYj€e 3aKOHE OmIrjapa. ¥ OCTAJIMM CJIYYajeBUMa, jeTHATNHA, O/IPKAHha UMITYJICa
IpeJICTaB/ba CKAJIAPHHU IIPOU3BOJL, BEKTOPA, (%, %) u BexTOpa, (/m, v M), on Ko-
JAX ce Ipyru BEKTOP He Mema IpU cyjapy JABe JjomnTe. [Ipumernvmo na je y cBakom
TPEHYTKY 3HAMO /I je MHTEH3UTET 00a BEKTOpa KOHCTAHTAH, I1a je OHJIa KOCUHYC
yria u3dMmely Ta jBa BekTopa KoHcTanTaHn. Hajasbe, 300r qoMeHa y KOM MOXKe Ou-
TU HAaIlla, YeCTUIA, YBUHAMO J1a OHA MOXKE jeJIMHO JIOOUTH OP3UHY KOjO] OJIroBapa

cIydaj Jia ce OJI0OnJIa OUJINjapCKU.

]

[TocmaTpajmo 1mrTa ce germaBa KaJ HMaMO OWIAjap y OTBOPEHOM YIVIy «, IIPH
qeMy JIONTHUIA Kpehe ca mMoYeTHOM OpP3MHOM KOja je ImapaJjesHa Yy OCH. 3HaMO 2
OMJIMjapcKu CyJapu O IPaBy MOTY JIEIO JIa Ce MPE3EHTYjy aKO IIOCMATPaMO CJUKY
OCHOCUMETPHUYHO ITPECTUKAHO O Ty CaMy IIPaBY.
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MozkemMo BUIETH [la HAINO] OMJIMjAPCKO] IIyTambl YHYTAD CAMOr yTia (Ha CJIUIHN je
Ta IyTarba O3HAYEHA IyHUM JIMHUjama) oJroapa jeiana npasa (Hasosumo je a) y
pasuu . CBakoM jeny duimjapcke myTame usmely npa ondujama (Hrp. usmel)y i-
TOT ¥ i+ 1-TOT) 0 MBHIIE yIJIa y 7y OAroBapa IIpecek IpaBe U i-TOI' HAMOTAHOT YIJIa (.
Hawma je caz 3amarak Tpaxkema opoja II(IN) ogHocHO Opoja cynapa, eKBUBaJICHTAH
Tpaxkermwy Opoja KOJUKO IIe TyTa 3paK CBETJIOCTH KOJU je IMapaJieJiaH ca Y OCOM J1a
mpecede yrao 4mju je tana = \/% KOjI HAMOTAMO OKO KOOPJIWHATHOT TTOYETKA.
Bpso mako ce moduje j1a HaM Tajl Taj OPOj 3aIlpaBO MpeJICTaB/ba MIUHUMAJIAH I1€0
opoj K TakaB 5a je
(K 4+ 1)a > 180°

OJIHOCHO
s

) = -1

ajm Kako arctgy TAe je K 1eo Opoj, HUKaJ| HUje palruoOHAIaH (moka3 3a To je y
pedepeHIm o1 ApyTor pedepeHImpanor pajia), To je

arctan 10—V

1) = (o)
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3.4 Aunaredbapckm ageo gokasa

CaJr je camo HEOIXO[HO IOKa3aTu Jia he 3a 1npousBosban npupojan opoj H

| rctan 10~
arctan 10—

na Gyze ckopo w10V,

Omno mrro hemo jokazaru jecre ja he 0poj [
12807 [WION} + 1.

To hemo mokazaru momohy cienehux Jjrema

na Oyze jennax nan [w10V]

P
arctan 10—V

JIema 3.1.
1 1

lim (— — —) =0

z—0 \ arctanxz x
Jloxa3.

3 5
. 1 1 . x —arctanz T x—%—i—%) . %—%
im———— =lim————— = lim S = = limr>—35— =0
s—0arctanx x  2—0 zarctanz z—0 g;'(x—%+%) 01— 2
]

Jlema 3.2.

arctan x x

1 1
(somrs — 3 ) <o¥a >0

Jloxas. Tlocmarpajmo dynkiujy f(r) = (1 + 2?)arctan(z) — z. Kako f'(z) =
2z arctan(x) > 03a x > 0 u f(0) = 0, 3akmyuayjemo na f(z) > 03acsex >0. [

U3 seme 3.2. je jacHo Trpheme na je II(N) = [arctal?w,N] Vv [amm;w,N] + 1.

Can je jacuo ma he dpoj II(N) mmaru N + 1 mudpy u ga he ckopo yBek mpBux
N mudapa 3aucra curypHo outu mudpe 0poja m OCUM KaJl ce TOCTEIHBUX k O n
nudapa Opoja 7 3aBpIIaBa JIEeBETKOM. AJ KAKO 3HAMO J1a je OpOj 1 mpaImoHa IaH,
3HAMO Jla He TI0CTOjU OeCKOHaduaH Hu3 JieBeTKy meDhy mudpama Opoja 7 ma Kako
MOZK€eMO J1a u3adepeMo [N IMpon3BOJHHO BEJINKO, TO heMO BpeMEHOM CUTYPHO JIOOUTH
cBe nudpe dpoja
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3akKJbydak

[Ipumenom dusujapa cMo ycrenn ja nponahemo 3aucra haclUHAHTAH, U IO MOM
MHUI/bEEbY HAJJIEIIN aJropuTaM 3a IpoHasaxkeme mudapa opoja m, Koju je yje-
JVHO U HEIPUMEH/bUBHUJU jep WJIeaJTHU YCJIOBU y KOjUMa BaXkKe 3aKOHU OJIPKarmba
He TIOCTOje.

28
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