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1

Uvod

Diferencijalna geometrija je matematiqka disciplina koja se bavi geometri-
jskim svojstvima prostora pomo�u diferencijalnog raquna i linearne algebre.

U ovom radu �emo se baviti jednom od najznaqajnijih teorema u diferenci-
jalnoj geometriji, Gaus-Boneovoj teoremi. Ona predstav	a povezanost povrxi
i �ene zakriv	enosti, kao i �ene Ojlerove karakteristike, pojmom iz oblasti
topologije. Teorema je nazvana po nemaqkom matematiqaru Karl Fridrih Gausu
i francuskom matematiqaru Pjer Osian Boneu. Gaus je razvio jednu verziju
teoreme ali je nije objavio, a Bone je objavio jedan specijalni sluqaj.

U ovom radu �e najpre biti definisani potrebni pojmovi iz oblasti difer-
encijalne geometrije, kao xto su Gausova i geodezijska zakriv	enost i fun-
damentalne forme. Potom �emo se upoznati sa topoloxkim pojmom Ojlerova
karaktetristika. Zatim �e biti iskazana i dokazana lokalna i globalna Gaus-
Boneova teorema. Na kraju �emo predstaviti par specijalnih sluqajeva koje
nam poma�u da razumemo xiroku primenu i znaqaj ove teoreme.
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Osnovni pojmovi

2.1 Pojmovi iz diferencijalne geometrije

Definicija 2.1 Diferencijabilna kriva u R3 je preslikava�e α : I → R3,
gde I predstav	a interval (a, b) ⊆ R. Preslikava�e α predstav	amo kao
α(t) = (x(t), y(t), z(t)) gde su x, y i z diferencijabilne funkcije. Diferen-
cijabilna kriva u R2 se definixe na isti naqin.

Definicija 2.2 Glatko parqe povrxi je diferencijalno preslikava�e
r : U → R3, gde U ⊆ R2. Tada r(U) predstav	a glatku povrx u R3.

Definicija 2.3Prva fundamentalna forma je skalarni proizvod prime�en
na tangentnom prostoru taqke p ∈ Σ.

Neka je γ(t) = (x(t), y(t)) kriva u R2, i neka je α = r ◦ γ kriva u Σ ⊂ R3.
Imamo:

α(t) = r(u(t), v(t))

α′(t) = ruu
′(t) + rvv

′(t)

|α′(t)| =
√
ru · ru(u′)2 + 2ru · rv(u′)(v′) + rv · rv(v′)2

Neka su E,F i G slede�e funkcije(koeficijenti prve fundamentalne forme)

E = ru · ru,

F = ru · rv,

G = rv · rv.
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Uzmimo sada dva vektora x = aru + brv i y = cru + drv. �ihova prva funda-
mentalna forma je jednaka (x, y) = Eac+ F (ad+ bc) +Gb2.
Izraqunava�em mo�emo da dobijemo da je |ru × rv| =

√
EG− F 2.

Primer 2.1.1 Neka je r(U) sfera polupreqnika a tj.

r(u, v) = (asin(u/a)cos(v), asin(u/a)sin(v), acos(u/a)).

Imamo da su koeficijenti prve fundamentalne forme

E = 1, F = 0, G = a2sin2(u/a).

Definicija 2.4 Druga fundamentalna forma tako�e predstav	a simet-
riqnu bilinearnu formu na tangentnom prostoru. Izraz Ldu2+2Mdudv+Ndv2

predstav	a drugu fundamentalnu formu, gde su L, M i N koeficijenti druge
f. forme.
Neka je n(u, v) jediniqni vektor normalan na r(u, v). Tada su koeficijenti
druge fundamentalne forme jednaki

L = −ru · nu,

M = −1

2
(ru · nv + rv · nu),

N = −rv · nv.

Primer 2.1.2 Uzmimo ponovo sferu polupreqnika a. Tada su koeficijenti
druge fundamentalne forme jednaki

L = −1/a,M = 0, N = −asin2(u/a).

Definicija 2.5 Gausova zakriv	enost povrxi r(U) u taqki (u, v) je jed-
naka K = LN−M2

EG−F 2 , gde su E,F,G, L,M i N koeficijenti prve i druge funda-
mentalne forme u tangentnom prostoru taqke (u, v) ⊆ U .

Primer 2.1.3 Iskoristimo rezultate iz prva dva primera. Dobijamo da
je Gausova zakriv	enost sfere polupreqnika a jednaka

K =
(−1/a)(−asin2(u/a))

a2sin2(u/a)
=

1

a2
.

Definicija 2.6 Neka je S2 sfera polupreqnika 1, i neka je α : I → R3

kriva takva da α(I) ⊂ S2. Tada je geodezijska zakriv	enost u taqki s jednaka

kg = (α(s)× α′(s)) · α′′(s).
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2.2 Ojlerova karakteristika

Definicija 2.2.1 Neka je Σ kompaktna glatka povrxina. Neka su Σ1,Σ2...Σn

disjunktne kompaktne povrxi takve da Σ1∪Σ2∪ ...∪Σn = Σ. Tada definixemo
oblasti kao navedene povrxi, ivice kao zajedniqke krive tih povrxi i temena
kao zajedniqke taqke ivica. Ovaj proces nazivamo podelom.

Definicija 2.2.2 Neka je nad kompaktnom glatkom povrxinom Σ izvrx-
ena podela sa V temena, E ivica i F oblasti. Ojlerova karakteristika povrxi
Σ je χ(Σ) = V − E + F .

Navedimo neke vrednosti Ojlerove karakteristike.

Trivijalno, svaka du� ima 2 temena, 1 ivicu i 0 oblasti pa je χ du�i
jednaka 1.

χ sfere je jednaka 2. Imamo vixe razliqitih mogu�ih podela sfere, jedna
od �ih je na 4 temena, 6 ivica i 4 oblasti. Ako posmatramo neku podelu
sfere, �u mo�emo da posmatramo kao konveksan poliedar sa krivim stranama
i ivicama, xto znaqi da i svaki konveksan poliedar ima χ jednako 2. Lako
se mo�e zak	uqiti da je χ tela sa n xup	ina jednaka 2−2n, npr. χ torusa je 0.
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Gaus-Boneova teorema

Najpre �emo predstaviti lokalnu Gaus-Boneovu teoremu:
Teorema 3.1 (Gaus-Bone, lokalna) Neka je r : U → Σ glatko parqe kompaktne
povrxi Σ ⊂ R3 i neka je α : I → Σ izlom	ena glatka zatvorena kriva u Σ,
xto znaqi da je α(I) krivolinijski mnogougao. Neka on obuhvata povrx R ⊂ Σ
i ima n unutrax�ih uglova θ1, θ2...θn(unutrax�i uglovi ovde predstav	aju
uglove izme�u tangenti krivih u temenima mnogougla). Da	e, neka jeK Gausova
zakriv	enost povrxi Σ i neka je kg geodezijska zakriv	enost krive α. Tada
je:

∫
R

K dA = (2− n)π −
∫
α

kg ds+
n∑
i=1

θi

Globalna teorema predsta	a teoremu prime�enu na celu povrx Σ.
Teorema 3.2 (Gaus-Bone, globalna) Neka je Σ kompaktna povrx sa Gausovom
zakriv	enox�u K. Tada je:∫

Σ

K dA = 2πχ(Σ)
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Dokaz Gaus-Boneove teoreme

4.1 Dokaz lokalne Gaus-Boneove teoreme

U dokazu lokalne teoreme �emo koristiti poznatu Grinovu teoremu.

Teorema 4.1 (Grin) Neka je α : I → R2 izlom	ena glatka zatvorena kriva
α(t) = (x(t), y(t)), koja ograniqava povrxinu S ⊂ R2, i neka su P i Q glatke
funkcije R2 → R. Tada va�i:∫

α

P
du

dt
+Q

dv

dt
dt =

∫
S

Qu − Pv dudv

Dokaz lokalne Gaus-Boneove teoreme: Neka je α glatka zatvorena kriva koja
pripada parqetu r(U) neke povrxi Σ i koja zatvara povrxinu R. Prvi korak
je da pomo�u Gram-Xmitovog postupka ortonormalizacije na�emo bazu vek-
tora {e1, e2} koji su me�usobno normalni, za tangentni prostor svake taqke,
poqevxi od baze {ru, rv}. U postupku koristimo koeficijente prve fundamen-
talne forme.

e1 =
ru√
E

Ovime smo postigli da e1 ima du�inu 1.

e1 · rv =
F√
E

Da bi e2 bilo normalno na e1 oduzimamo projekciju vektora rv na e1 od rv.

rv − (e1 · rv)e1 = rv −
Fru
E

9
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Nakon toga nam ostaje jox da definixemo e2 tako da ima du�inu 1.

|rv −
Fru
E
| =

√
G− F 2

E

e2 =
rv − Fru

E√
G− F 2

E

Ovime smo dobili tra�enu bazu {e1, e2}. Da	e, neka je β : I → U kriva koju
preslikava�e r slika u α, tako da je r(β(s)) = α(s), za svako s ∈ I. Posmatrajmo
slede�i integral:

I =

∫
β

e1 · e′2 ds

Nax ci	 je da izraqunamo ovaj integral na dva razliqita naqina. Jedan od
naqina je pomo�u Grinove teoreme:

I =

∫
β

e1 · (e2uu
′ + e2vv

′) ds

I =

∫
β

Pu′ +Qv′ ds

Ovde smo zamenili P = e1 · e2u i Q = e1 · e2v. Sada na osnovu Grinove teoreme
imamo:

I =

∫
r−1(R)

Qu − Pv dudv

Potrebno je izraqunati Qu − Pv. Imamo Qu = e1u · e2v + e1 · e2uv i Pv = e1v ·
e2u + e1 · e2uv, pa sledi Qu−Pv = e1u · e2v − e1v · e2u. Sada �emo uvesti normalan
jediniqni vektor:

n = e1 × e2

Dokaza�emo da je Qu − Pv jednako n · (nu × nv). Imamo:

n · (nu × nv) = (e1 × e2) · (nu × nv) = (e1 · nu)(e2 · nv)− (e1 · nv)(e2 · nu)

Poxto su vektori n i e1 me�usobno normalni imamo e1 · nu = −e1u · n, a sliqno
dobijamo i za ostale kombinacije. Sledi:

n · (nu × nv) = (e1u · n)(e2v · n)− (e1v · n)(e2u · n)
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Da	e, ako u ve� dobijeno Qu − Pv = e1u · e2v − e1v · e2u zamenimo e1u (sliqno i
ostale izvode) kao e1u = (e1u · e2)e2 + (e1u · n)n (mogu�e jer {e1, e2, n} qine bazu
me�usobno normalnih vektora), dobijamo:

Qu − Pv = ((e1u · e2)e2 + (e1u · n)n) · ((e2v · e1)e1 + (e2v · n)n)−

((e1v · e2)e2 + (e1v · n)n) · ((e2u · e1)e1 + (e2u · n)n)

Svi qlanovi oblika (αa) · (βb) (a 6= b, {a, b} ⊂ {e1, e2, n}) su jednaki nuli pa
ostaje:

Qu − Pv = (e1u · n)n · (e2v · n)n− (e1v · n)n · (e2u · n)n

Qu − Pv = (e1u · n)(e2v · n)− (e1v · n)(e2u · n)

Qu − Pv = n · (nu × nv)
Jediniqni vektor smo mogli da uvedemo i pomo�u ru i rv. Tada imamo:

n =
ru × rv
|ru × rv|

n · (nu × nv) =
(ru × rv) · (nu × nv)

|ru × rv|
=

(ru · nu)(rv · nv)− (ru · nv)(rv · nu)
|ru × rv|

Posled�i izraz predstav	amo preko koeficijenata prve i druge fundamen-
talne forme kao

n · (nu × nv) =
LN −M2

√
EG− F 2

.

Iz ovoga sledi

Qu − Pv =
LN −M2

√
EG− F 2

= K
√
EG− F 2.

Vratimo se na nax integral. Zame�uju�i Qu − Pv sa K
√
EG− F 2 dobijamo

I =

∫
r−1(R)

K
√
EG− F 2 dudv.

Iz qega sledi

I =

∫
R

K dA.

Ovime smo dobili levu stranu jednakosti teoreme.
Sada �emo integral I =

∫
β
e1 · e′2 ds rexiti tako xto �emo na�i vrednosti e1 i
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e2 u svakoj taqki krive β. Neka je δ(s) ugao izme�u α′(s) i vektora e1 u taqki
α(s). Imamo:

α′(s) = |α′(s)|(cos(δ)e1 + sin(δ)e2) = cos(δ)e1 + sin(δ)e2

α′′(s) = e′1 cos(δ)− e1 sin(δ)δ′ + e′2 sin(δ) + e2 cos(δ)δ′

Neka je η = n× α′. Kako je n× α′ = − sin(δ)e1 + cos(δ)e2 imamo:

α′′ = δ′η + e′1 cos(δ) + e′2 sin(δ)

Sada sledi:

kg = α′′ · η = δ′|η|2 + (e′1 cos(δ) + e′2 sin(δ)) · η

kg = δ′ + (e′1 cos(δ) + e′2 sin(δ)) · (− sin(δ)e1 + cos(δ)e2)

kg = δ′ − sin2 δ(e1 · e′2)− sin δ cos δ(e1 · e′1) + cos2 δ(e2 · e′1) + sin δ cos δ(e2 · e′2)

Poxto je e1 · e′1 = 0 i e2 · e′2 = 0 sledi:

kg = δ′ + cos2 δ(e2 · e′1)− sin2 δ(e1 · e′2)

Iz e1 · e2 = 0 dobijamo e′1 · e2 = −e1 · e′2 pa je:

kg = δ′ − e1 · e′2

Sada ako se vratimo na nax integral imamo:

I =

∫
β

e1 · e′2 ds =

∫
β

δ′(s)− kg ds

I =

∫
β

δ′(s) ds−
∫
α

kg ds

Poxto je naxa zatvorena kriva izlom	ena ne�emo imati
∫
β
δ′(s) ds = 2π,

ve�: ∫
β

δ′(s) ds = 2π −
n∑
i=1

ϑi

gde su ϑi spo	ax�i uglovi mnogougla α(I). Iz θi = π − ϑi sledi:

n∑
i=1

ϑi = nπ −
n∑
i=1

θi
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pa je:∫
β

δ′(s) ds = (2− n)π +
n∑
i=1

θi

Sve zajedno dobijamo:

I = (2− n)π −
∫
α

kg ds+
n∑
i=1

θi

pa smo dobili i desnu stranu jednakosti iz qega sledi tvr�e�e teoreme:∫
R

K dA = (2− n)π −
∫
α

kg ds+
n∑
i=1

θi

4.2 Dokaz globalne Gaus-Boneove teoreme

Ostalo nam je da doka�emo globalnu Gaus-Boneovu teoremu.

Dokaz globalne Gaus-Boneove teoreme: Podelimo Σ na krivolinijske mnogou-
glove Pj, za koje va�i Pj ⊂ rj(Uj), za neke glatke delove povrxi rj : Uj → Σ.
Ideja je da sumiramo jednakosti dobijene korix�e�em lokalne Gaus-Boneove
teoreme za svaki mnogougao.

Suma Gausovih zakriv	enosti je:∑
j

∫
Pj

K dA =

∫
Σ

K dA

Neka mnogougao Pj ima nj stranica. Primetimo da j uzima F vrednosti i
da je suma svih nj jednaka 2E, jer se svaka ivica broji u dva mnogougla. Tada je:∑

j

(2− nj)π = 2πF − 2πE

Kada sumiramo
∫
kg ds dobijamo 0, jer se svaka kriva pojav	uje u sumi dva

puta, sa suprotnim orijentacijama, ponixtavaju�i samu sebe.
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Kada sumiramo sume uglova dobijamo:∑
j

∑
i

θij = 2πV

Dakle, kada sve spojimo dobijamo:∫
Σ

K dA = 2πF − 2πE + 0 + 2πV

Kako je Ojlerova karakteristika jednaka F − E + V imamo:∫
Σ

K dA = 2πχ(Σ)

Ovime je dokaz zavrxen.
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Specijalni sluqajevi

5.1 Specijalni sluqaj ravni

Sada kad smo dokazali Gaus-Boneovu teoremu, hajde da vidimo kako bi iz-
gledala u sluqaju da Σ ⊂ R2. Kako je Gausova zakriv	enost ravni jednaka
nuli, imamo∫

α

kg ds = (2− n)π +
n∑
i=1

θi.

tj. koriste�i spo	ax�i ugao ϑi kao u dokazu teoreme∫
α

kg ds+
n∑
i=1

ϑi = 2π.

Pokazali smo da geodezijska zakriv	enost predstav	a izvod ugla φ izme�u
tangentnog vektora α′ krive α i x-ose tj

kg(t) = φ′(t).

Neka su ti ∈ I, i = 1, 2, ...n, vrednosti parametra t u kojima su temena krivolin-
ijskog mnogougla α(I). Imamo da za svaku stranu ovog mnogougla va�i∫ ti+1

ti

kg(t) ds =

∫ ti+1

ti

φ′(t) ds = lim
t→t−i+1

φ(t)− lim
t→t+i

φ(t).

Kada sumiramo ceo mnogougao dobijamo∫
α

kg ds = lim
t→t−1

φ(t)− lim
t→t+n

φ(t) +
n−1∑
i=1

lim
t→t−i+1

φ(t)− lim
t→t+i

φ(t).

15
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S druge strane, znamo da je

ϑi = lim
t→t+i

φ(t)− lim
t→t−i

φ(t).

Poxto je u jednostavnoj zatvorenoj krivi totalna promena ugla φ jednaka 2π
imamo da je sve zajedno∫

α

kg ds+
n∑
i=1

ϑi = 2π.

Ovime smo pokazali specijalan sluqaj ravni.
U sluqaju da α nije jednostavna zatvorena kriva, nego npr. da ima jednu
preseqnu taqku sa samom sobom ("osmica"), tada bi totalna promena ugla φ
bila jednaka nuli i bilo bi∫

α

kg ds+
n∑
i=1

ϑi = 0.

5.2 Specijalni sluqaj sfere

U ovom sluqaju je zanim	ivo razmotriti povrxinu trougla na sferi. Tako�e,
znamo da je geodezijska zakriv	enost sfere jednaka nuli xto nam veoma pojed-
nostav	uje teoremu. Uz jox n = 3 dobijamo

π +

∫
R

K dA = θ1 + θ2 + θ3.

Gausova zakriv	enost na sferi je konstantna i iznosi 1/r2, gde je r polupreq-
nik sfere. Odatle sledi∫

R

K dA =
1

r2
P,

gde je P povrxina geodezijskog trougla.
Iz ovoga dobijamo da je povrxina geodezijskog trougla jednaka

P = r2(θ1 + θ2 + θ3 − π).
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Zak	uqak

U ovom radu smo definisali diferencijabilnu krivu, glatko parqe povrsrhi,
prvu i drugu fundamentalnu formu, Gausovu i geodezijsku zakriv	enost, a
potom i podelu povrxi i Ojlerovu karakteristiku. Zatim smo predstavili i
dokazali Gaus-Boneovu teoremu. Na kraju smo bacili pogled na dva specijalna
sluqaja. U prvom smo dokazali teoremu u sluqaju kada je povrx planarna, a u
drugom smo izraqunali povrxinu sfernog trougla.

�eleo bih da se zahvalim mentoru Luki Mili�evi�u na pru�enoj pomo�i.
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