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1 Uvod 2

1 Uvod

Numeriqke simulacije su mo�no sredstvo za rexavaǌe nauqnih
i in�eǌerskih problema. Imaju znaqajnu ulogu u mnogim istra-
�ivaǌima i ǌihova primena u in�eǌerskim naukama je veoma xi-
roka. ǋihova osnova sastoji se u numeriqkim metodama, razvi-
jenim kako bi, koliko je to mogu�e, odgovorile na zahteve pro-
blema. Razvojem tehnologije, raqunska dinamika fluida posta-
je neizostavni deo rexavaǌa praktiqnih, a komplikovanih prob-
lema. Ona pru�a priliku da se ispitaju odre�ene teorije, daje
uvid u kompleksnu fiziku i od pomo�i je prilikom tumaqeǌa, pa
qak i otkrivaǌa novih fenomena. ǋihov razvoj je, zbog svega
navedenog, vredan istra�ivaǌa.

Prilikom numeriqkog modeliraǌa u hidrotehnici, uglavnom
se koriste numeriqki modeli koji zahtevaju unapred definisanu
geometrijsku raqunsku mre�u. Ona predstavǉa odre�en, fiksan
broj taqaka, kojima se diskretizuje kontinum fluida i prate pro-
mene fiziqkih veliqina. Relacije izme�u izabranih taqaka mora-
ju biti unapred definisane, pre aproksimacije za rexavaǌe pa-
rcijalnih diferencijalnih jednaqina. Na osnovu pravilno postavl-
jene mre�e, mogu�e je da se vode�e jednaqine prevedu u algebarske
jednaqine sa nepoznatim varijablama poǉa. Ovakve metode, za-
snovane na Ojlerovom pristupu, postigle su znaqajne uspehe, i
trenutno predstavǉaju dominantne metode za rexavaǌe prakti-
qnih problema u nauci i in�eǌerstvu.

Uprkos velikom uspehu, korix�eǌem ovakvih metoda trpe se
velike potexko�e u odre�enim aspektima, qime se umaǌuje ǌi-
hova primenǉivost u komplikovanim situacijama. Formiraǌe
raqunske mre�e postaje izuzetno zahtevno kada su u pitaǌu sluqa-
jevi sa promenama granica strujaǌa (slobodne povrxine, qvrste
konture, granice izme�u dve fluidne faze itd.) u toku numeriqkih
simulacija. Problemi nastaju i zbog toga xto mora biti zado-
voǉeno da je numeriqka kompatibilnost jednaka fiziqkoj, odno-
sno raqunske taqke ne prate kretaǌe deli�a fluida. U takvim
situacijama se raqunske mre�e moraju regeneresati i postavǉene
taqke moraju da se pomeraju. Time se raqun dodatno komplikuje.
Ovakve metode tako�e nisu pogodne kada se radi o skupu diskre-
tnih fiziqkih qestica, a ne o kontinumu. Simuliraǌe diskre-
tnih sistema kao xto su kretaǌe atoma u ravnote�nom ili ne-
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ravnote�nom staǌu i dinamiqno ponaxaǌe proteinskih molekula,
korix�eǌem raqunske mre�e ne predstavǉa najboǉu opciju.

Drugi pristup u prouqavaǌu jeste da se promene fiziqkih
veliqina prate na ograniqenom broju fluidnih deli�a, odnosno
Lagran�ov pristup. Ovakve metode ne zahtevaju raqunsku mre�u,
i postale su fokus istra�ivaǌa ka slede�oj generaciji efika-
snih raqunarskih metoda za slo�enije probleme. Ono xto o-
dlikuje ovakve metode jeste to da se pru�aju taqna i stabilna nu-
meriqka rexeǌa za integralne jednaqine sa svim mogu�im graniq-
nim uslovima pomo�u skupa fluidnih deli�a koji su nosioci niza
promenǉivih: masa, koliqina kretaǌa, polo�aj...

Procedura kod metoda Lagran�eovog pristupa sastoji se iz qe-
tiri osnovna koraka. To su reprezentacija domena, aproksimacija
funkcije, formiraǌe jednaqina sistema i rexavǌe globalnih jed-
naqina. Me�utim, iako su algoritamski lakxe, metode koje ne
zahtevaju raqunske mre�e zahtevaju ve�e anga�ovaǌe raqunara.
Veruje se da �e razvoj raqunarskih tehnika i grafiqkih kartica
upotpuniti takav nedostatak.

Kao najpoznatiji predstavnik gorepomenutih metoda, koje ne
zahtevaju raqunsku mre�u, u ovom radu bi�e predstavǉena SPH
(Smoothed Particle Hydrodynamics) metoda. Osnova numeriqkog dela
metode je teorija interpolacije koja se zasniva na dve aproksi-
macije. Funkcije interpolacije se koriste u velikom broju situa-
cija gde je ciǉ da se zakǉuqci o qitavom poǉu donose na osnovu
konaqnog broja zapa�aǌa. Uloga interpolacije jeste da predstavi
neprekidan tok materije, xto je upravo sluqaj kod SPH metode. U
ovoj metodi se odre�ena funkcija koristi za interpolaciju vred-
nosti diskretnih qestica da bi se dobila kontinualna funkcija
koja predstavǉa tok fluida. Fiziqke karakteristike date qestice
raqunaju se kao ponderisana vrednost fiziqkih svojstava qestica
u ǌenom okru�eǌu.

U SPH metodi se staǌe sistema opisuje skupom qestica koje
me�usobno interaguju u opsegu, kontrolisanom te�inskom funkci-
jom. Diskretizacija jednaqina strujaǌa, ondosno jednaqina odr�a-
ǌa, zasniva se na diskretnim qesticama i pomo�u razliqitih
formulacija je mogu�e izraqunati lokalne fiziqke vrednosti.
Pritisak fluida raquna se iz gustine, preko jednaqine staǌa,
dok se ubrzaǌe raquna iz gradijenta pritiska i gustine. Svo-
jom formulacijom, SPH metoda poxtuje zakon odr�aǌa mase, zakon
odr�aǌa impulsa i zakon odr�aǌa energije.

Algoritam metode zadovoǉava princip relativnosti. Tako�e,
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pravilnim raspore�ivaǌem qestica na odre�enim polo�ajima u
poqetnoj fazi, slobodne povrxine i pokretne granice mogu se
prirodno pratiti u simulaciji, bez obzira na slo�enost kre-
taǌa, gde se upravo ogleda znaqajna prednost u odnosu na metode
Ojlerovog pristupa. Upotreba raqunske mre�e nije potrebna,
qime je omogu�eno da se direktno rukuje sa velikim deforma-
cijama, jer se povezanost izme�u qestica generixe kao deo pro-
raquna, te se stoga mo�e i meǌati. Zbog toga je SPH metoda
naxla svoju primenu u situacijama kao xto su podvodna eksplo-
zija i udari velikih brzina. Pogodna je i u situacijama gde
predmet posmatraǌa nije kontinum. Takvi primeri se posebno
mogu prona�i u bio-in�eǌeringu i nano-in�eǌeringu na mikro
i nano skali, kao i u astrofizici. Uopxteno, u SPH metodi
je numeriqka impelementacija lakxa i prirodnije je simulirati
trodimenzionalne modele od metoda sa zahtevanom raqunskom mre-
�om.

U ovom radu bi�e teorijski objaxǌena SPH metoda, aproksi-
macije iz kojih se sastoji, kao i ǌene vode�e jednaqine, nakon
qega �e biti kratko predstavǉena primena metode pomo�u javno
dostupnog koda kao problem ruxeǌa brane.
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2 SPH metoda
Iako je SPH metoda prvobitno razvijena od strane astrofizi-
qarske zajednice kako bi se rexili problemi u trodimenzionalnom
otvorenom prostoru, pronaxla je svoju upotrebu u mnogo xirem
spektru oblasti. Prvobitni algoritmi su bili izvedeni iz teroije
verovatno�e, a statistiqka mehanika se koristila za numeriqku
procenu. Ti algoritmi nisu bili u skladu sa zakonom odr�aǌa
impulsa, ali su davali dobre rezultate za mnoge
astrofiziqke pojave. U sluqaju mehanike fluida i qvrstih tela,
te�e je verno zadovoǉiti parcijalne diferencijalne jednaqine,
glavne u opisivaǌu pomenutih problema.

U SPH metodi fluid je diskretizovan qesticama, i svaka od
ǌih ima svoja fiziqka svojstva: masu, gustinu, pritisak, polo�aj
i brzinu. Ta svojstva se prepisuju centru svake qestice. Kao
takve one su rasute u prostoru i mogu se kretati nezavisno jedna
od druge. Ono xto je glavna ideja u metodi je da se uz pomo�
te�inske funkcije dobije neprekidno interpolaciono poǉe fizi
qkih svojstava od informacija koje dobijamo od diskretnih qe-
stica. Zamenom fluida fluidnim deli�ima odnosno qesticama,
u metodi se dobijaju pribli�ne numeriqke vrednosti rexeǌa je-
dnaqina dinamike fluida. Za matematiqare qestice predstavǉaju
qvorove interpolacije, preko kojih mo�emo izraqunati fizihka
svojstva fluida. Za fiziqare, te qestice predstavǉaju qestice
materijala koje se mogu tretirati kao bilo koji drugi sistem
qestica. Tako, ukoliko imamo dve razliqite supstance, svaka je
opisana skupom svojih qestica, pa problemi gde se supstance me-
xaju postaju trivijalni za SPH metodu.

U SPH metodi koriste se dve aproksimacije. Prva aproksi-
macija, poznata kao kernel aproksimacija, koristi te�insku fu-
nkciju pomo�u koje funkciju predstavǉamo u neprekidnom obliku.
U drugoj aproksimaciji, koja se naziva aproksimacija qesticama,
domen funkcije diskretizujemo pomo�u skupa materijalnih qe-
stica kojima predstavǉamo raqunsku oblast. Takvim oblikom,
vrednost funkcije i ǌenih izvoda u odre�enoj taqki mo�emo izraqu-
nati na osnovu vrednosti funkcije i ǌenih izvoda u okolnim
taqkama prostora.
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2.1 Kernel aproksimacija
Te�inska kernel funkcija direktno utiqe na rezultat SPH ana-
lize. Razliqite kernel funkcije mogu dovesti do razliqitih
rezultata u vidu taqnosti i stabilnosti, iako sve one zadovol-
javaju kriterijume SPH kernel funkcije.

Vrednost proizvoǉne funkcije f u taqki prostora sa polo�ajem
r0 = (x0, y0, z0) mo�e se predstaviti pomo�u vrednosti funkcije u
,,okolnim“taqkama prostora, sa vektorom polo�aja r. To omogu�ava
zapreminski integral u oblasti Ω:

f(r0) =

∫
Ω

f(r)δ(r0 − r)dV (1)

gde je δ(r0 − r) Dirakova delta funkcija, koja se definixe:

δ(r0 − r) =

{
∞ za r = r0

0 za r 6= r0

(2)

Tako definisana, Dirakova delta funkcija se ne mo�e pros-
torno diskretizovati. Ukoliko se ona zameni neprekidnom funkci-
jom W , dobija se prva aproksimacija SPH metode:

〈f(r0)〉 =

∫
Ω

f(r)W (r0 − r, h)dV (3)

Te�inska funkcija W naziva se kernel funkcija. Veliqina h
predstavǉa parametar datog modela i odre�uje radijus oblasti
interpolacije tako da je:

lim
h→0

W (r, h) = δ(r) (4)

Obiqno se uzima da je te�inska funkcija parna, zbog razloga
koji �e biti navedeni kasnije. Tako�e kernel funkcija mora da
zadovoǉava slede�e jednakosti:∫

Ω

W (r0 − r, h)dV = 1 (5)∫
Ω

(r0 − r)W (r0 − r, h)dV = 0 (6)

W (r0 − r, h) = 0 za |r0 − r| ≥ kh (7)
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Kako je kernel funkcija uvek nenegativna, iz uslova (5) sledi
da ona predstavǉa te�insku funkciju i radi zadovoǉavaǌa uslova
(6) ona mora biti simetriqna. Uslov (7) mora biti zadovoǉen
kako bi aproksimacija bila lokalnog karaktera. Uslovi (5) i (6)
su tako�e uslovi za taqnost prvog i drugog reda kernel aproksi-
macije u odnosu na parametar h xto se mo�e videti kada se f iz
izraza (3) razvije u Tejlorov red:

〈f(r0)〉 =

∫
Ω

[f(r0) + fx(r0)∆x0 + fy(r0)∆y0 + fz(r0)∆z0 + O(h2)]

·W (∆r0, h)dV = f(r0)

∫
Ω

W (∆r0, h)dV + fx(r0)

∫
Ω

∆x0

·W (∆r0, h)dV + fy(r0)

∫
Ω

∆y0W (∆r0, h)dV + fz(r0)

∫
Ω

∆z0

W (∆r0, h)dV + O(h2) (8)

Ukoliko su uslovi (5) i (6) zadovoǉeni dobijamo:

〈f(r0)〉 = f(r0) + O(h2) (9)

Aproksimaciju gradijenta funkcije dobijamo kada u izrazu (3)
samu funkciju f(r) zamenimo ǌenim gradijentom ∇f(r) :

〈∇f(r0)〉 =

∫
Ω

[∇(f(r0)W (∆r0, h)− f(r0)∇W (∆r0, h)]dV (10)

Uslovi za taqnost gradijenta kernel funkcije analogni su uslovima
(5) i (6): ∫

Ω

∇W (∆r0, h)dV = 0 (11)∫
Ω

∇r0∇W (∆r0, h)dV = 1 (12)

Izraz (11) je potreban ulov kako bi kernel aprokismacija bila
prvog reda taqnosti i zadovoǉen je kada su izvodi kernel funkcije
po prostornim promenǉivim asimetriqne funkcije, dok je je izraz
(12) potreban uslov kako bi kernel aproksimacija bila drugog
reda taqnosti. Ako je V podskup od RN , ( sluqaju da je N =
3, V predstavǉa trodimenzionalni prostor) koji je kompaktan
i ima diskretnu glatku granicu V koja se tako�e obele�ava sa
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∂V , a F kontinuirano diferencijabilno vektorsko poǉe defi-
nisano u okolini V, onda nam Gausova teroema daje vezu izme�u
zapreminskog i povrxinskog integrala na slede�i naqin:∫∫∫

V

(∇F)dV =

∫∫
S

(F · n̂)dS (13)

Leva strana jednakosti predstavǉa zapreminski integral preko
zapremine V, desna strana povrxinski integral preko granice za-
premine V, a n jediniqni vektor, usmeren spoǉa i normalan na
svaku taqku granice ∂V .

Tako, koriste�i izraz (13) u izrazu (10), dobijamo slede�i
identitet:

〈∇f(r0)〉 =

∫
S

f(r)W (∆r0, h) · ~ndS −
∫

Ω

f(r0)∇W (∆r0, h)dV (14)

Za taqke na rastojaǌu ve�em od S zbog uslova (7) prvi qlan
aproksimacije je nula pa dobijamo:

〈∇f(r0)〉 = −
∫

Ω

f(r0)∇W (∆r0, h)dV (15)

2.2 Aproksimacija qesticama
U drugoj aproksimaciji SPH metode diskretizujemo fluidnu sre-
dinu na konaqan broj qestica, od kojih svaka ima masu mi i gustinu
ρi. U nastavku teksta podrazumeva�e se da se indeks i odnosi na
qesticu u kojoj se aproksimira funkcija, odnosno raqunaju zav-
isne promenǉive, dok �e se indeks j odnositi na qestice koje su
u domenu qestice i , odnosno na rastojaǌu maǌem od h od date qe-
stice. Konaqan izraz za aproksimaciju funkcije i ǌenog izvoda
dobijamo kada diskretizujemo izraze (3) i (15):

〈f(ri)〉 =
N∑
j=1

mj

ρj
f(rj)W (rij, h) (16)

〈∇f(ri)〉 = −
N∑
j=1

mj

ρj
f(rj)∇W (rij, h) (17)

gde je N ukupan broj qestica, a rij = ri − rj. U nastavku bi�e
nam potrebno da imamo simetriqan i asimetriqan oblik aproksi-
macije gradijenta funkcije. Za dobijaǌe takvih izraza koristi�e-
mo slede�e matematiqke jednakosti:
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∇(fρ) = ρ∇f + f∇ρ⇒ ∇f =
1

ρ
[∇(ρf)− f · ∇ρ] (18)

∇(
f

ρ
) =
∇fρ− f∇ρ

ρ2
⇒ ∇f = ρ · [∇(

f

ρ
) +

f

ρ2
· ∇ρ] (19)

Zamenom slede�ih jednakosti u izrazu (18):

∇(ρif(ri)) = −
N∑
j=1

mj

ρj
ρjf(rj)∇W (rij, h) (20)

f(ri) · ∇ρi = −
N∑
j=1

mj

ρj
f(ri)ρj∇W (rij, h) (21)

dobijamo asimetriqan oblik aproksimacije:

〈∇f(ri)〉 =
1

ρi
[
N∑
j=1

mj[f(ri)− f(rj)]∇W (rij, h)] (22)

Dok zamenom slede�ih jednakosti u izrazu (19):

∇(
f(ri)

ρi
) = −

N∑
j=1

mjf(rj)

ρ2
j

∇W (rij, h) (23)

f(ri)

ρ2
i

· ∇ρi = −
N∑
j=1

mj

ρj

f(ri)ρj
ρ2
i

∇W (rij, h) (24)

dobijamo simetriqan oblik aproksimacije:

〈∇f(ri)〉 = ρi · [
N∑
j=1

mj[
f(ri)

ρ2
i

+
f(rj)

ρ2
j

]∇W (rij, h)] (25)

Jedna od dobrih karakteristika koje imaju dva dobijena i-
ndentiteta je to da se funkcija f(x) pojavǉuje u paru i ukǉuquje
asimteriqne i simetriqne SPH formulacije. Ove asimetriqne i
simetriqne formulacije mogu doprineti taqnosti SPH metode.
Pored gore pomenuta dva identiteta , jox neka pravila mogu biti
pogodna u radu sa SPH formulacijama u slo�enim sistemskim je-
dnaqinama.



2 SPH metoda 10

Za dve proizvoǉne funkcije poǉa f1 i f2 va�i slede�e:

〈f1± f2〉 = 〈f1〉 ± 〈f2〉

〈f1f2〉 = 〈f1〉〈f2〉

〈f1 + f2〉 = 〈f2 + f1〉

〈f1f2〉 = 〈f2f1〉

〈cf2〉 = c〈f2〉

Nakon aproksimacije qesticama, uslovi za konzistenciju (5),
(6), (11),(12) su slede�i:

N∑
j=1

mj

ρj
W (rij, h) = 1 (26)

N∑
j=1

mj

ρj
rijW (rij, h) = 0 (27)

N∑
j=1

mj

ρj
∆W (rij, h) = 0 (28)

N∑
j=1

mj

ρj
rij∆W (rij, h) = 1 (29)

2.3 Kernel funkcija
Jedno od centralnih pitaǌa kod metoda koje ne koriste raqunske
mre�e je kako efikasno izvrxiti aproksimaciju funkcije na
osnovu skupa qvorova rasutih na proizvoǉan naqin bez korix�eǌa
unapred definisane mre�e i mre�e koja obezbe�uje povezanost
qvorova. U SPH metodi se te�inska funkcija koristi u kernel
aproksimaciji i aproksimaciji qesticama. Ona je od najve�e
va�nosti metode jer odre�uje obrazac za interpolaciju i defi-
nixe graniqnu udaǉenost uticajnog podruqja qestice. Izbor te�i-
nske funkcije kao i radijusa oblasti interpolacije bitno utiqe
na taqnost i brzinu.
Glavni uslovi za te�insku funkciju su:

1. Funkcija mora biti normalizovana na svom domenu, xto pre-
dstavǉa uslov (5), naveden u prethodnoj sekciji.
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2. Funkcija mora biti ,,kompaktno podr�ana“, xto predstavǉa
uslov (7) u prethodnoj sekciji. Dimenzija ,,podrxke“definisana
je parametrom h i faktorom skaliraǌa k. Nose�i domen qestice je
definisan sa |x− x′| ≤ kh. Ova kompaktna osobina transformixe
SPH aproksimaciju od globalne do lokalne operacije.

3. Te�inska funkcija mora biti nenegativna na celom svom domenu.
Ovaj uslov nije matematiqki neophodan, ali je va�an kako bi se
osigurala smislena predstava nekih fiziqkih pojava. U hidrod-
inamiqkim simulacijama negativne vrednosti mogu dovesti do ne-
realnih vrednosti kao xto su negativna gustina i energija, xto
nije prihvatǉivo.

4. Te�inska funkciija treba da dosti�e maksimum kad je
|x − x′| = 0, a nulu kada je |x − x′| = kh. Izme�u tih vrednosti,
funkcija treba da monotono opada. Ovo svojstvo je interpretacija
fiziqkog razmatraǌa da se sila interakcije smaǌuje pove�aǌem
rastojaǌa dve qestice.Qestice koje su bli�e jedna drugoj, moraju
imati me�usobno ve�i utciaj nego qestice koje su na ve�oj me�usobnoj
udaǉenosti.

5. Funkcija treba da bude parna, kako bi qestice koje su na i-
stoj udaǉenosti od qestice i, a koje su na razliqitim pozicijama,
imale isti uticaj na qesticu i. Tako va�i: W (rij, hi) = W (rji, hi).
U sluqaju gradijenta prethodna zamena nije mogu�a jer se radi
o asimetriqnoj funkciji, pa va�i da je ∆W (rij, hi) = −∆W (rji, hi)
gde je:

∆W (rij, hi) =
dW

drij
(
∂rij
∂xj

,
∂rij
∂yj

,
∂rij
∂zj

) (30)

6. Treba da zadovoǉava uslov Dirakove delta funkcije,uslov (4).
Ovo svojstvo obezbe�uje da se pribli�na vrednost funkcije pri-
bli�ava stvarnoj vrednosti funkciji, kada se parametar h pri-
bli�ava nuli.

7. Te�inska funkcija treba biti dovoǉno glatka, u ciǉu po-
stizaǌa boǉe taqnosti i kako funkcija ne bi bila osetǉiva na
raspored qestica, i da bi grexke u aproksimaciji integralnih
interpolanata bile male.
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Bilo koja funkcija koja zadovoǉava navedene uslove mo�e se ko-
ristiti u metodi. Kernel funkcija koja se qesto koristi u praksi
je slede�a kubna kernel funkcija:

W (rij, h) = αD.

{
2
3
− r2

ij + 1
2
r3
ij, ako je 0 ≤ rij < 1

1
6
(2− rij)3, ako je 1 ≤ rij ≤ 2

}
(31)

gde je αD u linijskim problemima 1/h, u ravanskim 15/(7πh2), a
u prostornim 3/(2πh3), dok je rij bezdimenziono rastojaǌe koje se
raquna na slede�i naqin:

rij =
|rij |
h

=

√
(xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2

h
(32)

2.4 Radijus oblasti interpolacije
Iz uslova (7) se vidi da nema interakcije ukoliko je rij/h > k jer
je Wij = 0 i ∂Wij

∂rij
= 0. Izbor du�ine h odre�uje broj interakcija za

svaku qesticu. Ako je h suvixe malo, nema dovoǉno qestica okolo
sa kojom data qestica mo�e da interaguje, xto za posledicu daje
jako slabu taqnost metode. A ukoliko je h suvixe veliko, lokalne
karakteristike se mexaju, xto opet dovodi do loxe taqnosti i
sporog proraquna.
Kada je du�ina h pribli�no 1.4∆r , gde je ∆r poqetno rastojaǌe
izme�u qestica, preqnik uticaja je 2.8∆r. Na slici 1 se vidi da
sa takvom du�inom svaka qestica ima 20 qestica u svom domenu
uticaja u dve dimenzije, xto je qesto dobar kompromis kada se
uzimaju u obzir taqnost i brzina simulacija. Zbog qiǌeǌenice
da qestice te�e da zadr�e svoje susedne qestice na rastojaǌu ∆r,
tokom simulaicije broj susednih qestica pribli�no ostaje isti.
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Slika 1: Radijus interpolacije

2.5 Konzistencija u SPH metodi
Uslovi za konzistentnost SPH metode nisu zadovoǉeni za qestice
koje su na rastojaǌu maǌem od kh od qestica granice. Tako�e,
za qestice na dovoǉnoj udaǉenosti od granice strujaǌa uslovi
od (26) do (29) nisu nu�no zadovoǉeni. Ono xto je mogu�i uzrok
tome jeste neuniforman raspored ili nedovoǉan broj qestica.
Zarad ostvareǌa kozistencije postupka, proraqun se mora korigo-
vati.

Kako bi se zadovoǉio uslov taqnosti u izrazima se umesto W
mo�e koristiti korigovana vrednost:

W̃ij =
W (rij, h)∑N

j=1
mj

ρj
W (rij, h)

(33)

Dok se za korekciju gradijenta uvodi matrica:

Li = (
N∑
j=1

mj

ρj
∆W (rij, h)⊗ rij)−1 (34)

uz pomo� koje dobijamo korigovanu vrednost:

∆̃W (rij, h) = Li∆W (rij, h) (35)

koja zadovoǉava uslov (12). U praksi se pokazalo da se kore-
kcijom gradijenta ne dobijaju taqnijij rezultati, za razliku od
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korekcije kernel funkcije (33), u odnosu na rezultate standardnog
SPH modela. Tako�e, ovim korekcijama se naruxava konzerva-
tivnost xeme, jer konzervativnost koliqine kretaǌa nije dire-
ktno zadovoǉena. Stoga se smatra i navodi da je prilikom mode-
lovaǌa SPH metodom konzervativnost va�nija od konzistencije.
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3 Jednaqine kretaǌa fluida
Kretaǌe fluida opisuje se sa tri zakona odr�aǌa. To su zakon
odr�aǌa mase(jednaqina kontinuiteta), zakon odr�aǌa koliqine
kretaǌa i zakon odr�aǌa energije. Ovi zakoni su formulisani
pod pretpostavkom da je fluid kontinuirani medijum. U ovom
radu za modeliraǌe bi�e razmatrani zakon o odr�aǌu mase i
impulsa, odnosno koliqine kretaǌa. U nastavku �e podebǉana
slova predstavǉati vektore, dok �e normalna slova predstavǉati
skalare. Materijalni izvod promenǉive φ oznaqen je sa Dφ

Dt
. Ma-

terijalni izvod je promena odre�enog svojstva kada se prati odre-
�ena qestica. i mo�e se izraziti kao:

Dφ

Dt
=
∂φ

∂t
+ υ · ∇φ (36)

3.1 Zakon odr�aǌa mase
Kako u zapremini fluida V (t) nema promene u masi va�i inde-
ntitet:

dM

dt
=

d

dt

∫
V (t)

ρdV = 0 (37)

Rejnoldsova teorema o transportu nam obezbe�uje da ukoliko
imamo zapreminu V (t) ograniqenu povrxinom S(t) va�i slede�e:

d

dt

∫
V

GdV =

∫
V

∂G

∂t
dV +

∫
S

Gυ · ndS (38)

gde je Un normalna komponenta brzine taqke na S i Un = υ · n.

Slika 2: Deo zapremine fluida



3 Osnovne jednaqine kretaǌa fluida 16

Kombinuju�i izraze (37) i (38) dobijamo:∫
V

∂ρ

∂t
+

∫
S

ρυ · ndS =

∫
V

(
∂ρ

∂t
+∇(ρυ))dV = 0 (39)

Kako ovo va�i za svaku zapreminu V (t) podintegralni izraz
mora biti nula, pa imamo:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρυ) = 0 −→ ∂ρ

∂t
+ υ · ∇ρ+ ρ∇ · υ = 0 −→

Dρ

Dt
= −ρ∇ · υ (40)

Varijacije u gustini vode su male. Uglavnom se voda i posma-
tra kao potpuno nestixliv fluid, iz razloga xto su jednaqine
za potpuno nestixǉive fluide lakxe za rexavaǌe. Kod potpuno
nestixǉivih fluida gustina svake qestice ostaje konstantna.

Dρ

Dt
= −ρ∇ · υ = 0 (41)

Dolazimo do zakǉuqka da potpuno nestixǉivi fluidi nemaju di-
vergenciju, s obzirom da je zbog izraza (41), izraz ∇ · υ jednak
nuli. Tako�e, kod potpuno nestixǉivih fluida nema korelacije
izme�u gustine i pritiska, jer gustina ostaje konstantna dok pri-
tisak varira. Za SPH metodu ne postoji jednostavan naqin za
eksplicitno raqunaǌe pritiska, zato se voda u metodi ne posma-
tra kao potpuno nestixǉiv fluid, ve� blago stixǉiv.

Dρ

Dt
= −ρ∇ · υ = −∇ · (ρυ) + υ · ∇ρ (42)

Ako bi se uvela veza imze�u pritiska i gustine, ne bi bilo po-
trebno da se pritisak implicitno raquna. Zato se koristi je-
dnaqina staǌa. Zanemaruju�i atmosferski pritisak imamo:

p = B

[
(
ρ

ρ0

)γ − 1

]
(43)

gde je p pritisak izra�en u Pa, γ = 7, B = c2ρ0/γ. Veliqina B
se raquna preko referentne gustine, koja na slobodnoj povrxini
iznosi ρ0 = 1000 kg

m3 , dok je c brzina prostiraǌa zvuka. Kada se
koristi stvarna brzina zvuka u vodi koja iznosi 1480m

s
ispostavǉa

da se rezultati sla�u u malom procentu. Kada je brzina c velika
vremenski korak u proraqunu mora biti mali, zbog stabilnosti,
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xto nas dovodi do vremenski zahtevnog raquna. Stoga se u praksi
uglavnom koristi vextaqka brzina zvuka, pribli�no deset puta
ve�a od najveqe brzine koja se javǉa u proraqunu c ≈ 10υmax.
Predlo�ena promena u gustini je:

∇ρ
ρ
∼ υ2

c2
= M2 (44)

gde M predstavǉa Mahov broj, υ predstavǉa uobiqajenu brzinu
fluida dok je c predlo�ena vrednost za brzinu zvuka. Uzimaju�i
da je c ≈ 10υmax maksimalne razlike relativne gustine su male,
reda 1%. Tako dobijamo prihvatǉivo vreme za proraqun, dok je
voda u metodi blago stixǉiva.

3.2 Zakon odr�aǌa koliqine kretaǌa
Ono xto nala�e zakon odr�aǌa koliqine kretaǌa je da je promena
impulsa mase materije jednaka ukupnoj sili koja deluje na taj
deo mase. Ukupna sila se sastoji od povrxinksih i zapreminskih
sila.

d

dt

∫
V (t)

ρυdV =

∫
S(t)

fsdS +

∫
V (t)

ρftdV (45)

Povrxinski napon mo�emo predstaviti preko tenzora tange-
ncijalnih napona T i normalnog vektora n, i upotrebom Gausove
teoreme dobijamo:∫

S(t)

fsdS =

∫
S(t)

T · ndS =

∫
V (t)

∇ ·TdV (46)

Transformacijom leve strane u izrazu (45) i kombinuju�i izraze
(45) i (46) dobijamo:∫

V (t)

ρ
Dυ

Dt
dV =

∫
V (t)

(∇ ·T + ρft)dV (47)

Kako izraz (47) va�i za svako V (t), dobijamo:

ρ
Dυ

Dt
= ∇ ·T + ρft (48)

Iz Navjer-Stoksovih jednaqina imamo:

Dυ

Dt
= −1

ρ
∇p+ ν∇2υ + fb (49)
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4 Jendaqine odr�aǌa u SPH metodi
Kombinuju�i aproksimacije iz SPH metode sa zakonima odr�aǌa
navedenim u sekciji 2, mo�emo modelovati fluid.

4.1 Zakon odr�aǌa mase
U sekciji 2 pomenut je izraz:

Dρ

Dt
= −ρ∇ · υ = −∇ · (ρυ) + υ · ∇ρ (50)

Koriste�i izraz (22), dobijamo:

Dρi
Dt

=
N∑
j=1

mj(υi − υj)∇W (rij, h) (51)

U razmatranoj varijanti metode smatra se da je masa qestice
mi konstantna, dok meǌa gustinu kada se kre�e zajedno sa osta-
lim qesticama zbog promene me�usobnog polo�aja izme�u qestica.
Mo�e se primetiti da se gustina mo�e raqunati i preko formule
(16), ali u tom sluqaju qestice koje su blizu slobodne povrxine
ne bi imale uticaj qestica iznad ǌih, pa bi gustina bila suvixe
mala.

4.2 Jednaqina staǌa
Kako se gustina raquna za svaku qesticu, pritisak mo�emo na�i
preko jednaqine staǌa:

pi = B

[
(
ρi
ρ0

)7 − 1

]
(52)

gde je B = c2ρ0/7, ρ0 = 1000 kg
m3 , a c je predlo�ena vrednost koja je

pribli�no deset puta ve�a od najve�e brzine koja se mo�e javiti
tokom proraquna. Na poqetku simulacije gustina se postavǉa da
pomo�u jednaqine staǌa daje odgovaraju�i hidrostatiqki priti-
sak. Kako bismo to dobili, poqetna gustina se treba raqunati
kao:

ρi = ρ0

(
1 +

ρg (d− yi)
B

) 1
7

(53)

gde je d dubina vode, a yi koordinata qestice po y osi.
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4.3 Zakon odr�aǌa koliqine kretaǌa
Kako bismo aproksimirali Navier-Stoksove jednaqine za fluid,
posmatra�emo prvo Ojlerove jednaqine koje �emo kasnije ubaciti
u izraz (49). Dakle prvo posmatramo gradijent pritiska, kojeg
diskretizujemo na slede�i naqin:

Dυ

Dt
= −1

ρ
∇p −→ Dυi

Dt
= − 1

ρi
∇pi

Dυi
Dt

= − 1

ρi

N∑
j=1

mj

ρj
pj∇iWij (54)

Kako je sila koja deluje na qesticu Fi = miai, ne va�i da je
Fi = −Fj jer pi 6= pj pa imamo:

−mimj

ρiρj
pj∇iWij 6= −

mjmi

ρjρi
pj∇jWij (55)

gde je:

∇jWij =
xj − xi
rij

∂Wij

∂rij
(56)

i va�i ∇jWij = −∇iWij.
U izrazu (55) vidimo da se naruxava tre�i ǋutnov zakon. Iz
ovog razloga smo uvodili simetriqan oblik aproksimacije inde-
ntiteta, izraz (25), koji �emo primeniti na deo izraza sa pri-
tiskom:

1

ρ
∇p = ∇

(
p

ρ

)
+

p

ρ2
∇ρ (57)

da bismo dobili:

Dυi
Dt

= −
N∑
j=1

mj

ρj

(
pj
ρj

)
∇iWij −

(
pi
ρ2
i

) N∑
j=1

mj

ρj
ρj∇iWij

Dυi
Dt

= −
N∑
j=1

mj

(
pi
ρ2
i

+
pj
ρ2
j

)
∇iWij (58)

Kako smo aproksimaciju radili nad Ojerovim jednaqinama koje
ne uzimaju u obzir viskoznost, moramo uvesti qlan preko kojeg
�emo je uzeti u obzir:

Dυi
Dt

= −
N∑
j=1

mj

(
pi
ρ2
i

+
pj
ρ2
j

+ Πij

)
∇iWij + fi (59)
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Sila treǌa po jedinici mase se modeluje uvode�i faktor ve-
xtaqke viskoznosti na slede�i naqin:

Πij =

{
−αhcijυij ·rij
ρij ·(r2ij+ϕ2)

, ako je υij · rij < 0

0, ako je υij · rij > 0

}
(60)

gde je α koeficijent vextaqke viskoznosti i ǌegova vrednost za-
visi od sluqaja do sluqaja, uglavnom je ta vrednost u opsegu
0 < α < 0.01, ρij = (ρi + ρj) /2, cij = (ci + cj) /2, dok je ϕ = 0.01h2

koeficijent koji se uvodi kako bi se u nekim situacijama izbeglo
deǉeǌe sa vrednostima bliske nuli. υij = υi − υj, a rij = ri − rj.

4.4 Kretaǌe qestica i ǌihove brzine
Za brzinu qestice se uzima ponderisana vrednost brzine posma-
trane qestice i brzina qestica u ǌenom domenu, qime se spreqava
prodor qestica. Treba uzeti u obzir da svaka qestica ima dve
brzine, jednu sopstvenu brzinu kojom �e se kretati koju �emo
obele�avati sa υ̂, dok je druga pokazateǉ impulsa qestice i obele-
�avamo je sa υ:

υ̂i = υi + ε
N∑
j=1

mj

(
υi − υj
ρij

)
Wij (61)

I imamo:
Dxi
Dt

= υ̂i (62)

gde je ε konstanta koja uzima vrednost izme�u nule i jedinice, a
obiqno uzima vrednost 0.5. Kako bi se zadovoǉila konzistencija
brzina υ̂i se koristi u zakonu odr�aǌa mase, dok se u Navier-
Stoksovim jednaqinama koristi brzina υ. Jednaqina (61) zado-
voǉava zakon odr�aǌa impulsa ali ne i energije, stoga je predlo-
�en slede�i identitet kako bi se to zadovoǉilo:

υ̂i = υi + ε
N∑
j=1

mj

(
υ̂i − υ̂j
ρij

)
Wij (63)

4.5 Implementacija
U SPH postoje samo tri nezavisne promenǉive, a to su gustina ρ,
pozicija x i brzina υ. Pritisak nije nezavisna promenǉiva zbog
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uvedene jednaqine staǌa, pomo�u koje raqunamo pritisak preko
gustine. U radovima je dat slede�i izraz kao uslov stabilnosti
vremenske integracije:

∆t ≤ min

(
0.4

h

c+ 0.6αc
,min0.25

(
h

fi

) 1
2

)
(64)

gde je c brzina zvuka, α je koeficijent vextaqke viskoznosti, pomenut
u izrazu za uvo�eǌe vextaqke viskoznosti , dok je fi maksimalna
vrednost sile po jedinici mase za qesticu, odnosno ubrzaǌe. Imamo
tri diferencijalne jednaqine koje treba rexavati, a to su:

Dx

Dt
= υ̂ (65)

Dρ

Dt
= f1(υ̂,x) (66)

Dυ

Dt
= f2 (ρ,υ,x) (67)

Za rexavaǌe diferencijalnih jednaqina koristi�emo metodu
Leap-frog integracije sa prediktor vrednostima za brzinu i gustinu
u me�ukoracima:

ρn+1/2 = ρn−1/2 + ∆tf1 (υ̂∗n,xn) (68)

υn+1/2 = υn−1/2 + ∆f2 (ρ∗n,υ∗n,xn) (69)

xn+1 = xn + ∆tυ̂n+1/2 (70)

Prediktor vrednosti za brzinu i gustinu se raqunaju na slede�i
naqin:

ρ∗n = ρn−1/2 + 1/2∆tf1 (υ̂∗n,xn) (71)

υ∗n = υn−1/21/2∆tf2

(
ρ∗n, 1/2∆tf1

(
υ∗n−1,xn

))
(72)

Dok se diferencijalna jednaqina za υ̂ vremenski integrixe na
slede�i naqin:

υ̂
n+1/2
i = υn+1/2 + ε

N∑
j=1

mj

(
υ̂∗nj − υ̂

∗n
i

ρij

)
Wij (73)

υ̂∗n = υ̂n−1/2 + 1/2∆tf2

(
ρ∗n−1,υ∗n−1,xn−1

)
(74)

Gde stepen oznaqava vremenski korak u kome se vrxi integracija,
i i j predstavǉaju indekse qestica, dok je * prediktor vrednost.
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4.6 Graniqni uslovi
Kod aproksimacije qesticama, ono xto nije lako implementirati
jesu graniqni uslovi u sluqaju zatvorene i otvorene granice. U
sluqaju zatvorene granice, na primer brane ili zida, qestica
koja udara u granicu treba da bude zaustavǉena.
Jedan od naqina za modeliraǌe qvrste granice jeste da se postavi
dupli red qestica na granici koje se ponaxaju kao ostale qestice
fluida, s tim xto im je pozicija fiksirana tokom vremena. One
stvaraju pritisak na ostale qestice fluida, i time spreqavaju
prodiraǌe qestica. Kada se koristi qrvsta granica koja se pomera,
ove qestice uqestvuju u proraqunu viskoznih sila. Tako�e ovako
postaveǉene, ove qestice ne uqestvuju u aproksimaciji brzine.
Ovakav metod tretiraǌa qvrste granice naziva se metod grani-
qnih kvazi fluidnih qestica takozvane dinamiqke qestice.
Postoji jox par naqina na koji se modeliraju graniqni uslovi,
ali se pomenuti metod smatra najlakxim.
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5 Problem ruxeǌa brane
Problem ruxeǌa brane predstavǉa situaciju uklaǌaǌa dela gra-
nice koja je odr�avala vodu u staǌu mirovaǌa. Taj scenario de-
xava se kod proloma brana. Iako se to retko dexava, to mo�e
izazvati velike xtete, kako materijalne tako i u vidu ǉudskih
�ivota. Stoga je ovaj problem va�an u in�eǌeringu i potrebno
je predvideti dinamiku prostiraǌa. Problem ruxeǌa brane bi�e
predstavǉen kao primer upotrebe SPH metode. U tu svrhu je
upotrebǉen javno dostupan kod DualSPHysics.

Na poqetku moraju biti zadate dimenzije, u kojim okvirima se
nalazi voda u trenutku t = 0, kao i granice domena, odnosno dokle
voda mo�e da se xiri. Bi�e razmatran problem u dve dimenzije.
Tako�e zadaje se i veliqina svake qestice. Broj qestica je ve�i
sa maǌim preqnikom, a maǌi sa ve�im. Postavǉa se i vremenski
korak.

U ovom primeru vremenski korak postavǉen je na 0.02s, veliqina
qestice postavǉena je na 0.02m, dok su dimenzije granice vode na
poqetku 10m po x osi i 2m po z osi, a granice domena 20m po x
osi i 4.5 m po z osi.

Ogled ruxeǌa brane se mo�e podeliti u tri faze. U prvoj fazi
se talas prostire i transformixe do nailaska na zid, odnosno
qvrstu granicu. Druga faza predstavǉa udar u qvrstu granicu,
gde se dexava i razdvajaǌa mlaza vode na dva dela, jedan koji se
kre�e du� granice i lome�i talas. Dok je tre�a faza povratni
talas i disipacije energije do umirivaǌa vode. Umirivaǌe dosta
dugo taje, i iz praktiqnih razloga prikazano je prvih 3.5 sekundi,
gde se mogu uoqiti prve dve faze.
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Slika 3: Vremenski korak simulacije
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6 Zakǉuqak
Glavni ciǉ ovog rada bio je da se predstave teorijske osnove
jedne od najpoznatijih numeriqkih metoda koje se zasnivaju na
pra�eǌu fluidnih deli�a, SPH metode, u qijoj se pozadini nalazi
interpolacija diskretizovanog fluidnog kontinuma na fluidne
qestice koje pratimo. U radu je dat teorijski uvid u osnovne jed-
naqine mehanike fluida koje su aproksimirane primenom kernel
funkcije. Na kraju, prikazan je relativno jednostavan primer
simulacije koja koristi algoritam opisan u radu.

Ono xto treba imati u vidu je to da je SPH metoda i daǉe
aproksimacija realnosti, i da su potrebne provere u vidu sta-
ndardnih testova koji proveravaju da li su rezultati bilo kakve
simulacije fiziqki realni i da li se mo�e pouzdati u ǌih. To
je mogu�e sprovesti pore�eǌem rezultata simulacije sa realnim,
odnosno, fiziqkim eksperimentima ili pore�eǌem simulacija sa
direktnim matematiqkim rexeǌima koja postoje za krajǌe pojed-
nostavǉene probleme teqeǌa.

6.1 Daǉi rad
Predlo�ena teorijska osnova u ovom radu nije imala podrxku
stvarnog eksperimenta. U daǉem radu bih se posvetila analizi
i proveri taqnosti metode, kao i vrednostima koeficijenata koji
potencijalno mogu uticati na taqnost rexeǌa.

6.2 Zahvalnost
Za kraj bih volela da izrazim zahvalnost, pre svega mom mentoru,
dr Nikoli Rosi�u koji je nesebiqno odvojio vreme da me uvede u
oblasti koje mi prethodno nisu bile poznate i koji je uvek bio
spreman da mi razjasni nedoumice koje su nastajale tokom rada.

�elim da se zahvalim i profesorki fizike, ujedno i mojoj
razrednoj, Dragici Ivkovi� koja je jednim delom odgovorna za
moje poznavaǌe fiziqkih fenomena i moje interesovaǌe za iste.

Konaqno, ali ne i maǌe va�no, �elela bih da izrazim zahva-
lnost svim profesorima Matematiqke gimnazije koji su uticali
na sticaǌe znaǌa iz matematike, fizike, ali i sveukupnog znaǌa,
kao i svima koji ovde nisu pomenuti, ali su uticali na moj rad
i pru�ali podrxku tokom izrade ovog rada.
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