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1 YBon

I'enenoBe Teopeme O HENMOTIYHOCTH jeqHE Cy O HAJBAKHUjUX PE3yITATa MO-
IepHe JIOTUKE U UMaJje cy AyOOK yTHUIaj Ha JIOTMKY M MaTeMaTUKy, ajau 1 Ha
¢uriro3o0dpujy MaTeMaTuKe.

Kypr Temen (1906-1978) je oBe pesynarare 06GjaBuO y CBOM PEBOJIYIU-
onapaoM panxy mu3 1931. rommue. Teopeme 0 HEMOTHYyHOCTM HaM TOBOpE O
rpaHMIaMa JOKa3WBOCTU YHyTap (OpMaJHUX cucrteMa. YTrpy0o, mpBa Teo-
peMa O HENMOTIIYHOCTH Kaske Ha OMI0 Koju (pOPMAJIHU CUCTEM, KOjU 3310BOJbA~
Ba onpebene ycioBe, He MOKe OUTU NMOTIIYH, TO jeCT HE MOKE NTOKa3aTU CBa
TavyHa TBpbhewa o nmpupomguuMm OpojeBuma. Jlpyra teopema O HENOTIYHOCTU
jom monaje a OBAaKBU (pOPMAaJIHM CUCTEMHU HEe MOI'Y JNOKa3aTU CBO]Yy KOH3UC-
TEHTHOCT.

[Ium oBor pama je ma yuTaoly npencraBuMo ['ememoBe Teopeme O HETOT-
OyHOCTU, aJi U Oa IPBO yBeneMO U O0jaCHUMO CBY MOTPEOHY Teopujy 3a
HBUXOBO Pa3yMeBame.

IIpBo hemo obpanuTy OCHOBHE IOJMOBE TEOPUje N3PAYYHILUBOCTY U e hu-
HUCATU PEKyp3WBHE (QYHKIUje U pesanuje. 3aTuM heMo yBeCTU U MOTpPeOHY
TEOpUjy U3 JOTMKe, KOHKDETHHje, MOjMOBE CUHTAKCE U CEMaHTuKe. Y Cle-
nehem morsasiby, mpesna3uMo Ha l'emesoBy maejy O apuUTMETU3AINMU]jU CUH-
Takce. 3aTUM y IOTJIaBJbY O pemnpe3eHTabusHocTu, nmoBezahemo nam pan c
PEeKyP3UBHUM (QYHKIUjaMa Ca Je3MKOM apUTMeTHKe, OBIE YBOAUMO U TEOPUjy
MUHUMAJHE apUTMETUKe. KOHAUYHO, y MEeCTOM MOTJIaBJby HIpeacTaBuhemMo
l'enenoBe Teopeme o0 HemoTmyHOCTH W pehw HemTO BUIIE O HBUMa, KA0 U O
BUXOBOM (PUIO30(CKOM 3HaA4Jajy.
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2 Teopuja n3pauyHbUBOCTU

Rana je I'emen objaBmo cBoj peBosyumoHapuu paxn 1931. romuee, jom Huje
mocTojaja reHepajHa Teopuja u3pauyHmuBocTu. (OHO MTO je HeZOCTajaJIo
je onmupHa M (GOopMaJHa aHAJIU3a MHTYUTUMBHUX IIOJMOBa, KAO ITO Cy e(ek-
TUBHA M3PAYyHBUBOCT U edekTuBHA omiyumBocT. Ha mpumep, mopa 6uTu
e(eKTVMBHO OMJIy4YMBO na JIM je HEKW HU3 TBphema moka3 HEKOr ApYyror TBP-
bewa. Teopuja mzpauyrmuBoctu npoiBetaaa je 1930-tux roamaa, ynpaso
ca pamoBuma Kypra I'emesa, Anawma Tjypunra, Asmonsa Yepua... Ilamac
YyMECTO IIOJMOBa €(QEeKTUBHO H3PAUYYHBUBUX (YHKIU]a U ePEeKTUBHO OMOJY-
YMBUX pejlallija UMaMoO IOJMOBE PEKYP3UBHUX (YHKINja U PEKYP3UBHUX pella-
nuja. Mako cy caMO MHTYUTWBHU, KOHIENTU €(PEKTUBHE U3PAUYHILUBOCTU U
OIyYMBOCTU MOTY HaM nmoMohm y pasyMmeBamy APYTUX (OPMaHUX HAeja Y
TEOPUjU U3PAUYHILUBOCTU.

2.1 EderxTuBHA NM3pauyyHJBUBOCT U OIJIyUYUBOCT

Jom omaBHO cy HaM MO3HATE MPOIEAYyPE 3& MHOKEH€ IBa OpOja MM HAJIaKe-
wa wmuxoBor H3Jl-a, ka0 m mpomenypa 3a OpoOBepy Ha JU je HEeKu Opoj
npoct. Ose mpouenype Ham omoryhaBajy na epeKTuBHO (MIATH y TOT-
OYyHOCTU MEeXaHWYKM) U3PavyHAMO BPEIHOCTU HEKUX (yHKIMja.

[MITta Tavyno mMumcanmo mon ~e@eKTMBHO M3padyHaMoO je ma IOCTOjU ajl-
ropuTaM KOju ce 3aBpIIaBa IMOCJE KOHAYHO MHOTO BpEMEHAa KOju MOKEMO 1a
IpaTUMO KaKO OM JOMIIM [0 TpaskeHe BpemHoCTH ¢yHKImje. Anropuram je
yHampen oapeheH CKym MHCTPYKIMja, IIe je CBaka MHCTPYKIUja 10 AeTajba
omucaHa, He OCTaBbajyhm mpocTtopa mOrpemHoM TyMauewy. V3Bpmasame
aJITOPUTMa Ce MOYKEe TTOCMATPATU Ka0 HU3 AUCKPETHUX MAaJUX KOpaka Koje Ou
¥ BPJIO jeIHOCTABHA MallWHA MOrJja na ypaau (Hnp. TjypuHroBa MammHa),
rae HeMa HUKAaKBe MOTpebe 3a MHMEeHUO3HOIMINY caMe MAIWHE WU OCJIakhaikha
Ha CIOJballlhbe U3BOPe MHpopManuja.

Hepumaunmuja 2.1. Pynxyuja f je epexmusno uspaiynsuea, ako nocmoju aneo-
PUMAM KOJUM OU, Y KOHAYHO MHO20 KOPAKA, MO2AU 04 USPAYYHAMO E8PeOHOCTM me
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4 2. Teopuja M3pavyyHIBEUBOCTU

Pyruruje 3a buno Koju eaemenm weroz JoOMeNa.

[IpumernMo na mon e(pEeKTMBHO HE MUCIVMMO W €(PUKACHO, WIU YOIIITe
U3BPIIUBO y mpakcu. MwucaummMo caMo Ha TO na O y TEOpHUju ca JOBOJHHO
BpPEMEHa M IPOCTOPAa MOTJIU [a M3PaUyHAMO BPEIHOCT AaTe (yHIKHU]eE.

NurepecoBahe Hac u Kana je HeKa peJsanuja, UIUTUA CBOjCTBO MPUPOITHUX
O6pojeBa, eheKTUBHO OJIYUMBO, TO jeCT MAa JIM IMOCTOjU OAroBapajyhm asaro-
putaM Koju OM HaM, Yy KOHAYHO MHOT'O KOpPakKa, a0 OArCOBOD HA IUTAHE Ia
U Ta pejanuja Basky 3a HeKu objexkar. ObOwmuno he To OuTM nmpupomsaH O6pOj
unu ypebena k-Ttopka.

Hedpuaunmja 2.2. Kapaxmepucmuuna gynruuja sa k-apry peacyujy R je k-apra
dynxyuja cg : NF — {0,1}, maxea da je cr(zy,...,x1) =1 axo (z1,...,71) € R u
cr(x1,...,2x) =0 y cynpommom.

Heonmaunmmja 2.3. Peaauuja je efexmueno odayuusa axo je mena Kaparxme-
PUCUNNHG PYHKEUUIA ePeRMUBHO UIPALYHHUBG.

Hedpuaunuja 2.4. Ckyn npupodnuz bpojesa je efexmusno o0ayuus axo je xapa-
KMmepucmuura GyrKyuja pescyuje npunadaha mom ckyny ePexmueno uspauyn-
MUBA.

2.2 IlpmMuTUBHO peKyp3UBHE (yHKIVje

Y oBoM morsaBsmpy mepuHrcalieMO CKyn IPUMUTHBHO PEKYP3WBHUX (YHK-
nuja, a 3aTUM U IOKA3aTHU Na Cy HEKe HaMa BPJIO HOOpPO mo3HaTe (QyHIKUje
OPUMUTUBHO peKyp3uBHe. llpmMuTMBHO pekyp3mBHe (QyHEKOUje nodujajy ce
KopuinhemeM KOMIO3UIje U TPUMUTUBHE PeKyp3uje. 3aTuM heMo 0Baj CKYII
HAJOTPATHU ONEPAINjOM MUHUMU3AIMjE U TUME NOOUTU 1I€0 CKYN PEKYP3UBHUX
¢yHKIUjA.

[Tounmemo ca map jemHocTtaBHUX (yHKNMja Koje heMo 3BaTu OCHOBHUM,
nomohy kojux hemo m3rpaauTy cBe pekyp3uBHE (YHKIN]E.

OcHoBHEe dyHEUUjE CY:

1. Hyna ¢pyHurmmja koja 3a cBaku OpPOj y3uMa BPETHOCT HyJa:

2. CnenbeHUK ¢QyHKIUja:
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3. IIpojeknuja i-Te KopauHATE:
idf(xl,...,xk) =x;,rme je 1 <i<k
I[IpBa omepamnuja koja HamMm omMoryhaBa ma oI OCHOBHUX MPABUMO jOII pe-
Kyp3UBHUX (YHKIUja jecTe Kommo3mnuja. Tadnuje, ako je [ IPUMUTUBHO

pekyp3uBHa (YHKOMja M apryMeHaTa U §i,...,J, IPUMUTUBHO DEKYypP3VBHE
GyHKIIje n apryMeHaTa, OHAA je u:

h(zy,....xn) = flgi(z1, .o x0), - gm0, o )

IPUMUTUBHO peKyp3uBHA (yHKOMUja. Y CKpalieHoj HOTauumju OBO MOKEMO 3a-
OUCcaTu U Kao:

hzcn[fvgla--'7gm]

IIpumep 2.1. Hexa cy m,n € Ny dynrkyuja const,(m) = n je npumumuero
pexypauena. IIpumemumo da je nysa Pynrkyuja y cmeapu consty, a const; mo-
Hcemo 000UMU KOMNOuYUjom caedberur u nyaa gynryuje mj. const; = Cnls, z].
Cada Komnonosamem consty ca caedbenur pynryujom dobujamo consts. Osarsum
npoyecom ce ouwuenedno moxce dobumu const, 3a ceaxu npupodan b6poj n. Ha
npumep, consty 6u 0obusu osaxo:

consty = Cn[s,Cn[s,Cn[s,Cn[s, z]]]].

Ilpyra omepamuja kKoja HaM oMoryhaBa na Je(UWHHIIEMO CKOPO CBE HaMa
mo3Hare (QyHKIUje jecTe IPUMUTUBHA pekyp3uja. Heka cy f u g mpumun-
TUBHO PEKyDP3UBHE (QYHKIUje OHNA je IPUMUTUBHO PEKyp3UBHA M (QYHKIUja h
neprHNCaHA Ha ciaenehm HauvwmH:

h(z,0) = f()
h(x,s(y)) = g(x,y, h(z,y)).

Y ckpahenoj HoTamuju To 6u n3raenanso osako |h = Pr(f, g]|

Hamomena. Osa defunuyuja aaxo ce moxnce yonwmumu wa gynxyuje suwe o0
2 uau camo jeonoz apeymenma, 0080HHO je Y €8aKOJ Oepunuyuju 3amerumu
T Ca Ty,...,Tp WAL 2a Y nomnynwocmu usbauumu (y cayuajy Pynkyuje jedne
npomennuse f(x) je camo Koncmanma).

®opMaIHO CKYHI NPUMUTUBHO PEKYP3UBHUX QYHKIUja AeOUHAMIEMO Ha CJene-
hu mauwms.
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Hedpumaunmuja 2.5. Ckyn npumMumusHo pexyp3usHur yRKyuja je Hajmant cryn
Pynryuja Koju cadpacy mpu NOMEHRYMa Muna 0CHOBHUT PYNKYUja U 3ameopen je
Y 00KOCY Ha Oonepayuje KOMNOUYUje U NPUMUMUBHE PERYPIUJE.

IIpumep 2.2 (Cabupame). [locmampajmo pyrwkuujy xoja cadbupa dea bpoja,
NPABUAG 3G UPAUYHABADE 08€ PYNKUUJE MO2ZY CE KOKUUIHO 3a4NUCAMU KGO:

z+0=0
x4+ s(y) = s(z +vy).

Osaj 3anuc cearaxo da nodceha na Pynryujy dedunucany nomohy npumumuasre
pexypauje, deduruwumo je cad Kopucmehu nawy 38aHUNHY JePUHULUTY NPUMU-
MusHe pexypauje:

suma(z,0) = f(x) = id;(x)

suma(z, s(y)) = g(x,y, suma(z,y)) = s(sumal(x,y)).

Haumu y mawoj ckpahenoj nomayuju suma = Prlidi, Cnls,id3]]. Osume cmo
nokasaau 0a je fynrkyuja xoja yauma 0sa bpoja u epahia wuxros 36up NPUMUMUEHO
PEKYPIUBHA.

IIpumep 2.3 (Muoskeme). Cauvho cabupamny, npasusa MHONCEDA C€ MO2Y 3a-
nucamu Ha caedehu HawuH:

z-0=0
z-s(y)=xz+x-y.

Y Hawoj Homayuju mo ou u3esedano 08aKo:
proizvod = Pr|z, Cn[suma,id;, id3]].

Y NOPUMUTHBHO DPEKYP3UBHO] NePUHUNUjU (QYHKIUje proizvod KOPUCTUIN
cMO (YHKIU]Yy Suma 3a KOJy CMO Ipe Tora MNOKa3aJu Oa je IPUMUTUBHO
pexyp3uBHa. Ha camuan HaymH kopuctmhu (YyHKIUjY proizvod MOXKEMO Ie-
¢urECATN eKnOHeHUUjaaHy GpyHKIMjy exp(z,y) = x¥,
exp = Pr[Cnls, z], Cnlproizvod, id3,id3]]. Ounma kopucrehu exp mosmemo nedu-
HUCATU TAKO3BaHy CyTep-eKCIOHeHNUjadHy (yHkmujy superp(r,y,z) = x¥ .
EBo jom Hekonmko mpuMepa NPUMUTUBHO PEKYP3UBHUX (yHKNUja KOje hemo
KaCHMje KOPUCTUTU.

IIpumep 2.4. Caedehe gynruyuje cy npumumueHno pexypausHe:
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1. ®ynrmuja nperxomamuka pred(x) =x—1 sax # 0 upred(z) =0 sa z = 0.

2. IamemeHO omy3uMame koje ce defunuwe v~y = x —Yy 34T > Y U
r=—y=03x<y.

3. CurayMm ¢ysrmuje sg(0) =0 u sg(z) =1 szax #0, sg(z) =0 sax # 0 u
sg(0) = 1.

4. Hexa je f npumumuero pexypsuera PyrKyuja onoa cy mo u:

g(x,y) = Zf(xaz)a

Joxas. 1. Bummmvo na je pred(0) = 0, a pred(s(z)) = x wautu pred = Pr(z,id3).
2. 2=-0=ux,ax—=s(y) =pred(z = y).
3. sg(x)=1=(1=~2z), nsg(z)=1+ux.
4. g(x,0) = f(,0), g(z,s(y)) = suma(f(z,s(y)),g(z,y)), a 3a apyry Qynkmmjy
h Basgu h(z,0) = f(x,0) u h(z, s(y)) = proizvod(f(z,s(y)), h(z,y)). ]

Y oynyhuoctu ce mehemo Buie TPyIUTU [Oa TPUMUTUBHO DEKYP3UBHE
¢yHEONIje 3aIMCcyjeMO IPeKO 3BaHWYHe neduHMnuje, jacHo he 6utu ma ce To
MOKe YPaIuTH.

2.3 MwuanMusamnuja

Y OpeTxXomHOM IOIJIaBJbY BHIEIM CMO Ja Ca CaMO TPU OCHOBHE (DYHKIUje U
IBe olepalyje Hal HBUMa MOKEMO NOOUTH mMUPOK cuektap ¢ynknuja. Cana
yBOIUMO 1 Tpehy onepanujy mukumusayuje, ¢ KOjoM NeMo yIOTIIyHUTU HAILY
nepuHnnjy pekyp3mBHUX ¢yuknuja. Ilomohy mmamMmzanmje hemo taxobe
mohu ma meduuMIEMO U napuujagHe GyHkIUje (40 caga CMO CaMO FOBOPUIIN
o ToramauM (yukimjama). MuTyntusno rosopehu, mocrojahe epereruBHa
Ipolenypa 3a M3padyHaBame HapliyjailHe GpyHKIUje 3a CBAKU €JIEMEHT HEeHOT
nomena, mehyTtum 3a OpojeBe BaH HEHOI AOMEHA MOMKEMO Y3eTU Oa HAIIa
mporenypa HeMa Kpaja.

3a mary ¢ysrmujy f ca n + 1 aprymeHara MHUHHMHK3anyja HAM Oaje
cnenehy mapnujanay QyHKIUjy h ox n apryMeHaTa 3a KOjy BayKU:
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Mn[f)(z1,...,2,) = y, aro je f(x1,...,2n,y) = 0 u ako 3a cBako z < Y
Basku ma je f(xy,...,T,,2) OJeQUHUCAHO M PA3IMUUTO OX Hyse. AKO TakBo y
He nocroju, Mn[f](z1,...,x,) 6uhe HenedpuHMCAHO.

Hanomennmo oBre na cy cBe peKyp3uBHE (QYHKIUje e(PEeKTUBHO M3PAUYH-
swuBe. O6puyTo TBpheme 30Be ce Yepuosa mesa.

Xwunoresa (Uepuosa tesa). Cae efexmusno uspawynruse gynruuje cy 3anpaso
perypIuUBHe.

WNako je oBO caMO XuImoTe3a, TOKOM I'OAMHA Ce HAKYIUJIa BEJUKA KOJUYNHA
MMOCPEIHUX MOKa3a KOju YKa3yjy Ha HmEeHy TadvyHocT. [IpakTuyHO CBU pe3yJi-
TaTU y OBOM IIOTJIaBJ/bYy, KAO U IPUJIMYHO HE3TOIHU A0Ka3u Teopema u
IOCTajy CKOPO TPUBHUjaJHU y3 HEHO MpuxBaTame. Mu mmak HacTaBbLaMo Ia
pammMo caMo ca (OPMAJIHUM MOJMOM PEKYyP3UBHUX (GYHKIU]A.

Moskemo pehu u HemTo Bullle, IPUMUTUBHO PEKYP3UBHE (PYHKIMjE Cy TAYHO
OHe (YHKIMje KOje ce MOr'y m3pauyHaTu nomohy koHayHo MHOTO for mersmu.
EBo npumepa nceyno-roma koju pauysa spensoct f(m,n), rae je f = Prlg, h].

L f=g(m)
2.fori=0ton—1

3. f=h(m,i,f)
4. end do

Y mpomenssuBO] f Ha 3aBpUIeTKYy Iporpama Hajgasuhe ce BpemsHoct f(m,n).
UNcnocrasma ce, na ce He MOI'y CBe e(eKTUBHO U3PaUyHJ/bUBE (YHKIUjE M3Pa-
yyHaTu nmomMmohy KoHauHo muoro for neTJLI/ﬂ Beh HaAM je moTpebOHA U HeoTrpa-
HU4YeHa nperpara. Y TEOPUjU U3PAUYYHBUBOCTU TY YJOTY BPIIU ONEPAIN)a
MUHUMMU3AIMUje, MOK je TO y CBAKOJHEBHUM MporpaMckuM je3durnuma while
IIeTrJba.

2.4 Pexkyp3uBHe peJialninje M CKYHOOBU

Hedbunaunuja 2.6. Peaayuja je (npumumueno) pexypauena ako je mena Kapakx-
mepucmuura GyHKyuja (NpuMumueno) pexypuena.

[Toceban cayuaj oBe mepunHuUIMje KOju he HAC YECTO WHTEPECOBATU j€
caydaj Kan je R yHapHa pejalnuja winTyé caMo ckyn. Ha mpumep, ckym
IpoOCTUX OpojeBa je MPUMUTUBHO PEKYypP3UBaH, OBO NeMO YCKOPO U JOKA3aTH.

13a mpumep pekypsuBHE (QyHKIUje KOja HUje TPUMUTUBHO PEKyp3UBHA HOTienaTn Axep-
MaHO8Y PyHKUUTY.
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IIpumep 2.5 (=, <, <). Peaayuja jeonaxocmu uzmely dea bpoja je npumumero
pexypsuena. Jlaxo ce mposepasa da je wena kapaxmepucmuuna PynKyuja 3a-
npaeo:

c=(w,y) =1+ (sg(x ~y) + sg(y ~ x)).

EKapaxmepucmuuna gynryuja 3a peaayujy x < y camo sg(y — x), a 3a peaayujy
r <y, 1=sg(x—=y). Oso cy npumumusno pexypusHe Gyrryuje.

Cana hemo HaBecTH joum jemaH HaUYWH IPaBJbEHa HOBUX (IPUMUTUBHO)
peKyp3uBHUX (yHKIMja moMohy (HPpUMUTUBHO) pekyp3uBHUX penarmja. OBo
Cy 3aIpaBO IBe JIEMe y 3aBUCHOCTHU Ja JIM YMTAMO pPedY IPUMUTBHO y 3arpa-
nama, UCTU JOKa3 Bayku y oba ciaydaja.

JIema 2.1 (He¢puuunuja no ciayuajesuma). Heka je f dynryuja dedunucana na
caedehu HauuM:

gi(z,y) axo Ri(x,y)

fa,y) = :
gn(z,y)  axo Ry(z,y)
20e cy peaayuje Ry, ..., R, (npumumueno) pexypsuene u 3a ceaxo (r,y) saxncu
mavwHo jedna 00 wUr u 20e CY gi,-...,Gn (NPUMUMUBHO) pekypsusHe Pyrruuje.

Ownda je [ (npumumueno) pexypsueha.

oxas. Hera je c¢; kapakTepuctuuHa (yHKIUja 3a penanujy R;. Pynrmmja f
je 3ampaBo OHIA:

fz,y) = Z!ﬁ(%@@(% y).

OBa ¢ysrnuja je (IPUMUTUBHO) PEKypP3UBHA. ]

[Ipumep oBakBe mepuHMnUje Cy (YHKIUjEe MUHUMYM U MaKCHUMyM:

T ako z <y T ako y < x

y arko y<cx Y aKo r <y

min(x,y) = { max(z,y) = {

Hedbuuunmja 2.7. Ozpanuuena €23ucmenuUyjasta, 00HOCHO YHUBEDIAAHA KEUH-
mugurayuja peaayuje R(xy,...,x,,y) je peaayuja S Odedunucana na caedehu
HAYUH:

S(x1,...,xp,2) <= Ty <z R(x1,...,2T,Y) 00HOCHO,
S(x1,...,xp,2) <= Yy <zR(x1,...,Tp,7)

Y cAyNajy yrusepsanre Kearnmugpurayuge.
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Hepununuja 2.8. 100 cybcmumyyujom momaanux gynruuja fr(xy, ..., ,), ...,
fm(x1, ... xn) y peaayujy R(xy, ..., Ty) Mucaumo na peaayujy R (xq, ... x,) Oe-
purnucany na caedehu navum:

R/(l’l, S ,l’n) <~ R(fl(l‘l, C ,[L’n), .. .,fm(l'l, R ,l’n))

Crnenehu ckyn tepbema nahe Ham jom HaumHa 3a OpaB/LEeHe HOBUX (IpU-
MUTHBHO) PEKYP3UBHUX pejanuja. Y UCKa3y U HOKa3y oBe Teopeme mucahemo
caMO peu peKyp3UBHA, ajii e OHA jeIHAKO BA;KUTU aKO MCIPE CBAKOT HEHOT
IojaBJpUBaKka J101aMO peY IPUMUTUBHO.

Teopema 2.1.

(a) Penayuja dobujena cyncmumyyujom pexypausrus gynryuja y pexypausne pe-
AQUUJE J€ PERYKPIUBHGE.

(6) Axo je f(x1,...,x,) pexypsusna Pynruyuja onda je pexypausra u pesayuja G
(epad pynryuge f) xoja je dedurnucana xao:

Gy, 20, y) = f(z1,...,2,) = V.

(u) Hezayuja pexypssune peaayuje je pexypaueHa peaayuja
(0) Eonjynxuuja dee pekypsusHe peaayuje je peKypauena pesayuja.
(e) ducjynryuja 0se pexypauere peaauyuje je peKypausHa peaauuja.

(f) Pesaayuja dobujena 0zparuuenom ez3ucmenyujaisnom Keanmudurayujom pe-
KYPIUBHE PEAGUUJE JE PEKYPIUBHA.

(2) Penauuja 0obujena 02panuierom ynusep3antom K8 aHmuPurayujom pexypsu-
8HE DEeAGUUJE je PERYDIUBHA.

/oxas. (a) Heka je R’ penanuja nobujena CyncTUTYUNjOM PEKYP3UBHUX ()YHK-
mja n aprymesnara fi,..., f, v peryp3usHy peaanujy R(xi,...,%,) OAHOCHO:

R'(z1,...,2,) <= R(fi(z1,...,20), s fn(T1, .., 20))
Kapakrepuctuuna ¢yurnuje penanuje R je omna:
C/(:Elv s axn) - CR(fl(:Elv s axn)a s 7fm(xla s 7'1771))7

Kaxko je ¢ rkommosunuja pexkyp3uBHUX (YHKIMja TO je U OHA PEKyp3UBHA, I1a
caMuM TUM je u penanuja R'.
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(6) Kapakrepuctuuna ¢yukiuja penamuje G je:

ca(xy, . xn,y) = c=(f(z1,...,20),Y).

(y) Axo je R(x1,...,T,) PEKyp3UBHA pejaluja KapaKTEPUCTUYHA (YHKIUja
HeHe Heranuje je Cpeg = 1 = Cpg.

(0),(e) Kapakrepuctuuna ¢yHKIUja KOBYHKIUje penanuja Ry, Ry je ¢, =
min(cg,,Cr,), & y CIy4dajy IUCjYHKIHjE ¢, = Max(Cg,,CR,)-

($),(2) Pann npernensocTu nmumemMo ¥ yMeCTo Iy, ..., Ty.

Kapakrepuctuuna ¢ynuruja penamuje Jy < z R(Z,y) je:
(@, z) = sg(z cr(Z,1)) = sg(cr(T, 2)).
i=0

Ilok je 3a penamujy Yy < z R(Z,y) To:

]

IIpumep 2.6. Ckyn npocmuzx b6pojesa P je npumumusno pexypsusan. Axo je
P(z) peaayuja xoja saxmcu axko je x npocm oHOa je OHG EKBUBAAEHMMNG CA:

Plz) <= 1<z AN Vu<zVo<z(v-u#x).

Lecna cmpane oge exgusarenyuje 000ujeHa je NPUMEROM HEKOAUKO PASAUNUMUL
cmasku npemzroone meopeme. Kaxo cy cee Kopuwmene peaayuje npuMumueHo
pekypauskre, mo je u P(x). Hanomenumo da je v-u # x nezayuja pesayuje epada
3a pynryujy proizvod.

Teopema 2.2 (Orpannyena MUHUMU3ANUja U MakcuMusanuja). 3a damy (npu-
MUMuUero) pexypausny pesauujy R ynryuje dedunucane na caedehu Havum:

nagmamwem y < z 3a xkoje eaxmcu R(x1,...,x,,y)

z+1 axo maxeo y ne nocmoju

Min[R)(z1,...,Zn, 2) = {

najeehem y < z 3a xoje eamcu R(xy,...,x,,Y)

Maz[R|(x1,...,xp,2) = {

0 axo maxeo y we nocmoju

cy (npumumuero) pexypausHe.
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Jloxas. Panu npersieHOCTH NUIIEMO T YMECTO X1, ..., T,.

Ilajemo moka3s 3a ¢yuruujy Min[R], cayuaj Max[R] je cauuan.
[Tocmarpajmo (IpuUMUTUBHO) peryp3uBHy penauujy Vi < y—R(Z,t). Aro mo-
croju HajMame y Tako ma je R(¥,y) 3a meHy KapakTepUCTUYHY OyHKIW]Y
Baskmhe:

(Z,0)=c(@,1)=--=c(@y—1)=1uc(@y) =-=c(@z2) =0,

aKO TAKBO Y He mocToju cBe Bpennoctu ¢(,i), 0 < i < z 6uhe jennare 1.
Y cBakoM cayuajy je:

Min[R|(%,2) = Y _ c(Z, ).

=0
[l

Korauno cmo y mo3unuju na nokaskeMo Ha Cy Heke QyHKINuje, koje he Ham
O6UTH HeomxomHEe y najbeM pany, (IPUMUTUBHO) DEKYDP3UBHE.

IIpumep 2.7. Ilomohy npemzodrne meopeme moxncemo u degunucamu pynryuje
Koje u3pauyrasajy KOJIUMYHUK U OCTATAK npu desewy Hexa 08a bpoja. Axo je
n =k-m+r, ede je r < m, mpaxncene Pynkyuje mpeba da yaumajy peodom
gpednocmu k u r. One ce mozy defunucamu osaxo:

najeehe k maxeo da je k-m <n

quo(n,m) = {

0 axoje m=0

3a Koauunuk, 0ok he ocmamax onda camo bumu rem(n,m) = n — quo(n,m) - m.
Kao mocnemuiy mperxomsor npumepa jgako meduaumemo m penaunujy |’
(menm).
mln <= rem(n,m)=0Am # 0.

Cnenmehe ¢yHKUMje ce omHoce Ha TpeaCTaBBAHE (KOAUPAHE) KOHAUHOD
HU3a IPUPOIHUX OpojeBa caMo jenHuMm OpojeM. Komupame Koje KOPpUCTUMUMO
je canenehe:

an—1
n )

uu3 (ag, @y, . .. ,G,—1) KODIUPaAMo Gpojem 2" - 3% . ... 7
rae je m,_1, Nn-TU IPOCT OPOj.

Teopema 2.3.

(a) Pynruyuja m(n — 1) = m,_1, 2de je T,_1, n-mu npocm 6PoOJ je NPUMUMUEHO
pexypsuena (m(0) =2,7(1)=3...).
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(6) Hexa je ent(n,i) excnowenm npocmoe 6poja Tiw1 Y KAKOKCKO] PaKmopuzayuju
n. Pywxyuja ent(n,i) je npumumuseno pexypsusra. Osa gynryuja Ham 3a-
npaso daje 1-Mu 4AGH 0PUUKAANOZ HuU3a bpojesa, ent(n,1) = a;.

(y) Pynxuyuja len(n) xoja epaha excnowenm deojke y KaGHOHCKO] Parmopuszayuju
bpoja n je npumumueno perxypsuena. Osa Pynruyuje nam sanpaso daje Oy-
NCUNY OPULUHANHOZ HU3a OPOjesa.

oxas. (a) IosuBajyhu ce ma Teopemy neduHUIUMO GyHKIU]Y h(n) =
Min|R](n,2n) rme je R(n,z) < n < x A P(z) n rne sam P(z) roBopu na ian
je 6poj = mpocr. Pymrumja Min[R](n,2n) onma y3uma BPeJHOCT HajMaHer
npoctor Opoja Beher om n, a Mamer on 2n. Yumenuna ma maMebhy n u
2n yBek moctoju Gap jemad mpocT Opoj, 30Be ce Depmpand - Yebuwesmesa
TeopeMa U MOMKE Ce IOKa3aT! eJEeMEHTApHOM TeopujoM OpojeBa. Tpaskena
¢yuruuja m(n) ce nobuja HIPUMUTUBHO PEKYpP3UjoM Ha cienehm HauuH:

Kako je h mpuMuTUBHO pekyp3uBHa (QyHKIUja, TO je u 7(n).
(6) Tpaskena ¢pyuruuja ouhie camo:

ent(n,i) = Min[R](i,n,n),

rme je R(i,n,z) < 7(i+ 1)[n A 77 (i+1) tn.
(y) Cnuuno xao mox (6), Tpaskena ¢yukimja ouhe:

len(n) = Min|R|(n,n)
rzue je oor myta R(n,z) < 2%|n A 27T {n. ]

Ha mpumep, mu3 (3,2,0,1) komupamo 6pojem n = 2* .33 .52.70. 111 u paxn
len(n) = 4, ent(n,0) = 3, ent(n,1) = 2.

2.5 Pekyp3uBHO HaOpojuBe peJianuje

NuTryutusao rosopehwu, ckyn 6pojeBa je eheKTUBHO HAOPOjUB, aKO IOCTOjU
asropuraM Koju he HaMm npu ybanusamy 6poja n3 Tor ckyna Bparutu 1 (miau-
T 'na’), a ako O6poj HUje M3 TOT CKyla, aJilfOPUTAM Ce HUKAJ He 3aBpIIaBa.

KoukpetHuje mocie ¢ Maanx KOpaka ajropurMa MOKEMO BUIETU 14 JIU CMO
nobuy oaroBop 1 mim joIn HUCMO AOOMIM HUIITA. 34TO MOMKEMO 3alUCATH
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epekTuBHO HAOPOjUB CKymI S Kao:
S(x) <= JtR(z,t) (1)

rae je R edpeKkTUBHO o[uIyumMBa pejianuja, mocjie ¢ Kopaka aJropurMa Joouimn
cmo oxrosop 1. O6puyTo, ako je R(x,y) ehekTUBHO omiyumnBa penanuja u S
Kao y ona je S eperrmBHO HaOpOjuB ckyn. MokeMo IPOBEPUTHU PenOM
na au Baxku R(x,0), R(z,1), R(z,2)... Hepunnnuja pekyp3uBHO HAOPOjUBUX
penanuja Omhe cianyHa 0BOj 3a €(PEeKTUBHO HAOPOjUWBE CKYIIOBE, CAMO IITO
e(peKTMBHO oJuIyumBa penanuja R cana pexkypusBHA.

Hedbumuunmja 2.9. Peaayuja S je pekypsueno nabpojusa, ako u camo aKo je OHa
obauka:
S(z1,...,x,) <= JyR(z1,...,2,,Y),

20e je R pexypsusna peaayuja. Bpojy soeemo ceedoxom da pesayuja S saxncu
3Q T1,...,Ty.
Cana canuno Teopemu uMamo ciaenehu Hu3 TBphema.
Teopema 2.4.
(a) Ceaxa pexpysusna peaayuja je u pexypausro Hadpojuea.

(6) Pesayuja dobujena cyncmumyyujom momaiHur pekpysusrus gyrnkuuja y pe-
KYp3Uu8HO HAOPOJUBY PeAaUUY je PEKYPIUBHO Habpojusa.

(u) Eowjywkyuja u ducjynkyuja 08e pekypausHo nadpojuse peaayuje je pexyp3au-
8HO HAbOPOJUBA PEAAUU]Q.

(0) Penayuja 0obujera HEOTPAHUUEHOM €23UCTNEHYUJAAHOM KEAHMUPUKAYUTOM
UAYU OTPAHUYEHOM YHUBEPIANHOM KEAHMUPUKAUUIOM PEKYDIUBHO HAODO-
juse peaanuje je pexypausHo Habpojuea peaanuja.

Joxas. Cxpaheno nmumemo T 3a X1,...,T,.

(a) Ako je R(¥) pekypauBHa penaunuja ouma je To u S(7,y) < R(¥) ANy =1y, a
ouma umamo u R(¥) < JyS(Z,y).

(6) Axo je R perypsuBHO Habpojusa penanuja R(Z) < JyS(Z,y), Mu sKxeammMo
na mokaskeMo na je R(f(Z)) pexypsusuo mabpojusa. Ilomro je S pexyp3uBna
penanuja oHza je To m S’ mepunucana rao S'(Z,y) < S(f(7),y). Ila je
R(f(¥) & JyS'(7,y), uz uera caemu na je R(f(Z)) pexypsuBHO HAOpOjUBA
penamnuja.
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(y) Hera je R(Z) & FySi(Z,y) n Q&) < JySs(Z,y), y3 To mwro cy Si,S52
pekypausHe penamuje. OHna BasKu:

(R(Z) NQ(Z)) <= Fw Py < wIys < w(S1(Z,11)) A S2(T,12)),

rme je mecHa cTpaHa, 3aHemapyjyhu Jw, pexkyp3uBHa. /loka3 3a AUCjyHKIUA]Y
je jomr jmakmu.

(0) Ako je R perypsusHO HabpojuBa penauuja R(Z,y) & 32S5(Z,y,z), ako
je R(¥) & FyR(Z,y) onma je penammja S'(F,w) & Jy < wIz < wS(Z,y,=2)
pekypa3uBHa, a Takohe nmamo u R () & JwS(Z, w), mro je u Tpebano moka-
3atu. Ciydaj orpaHYeHe YHUBEP3aJHe KBAHUTU(UKALMjE je CINJaH. [

3aMUCIUMO caaa da UMMaMO aJCOPUTAM KOjU HaM y cjaydajy ma je m € S
Ha nurame  Ia nmu je m € S7” mocisie KOHAYHO MHOT'O BPEMEHAa Haje OATrOBOD.
Kao u mpyru ajaropuram Koju HaM y caydajy m ¢ S mocie KOHAYHO MHOIO
BpeMeHa maje omrosop Ha matame Ila smm je m € S?”7 (S je xommiremeHnt
ckyna S). Mu 6GucMo KOMOUHOBaHEM OBA ABA AJCOPUTMAa MOTJIN A8 OIPETAMO
3a IpOM3BOJLAH OPOj Ha Ju je OH ejJeMeHT ckyma S. KoHnmsuumje axko cy
CKYIl ¥ HeTOB KOMIIJIEMEHT e(eKTUBHO HAOPOjUBU, OHIA je Taj CKYI 3alpaBo
OITyYUB.

Cneneha Teopema HaM 0BO u (hOPMAJIHO Ka3yje.

Teopema 2.5 (IlpuHnmn kommiemeHnTapHOCcTH). Ak0 cy ckyn R xao u we-
208 Komnaemenm R pexypszueno wabpojusu owoda je ckyn R (a 30602 moea u R)
DEKYPIUBAHN.

Jloxas. Tlo mpernocrasmu Basku R(x) < JySt(z,y) u —R(z) & JyS (x,y),
rae cy ST u S™ pekypsusue penaunuje. Hedpuuaummmo S'(z,y) < (ST (z,y) V
S™(z,y)). U ueka je f(x) jennaro majMameM y 3a koje Baxku S'(z,y).

OBako y yBek mocToju, Oa Ou OBO Bumeau pazmorpumo cienehia asa
ciaydaja: ako ou x € R (mmuru R(x)) mo mepununju Basku Jy St (z,y), caugno
ako r € R Baxu Jy S~ (r,y), y cBakom cayuajy JyS'(z,y). Y3 oBora cinemu na
je f perkypsuBHa (yHKIUja, KOja 3a moMmeH uma 1eo Nj.

Amu je onna R(r) < St (z, f(x)), To ject R ce mobuja cymcTuTymmjom
peKyp3uBHEe (yHKIUje f y PeKyp3uBHY peaamujy ST, ma je cammm TtmMm R
PEKyP3UBaH CKYIL. ]
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3 Jloruka

Y oBoMm morsnaBmy obpammhemo mBa KibydHA MOjMa JIOMMKE IPBOT Pela Koja
he Hac HajBUIIE MHTEPECOBATHU, TO CY CUHMAKCA U CEManmMuka. 3aTuM hemo
IIOMEHYTHU M CUHTAKTUYKU TTojaM, dokaske npoyedype, Koja Ham omoryhasa ma
o1 HEeKOT ckymna TBphema (akcmoma) u3BoauMo Teopeme (IenayKnuje).

3.1 Cunraxkca

Currakca ce 6aBU IpaBUIMMa IUCalka U TPaHCHOPMUCAHA U3pa3a GOPMATIHOT
jesmka, 6e3 o03mpa ma Jiu TU U3Pa3u NMajy HEKO 3HAUEH€ U [a JU UM je HaTa
Heka wmHTepuperamnuja. CuUHTaKca je y CYMITUHA TDAMATUKA HAIIET je3UKa.
[IpaBuna cunrakce he mam na npumep pehu na je ” (A(z,y, z)V B(z,y))” dop-
MyJia Hamer jesuka, 3a pasziury on ~ A)(z,z(y)” mro muje dopmyna. Ham
IMJb Y OBOM IIOIJIaBJ/bY j€ Oa 3a IOjMOBe (popMyJie, pedeHUIe U Je3MKa IaMO
cTpore nepuHUNN]E.

Jloruuku cumbonu koje hemo ropuctutu O6mhe KIacUYHU JIOTUYKU BE3-
HUIOW: — Heramuja, V, A\ OWUCJYHKIU]a U KOHJYHKINja, = UMIJIUKALNja, <=
€KBUBAJIEHNI[ja, KBAHTU(PUKATOPU ~3a cBaku V u 'mocroju’ I , Ka0 W Ipo-
MeHJbUBE T,Y,Z... KOje mny y3 kBaHTudpurarope. Meby morunuke cumboie
cBpcrahemMo n OMHApPHW TpPEIUKAT jeTHAKOCTU =, Majaa e OBO OWUTHU jeauHU
npeaukaT Kojer hemMo Tako cBpcraTy (OcTajie IpearKaTe TPeTUPaMoO Kao He-
noruuke cumbose). I[Ipurom, y3 ose hemo y soruuke cumbGoisie cBpcTaBaTu
aeBy 7 (” m mecuy ”)” 3arpany kao u 3apese ”,”.

Henoruure cumbose menmMo HA KOHCTAHTE, IPEAUKATE WIJIN PeJIaloHe
cuMboile, m QyHKIVjCKe cUMOOIIe.

Y3ehemo na peu jesuk o3HauyaBa NpeOPOjUB CKYI HEJIOTUUKUX CUMOOJIA.

IIpumep 3.1 (Je3ur apurmeruke). Jesuk koju hemo mu cee epeme Kopuc-
mumu 308e ce jezux apummemuxe L. Hbezosu Heno2uurku cumboslu CY KoH-
cmanma wyaa 0, bunapru npeduxam “mame 00”7 <, yrnapru Pynxyujcky cumbon
caedbenux S u bunapHu PYRKUUICKU cuMbOAY Cabupame + U MHONCEDE «.

17
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3Banumuno, Mmu hemo pehm ma 3a cBako k > 0 pammMo ca (UKCUpAHUM
OeckoHaunMM TpeOpPOjUBUM CKyImoM cuMOboJia 3a k-apHe mpeaukare:

ALAL AL A
Ay AT A3 A
A3 A

Kao0 M (PUKCUPAHUM OECKOHAYUM MPEOPOJjUBM CKYIIOM CUMOOJIA 38 KOHCTAHTE:

fo. f s fs

Cnumyno krao 3a npenurare, pehu hemo ma 3a cBako k£ > 0 umamo dukcu-
panu OecKOHAYaH CKyN k-apHUX (YHKIM]CKUX CHUMOOJIA:

ho h L f
i RS
o fOR

Kao M puKCcUpaH OECKOHAUAH CKYIl cMMOOJa 3a MPOMEHJLUBE:
Vo, V1, V2, UV3...

3BaHUYAH je3uk he omeT OoHAa OuTm mpedpPOjuB MOACKYI OBUX cuMOoaa. Y
TOM cMuciay cy cumbomnm 0, <, § +, - KOje CMO KOPUCTUIN Yy HePUHUCAILY
je3nka apuTMeTHKe U Koje heMo HacTaBUTH ma KOPUCTUMO, CaMO KOJIOKBHja-
JU3MU, KOjU 3aIIpaBo mpeacTaBiby peaoM [0, A2, fi f2, f?, mok 6u y npusmULy
U IPOMEHJbUBE Z,Y, 2 Tpebaao MucaTu y OONUKY v, Vj, Uk.

Cana hemo medpurMCcaTn mojam ¢opmyiie, Mana HaM mpe Tora tpeba jour
HEKOJIMKO Ne(pUHUNN]jA.

[IpomenmuBe u KOHCTaHTE Cy aTOMCKU TepMu. Ako je f n-apHu QyHK-
mujcku cuMGon u ty,...,t, Tepmu, ouna je u f(ti,...,t,) repm. Tepmu cy
OHa TAYHO OHO IITO C€ MOKE NOOWUTU y3aCTOINHUM MOJABAMmEM (YHKIN]CKUX
cumboaa Ha jemnoctasuuje Tepme. Ha mpumep, f2(fE(f0, f2),vo) mnmuru (0 +
0) -z je repm. Tepmu Koju cagp:ke IPOMEHJBUBE CY 0MEOPEHU, & TEPMU KOjU
UX HE CaapKe CY 3ameopeHuU.

ATtomcka popmyita je popmyna obmuka R(ti,...,t,) (nan = (t1,t), oBaj
M3y3eTak HABOAWMO jep je 3HAK jeIHAKOCTU 3BAHWYHO JIOTUYKKA CUMOOII), Tae
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je R, n-apum mpemukar, a ti,...,t, Tepmu. Aro je F dopmyrna, omma je
dopmyna m wena mHerammja —F. Axo cy F' u G popmyie, oHIa Cy U BUXOBE
nucjyukuuje u koujyurmuje (F'V G), (FAG) popmyne. Ako je F' popmyna a
x npomenspuBa oHna cy Ve F u dzF popmymne. Ce mrto cnana y ¢popmyiie ce
MOKe NOOWTW NpUMeHmUBameM KOHAYHO MHOTIO Heranuja, AUCjYHKOUja, KOH-
JYHEII]a 1 KBaHTU(PUKANMja HAL je THOCTABHUjUM (GopMmyisama. Ha mpumep,
Vo (A2(fQ,v0)V = (v9,0)) mnmuru Vz(0 < z V z = 0) je popmya.

Hanomenumo, na Ou 3BAaHMYHO IpeaMKATH Kao < TpebaJyio na ce IuIry
ucnpen repma < (r,y) u ma je r < y jouml jeAHO OACTYNAHmE O] 3BAHUYHUX
npaBuia cuHTakce. HaBommMmo jom Heka TakBa OACTyHama, nucahemo:

(A= B) ymecro (—AV B),

(A < B) ymecro (mAV B)A(-BVA),

Vo < y(...) ymecro V(z <y = (...)) m Jz <y(...) ymecro Jz(x <y A(...))
x #y ymecrto — = (z,y).

Tarkobe hemo 3amemapuBaTy memorpebHe 3arpane, majuermhe S(0) numemo
S0. Ha xpajy jom, ymecto S0, $S0, SS§S0... hemo crammapaHo mucaTu
1,2,3... Bounamupana cimoBa y ¢opmynama (momyr a u b) osnauaBajy Hy-
Mepasie. OIHOCHO, HyMepaJ a mpeacTassbajy ckpahenuny 3a 3amuc S ... S0,
rae ce cum6bou S mojaBibyje a myTa.

[IpuponHo ce mocTaBsba MUTaKE, 3alITO HE OMCMO CBE OBE CKpaheHune mo-
najau y 3BaHWYHY nepuHUINUjy jesmka. VcmocraBsma ce ma je yakimie nTOKa3u-
BaTy TBphewma o TepMuMa 1 GpopMyIaMa HEKOT je3UKa, aKoO je Taj je3UK BPJIIO
purnnaH m HediiekcuOuiaH, MehyTuM, TO MMa CBOjy IIeHY jep cy (opMmyie
3BaHNYHOT jeSI/H{a HEIIPpaKTUYHE 3a IINCalhe 1M TCHIKE 3a YUTabe. CTaH,Z[ap,HHI/I
MIPUCTYII Jornudapa je na 3BaHWYHU je3WK O KOMe MI0Ka3yjeMo TBphema ocTa-
BUMO He(JIEKCUOMJIHMM, IOK Yy HE3BAHMYHOM je3UKY 3alpaBO 3aIlMCYjeMO CBe
dopmyne. HapaBuo, na Ou TBpbhema moka3aHa O 3BAHWYHOM je3UKy Ouia
IPUMEHPUBA HA HE3BAHWYHU je3uk Mopa butu moryhe na ce cBe ckpahenunie
BpaTe y CBOje popmasHe obJMKe, Mana TO y npakcu Hehe 6utu morpebHO.

I'maBHa MeTOna 3a mOKa3uBame TeopeMa O (GopMmyiaMa HEKOT je3uka je
WHIOYKOUja 10 KoMiiekcHocTu. OHa M3riaena OBaKo:
Dasa undykyuje: Atomcre (opmyse 3a00BObABAjy TPaskeHU ycJoB (OBIe
OOMYHO MOpaMO HAIIOMEHYTH M Oa aTOMCKa (GopMmyJsa ca 3HAKOM = 3aJ0BO-
JbaBa TPasKEHW yCJOB, TO PAIUMO 3aTO ITO CMO 3HAK = NOJAJIU Y JIOTUYKE
cumboe)
Hnoyxmuenu xopax: Axro ce popmyna Behe KOMIIEKCHOCTH (GopMUpa IO~
BameM JIOTUUKUX oneparopa (—,A, V, V, J) Ha jeqHocTaBHU]Yy GOPMYIY OHIA,
mpeTnocraB/bajyhm na cBe jeqHocTaBHUje (OPMYJIe 3a10BajbaBjy TPasKeHU
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yCcaoB, 1 popMyaa Behe KOMIIEKCHOCTU 3a10BOJbaBa Taj yciaoB. VIHOAyKTUBHU
KOpakK ce OODWMYHO Hesu Ha ciaydvajeBe y 3aBUCHOCTU O TOTA KOjU JIOTUYKU
omepaTop CMO UCKOPUCTUJIU.

Cueneha nema uaycTpyje oBaj MeTO.

JIema 3.1. 3a gopmyne 3anucare y 38anuHOM je3ury saxnce caedeha mephema:
(a) Ceaka gopmysa ce 3a8puwasa 0ecrom 3a2padom.
(6) Ceaxa gopmyaa uma jeOHaAKo MH020 OECHUT U AEBUT 302DA0A

(y) Axo nodeaumo gopmyay na aesu u decHu 0eo u NPu MoMm cy oba deaa HeENPa-
3na, onda aesl 0eo Popmyae CadPACU UAU BUULE AEBUT HE20 0eCHUT 3a2Pada
UNAU HE CadDACU 3a2pade Yonuime.

Jokas. (a) Baza, ¢popmyne obnuka R(ti,...,t,) u = (t1,t2) ce HApaBHO 3a-
BpIIaBajy mecHOM 3arpagoM. Axo ce ¢opmyne F' m G 3aBpmaBajy IeCHOM
3arpanom, ouma ce m —F, Vo F', drF 3aBpmaBajy AecHOM 3arpamaoM, jep Ccy
jenvHM HOBUM cmMGoOIM Ha modeTky m3pasda. Takobe, (FAG) u (FVG) ce
OYMIJIEHO 3aBPIIABAjy AECHOM 3arpaIoM.

(6) Ila 6u mokazanu 0BO TBpheme 3a Gpopmysie npBo hemMo JOKa3aTH MOMO-
huo tepbeme ma cBu TepMuM MMAajy jeIHAKO MHOTO JIEBUX U IECHUX 3arpaa.
OBo Takobhe paanMo MHAYKIMjOM MO KOMIIEKCHOCTUA. ATOMCKU TEPMU HEMA]Y
3arpaze, na 3a mux TBpheme Basku. IIpermocraBumo na tBpbheme Baku 3a
TepMme t U tp M Ja OHM MMAajy pPeIOoM IO m u N JieBUX (OXHOCHO NECHUX)
sarpana. Onnma u tep™m f(t1,ty) UMa UCTO JIEBUX M NECHUX 3arpaja, TadvHUje
m+n+ 1 o6e Bpcre. Cuuuno u 3a f(t1,...,1;) 3a k # 2.

Hera Tepmu tq,...,tx penom umajy nq, ..., N, JEBUX U JECHUX 3arpana, 3a
aToMcKy $popmyny obmuka R(ty,...,t), Basu ma uma (3.5 n;) + 1 geBux u
MecHUX 3arpana (CIUJHO 3a crnenujasHu ciaydaj = (ti,t3)). Aro dpopmyne F
u G uMajy jeaHAKO MHOTO JI€BUX M MECHUX 3arpama, JaKO Ce BUAU A UMAjy
u popmyne —F, Vo F, 3zF, (FAG) u (FV G), unMe je qOKa3 3aBpIIEH.

(u) I y oBoMm ciaydajy Ham Tpeba TPEJTUMUHADHU PE3YJITAT Aa OIrO-
Bapajyhe tBpbeme Basku 3a Tepme, mana ra mu HelieMo mokazatu. 3a aToM-
cky ¢opmyay R(ti,...,t;) ce tBpbheme mako nokasdyje. IlpermocraBumo na
rBpbheme Basku 3a Gopmyse F u G u noraemajmo dpopmyay (F A G), numamo
HEKOJIMKO CJydJajeBa KaKO JIEBU [0 OBe (OopMyJie MOKE U3TJIEeNaTH:

Ca. 1: Ca. 2: Ca. 3: Ca. 4: Ca. 5: Ca. 6:
( (f (F (F A (FAg  (FAG
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rae cy f; u g, neBu menoBu popmyrna F'u G. [lpumepa pamu, ypammMo ciydaj
Tpu, Kako F' uMa jeAHAKO MHOTO JI€BUX UM JeCHUX 3arpana no (6) ouga (F uma
jenmHy JeBy 3arpajy BUIIE HErO JEeCHUX, MITO je u Tpebaso mokaszatu. Ocrasn
CIIyUajeBU C€ CIUYHO PAIE. [

[Tocmarpajmo HE3 y3acTomHUX cuMOoisa Heke Gopmysne F. Axko je oBaj
HU3 U caM (opmyia, 3Baliemo ra mordopmysom ¢opmyie F. Ha npumep
F V@G je norpopmyna ¢popmyie Jz(—(FVGE)A(FA-G)). Caeneha nema, xojy
najeMo 0e3 nOoka3a, HaM I'OBOPM HEIITO BUIIE O MOT(GOpMyJiama.

Jlema 3.2.

(a) Jeduna nomgpopmyaa amomcxe gopmyae R(ty, ... t;) usu = (t1,t2) je ma
cama popmyaa.

(6) Jedune nomgopmyae gopmyase ~F cy cee nomgopmyae F u camo —F.

(y) Jedune nomgopmynae gopmyase (F NG) cy cae nompopymae F, cae nomgop-
myne G u camo (FANG). Cauuno sa (F'VG).

(0) Jedune nomgopmyae gopmyae Ve F cy cae nompopmyae F u camo VxF. Cau-
wno 3a dxF.

Mana oBo TBpbeme menyje TPpUBUjAJIHO, OHO j€ jeAMHO TAYHO 3aTO IITO
KOPUCTUMO JOBOJLHO 3arpana. ¥ rope HaBemeHoMm npumepy Jz(—(FVG)A(FA
—()) mornu Ou ma momuciaumo u xa je (F'VG) A (F A-G) norpopmyna opur-
nHaJIHEe (opMmyie, MehyTum oBo yomnmre Huje popmyia. lllra mo 3BaHUYHO]
nedpununuju jecre popmyaa je ((FV G)A(FA-G)).

[lojaBmuBame mpoMmeHbUBE T Koja je y dopmynu F' je Be3aHO, ako je
neo nordopmyise F koja moumme ca Vo mam Jr, a Yy CYOPOTHOM je CJIO-
6omao. Ha npumep, y popmynu (VeIyR(z,y)VVyP(z,y)), IpBO HOjaBbUBAKE
IPOMEHJLUBE T je Be3aHO, APYTo cJa000mHO, a 00a MojaB/bUBaKa MPOMEHILUBE
Yy Cy Be3aHAa.

Y mactaBky hemo Kana Ka:keMo Heka je F'(x) dopmyna, Mucautu Heka je
F popmyna y Kojoj ce HujenHa MPOMEHJHMBA OCUM T HE IOjaBJbyje CI0OOTHA.

WNucraama F(t) popmyne F(z) ce mobuja CcymncTuTyncameM 3aTBODPEHOT
TepMa ¢ 3a CBaKO CJIODOIHO IIOjaBJ/bUBAKE .

Peuenuna je ¢opmyna 06e3 cimobomuux npomensmuBux. Popmyre, nmpum
BaJyanuju cao00THUX TPOMEH/UBUX, Ne 3aIapBO MMAaTU UCTUHUTOCHE Bpe-
[HOCTW, TavyHO wmam HerauyHo. CrnemupudHo, peveHune he MMaTW WCTUHU-
TOCHY BpemHocT. Mana, ma 0 roBOPUJIM O MCTUHUTOCHO] BPETHOCTU HEKE
pedeHuIle IpBO MOPaMO AATU UKHMEPNPeMayujy 3a je3uK y KOMe Cy HaIuCaHe.
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Hanomenumo, na mcre pedveHuie MOy MUMAaTH Pa3INYUTE UCTUHUTOCHE Bpe-
OHOCTU y OBe pa3nuumute mHTepupertanuje. [lojam mHTepnperanmje m mctuae
HaJ WHTEPIPETAIjoM MepUuHUIIEeMO y cieneheM omesbKy.

3.2 CemaHnTHEKA

[IpenusanM neduHUCAmEM CHUHTAKTUYKOD IIOjMa PEUYEHUIle OCUTYPAJIU CMO
ce ma MMaMO TOCJa Ca CMUCIEHUM m3pasuMma. l[IpupomHo ce mocraBsma mu-
Tame Kala je HeKa PEeUeHUIla TavHa UinTu ucTuHuUTa. Vmamo 3a mum ga y
AepUHUNNJU UCTUHE MMaMO MCTU HUBO NPENU3HOCTU Kao Kaaa CMO Ae(UHU-
camu peuenurry. Cana hemo mepuHHCATH TOjaM WHTEpPIpeTaluje, KOjU HAM
oMoryhyje ma mpmdyamMoO O MCTUHUTOCHOj BPETHOCTU HEKE pPEUEHUIIE.

Nurepnperamuja 7 Hekor jesuka L caap:Ku ABE CTBAPHU.

[IpBo, mempasau ckyn |Z| Koju 30BEMO OOMEH WHTEpPIpEeTaluje, TO jecT
ckyn objekara (majuemhe ckyn Opojesa N, Q,...) o rkome rosopu jesuk L 1o
uaTtepnperamujun Z. KRana raskemo ”"3a cBako r” miam ”3a HEKO x” IITa MU IO
vHTepnperanuju Z mucanmo je ”3a csako z € |Z|” u "nocroju x € |Z]”.

pyro, cBAKOM HEJIOTUYKOM CHUMOOJY je3uka [ mpumomajeMo HEKO 3Haue-
me. 3a KOHCTAaHTY ¢ HEeHO 3Haueme ¢ je caMo HeK: eJeMeHT ckyma |Z|. 3a
HEJIOTMYKM N-apHU IpeaukaT R meroso 3Haueme RZ je caMo MOICKYI CBUX
ypebenux n-ropku enemenara |Z| (Ilogcerumo ce ma ce Heka pesanuja CTaH-
mapaHo nepuHUIIe Kao CKyn ypebheHux n-topkm). 3a n-apHu (yHKIUjCKU
cumbon f meroso 3Hademe [ je camo dyHENMja n aprymenata us |Z| y |Z|.
Tpeba jom camo ma npuaomamMo 3HaYEH€ 3aTBOPEHUM TEPMUMA. 33 ATOMCKe
3aTBOpEHE TepMe, TO jeCT KOHCTaHTe, Bell mMaMO HBUXOBO 3HaUeme. AKO
cy HaM Beh mo3HaTa 3HaAUYEHA t{,...,tf TepMa ti,...,t,, OHIA je 3HAUEHE
cnoxkenujer repma f(ty,...,t,) nepuHICAHO OBAKO:

(f(te, ..., to)r = fE(tE, ... ).

IIpumep 3.2 (Cranmapmuaa mHTEpIpeTanuja jesauka apurMeruke). Humep-
npemayuja xoja he nam bumu 00 wajeehez znauaja 308e ce cmandapoHa UH-
mepnpemayuja jezura apummemure (uau ckpaheno camo CTaEmapIHA WHTEP-
nperanuja), xojy osnavwasamo Ln. Hbew domen |L4| je cxyn npupoonuzs 6po-
jesa (ykwyuyjyhu uw wyay), snavemwe 074 cumbona 0 je camo 6poj 0, snauewe
<IA cumbona < je yobuuajena "mame 00”7 pesauuja, smavewe STA cumbora S
je camo Pynryuja caedbenuka, xoja 3a npupodar 6poj epaha caedehu npupodan
6poj, snaueme +*4 u TA snaxoea + u - cy yobuuajene dynryuje sa cabupame u
MHONCEWDE.

[Ton oBoMm mHTepuperanujom peuvennna: VavVy(r -y = SS0 = (zr = SSO0V
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y = SS0)), osmauaBa: ”3a cBaka OBa NPUPOIHA OpOja T U Y AKO je HU-
XOB MPOM3BOJ OBa OHOA je Oap jemam om OpojeBa x u y jemHak asa”’. OsBa
pedveHnna je mauwna y CTaHZapIOHO] MHTEePIPETAIN)!U.

Hedmuunmja 3.1. Axo je peuenuya F mauna y unmepnpemayuju I nucahemo
ITEF, ay cynpomnom L [~ F.

[TocmaTpajmo peuenure:

(1) Vady(z <yA-Fz(x < z Az <y)),
(2) Va(xr < SxA-3Jz(x <zAz< Sz))

3a 00e BayKM 1a Cy TadyHe Yy CTaHIPATHO] MHTEPIPETAI)U je3UKa aPpUTMETUKE.
Axo Ou cama y3enu Apyravmjy UHTEPIpETANUjy je3uka apurmeruke Q rme
je MOMEH CKymn IO3UTUBHUX PaIMOHAJHUX OpojeBa, aiu je 3Haueme 02 cum-
6onma 0 m mame Gpoj 0, 3Haueme S cumbona S ¢yHEmEja Koja Ha OPOj
nonaje jemaH, 3HaUewme cuMbona +,+ m < Cy M gaJbe yoOudajeHe (DyHKIU]je
3a cabupame, MHOKEHE U yoOMUajeHa pejanuja ' Mame O4  Ha CKYIy I03-
WTUBHUX palimoHasux 6pojesa. Peuenune (1) u (2) cy cana Herauyne y uH-
Tepnperamuju @, 3aTo mMTO M3Mely cBaka aBa palloHaJHa Opoja MOCTOju
DEeCKOHAYHO MHOTO APYTUX paIroHATHUX OpojeBa. Paszmorpumo jom jenmy
WHTEPIPETANN]y je3uka apuUTMEeTUKe P 1 HEeKa je JOMEH OBe WMHTEePIIPETAI]je
ckyn |P| = {0,4,1,3,2,5,3,2,4...}, smauema cumGona S,+,< cy penom u
najee, QyHKIMja Koja Ha Opoj momaje 1, m yoOuuajeHa ¢yHKOUja cabupama
Opojesa, yobuuajena penamuja mame on’ (Hapasmo ma mamewm crymy |P|).
Muoskeme ce He MOsKe MHTEPIPETUPATU HA CTAHAAPIHA HAYUWH, jep MPOU3BOI
1-3 =3 naje 6poj koju Huje y ckymy |P|, Maza HaM 3a OBaj IpPUMEpP MHTEP-
nperanuja MHO:KEHa HUje outHa. Y mHTepunperamuju P je cama pedvenuna (1)
rauHa, a peuvenuna (2) merauna. [Ilta mehemo mahu je uarepnperamujy rue
je (1) merauno, a (2) rauno. Peuenuna (1) je 3ampaBo sozuuka nocaeduya
peuenure (2).

Maga cMO y mOCHIeqmeM MacyCy PEKIN 3a HeKe PpEUeHWUIle na Cy TadHe U
faJjbe HICMO Naiiy MPenu3Hy nepuHuy]jy mra MucauMo nog opuM. Cana hemo
[aTh neUHUNN]y UCTUHE, TO jeCcT OepMHUIMjy IITa 3HAYU Ia je pedeHuUna F'
TavyHa y uHTepnperanuju L.

IIpBu KOpak je na meUHUIIEMO UCTUHUTOCT 3a ATOMCKe pedeHuIe, TO jecT
peuenure obauka R(ty,...,t;) roe cy tq,...,t; sameopenu tepmu. Pehu hemo

na je:
(la) Tk R(ty,...,t;) axo u camo ako RI(tF,... t}).

Kana je 3Hak jemHaKoCTM = MPUCYTAH KA0 JOTUYKU CUMOOJI IOCTOjU jOIII jeTHa
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BPCTa ATOMCKe DEUeHUIE:
(1b) T k= = (t,,ty) axo u camo ako 1+ = t2.

Ha npumep y cranmapaHo] MHTEPUPETAIU]U Je3UKA aPUTMETUKE 3HAUYEHE TEP-
ma SSS50 je 6poj 3 u 3Haueme repma SS0+ .50 je takobhe Opoj 3, ma je Tauna
aToMmcka peuerHuna SSS0 = S50 + S0. [lok je Ha mpumep 3HaAUEHE TEpPMa
SS0 6poj 2, na je merauna peuenuna SS0+ S0 = 5S0.

3a sormuke Be3Huke -,V u A pepuHUmje cy ciaenehe:

(2a) T = —F ako u camo ako I [ F
(2b) ITE(FVG) akoumcamo ako Z = Fum 7T =G
(2¢) IE(FAG) akoucamo ako ZEFuZIlEG

Ha mpumep, y cTrangapHO] MHTEPIpPETAIUjU je3UKa apUTMETUKE TadHa je
peuenuna 0 = 0, a Herauna pedenuna 0 < 0 ma je TayHa W OUCjYHKINWja
(0=0V0<0), mox je roujyuruuja (0 =0 A0 < 0) HerayHa.

Jom jenna mocsnenuna ose nedpunurnmje je na je (F'AG) TayHo ako U camo
ako je =(—F V —=G) rauno. Tako ma ¢cMO MOIJHM, Kao ITO CMO = U < , Ia
n3banuMo A (uiam V) U3 Haler 3BAaHUYHOT je3UKA W N4 OCTAHEMO CaMO Ca —
nV (muA).

Jom maM camo mpeocraje na Je(pUHUIIEMO TAYHOCT Y CIIy4ajy YHUBEP3aJIHe
U er3UCTEHNNjallHe KBaHTUPUKanuje, cieneha nedpunnnmja Ou Moria Ha IPBU
IorJie s u3rjenaTu 100po:

(3a™) 7 = VxF(xr) akko 3a cBaku 3arBopenu tepm t, T = F(t)
(36%) 7 |=3xF(z) akko 3a Heku 3aTBOpeHu tepMm t, Z = F(t).

OBakBa meduHUIja y ONIITEM CIIydajy He Ou O6uia 3anoBosmaBajyha. Ilocma-
TPajMo MHTEePIpPEeTaIujy je3uKa apuTMeTUKe Yuju je nomeH |Z| menpeOpojus.
Onnga mHuje moryhe cBakM €J€MEHT OOMEHA 3alMCATH KAO 3aTBOPEHU TEPM.
[TonceTrumo ce, na cMO 3a neUHUIM]Y je3UKa PEKJIM Oa je TO npedbpojue CKYII
HEJIOTMYKUX CUMOOJIa, JIAKO Ceé OHIa MO)Ke BUAETHU Ma KopumihemeMm mpebdbpo-
jUBO MHOrO (pyHKIUjCKUX cuMMOOJIa M IpedPOjuBO MHOIO KOHCTAHTU MOKEMO
nobutu caMo MpeOpPOjUuBO MHOTO 3aTBOPEHUX TepMmoBa. Ha mpumep, 3amwu-
CJIUMO Mla je MOMEH HAIlle MHTepIpeTaluje 3ampaBo CKYI peasHux OpojeBa R
U 1A je 3HaUeme CcUMOOJa - cCTaHmapAHa (YHKIMja 38 MHOMKEHE IBa PeayHa
6poja. ITo medpununju (36") peuenuna dr x -z = 2 Ou OGuna HeTayHA, OBAKAB
pe3yITaT HUje cargacaH ca mHTymnujoMm. IlpoGiem macraje, jep ce 6poj v/2
HE MOyKe MPENCTABUTU KaO 3aTBOPEH TEPM.
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WNcnpasua nedpununuja je caeneha:

(3a) ZEVaF(x) arkko 3a ceako m €Z, I = F(c)
(36) Z | JzF(x) akko 3a meko m€Z, I¢ = F(c).

Ilon 77, mMucimmMo Ha WHTepIpeTanujy Koja Ipomupyje mHTepuperanujy Z
TAKO IITO HAa HEH je3UK J0Ja HOBY KOHCTAHTY ¢ KOja MMa 3Haueme m. Y
npuMepy rope, pedveHurna Jr r-xr = 2, Ou cama Ouiaa TavyHa jep Ou y je3uk
aApUTMeTHKe MOTJIM Ia JOJAMO HOBY KOHCTAHTY ¢ KOja O3HadaBa Opoj v/2.

Hamomenumo nma ce y cTanmapaHOj MHTEPIPETAIMjU je3UKA aPUTMETUKE
JIAKO MOT'y CBU €JIEMEHTU H-E€HOT JOMeHa NMPeNCTaBUTU KaO 3aTBOPEHU TEPMU,
na 6u y ToM ciay4dajy mepununuje (3a*) u (36%) rakobe Ouie mcnpaswue.

Y HapemunoMm onesrky Tpebahe mam u cineneha nedpmuunyIja.

Iepuaunmja 3.2. Hexa je S pevenuya, a I’ ckyn pevenuya jesurxa L. Pehu hemo
da je S mormuka mocysemana 00 [ axo u camo axo He nocmoju uRmepPnp eMayLja
T jesuxa L maxea da cy cee peuenuye cxyna I' mauwne, a da je peuenuya S
Hemawna Yy unmepnpemayuju L.

3.3 loka3ua mponemypa

Rana racmmuje Oymemo ¢opmynucanm l'emenoBe TeopeMe O HENOTIYHOCTH,
Buaehemo nma oHe TOBOpE O IpaHMIIAMA HOKA3UBOCTU YHYTAD (POPMAaJHUX CUC-
tema. MebhyTtum, HaAIle MHTYUTUBHO pa3yMeBaibhe IITa KOHCTUTYUIIE MaTe-
MaTWUYKN OKa3 HUje MOBOJHHO MPEINU3HO 33 OBAKBY AHAJIU3Y.

Omno mTo HaM je moTpebHO je dokasna npoyedypa, KOja ce CACTOjU U3 CKYyIa
JIOTMYKUX aKCuoMa U mpaBuia m3Bohema. Kopucrehu oBa mpaBuiaa u akcu-
ome hiemo, nonazehu on meror ckyna tBphema (npemuca), mohin na y maaum,
AUCPEKTHUM KOpanmMa (pOpMaJHO TOKAKEMO HEKa Ipyra TBphema.

dopmasHu cucTeM ce ympaBo U 3anaje GOPMANHUM je3ukoM (y HameMm
cayuajy Hajuemhe je3aMKOM apuUTMETHUKE), CKYIOM aKCUOMA U TMPABUIAMA 13-
Bobhema.

Nnak, seheMo m3narat KOHKpETaH CKYI MpaBUia M3BODHEma, MOIMTO UX
y nasmeM pany HelieMo HM mOMUBATH. 3a HAC he Iak BayKHUja OUTU HEKa
CBOjCTBA 3ajeqHUYKA 3a CBE MO3HATHUje MOKa3HEe MPOIemype.

dopmasan nokas gopmyie S, monazehm oxn ckyma I', je koHauan HU3 HOP-
MyJa KOju ce 3aBpimaBa (popmysiom S, TakaB Oa 3a CBaKy (OPMYJY TOT HU3A
BaKM Ia je aKCcuoMa WU Ipumnana ckyny | mam ce mobuja mpuUMemUBAmHEM
HEKOT IpaBuia um3Bohema Ha mperxomHe gopmyse Huza. [loctoju npenusuo
neduHICaHA Ipolenypa Koja HaM T'OBOPM Ia JIM je naTu Hu3 cuMboJiia TOKa3
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wiu He. HaBommmo jom nBa cBojcTBa, KOja Cy IIO3HATHja KAaO0 TeopeMa O
cariracHoctu u ['enenoBa Teopema O MOTIYHOCTH.

Teopema 3.1 (Teopema o carmacuocTu). Axo nocmoju doxas pewenuye S no-
aazehu 00 ckyna peuenuya I, onda je S noeuvwra nocaeduya 00 T

Teopema 3.2 (I'enenoBa Teopema o normyHoctu). Axo je S nozuuka nocaeduya
00 ckyna peuenuya I', onda nocmoju doxaz peuenuye S noaaszehu 00 T.

Hamomena. /la pasjachumo, ['edenosa meopema o nomnynocmu u Iedenose
meopeme 0 wenomnyrwocmu wucy cynpomma mephewa. Ose meopeme 2080pe 0
PABAUNUMUM 8PCMAME (He)NOMNYHOCMU.

Iloka3m OoBUX TeopeMa 3aBUCE O HeTaJsba n3abpaHe TOKa3He IPOIEeIype.
Hama oBu netamu Hehe OuTu on mpecynHe BaKHOCTHU JOKJE T'OJ NOKa3HA
npouenypa mMa IPETXOTHUX HEKOJIMKO CBOjCTaBA.

HaBoaumo jom mojmoBa kKoje hemo kopucTuty KacHUje y pamy.

Hedbununmja 3.3. Axo je noaaszehu 00 cxkyna pevenuya T dokaszusa peveruya
S nucahemo 1 S.

Hedbununuja 3.4. 100 pevwu TeOpUAjA MUCAUMO HA CKYN PEYERUY A HEKOZ JE3UKa,
Koju je 3ameopen y 00Hocy wa dokazusamwe. Peuenuuye xoje npunadajy meopuju
3086M0 MEOPEMAMA MeE MeOoPUJe.

Iakne ucrto 3uHaveme umajy, S je teopema teopuje 17, Fpr Su SeT.

Hedbumuunmja 3.5. Axo nocmoju pexypsusarn crxyn pewenuya ', maxas da ce
meopuja T cacmoju u3 OHUT U CAMO OHUT peuenuya 00Ka3usuxr noaazehu o0
npemuca I', pehu hemo da je T akcmomaTm3aduIHA Mmeopuja.

Hedbwmuumnmja 3.6. Teopuja T je KOH3UCTEHTHA aKO U CAMO aKO He Jokaszyje
cee peueruye wenoz je3uKa.

Hepuaunmja 3.7. Teopuja T je MOTIYyHA aKO U CAMO GKO 3G CBAKY PeEUEHUUY
S mwenoe jesuxa, Fr S uau b S,

Y mactaBKy hemo, ako HHUje Ipyraduje HaBEIEHO, IION pPedyud Teopuja Io-
Opa3yMeBaTU Oa Ce pagu O TEOPUU je3WKa apUTMETUKE.



4 ApurMmerm3amnuja CUHTaKCe

Kako 6u norkazanu ['emesnoBe Teopeme 0 HEMOTNYHOCTH, TpeOa HAM HAUUH Ia
Teopuje apuTMeTure ~mpudajy came o cebu”’ . IlomTo je3auk apurmeTure ro-
BOpPU CaMO O IPUPOAHUM OpojeBuMa, MopaheMo cuHTaAKTUUKE 00jeKTe JIOTUKE
(popmyme, pedenune, nokase) qa Takobhe npeTBOpuMO (KOOUPAMO) Y IPUPOI-
He OpojeBe. IlocToje MHOTM HaUMHU [a Ce OBO ypaau, OHO IITO je HajBasKHU]je
3a OmJIO KOje Kommpame je na ce on oDjekTa Ha Y NOMmnyHoCmu METAHYKU
HAUUH MOYK€ MOOWTU HEroB KOA U OOPHYTO O KOJa Ha3amd modbutm obOjerart.
Nneja o apurmeTm3anuju CUHTaAKCe TOTHMYe On camor ['emesa, a Komupame
Koje heMo MU KOpUCTUTH, HAHAC TMO3HATO Kao [edenoso kodupame, MOIa3U
JOII O HeroBoOr cilaBHOT pana u3 1931. roawmse.

4.1 TI'emesioBO Komupame

IIpe Hero mMTO KpeHEMO (UKCUPAjMO jOII HeKe Ae(pUHUIT]E.

Hedpurunuja 4.1. Ckyn cumbona, gopmyaa, pevenuya, 00Ka3a UAU KOMNAUKO-
B8AHUJUT 0Ojexama je pexyp3usaH axo U Camo aKo je ckyn xko0o8a mux objexama
DEKYPIUBAH.

[Toncetumo ce ma cmo meduHMCAIN je3UK KaO IPEOPOjUB CKYI HE-JIOTUUKNX
cuMboua.

Hedbuannmja 4.2. 3a nexu jesux hemo pehu da je (npumumueno) pexypausan
aKo U CaMO aKo je ckyn K0008a 3a cumbose Moz jesura (NPumMumueno) pexypau-
ean. Jesukx apummemure Ly je npumumusHo pexyp3usan.

[Ipebumo cana va nepunnnujy ['enemoBor kogupama. CBaku nojeanHAYHN
cuMOOJ MpeACTaB/HAMO jeTHUM OpOjeM M TO Ha cienehu HaUWH:

v o Y = U; A:‘L I

2

Cumbonr () , =
1 3 5 7 9 11 13 17 2.5 22.3".5 23.3n.50

Kon

27
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[IpuTom je OuTHO Ha HAIOMEHEMO da HUKOja ABA PA3JUJYUTa CUMOOJa He-
Majy ucTty Kol Kako Ou pa3imkoBay IpeIuKaTcKe O (QYHKIN]CKUX CUMOOoIa
jemru cy obmuka 2%-x a mapyru 2°-z. Ha npumep, y je3suky apuTMeTUKe CHAM-
Gon 0 unutu fJ npencrasmamo Gpojem 23 - 3% - 5% = 8, cumbon S wautm f}
opojem 23 - 3. 5% = 24 cumbBon < unurtu A2 6pojem 22 - 3% - 5° = 36 urx.

sRenuMo na npomwupuMo Koaupame Ha KOHAUHEe HU30Be CUMOO0JIa, TO PaIu-
Mo Ha ciaenehu maumn. Heka je I uzpas om n cumbosa u Hera cy (ci,...,¢,)
penoM HBUXOBU KOIOBH, KO 3a u3pa3 [ je omma Opoj 2" - 3% - 5% . ... mon.
Ha mpumep kon 3a peuenurny 0 = 0, kojy s3samuuno mmmemo = (fY, f9) je
2031751 78.11° . 13% - 173 mTo je 6poj ca 36 mupapa. Cpehom, y mpakcu
HUKaJ HeheMo camMu MopaTu Ja KOOupaMoO UIU IEKOIUPAMO BeJIMKe u3pase,
jenuHO MWTO je OuTHO je ma je To y Teopuju Moryhe yuwmauTtu. CIUIHO KAO
3a HU3 cuMOboJa, MOKeMO nepuHUCATH U KOJ 3a Hu3 popmyna. Kox 3a ckyn
dopmyna he mam OmTH MCTM Kao KOJI 3a HM3 (popMyJia, caMO IITO heMo IPBO
3aXTeBaTU na Cy KOAOBU y HU3Y nmopebanu y pactyhem penociemy.

[Ipe mero mro nmpebhemo Ha BaskHUje pe3yaTaTe, MOPaMO Oa MOKAKEMO 1a
je pyHEKIUja xorxamerayuje IPUMUTUBHO PEKYP3UBHA.

JIema 4.1. Axo je a k00 3a wuz (ag,...,a,—1) a b k00 3a wuz (by,...,bn_1) onda
je dynruyuja conc(a,b) xoja epaha ko0 sa wuz (ag,...,an—1,bo,...,0m—1) Npumu-
MUBHO PERYPIUBHA.

Jokas. Horasxkumo npBo ga je momohua ¢yuruuja ext(a,e) koja 3a KOI a HA3A
(ag,...,a,_1) m 6poj e Bpaha kox 3a mpommpenu wu3 (ao,...,a, 1,€) IPUMUA-
TUBHO peKyp3uBHA. JIako ce BUAM ma 3ampaBO BaKU:

ext(a,e) =2-a- (w(len(a) + 1))°

u 1a je ext mpuMUTHHBO pekyp3uBHa ¢yukuuja. Ca ¢yarmumjom ext medu-
HUIIEMO TOMONHY, IPUMUTUBHO PEKYP3UBHY, QYKIU]y ¢:

g9(a,b,0) =a
g(a,b,s(i)) = ext(g(a,b,i),ent(b,i))

Konauno mobujamo conc(a,b) = g(a,b,len(b)), uz vera caenu na je conc npu-
MUTUBHO PEKYP3UBHA (YHKIU]jA. ]

Ckpaheno hiemo nucatu a x b ymecro conc(a,b).

IIpumep 4.1. Pynruyuja num(n) xoja 3a 6poj n ysuma epedHocm Koda 3a Hy-
MEPAN T J€ NPUMUMUBHO PEKYPIUBHA.
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/loxas. IJoBOJLHO je mpuMeTUTH Ha je:

num(0) = 8

num(s(n)) = 24 x 1« num(n) x 3
Jep cy 8, 24, 1, 3 penom komoBu 3a 0, S, 1eBy 3arpany u AeCHY 3arpamy. L]

Teopema 4.1. Jlozuuke onepayuje ne2upamwa, OUCJYHKYUJE, €23UCMEHUUJAAHE U
yHuBep3aste KeaHMUPUKYUfe U CYNCMUMYUCana Mepma YMecmo caoboodre npo-
MEHDUBE CY NPUMUMUBHO PEKYPIUBHE.

Zoxas. Hera je xr kox 3a HeKy GOPMYIIy, KOJ 3a HErauujy oBe opmyiie nobduja
ce u3 neg(x) =7+ x, 3aT0 mwWro je 6poj 7 Kox 3a cUMOGOT —.

3a mucjyHruujy nse GopMmyie ca KOTOBUMA T U Y penoM Baxku disj(x,y) =
1xx*x9xy=x3, 3aro mTo cy 6pojeBu 1,9,3 pemom KomoBU 3a JIEBY 3arpay,
MUCJYHKIM]y W mecHy 3arpany. OmaBme MOKEMO JIaKO W Ae(PUHUCATUA KOH-
JYHEIUjy nBe GopMmyse ca KOITOBUMA T U Y:

conj(z,y) = neg(disj(neg(z),neg(y)))

AKO je v KOI MPOMEHJbMBE y OMHOCY Ha KOJy BPIIMMO €r3UCTEHIV]aJHy
KBaHTU(DUKANM]Y POopMyIie ca KonoM = Baxku exquant(v,r) = 11xvkx jep je 6poj
11 xon 3a cumGon 3. CinyHO 3a yHUBEP3AJIHY KBAHTUGUKAIU]Y uquant(v, ) =
13 xvx*x.

Iloka3 3a CyNCTUTYNM]y je€ HEIITO KOMIIMKOBAHUJU W WUOAEJHO je CIMYaH

nokasy Teopewme [4.2] O]

On crkymoBa m3pasa 3a Hac Ne Haj3HAYAJHUjU OUTH CKymoBU (GOpMysIa u
pedeHuna. VHTYUTHUBHO BUAUMO Oa je €(PEeKTUBHO ONJIYYMBO Ha JU j€ HEKU
HU3 cuMGboua 3ampaBo ¢popmysa (uiaum peuennna). Craemeha teopema oBo u
(opMaJHO TBPIU.

Teopema 4.2. Cxynosu gopmyaa U pevenuya cy NPUMUMUEHO PEKYPIUBHU.

Hamomena. Axo je jesux y xome padumo camo pexypsusam, ¢ He NPUMUMuUEHO
pexypausar kao L4, y mephewy 2ope mpeba obpucamu pew npumMumusHo.

/loxas. 1lpBo, mokazaheMo ma cy yHapHa pejaanuja ’a je KOO 3a MPEeAUuKaT u
OuHapHa pesalyja ’a je KOO 3a n-apHu NpeauKaTr’ TPUMUTUBHO PEKYpP3UBHE.
dyurnuja f(n,i) = 22-3"-5' je IPUMUTUBHO PEKyP3UBHA, a4 CAMUM TUM U HeHA
penanuja rpada a = f(n,i). OmnmaBme ce OrpaHUUYEHOM E€r3UCTEHUIjAJTHOM
KBAaHTU(UKAIMjOM n00Ujajy TpaskeHe pesalnuje:

In <adi<ala=2*-3"-5) u Ji<ala=2" 3" 5.
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CiumyHO ce MOKe MOKa3aTU o Cy penanuje ' a je Kom 3a IPOMEHJUBY , ~a je
)

KOJ 3a (yHKIUjCKM cuMOos’, "a je Kox 3a n-apHu (YHKIUjcKu cuMbon’, "a

je ron 3a xoHcTauTy’ (omHocHO ¢yHkIUjy 0 MecTa) u "a je KOI 3a ATOMCKU

repMm” (OAHOCHO KOHCTAHTY WJIY IPOMEHILUBY) IPUMUTUBHO DEKYP3UBHE.

Capna mokasyjeMo u na je peramnuja s je KOA 3a aTOMCKY (popMysry”’ mpu-
MUTUBHO PeKyp3UBHA (IOAyIIe y CIEIUjaHOM CJIyuajy Kala HUCY IPUCYTHU
GYHKUMjCKM cCUMOOIM HUTU 3HAK jeMHAKOCTHU). 360r pazyMIbUBOCTU IIHAIIEMO
Ha cienehm, mMame ¢opmaaH HaUMH, S je KO 33 aTOMCKY (OPMYJY aKO U
camo ako mocroju n < len(s) Tako ma Basku ciaenehe:

len(s) =2n+2 A

ent(s,0) je KOI 3a n-apHU NpeauKaT A

ent(s,1) =1 (kox 3a sneBy 3arpanmy) A

3a cBako i, 1 <i<len(s)—1:
ako je i mapas, ent(s,i) je KOI 3a ATOMCKU TepM A
ako je i Hemapas, ent(s,i) =5 (kox 3a 3ape3) A

ent(s,len(s) —1) =3 (rox 3a mecHy 3arpamuy).

[Ipu medpuuucamy kKana je S KOX 3a IPOU3BOBHY (GOPMYIY, HE MOXKEMO OUTH
Tonuko mupekTHu. IIpBO mepmEMmemo wus gopmupamwa Gomyne F kao Hu3
dopMyIa y KOjeM je cBaka popMyIa UIM ATOMCKA WX je ToO1jeHa HeraIyjoM,
[IVC]YHKIjOM WJIY €r3UCTEeHIN]AJTHOM KBaHTU(GUKAL]joM (OopMyIie/ia Koje ce
[I0jaBJ/bY]y PaHUje y HU3Yy, U IPUTOM je mociensma Gpopmyna au3a bam F'. Heka
je HU3 PpopMupama pedykosan aKO je CBAKU UJaH TOr HU3A MOTHOPMYIa O
F' n ako ce cBaka mordopmyna F'y Hu3y mojaBibyje TadHO jemanmyT. Ha
nprMep, peaykKoBaHU HU3 popMmupama 3a popmyny (—F V G) A (FV -G), y3
npernocTaBky na cy F' u G aromcke ¢opmyie, 6u Morao 6mTu HU3:

(F,G,—~F,-G,~FVG,FV -G, (-FVG)A(FV-QG)).

HacraBmajyhm mam mokas, s je Kox 3a GopMysIy akO X cCaMO aKO IOCTOjU
HEKO T KOje je Kox 3a Hu3 popmupama Te popmyne. Pemamuja ”r je xonm 3a
HU3 ¢opMUpama (GopMyJse ca KOIOM S’ je NPUMUTHUBHO DEKyp3WBHA jep je
€KBUBAJIEHTHA Ca:

3a cBako ¢ < len(r) Basku:
(ent(r, i) je Kom 3a aTOMCKY ¢Gopmyiay V
3a HeKO k < i, ent(r,i) = neg(ent(r,k)) V

3a HeKO k < i m Heko [ < i ent(r,i) = disj(ent(r, k), ent(r,1)) V
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3a HEKO k < i m HeKo e <1, ent(r,i) = exquant(2 - 5% ent(r, k) V
3a Heko k < i u Heko e < 1, ent(r,i) = uquant(2 - 5%, ent(r, k))) A

ent(r,len(r) — 1) = s.

Hwuje Temrko nokaszatm ma he ako je s kox 3a (OPMYJIy yBEK IOCTOjaTU KO
7 3a peayKoBaHM HU3 GopMupama, Takas ma je r < w(len(s))¥ent)T) = f(s).
[Ipumerumo na je f(s) IPUMUTUBHO peKyp3uBHA (GyHKIUMja. 3060T TOra ce y
IOCJIeIEheM TACYCy ~ aKO MOCTOjU HEKO 7”7 MOyKe 3aMEHUTHU ~ aKO MOCTOjU HEKO
r < f(s)”, us wera cnemu ma je penanuja ”s je kom 3a GopMyIry” NPUMUTUBHO
PEKyP3UBHA.

Rana cy ¢ymrmujckm cumboinm m cuMOOJI jeTHAKOCTU ITPUCYTHU, MOPaJIA
OMCMO MPBO yCHOCTABUTU IPEJVMMUHAPHE pe3yJsTaTe O HU3y (GopMupama 3a
TepMe U CXOJHO TOMEe IPOMEHUTU Ne(PUHUNN]Y 3a aTOMCKY (GOPMYIY.

ITa 6ucMo moKa3ajaud ma je CKYI peYeHUId TPUMUTUBHO PEKYpP3UBAH, MO-
panu OucMO jom na meUHUIIEMO pejlalujy Koja IpoBepaBa Ha JU je HEKO
I0jaB/bUBAKE€ MPOMEHJBPVBE BE3aHO WM HE, a 3aTUM Ja IPOBEPUMO A4 JU CY
CBa MOjaBJ/hbUBaKa MPOMEH/BUBUX Be3aHa. 3ocTraBmamMo metadbe. [

Caenu jom jemma OuTHA TeopeMma, YMju he MOKa3 3aBUCUTU O TOTA KOjY
CMO MOKa3HYy IPOIenypy m3abpaJu.

Teopema 4.3. Axo je I pexypsusan cxyn peuenuya onda je pesayuja ’Y je dokas
pewenuye D 00 npemuca I'” pexypsuena.

O0uvHO ce oA apUTMETU3AIMjOM CUHTAKCE MUCIU Ha TPETXOIHE 3 Teo-
peMe U BUXOBe IIOCJIeaulle.

4.2 KRopucHu pe3yJraTtu

Osae hemo mokasaTu map pesyiaTara KOju he HAM KacHUje OUTU KOPUCHU.

Teopema 4.4. Ckyn peuenuya xoju je dokazus nosazehu 00 damoz pexypausHoz
ckyna pevenuya I je pexypausno nadpojus.

Zoxas. Teopema HaM 3aIIpaBO FOBOPHU 14 je pejamnmja;:

R(r,d) <= r je kox 3a pedeHwuny,

d je Kom 3a memyKIUjy Te pedeHure m3 cryma I,

perypsuBHa. OHIOa je CKyI KOIOBa 3a peYeHuIle NOKasmBe u3 I pexyp3uBHO
Habpojus, jep je ou ycrBapu S(r) < 3Id R(r,d) [
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3a Teopujy T KaykeMO Ia je PeKyp3WBHA aKO jeé CKYI KOJOBa HEHUX TeO-
peMa pekyp3uBaH.

Teopema 4.5. Hexa je T axcuomamuszabuana meopuja. Axo je T nomnyna onda
je u peKYP3UBHAQ.

Lloxas. To mro je T akcmoMaTm3adbUIIHA TEOPUja 3HAYUU M4 MOCTOJU PEKYP3U-
BaH CKyIl pedeHurna [' m3 Kojer cy mokasuBe cBe peuenurie y 1. Hexka je T™
ckyn komoBa teopema on 1. Ilo mpommoj Teopemu je T pexkyp3uBHO HAOPO-
juB ckymn. Tpeba ma moraskemo na je ckyn 1% perkypsuBan. Aro 6u ce 3a
Hery peuenuny R mecuno na cy R u —R teopeme Teopuje 1, ouna 6u T 6uo
CKyIl CBUX peUeHHIa, Koju je pexypsusar no Teopewmu [4.2]

To mro je T' mornyHa Teopuja 3HaUYM Oa je 3a cBaky pedenunyy R mmu R
TeopeMa oBe Teopuje. Ilocmarpajmo kommiement ox T ckym 1%, Oaj ckym
je 3ampaBo yHuja ckyma X OpojeBa KOjU HUCY KOJOBU 33 PEUYEHUIE U CKyIa
Y peuenuna uuja je meramuja teopema 1. Kako je peKyp3uBaH KOMILJIEMEHT
on ckyna X, OQHOCHO CKyI CBUX pedeHuna, To je mo Teopemmu [2.1)(y) u X
pekypsuBan. Hera je Thmr(y) pekyp3uBHO HaOpojuBa pesanmja Koja HaM
roeopu na au je y Kon teopeme teopuje T'. Ckyn Y je oHZa CKyn CBUX Y 3a
koje je Thmr(neg(y)), To ject ckyn KomoBa uuja je Heramuja teopema om T’
(kopucTrMO TO Ha je T moTmyHa Teopuja), IPUMETUMO U A4 je OBa pejaluja
nobujeHa CyICTUTYIIMjOM PeKypP3UBHE pejaluje neg y PeKyp3nuBHO HAOPOjUByY
penamujy Thmyp. OnaBne cienu na je ckym Y PeKyp3UBHO HAOPOjUB, CaMUM
UM je u yHUja X U Y PEeKyp3uBHO HAOpPOjuBA.

Omasze cy ouna T* u T* pexyp3uBHO HAOGPOJUBM CKYIOBH, 1A j€ MO MPUH-
muny koMmmiiemertapuoctu (Teopema ckyn 1™ m pexkyp3uBaH, mITO je Tpe-
0aJio0 mOKa3aTu.

]



5 PenpeseHnTadbuyHoOCT

Y mpounIOM MOTJIaBJ/bY TOBE3ATN CMO HAII PAL O PEKYP3UBHUM (QyHKIMjaMa Ca
nojMoBuMa (popwmyiie, peuenure u nokasa. Cama hemo oBe obiacTu moBe3aTu
y npyrom cmepy. Ilorkazahemo kako MokeMO ma mpudyaMoO O PEKYP3UBHUM
¢yHEIIjaMa Kopuctehm ¢popmysie je3anka apUTMETUKE.

5.1 Apurmermuka neduHaAOUIITHOCT

Hum vHaM je na moraskeMo Ja 3a OWJIO KOjy peKyp3uBHY (VHKIUjY f mocToju
dopmyrna pr, TakBa ma ako je f(a) =0b onma je Vy(¢r(a,y) < y =b) rauno y
CTaHAAPAHO] MHTEPIPETAIUJU jE3UKA aPUTEMTUKE.

Ckpaheno hemo ymecTo TayHO y CTaHmapAHO] WHTEPIPETANU]U je3UKa
apUTMETHUKE MUCATU CaMO TadHO.

dopmyna F(xr) apurmermukm mepuHmme ckyn S aro 3a cBako a € Ny
Bazkn: a € S ako m camo ako je F(a) rtauno. Ilpupommo ce oBaj mojam
npommpupyje Ha n-apHe pesamuje, popmyna F(xy,...,T,) apUTMETAYKA e~
¢uHMImE n-apHy pesnanujy R ako Baxkwu:

R(ay,...,a,) ako u camo je F(aq,...,a,) TA4HO.

Axo mocToju hopMysia KOja apUTMETUUKN Ae(UHUIIE DEAIjy KaKeMOo aa je
Ta pesalyja apUTMETUYKN nedprHadmIHA uin cKkpalleHO apuTMEeTUUKA.
dyurnuja f je apuTMeTHMUYKa aKO MW caMO aKO je HmeHa pejanudja rpada
aputMernyka. Ha nmpumep, yHapHa ¢yHKIUja [ je apuTMeTHYKa aKO IIOCTOjU
dopmyna F' takBa na je 3a cse a,b € Ny, f(a) =b ako u camo axo je F(a,b).

IIpumep 5.1. Ocrosre Pyrryuje cy apummemuyxe.
Hyna ¢yuruujy z(z) = 0 apurMmeruyry neduHume Gopmyia:
e.(r,y)=x=xANy=0.

33
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Oyuruujy cinenbenura s(x) apurmeruuku nepunume ciaeneha popmyna :
ps(z,y) =Sz =y.
[Ipojernumjy i-Te KOpAWHATE aPUTMETUYKA AedumHUIIE hopMyTa:
Cid(T1, .. T Y) Exy =TI N ANxy =2, ANY = 350
IIpumep 5.2. Cabupamwe v mHoxcemwe cy apummemuyure pynryuje.

Cabupame 1 MHOXKEHE apUTMETUYKA JeGUHULNTY PenoM (hopMyie:

g0+(x1,x2,y) =T1+x=yY U @-(551,11327?!) =TTy =Y.
IIpumep 5.3. Pynruuje Kosuunuka v ocmamra cy aPUMMEMULKE.

dyHKNUje quo U Tem apUTMETUYKN AeQUHUILY penoM (GopmyJie:

Cquo(T1,T2,Y) = (22 = 0Ny =0) V Iu < z3(x1 = 29 - y + 1),
Orem (X1, 22,Y) = (2 =0Ay=21)VIu<z1(y < T2 ANT1 =022+ Y).

sRemuMo na moraskeMo na Cy CcBe peKyp3UBHE (YHKIVje apUTMETUYKE.
[Tomro cmo Beh moka3anu na cy OCHOBHE (DYHKIMje apUTMETUYKE, TOBOJHHO j€
cal MOKa3aTHU Ja Cy KOMIO3WUIUja, MPUMUTUBHA PEKYP3Wja M MUHUMU3AI]A
HEKOJIMKO apUTMETUYKNX (YHKIMja Takobhe apuTMeTwdka (yHKIH]a.

Heka cy f m g ynapHe ¢yHKUMje 1 HEKA UX PEIOM apPUTMETUUKU Te()UHU-
my ¢opmyne ¢y u @,. Huxoy xommosunujy h(a) = g(f(a)) apurmerudrn
nepunumne ciaeneha gopmyia:

en(,2) = Jy(wr(x,y) A py(y, 2)).

CnuvHO ce MOKe apUTMETUYKN Ae(PUHUCATA KOMIIO3UIMja 3a (GyHKIUje OUiIo
KOje apHOCTU.

[Ipu neduHMCaBm,y TPUMUTUBHE PEKyp3Uje MMaMO MAaJO BuIle Ipobiema.
IIITa 6w HaM OMIO KOPWCHO je ma MMaMO HAYVH Na KBAHTU(PUKY]EMO IIPEKO
HM30Ba NMPOM3BOJbHE nyskuHe. Ha mpumep, Heka je f yHapHa (QyHKIUja deduUH-
rcaHa OPUMUTUBHOM pekyp3ujom Ha cienehwm maums f(0) = ¢ u f(s(x)) =
g(z, f(x)). Hda 6u m3pasuau f(n) =y skesean OUCMO Ia MOMKEMO HA KAKEMO:
MMOCTOjW HU3 ag, 41, - - - , n TAKaB 14 je:

ag = C
3a cBako < n  ¢(i,a;) = ajq

an =Y.
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Mebytum, mormka mpBor pena Hema yrpabeny oBakBy moryhwoct. OBaj
npobJieM pemmo je omer caMm ['emen mepuHMCcameM Tako3BaHe [ QyHKOUje.

Jlema 5.1 (Jlema [ ¢yurumje). 3a ceaxo k u ceaxu wuz bpojesa ay, ..., ax,
nocmoje bpojesu s u t maxeu da 3a ceaxo i, 0 < i < k eamcu [(s,t,i) = a;.

Noxas. ®ynrumjy [ 3anpaBo meduHUIIEMO Ha ciaelehum HauwmH:
B(s,t,1) =rem(s,t(i + 1)+ 1).
Cama Tpeba mokasaTu ma MOCTOje OpOjeBU s U t TaKBU 14 je:

s=ay (modt+1)

s=a; (mod 2t+ 1)

s=a, (mod (k+1)t+1)

Oso TBpheme he ommax caemuru, u3 Kunecke meopeme o ocmayuma, ako Ha-
bemo t Tako ma cy 3a cBako i,j 1 <1i,7 < k+1 6pojeBut-i+1ut-j+1 y3ajuuo
npoctu. Ilpurom ¢ Mopa m OGUTU JOBOJFHO BEJIUKO, Tj. MOpPaA BAKUTU G; <
t(i+1)+1. Heka je a,, = maz{ag,...,a;}, noBomwno je yzetu t = (a,+1)!-(k+1)!.
OBo t je cBaKaKO MOBOJHPHO BEJUKO, HOKAKUMO I 33I0BOJHABA U IPBU YCJOB.
[IpermocraBuMO cynpoTHO, na t-i+ 1 u t-j+ 1 HUCY y3ajaMHO IPOCTU U HEKA
je d > 1 wuxos H3I. OnaBne 3akmyuyjemo na d | t(j — i), nako ce Buau na
d u t mopajy 6utu ysajamuo npoctu. Cuemu nma d | j — i mehyrum kako je
j—i<k+1 nobujamo d | j —i, d| (k+ 1) us mocnenme mesuBOCTU CaemU U
d|t=(an+1)(k+1)! koETpaTUKIHT]a. []

dopmyna Koja apurMeTnykmn aepuHUIIe [ GYHKIU]Y je:

(1, T2, T3,Y) = @rem(T1, (T3 + 1) - 22+ 1,y).

Cana MokeMO 1a HaCTaBUMO Ca APUTMETUYKUM Ne()UHUCAHEEM IIPUMUTH-
BHe pekyp3uje. Heka cy f u g penom yrapua m TepHapHa (QyHKIUja KOje CY
apUTMETUYKN JepuHucaHe GopMyIaMa Qf U g4, U HeKa ce QyHIEuja h noduja
Ol BUX IPUMHUTUBHOM pekyp3ujoM. Popmyiia Koja apUTMeTUUYKU AeQUHUIIE
h je @n(z,y,z) = IsIte rme je ¢ roHjyHkuMja ciaenehe Tpu popmyie:

Fu(ps(s,t,0,u) A py(z,u)),
Vw <y Judv(pg(s, t,w,u) A pg(s,t, Sw,v) A py(z,w,u,v)),
90/8(5,t,y, Z)
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Kouctpykumja je Bpio ciauvHa 3a GyHKOUje OUIO KOje apHOCTU.

Ocrana HaM je jom camo onepanuja MuEHMM3anuje. Heka je ¢pyrkmmja g
nobujeHa on OuHapHe ¢yHEnuje f MuHnMmmsanujoMm. Heka je f apurmernyru
nepuHUCaHa (QOPMYJIOM ¢ OHZA je (YHKIUja ¢ apUTMETUYKM Je)UHUICAHA
(hOopMyIOM:

oo(z,y) = pr(z,y,0) AVz <y Ju(ps(x, z,u) Au # 0).

Omer, KOHCTPYKIMja je canyHa 3a (QyHKIUje OUI0 KOje apHOCTH.
OBuMe cMO 0paIUIN BEJIUKA €0 MOCaa TOTpebaH 3a qoKa3uBame caenehe
BasKHE TeopeMme.

Teopema 5.1.
(a) Cee pexypsusne gynrkyuje cy apummemure.
(6) Cse pexypsuene u pexypausHo Habpojuse peaayuje cy apummemuixe.

Zoxas. (a) Kako cMO moka3anu ma Cy OCHOBHE (yHKIUje apUTMETUYKE U 14
Cy KOMIO3WINja, MPUMUTUBHA PEKypP3Wja W MUHUMU3AIMja HEKOJMKO apPUT-
METUYKUX (PYHKIMja apUTMETUYKA, MOKEMO 3aKBbYUNUTU & Cy CBE PEKYP3UBHE
GYyHKIMje apUTMETUYKE.

(6) Herka je R m-apua penamdja u Heka je [ meHAa KapaKTepPUCTUUHA
¢yurmuja. M3 (a) 3axmpydayjemo ma mocroju ¢popmyna @g(zi,...,T,,Y) Koja
je apurmermukn nedummme. Ompa p(zi,...,2,) = @p(21,...,2,,1) apur-
MeTUYKM neduHuine penanujy K.

[To meduuUIMju, pPeKypP3UBHO HAOpPOjUBe pesaluje ce modujajy ersmcTeH-
IIIjaJTHOM KBAHTU(UKAIM]jOM DeKyp3uBHUX pesanuja. Heka je S pexkyp3uBHO
HaOpojuBa penanuja 0OIUKA

S(x1,. .., xn) & 2Q(x1, ..., 2y, 2),
aKo ©g(x1,..., Ty, 2) ApUTMETUYRN OdeduHuie peranujy () popmyia:

Jzpo(z1, ..., Ty, 2),
ApUTMETUYKU NeQUHUIIE DeJanujy S. [

OBaj pe3ynrar MOKEMO W na OjadyaMoO, TAKO IITO NeMO ma Ie(UHUIIEMO
pasnuunte BpcTe popmyna. Pehn hemo na je popmyna ememeHTapHa ako je
n3srpabena on aroMckux ¢opmyna kopucrehm camo Heranujy, IVCjyHKIU]Y,
KOH]YHKIIjY U OrpaHuYeHe kBaHTuuranuje Ve < t u dr < t. Popmymna je
J-esremeHnTapHa ako je obsnuka JrF rae je F' enmemenTapHa (OpMyIia, CIMIHO
ce nepuHUITY V-ejeMeHTapHe OpMYyIIe.
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Hepuunmuja 5.1. Jsee gopmyse ¢ u 1) (ca wa npumep dse caobodne npome-
HAOUBE) CY APUMMEMUYKY eKsusasenmue ako je 3a cee bpojese a,b € Ny ¢(a, b)
mauno axo u camo axo je p(a,b) mauno.

Teopema 5.2.

(a) Csara eaemenmapra Gopmyasa je apummemuuky exeusanenmua Hexoj
J-eaemernmaproj gopmyau.

(6) Hucjynruuja (kowjynrkyuja) dse 3-eaemenmapre gopmyae je apummemuwri
eKeuUBaAEHMA I-eNeMERMAPHO] POPMYAL.

(u) Popmysa dobujeHa 02PaAHUMEHOM €23UCTNEHUUJANHOM (YHUBEPIAAHOM) KEAH-
mugurayujom I-esemernmapre Gopmyae je apumMemuIKy exeusasermma 3-
eneMENMAPHO] Popmyau.

(0) Popmyaa obujena HeoePAHUYEHOM e23UCMEHYUJAAHOM KeanmuPurayujom 3-
eneMermapne Gopmyae je apumMemuuKy exeu8alenma ca 3-eaeMenmaprom
popmyaom.

Jloxas. (a) Enementapua Gpopmyia ¢ JOTUYKA je €eKBUBAJIEHTHA J-€JIeMeHTaAD-
HOj dopmymm Jt(t =1t A ).

(6) ®opmyna Jre(x) A Jyi(y) apuTMETUYKM je CKBUBAJICHTHA J-€JIEMECH-
tapHO] popmyau JtIr < tJy < t(p(x) AY(y)). ok je Jxp(x)V Iy (y) nornukn
€KBUBAJICHTHO J-eseMeHTapHO] popmynu It(p(t) V i(t)).

(y) Popmyna Jy < z3ze(x,y) je NOrMUKM €KBUBAJEHTHA J-€JIEMEHTaPHO]
drdy < ze(x,y). Hok je Yy < z3xp(r,y) apUTMETUYKNA E€KBUBAJIEHTHO (HOP-
Myan JtVy < z3dz < te(x,y). Y jemHOM cMepy MMILIMKAIMja je JIOTUYKA, a
y IPYrOM KOPUCTHMO YMHCHUILY 4 3& CBAKM KOHAUYHU HU3 OpojeBa Ii,..., T,
noctoju 6poj t Behu o cBUX HUX.

(0) Popmyna JrIyp(zr,y) je apUTMETUUKN €KBUBAJIEHTHA J-€JIEMEHTaPHO]
dopmynu Fx < ty < to(x,y). []

Ipumernmo canma na cy cBe gopmyiie kopumhene y moka3y Teopeme [5.1]
3alpaBO apUTMETUYKYN €KBUBAJIEHTHE J-eleMeHTapHUM (popmyitama. V3 oBora
nobujamo ciaenehy memy, Koja je mobosmame Teopeme 5. 1|

Jlema 5.2. Ceaxa pexypsusna PynKkuyuja Uiy pexypsusHo HabOpojuea peaayuja
MONCE Ce aPUMMEMUYKY Jeurucamiu I-esemMernmaprom opmMysom.
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Hera je pyHEIUIja KOja ce MOKe apUTMETUYKU NePUHUCATUA eJIEMEHTAPHOM
GOPMYTIOM enemenmapha GyHKyuja.

Canemeha sema, Kojy HaBOIMMO 0e3 OOKa3a, Ne HAM 3HATHO OJIAKIIATH
IOKA3 J1a Cy CBE PEKypP3uBHE (QYHKIMje penpezenmadusre y onpeheroj reopuju
apurMmeTure, Q.

Jlema 5.3. Ceaxa pexypsuena pynruyuja ce moxce dobumu KOMNOZULUJOM 00
EAEMEHMAPHUT GYHKUUIA.

Hanmomennmo jom caMo na ce He MOKE CBakKa PEKyp3UBHA (DYHKIUja apu-
TMETUYKU Ae(OUHUCATU eJeMeHTapHOM (POPMYJIOM.

5.2 PenpesenradbumHoct y Q

IIpe Hero mro nepUHUIIEMO MEOPUTY MUHUMAANE apumMMemure, Kojy hemo
O3HAYaBaTU Ca QE], MOpaMoO Ae(pmHMCATH IOjMOBe NePUHAOUJIIHOCTU U pe-
npe3eHTadbmiHOCTM y Teopuju 1.

Hexka je T xomsuctenTHa Teopuja, pehm hemo na je ckyn S nepuunabunan
y Teopuju 1" ako mocToju GopMyia ¢ TakBa Ia je:

THe(n) ako jen € S u
TH-p(n) arko jen & S.

3a GopMyIy ¢ KaskeMo Ha nedumHume oBaj ckyn y teopuju 1. OBa nedunun-
nUja JIAaKO Ce reHepau3yje Ha MPOU3BOJbHE pesanudje. Ay ce MCIOCTaBIba
na je depunabuarocm Pynryuje Mame KOPUCHA O MaJO APYyTadHjer HojMa
penpesenmabuarocmu pynxyuje. YHapHa ¢(yHEIUja f je penpe3eHTaOUIHA Yy
reopuju T ako u caMo ako moctoju popmyna ¢(x,y) 3a KOjy BarKu:

ako je f(a) =bonma je T+ Yy(p(a,y) < y=0>).

Raxxemo ma dopwmyina ¢ 3a KOjy oBaj yCJIOB Baku penpe3eHTyje GpyHruumjy f
y teopuju 1. TlomenyTu yciaoB je Jorumuku ekBuBajeHTaH ca ¢(a,b) AVy(y #
b= —p(a,y)). ok 6u nepuHabUIHOCT QYHKIKjE 3aXTEBATIA CAMO Aa MOKEMO
nokazatu p(a,b), u na 3a mpon3BoOLHO ¢ # b MOkeMO Ha mokaskeMo —p(a,c). Y
teopuju Q mocrojahe peuveHure yrja ce CBaKa MOjeIMHAYHA WHCTAHIA MOYKE
noKa3aTu, OOK reHepaJiHo TBphemwe mehe Outu morkasuBo. I[Ipumep 3a To je
npocra peuennna Vr(l +x = x + 1), Koja ce He MOKe MOKA3aTU U3 AKCUOMa
Q, ok ce 3a 6uio KOju OpPOj n Moke mokaszatu 1 +n=mn+ 1.

'Y mureparypu Q yecto o3nauaBa PoGMHCOHOBY apuTMeTHKy. POOGMHCOHOBA apUTMETHKA
je y HeKuM IoTrJIeqVMa jada, a y HEKUM cjaabuja oI Teopuje MUHUMAJHE apUTMETHUKE.
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Hanomenumo jom camo na ako je T cinabuja teopuja ox T’ (ckym Teopema
T* je moxckyn teopema 1') pempesentabunnoct y 1% mMnaunupa penpe3eH-
rabunuoct y 1.

Konauno HaBOIMMO aKCMOM€E€ MWMHHUMAJIHE apUTMETHUKEe Q

(Q1) V(0 # Sz)

(Q2) VaVy(Sr = Sy = z = y)

(Q3) V(x40 =x)

(Q4) VaVy(z + Sy = S(z +y))

(Q5) Va(x-0=0)

(Q6) VaVy(x - Sy =x -y + x)

(Q7) Vo (-x < 0)

(Q8) VaVy(z < Sy < (. <yVaz=y))
(Q9) V(0 <z <z #0)

(Q10) VaVy(Sz <y e (r <y A Sz #y))

Teopuja Q je oHma CKyI CBUX PEUYEHUIA MOKA3WBUX Mojga3denu ox OBUX aKCU-
oMa. AKcumoMe MUHUMAJIHE aPUTMETUKE HUCY NOBOJLHO jake ma MOKaKy BeNuHy
pesyiaTaTta Teopuje OpojeBa, Mama OM CBAKM CKYN aKCUOMa KOju je ~ aaeKBa-
Tan” 3a Teopujy O6pojeBa MOpao ma UX HOKaKe (a ako MX IOKa3yje MOMKe U
na mx uMma kKao akcuome). IlocraBma ce murame 3amTo OM yONIITE MOCMa-
Tpaau oBako ciaalby Teopujy (kKoja He Moxke ma mokaske Hu Vr(r+1=1+ux)),
UCIOCTaB/ba ce mnak na (Q Moke Oa JOKasKe CBe J-eJIeMEeHTApPHE pPEeUeHUIe
je3uka apuTMETHUKEe KOje Cy TadHe y cTaHmapanoj marepupetamuju. lllrTa je
JOIIl MHTEepECAHTHU]Ee je ma ce mpBa l'emesioBa TeopeMa O HEMOTIIYHOCTU MOKE
[OKa3aTU 3a CBAKy TeOpujy kKoja caap:xku @, momro je () ciaba Teopuja
HAII pe3yaTaTr HemormyHoctu he 6utu yrom cHasxkuuju.(Ocum na 3anpke Q,
Teopuje Ha Koje ce omHocu npBa ['enesoBa TeopeMa Mopajy ma Oymay KOH3UC-
TEHTHE U aKCUOMATU3abUIHE )

Capnma mpesa3mMo Ha JOKa3e IVIABHUX TeOpeMa Be3aHUX 3a Teopujy Q.

Teopema 5.3. Luno koja I-esemenmapra peuenuya je mauna ako U camo aKo
je meopema 00 Q.

Zloxas. TlomTo cy cBe akcuome Teopuje Q TauHe, U3 TEOPEME O CATIACHOCTHU
nobujamo ma cy u cBe teopeme on Q Ttaume. JIpyra cTpaHa €KBUBAJEHIIA]jE
3aXTeBa BUIIE MOCJA.

YucrtoMm morukoMm je moka3uBo m = m. W3 akcuome (Q1) je moras3umBo
0#1,0+#2,0+#3... U3 akcuome (Q2) ce morasyje 1=2=0=1,1=3=
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0 =2... VI3 nperxomua aBa 3amaskama caMoO KOpucTehu JOTURY ciaenu na je
mokaszuBo 1 # 2,1 # 3... Oner ropucrehu (Q2) mobujamo 2 =3 = 1 = 2,
2=4=1=3... kopucrehu u masonpe mokazano 1 # 2,1 # 3..., nobujamo
na je 2 # 3,2 # 4... norazuBo. Hacrasmajyhu ma mctu mosxke ce mokasaTu
m # n Kag rox je m < n. Ropucrehu cumerpujy je AHAKOCTU U YUHEHUILY A
aKo je m # n Baxku m < n WM m > n, MOXKE ce NOKa3aT! na je M # N Kan
romn je m # n.

Canma skenmuMo 1a TOKa:KeMO Ia Ka ron je m < n na je m < m IOKa3UBO,
a Kax rox je m > n ma je -m < m nokasuBo. Kopucrehu (Q8) mobujamo
r<1le(x<0Va #0), rako je (Q7) ~x < 0 mobujamo = < 1 & z = 0,
u3 dera ciaemu na je 0 < 1 moraszmsBo. Kako je 1 # 0,2 # 0... HOKa3UBO
YUCTOM JIOTUKOM 13 Tora u ¢ < 1 < x = 0 mobujamo ma je -1 < 1,22 <
1,-3 < 1 mokasuBo. Kopucrehu (@Q8) oner nobujamo z <2< (r <1Vzx=1)
kopucTehy mra ¢MO HPeTXOMHO JoKazaiau nobujamo ¢ < 2 & (r =0V =
1), onaBne ce mobuja ma je 0 < 2,1 < 2 m -2 < 2,-3 < 2... IOKa3UBO.
Hacrasmajyhu ma oBaj Hauun mobujamo ma je 3a OWJIO KOje M JOKA3UBO:

r<m < (x=0Vzx=1V---Vz<m-—1). (1)

W3 oBora cimemu nma je m < m AOKaA3WBO Kal I'Oom je m < n U 1a je -m < n
TOOKa3WBO Kal T'OI je m > n.

[Ipenazumo cama Ha cabupame 1 MHOXKEIE, /b HaM je a HOKaKeMO 1a
Kaa ron je a+b = c na je a+b = ¢ nokazuso. [lorkazahemo na je 2+3 = 5 unm
SS0+ SSS0=SSSSS0 norasuso. Kopucrehu (Q4) nokasmso je pemom:

SS0 -+ SSS0 = S(SS0+ SS0)
SS0 -+ SS0 = S(SS0+ S0)
S50+ S0 = S(SS0+0).

Kopucrehu (@Q3) je S0+ 0 = SS0 morasuso, rkopucrehu oo u Bpahajyhnu
ce yHa3al KpO3 MPEeTXOMHE jeTHAKOCTU AOo0MjaMo ma je MOKa3UBO:

5§50+ 50=S5550
§50+ S550=S555S50
§50+ §550=S5858550.

OBaj MeTon ce MO:Ke MPUMEHUTH y OIIITEM CIydYajy, ma mobujamo a + b = c
kan roxn je a +b = c. Ha cauuan HaumH ce m y ciaydyajy MHOKEHa MOKa3yje
na je a-b = c nokasuBo Kazm rox je a-b=c.

Cana mocmarpajMo ciaoskeruje repme. Ha mpumep, sxkeaumo na je (1+2) -
(3+4) = 21 nokasuso. M3 nperxonuux pasmarpama je 1+2=3,3+4=Tu
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3.7 = 21 nokasuso. Opnasne camo sorukoM mobujamo na je (1+2)-(3+4) = 21
nokaszuBo. Cawmuno je 3a O6uyo Koju 3aTBOopenu tepMm marpaben ox 0,5, -+, -
NOKAa3WBO KOja My je TadyHa BpemHocT. IlpermocTtaBuMo na aBa TepMa S U
t umajy ucty Bpenuoct m. Jloka3zuBo je s =m u t = m onakie je u S =t
MOKa3uBO. AKO mBa TepMma S U t uMajy pasiudyuTe BPeIHOCTU M U N, TOKA3UBO
je m # m omakne je u s # t morazmBo. CuMyHO Cy OOKa3WBE U CBe Tade
peuenure obauka s < t mw s < t. OBuMe CMO TOKa3aJjud Aa Cy CBe TauHe
aTOMCKEe U HETUpaHe ATOMCKE DEYeHUIE NOKA3UBE.

Cana mpesasmMoO HaA CIOKEHUj€ PEUEHUIle o1 aToMckux. [IpBo, mymia
Heralyja peYeHUIle MOKAa3UBa je aKO je pedeHuna MOKa3uBa. ROHjyHKIUja
IBE PEYEHMIIE je MOKa3uBa akKo Cy o0a KOHjyKTa MOKA3WBa, MUCjYHKIUja IBE
pedveHMIle je MOKa3WBa ako je Oap jemaH MUCjYHKT noka3uB. Heramuja kKoH-
JYHEIIje je mOKa3WBa aKO je Heramnuja Oap jenHOT KOHjyKTa MOKa3WBa, He-
ramuija IUCjyHKIMje je MOKa3WBa aKo Cy Heramuje oba MOUCjyYHKTa TOKa3WBE.
Kako cy cBe Taune aTOMCKe U HETMpaHE aTOMCKE PEUYEHUIIE NOKA3UBE, MOKa-
3UBe CY U CBe TAaYHe pedeHuIe OOJIMKA:

=51, =S, S1 A Sa, S1V .Sy, =(S1AS2), 2(S1V S,)

rome cy S; m Sy aTOMCKe WIM HerupaHe aTOMCKe pedenure. IlomaBimamem
OBaKBOT pa3MaTpalha Ha PEYeHUIle Cca BUIIE Heraluja, KOHjJYHKIUja U TUC-
jyarmmja nobuja ce qa cy cBe TadyHe pedeHunie 6e3 KBAHTU(PUKATOPA JOKA3UBE.

Y caydajy orpanudese kBaHTuUukanuje, kopucrehu (1), nmamo ma je 3a
610 KOjy Gopmyny () HOKA3UBO:

Vo <mp(z) <= ((0) Ap(1) A - Ap(m — 1)),
dr <mp(z) <= (p(0)Ve(l)V:---Vem—1)).

OBako je cBaka OrpaHUYeHa KBaHTUUKAIMja popMyie 0e3 KBAaHTU(PUKATOPA
MOKA3MBO €KBUBAJICHTHA DEYEHUIM Oe3 KBAaHTU(PUKATOPA, a OBA PEUYEHUIA je
IO TIPONIJIOM Iaparpagy mokas3uBa ako je TayHa. CIMYHUM apryMeHTOBAHEM
je m cBaka TauyHa peueHuIa qoOUjeHa HeTralurjoM, AUC)YHKIjOM, KOH]YKII]OM
U OrpaHMYEHOM KBAHTU(PUKALN]OM aTOMCKUX (OpMyJa Ooka3uBa. pyrum
pednMa CBakKa TAYHA EACMENMAPHa popmyaa je NOKa3MBA.

Konayno mocmarpajmo tauny J-emementapry peuenuny Jrp(z). Kako
je oHa TauHa IOCTOjU HEKO a 3a Koje je p(a) tauno. Kako je ¢(a) rauna,
eJleMEeHTapHA PEeYeHUIla OHA je IHOKa3UBa, a KAKO je MOKA3UBO (@) MOKA3UBO

je m Jrp(x). [l

Karko 0u mokazanu ma cy cBe pPeKyp3uBHE (QYHKIUje pelpe3eHTalduine y
Q norpebue cy HaMm ciaenehe mBe Teopeme.
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Teopema 5.4. Ceaka esemenmapra gyrwkyuja je penpezenmadbuara y Q uw mo
EAEMERMAPHOM POPMYAOM.

Loxas. VI3 akcroma (Q7) n (Q8) IpeTX0qHO CMO JOKA3AJIN:

r<m<& (zx=0Ver=1V---Vzr=m—1), (1)
camyHO TOMe ce m3 akcmoMa (QQ9) m (Q10) ce moske morazarn:

m<ze (#£OANT#LA--- ANz #m). (2)

Kao mocnenuny (1) u (2) mmamo x <mVz=mVz>m.

Cana meka je f yHapHa eseMeHTapHa QyHKIUja (IOKa3 3a QyHKUUje Apyre
APHOCTH je UCTU) U HEeKa eJeMeHTapHa (popmyna ¢(r,y) apuTMeTudIK nedu-
wume ¢yurnujy f. Kopuctmmo ¢ kKako Ou HAOpaBWIM HOBY eJ€eMEHTapHY

dopmyny ¢ Koja penpesentyje f y reopuju Q. 3a popmyuy ¥(x,y) yzehemo:
oz, y) ANVz <y—p(z,2).

[IpBo, Mopamo ma mokazkeMo na ako je f(a) = b ouna je ¥ (a,b) Teopema oxn
Q. Raxo je p(a,b) rauno u rarxo je —p(a,c) TauyHo 3a cBako ¢ # b mobujamo
na je u p(a,b) A\Vz < b—yp(a, z) Tauno, To ject ¥(a,b) je tauno. Kopucrehn
unmeHuny na je ¥(x,y) enementapua gopmyaa u Teopewmy nmobujamMo ma
je ¥(a,b) morasuso, Tj. ma je reopema teopuje Q.

Ilpyro, mopamo ma mokaxkemo na je Vy(y # b = —)(a,y)) Teopema on Q.
Pacoucyjyhu ¢ Tpeba ma mora:kemo:

Vyly # b= ~(ela,y) AVz <y—yp(a,z))). (3)
dopmyna (3) je JTOrMUYKM €KBUBAJIEHTHA Ca:
Vy(ela,y) = (y = bV Iz <yyp(a,z)). (4)
3ampaBo, HOBOJLHO OM OMIIO A& MOKAKEMO:
Vy(pla,y) = (y=bVb<y)) (5)
Jep (5) 3ajemuo ca p(a,b) mormukn nvmaunupa (4). I[Ipuvernmo na
Vyly<mVy=mVm<y) u Yy <b-p(a,y),

aormwuky uMmiumupajy (5).
Osume je morasano ma cy ¥(a,b) u Vy(y # b = —(a,y)) Teopeme Q, u3
uera caemm ga 1) penpesentyje [y Q. []
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Teopema 5.5. Komnosuyuja dee enemenmapre Gynkyuje je penpesenmadbuina y
Q u mo J-esemenmaprom Gopmysom.

Jloxas. Heka cy f u g nBe yHapHe eseMenTapHe yHKIUje (I0Ka3 3a QYHKIU]je
Ipyre apHOCTH je CIMYaH) U HeKa UX y (Q pelpeseHTyjy penoM popMyiie ¢f U
¢y Hera je h(z) = g(f(x)), rBpmumo na cremeha dpopmyina ¢, penpesentyje
hy Q:

Fy(er(,y) A gly, 2)).
Hexra je f(a) = b u ¢ = h(a) = g(f(a)) = ¢g(b). Kaxro je f(a) = b u raro ¢y
penpesentyje f caemeha ¢opmyna je Teopema Q:

Vy(prla,y) <= y=0b). (1)
Kaxo je g(b) = c u xakro ¢, penpesenryje g creneha popmyrna je reopema Q:

Vz(py(b, 2) <= z=rc). (2)
Ila O6um mokazasu nma @ penpeseHTyje h Tpeba ma mOKasKkeMO Oa je:

Vz(3y(pr(a,y) Apyly, 2)) <= z=rc), (3)

reopema teopuje Q. Mebyrum, (1) u (2) moruuku wMmmauimpajy (3), uynme
je IOKa3 3aBpIIeH. ]

Canma cMo y mo3unuju m ga JoKaxkeMo cienehy BaskHy Teopemy.

Teopema 5.6.

(a) Cse pexypsusne gynryuje cy penpesenmadbuare y Q u mo 3-esemenmapHum
popmyaama

(6) Ceaxa pexypsuena peaayuja je dedunadbuata y Q u mo I-esemenmaprom
popmynom.

Jloxas. Ileo mon (a) omvax caemu us Jleme u Teopema u [5.5]

(6) Herka je R peryp3uBaH CKyn u [ HBeroBa KapaKTepPUCTUUHA (GYHKIUjA.
Heka J-enementapua dpopmyna Ito(x,y,t) penpesentyje fy Q. Ako je 6poj
ny ckyny R ouma je f(n) =1 u Q nokasyje Jtp(n,1,t). Aro n HUje y CKyIy
R ouma je f(n) =0 u Q moka3syje:

Vy(y # 0 = —3tp(n,y,t)),

nocebuo 3a y = 1, Q mokasyje —Itp(n,1,t). Cuemu na dopmyna Jte(x,1,t)
nepunume ckyn R y teopuju Q. Ilokas 3a peryp3uBHe pesanuje OMIO Koje
apPHOCTU j€ CIIMYaH. L]
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OsBume cMO mokasaiau cBe MOTPebHE pe3yarare 3a aHaau3y npse ['enemoBe
TeopeMe O HENOTIYHOCTH, MehyTuM 3a Apyry TeopeMy O HENOTIYHOCTH he
HaMm Outu; moTrpebHa Teopuja jaua on Q.

5.3 IleamoBa apuTMeTHKa

Y TpeTrxomHOM ONeJbKy HePUHUCAJIN CMO TEOPUjY MUHUMAJIHE aPUTMETUKE
(), mamomenynu cMO W ga (Q He MOKe Oa MOKasKe HEKe BPJO jeTHOCTAaBHE
V-esiementapue pedenurie. Hajouursienuuju HauymH Oa ce OBaj HEIOCTATaK
UCIPAaBU je Ha Ha HEeKU HAUWH T0AaMO ukdykyujy y Hamy Teopujy Q. C tum
y Buny nepunucahemo HoBu 6eckonavan (i IPUMUTUBHO PEKYP3UBAH) CKYII
aKkcumoMma. Y 3uMaMoO Ma Cy CBe pedeHune cieneher obJuka akcuome:

Vyp - - Vyr((A0) AVz(A(x) = A(Sz))) = VzA(x)),
rae je A(r) popMmyna Koja HeMa ApyTe CIOOOIHE TPOMEHILUBE OCUM T, Y1, - - - , Y-

[Teanosa apurmerurka PA je Teopuja kKoja ce mobuja momaBameM rope
HaBEeACHOT DECKOHAYHOI CKyIa aKCMOMa Ha aKCUOME MUHUMAJHE apUTMETUKE
Q. Ha nmpumep cunenehe nBe peuenurie cy akcuome PA:

(0+0=0+0A
Ve(0+2x =240 = 0+ Sz =S2+0)) = Vz(0+x=2x+0))

(1+0=0+1A
Vei(l+z=2+4+1 = 1+ 8Sx=8Szr+1)) = Ve(l+z=z+1)).

Teopuja PA je 3marno java on MmumauMasdne apurMmerure (. Cana je us
akcuoMa PA nokasmsa peuenuna VaVy(r +y = y + z). 3ampasBo, Teopuja
PA je moBomHa jaka ma moKaske CBe KJIACUUHE pe3yaTare Teopuje OpojeBa,
yrAByuyjyhu u tBphema momyT meopeme o npocmum 6pojesuma, YMjU CTAH-
napoHU TOKa3W KOPUCTE KOMIIJIEKCHY aHAJM3Y.



6 TeopeMe 0 HEHNOTIIYHOCTHA

Y TpeTXOmHUM IOTJIAB/EUMA YBEJIU CMO MPAKTUYHO CBY TEOPUjy TOTPEOHY
3a pa3dymeBame ['enenoBux TeopeMa O HEMOTIYHOCTH, TAKO Oa Cald MOKEMO
npehu HA HUXOBY aHAIUIY.

[IpBo moka3yjemo Oujazonainy Aemy, KOja Urpa KIBYUHY YJIOTY Y HOKa3y
IIpBe TeopeMe O HENOTIIYHOCTU. 3aTUM, IPeJa3rnMO Ha caMe TeopeMe O HeIOT-
IIYHOCTHM YW I'OBOPMMO HEIITO BHUIIEC O IbMMa W BbUXOBUM IIOCJHICAUIIaMa Ha Ma-
TeMaTUKy U GUI0300ujy MaTeMaTHUKE.

6.1 JIujaromasiHa Jiema

N3 pesynrtara nmoryiasiba O PeNpe3eHTAOUIHOCTY PEKYP3UBHUX (YHKIMja 3a-
K/bYUYjeMO & MOMKEMO Ja ~npuyamMo’ O PEeKyP3UBHUM (QYHKIMjaMa YHyTap
dopmanHux Teopuja apurmerure. V3 pesynrara morsaBmba O apuUTMETU-
3alUjU CUHTAKCE 3aKJbYydyjeMo na MOKEeMO mna ~HpuyamMo’ O pedveHuIamMa u
nokaszmMa (popMmasiae teopuje ropuctehm pekyps3usBre dpynruumje. Cuajajyhu
OBa MBa 3amaskama, MOKEMO na ~mpudaMo’ O pedeHulaMa U JOKA3MMa, YHY-
Tap GopMaHe TeOpHje apUTMETUKE.

Kmyuna smema morpebHa 3a NOKA3UBAKHE€ TEOPEMa O HEMOTIYHOCTHU jecTe
dujazonaana aema. Y cBom pany u3 1931. romunme Kypr I'emen je mokasao
caMoO H€eH CIEeIUjaJHH CIydaj, OOK je Pydoad Kapran Omo npBU KOju je MOKa-
320 BHEH OMIITU OOJIUK.

Y moryaBby O apUTMETH3alrjU CUHTAKCE Ne(PUHUCAIU CMO KOJ 3a CBAKU
uspa3 A jesuka apurMmeTure, oBaj kon 3sahiemo Iedeaosum bpojem 3a mapas
A. Axo je a I'emenos 6poj m3pasza A omma mymepaa a (S...S0 rme ce S
nojaBmyje a myra) 30BeMo [ edenosum wymeparom uspasa A u obeneskaBamo
ra ca A

Hedbumnunmja 6.1. /ujazonanuszayuja npouzsonroz uzpasa A je uzpas:
Jr(x =TATANA).

45
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Nako oBa mepumHMIIja MMa CMUCIA 3a IPOU3BOJLHE m3pal3e Hac he Ha-
jBume 3aHMMaTH ciaydaj kana je A 3ampaso ¢popmyna A(x), ca camo jemHOM
cJI060MIHOM TPOMEHJLUBOM x. ¥ ciaydajy na je A TtakBa ¢opmyiia, meHa IU-
jaromanmsamuja he Gutm noruukm exksuBasieHTHa pederunu A(TAT).

Jlema 6.1 (ujaromasmma snema). Hexa je T meopuja xoja cadpacu meopujy
MuHUMaAHe apummemure Q, onda 3a ceaxy gopmyasy B(y) nocmoju pevenuya
G maxsa da je b G < B(TGT).

Joxas. Iloka:kuMO IPBO Ia MOCTOjU IPUMUTUBHO PEKypP3UBHA (GyHKuUja diag
koja 3a ['emenoB Opoj uspasa A ysuma Bpennoct ['emesoBor 6poja mujaro-
masgusamnuje on A. Jlako ce Bumu ma Basku:

diag(a) = exquant(v,conj(j *  x v * z * num(a) * r, a)),

rme je v KOO 3a NPOMEHJLUBY T, a CJOBa j, [, z, 7 pemoM KOIOBU 3a 3HAK
jemHAKOCTH, JIEBY 3arpay, 3ape3 W JEeCHY 3arpauy.

Axo Teopuja T canpsxu Q, ouna je mo Teopemu ¢yurnuja diag penpe-
senrabunna y T. Heka dopmyna Diag(x,y) penpesenryje diag(x) y teopuju
T, To ject ako je diag(m) =n ouna je u r Vy(Diag(m,y) < y =n).

Heka je A(x) dopmyna Jy(Diag(z,y)ANB(y)) u Hera je a I'enenos 6poj pop-
myne A(x) u a wen [enenos mymepad. lepurnmmmo jomr G Kao peyeHUILy:

Jz(x = a A Jy(Diag(z,y) A B(y))).

Sanpaso G je Jz(r = a A A(x)), mTo je ynpaso mujaronanuzanuja ox A(zr) u
gorudkm je ekBuBaJieHTHa ca A(a). Pacmmcyjyhu peuennny A(a) mobujamo
Jy(Diag(a,y) A B(y)). Onasne je exkBuBanenuuja G < Jy(Diag(a,y) A B(y))
gorudka (TO jeCcT TayHa y CBAKOj MHTEPIPEeTANUji) U CAMUM TUM je mo [eme-
JIOBOj T€OpEMU O MOTIIYHOCTU NOKa3uBa y CBakKo] Teopuju. Jlakie mMmamo:

Fr G < Jy(Diag(a,y) A B(y)). (1)

Hexka je can g I'enenoB 6poj peuenunie G u HEKa je g meH 'enenoB Hymepad.
360r Tora mro je G mujaronanmsanuja ox A(x) mmamo diag(a) = g, u3 dera
cJIenun:

Fr Vy(Diag(a,y) <y = g). (2)
Hamwe u3 (1) u (2) mobujamo:

Fr G < 3y(y =g A B(y)).
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[Tomro je Jy(y = g A B(y)) noruuku exBusaseHTHo ca B(g) mobujamo:

Fr B(g) & Jy(y =g A B(y)).

Kornauno nmamo:

Fr G < B(g)

nnu apyrum peunma Fr G < B("GT), wro je n Tpebasio moxaszaTu. [

Jlema 6.2. Hexa je T konzucmenmmua meopuja xoja cadpacu Q. Crxyn 'edesosux
bpojesa ceur meopema meopuje T nuje dedunabunar y T'.

Jloxas. TlpernocraBumo cynpoTHo, na dopmyia 7(z) nepuaume ckyn Gr [ene-
soBux OpojeBa Teopema teopuje 1. Ilo qujaronaaHnoj JeMu MOCTOjU pEUECHUIIA
G 3a KOjy BasKu:

Fr G & 7 (TG

Heka je g I'emenos 6poj peuenune G. Iloraxkumo mpBo ma G mMopa Ourtwm
teopema on 1. IIpernocraBumo na G Huje Teopema Teopuje 1’ To ject g € Gr,
kako 7(r) mepuuume ckyn Gp y teopuju T mmamo Fp —7("G™). Anm kako je
Fr G < —7("G") mobujamo na je Fr G.

Kako je G reopema on T umamo g € G, a oner u3 Tora mwro 7(x) nedunure
ckyn Gr mmamo u b 7("G7). Anu ounma u3z by G < —7("G") nobujamo Fr —G.
Kako cmo mokazamnu ma je Fp G u Fp =G mobujamo na je T HEKOH3UCTEHTHA
Teopuja, KOHTPAIUKIA]a. ]

6.2 IIpBa TeopeMa O HENMOTIIYHOCTU

6.2.1 Er3ucreHnujajiHu I0Ka3

[IpBr moka3 kKoju majemo je umcTo er3ucreHiujasae npupone. CBa merona
TeKMHA HAJIa3W Ce y Pe3yJTaTuMa Koje cMO Beh mokaszaum.

Teopema 6.1 (I'enmesnioBa mpBa TeopemMa O HEHNOTILYHOCTH).
Axo je T Konzucmenmma, aKCuOMamu3abusra meopuja Koja cadpicu meopujy
Munumanre apummemure Q, onda je T wemomnywa meopuja.

Loxasz. Karko T campxu Q u3 Jleme [6.2] mobujamo na ckym reopema 1 uuje me-
¢ounadbunan y 7. Mebyrtum, no Teopemu (6) Cy CBU PEKYP3UBHU CKYIOBU
neprHabuEN y 1', 13 dera ciaenum na CKyn TeopeMa onx 1 HUje peKyp3UBaH.
Cana u3 rkourpanosumnuje Teopeme [4.5 ommax mobujamo na je T HemoTmyHa
Teopuja. [
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UYecto ce cpehe 1 oBaj mame npenu3an oOauk Teopeme: Buiao koju pop-
MAaJIHU CUCTEM KOjU je " MOBOJHHO jak’ je HEmOTIYH ako je kouaucrteHnTaH. [lox
7 popmanan cucreM” MUCIU ce HA TeOPUjy (HE HYKHO apUTMETUKE) UHhje ce
TeopeMe MOTY JIOKa3aTy mojiazehm on epeKTMBHO OQIYUYMBOT CKyIla aKCHOMAa
(uam caMO PeKyp3UBHOL CKyla y3 npuxBarame Yepuose tese). V3 name pop-
MyJIalije TeopeMe BUAVMMO Ia je MTOBOJLHO Ha Teopuja caap:xku @ ma 6u ouiia
” noBoJbHA jaka’ . Kako je QQ "cnaba” Tteopuja oBaj pe3yaTaT O HEIOTIIYHOCTUA
je yTOM CHaKHU)U.

[IpuponHO ce mocTaB/mba MUTAHKE Oa JIM Ce OBa TeOPeMa MOKe NPUMEHUTU
Ha (QopMaJiHE CHCTEMe KOju HUCY Oe(pUHUCAHUW Y je3nKy apurMeruke. Ha
npuMep, Oa JU je HemoTmyHa J3epMmeno-PpaeHkesoBa Teopuja CKyIOBa Ca
akcuoMoM m3bopa, mo3nata rkao ZFC, y Kojoj ce ckopo cBa MOAepHaA MaTe-
MaTHUKa MOke (GopMasm3oBaTu. l'eHepasnno, mTa Tpeba na Baxku na Ou ce
pe3yJsiTaTy OBe TeopeMe IPUMEHWJM Ha APYyre KOH3UCTEHTHE (OopMAaJHE CHU-
creMe je ma ce akcuoMe teopuje (Q Mory "mpeBectu”’ y mocMaTpaHy TEOPU]Y.
Ha npumep akcuoma (Q8), VaVy(zr < Sy < (x < yVax =y)) 6u npesobemem y
je3uk Te Teopuje Tpebaso ma m3paskaBa UCTO CBOJCTBO MPUPOIHUX OpojeBa,
1 Morja Ou M3rjienaTu OBaKo:

Va¥y(N(z) A N(y) A (L(z, S(y)) & (L(z,y) V= = y))),

rae yaapaa penamuja N(z) uspaskasa "z je mpuponan 6poj”, bunapua pesa-
muja L(z,y) uspakasa "z je Mame on y”’ u ¢pysrimmja S(y) nzpaxasa OyHKIA]Y
caenbeHuka. Y3 cTporo mepunucame nojma 'npeBobema”’ (y Koje Mu He
ynasumo) ['emesoBy mpBYy TEOpPEMY O HENOTIYHOCTU MOKEMO NPUMEHUTH U
Ha CBe ~IOOBOJLHO jake” (oOpMajiHe CHUCTEMe, a He CaMO Ha TeOpUje je3mKa
aputmeTure. KoukperHo, teopuja ZFC jecte HemoTmyHA.

6.2.2 TI'emesioB mokas

Hedbunumnuja 6.2. Peuwenuya S je weodaywuea y meopuju T axo nu S Hu He-
2ayuja 00 S wucy doxasuee y meopuju T mj. axo t/r S u bp —S.

Axko Huje mpyrauuje HaBeIeHO HMoapasyMeBaMo na je T KOH3UCTEHTHA aK-
cuoMaTu3zabuiiHa Teopuja Koja caapxu Q.

Ham npBu moka3 nam mehyTuMm He maje HUjenaH KOHKPETAH MPUMEp HEO-
ay4umBe peueHure 3a Teopujy 1, Beh camo TBpAu na TakBa PEUYEHUIA TTOCTOjU.
l'emen je 1931. romuue y OBOM TOTJIELY OTUINAO KOPAaK MaJ/be M €KCIIUIUTHO
KOHCTPYUCAO jeIHy HEOMIyduBYy pedenuny (3a ¢opmasnu cucteM Principia
Mathematica). Ilanac OBy u Apyre H0j CIANYHE HEOIYUYNBE PEUECHUIE 30BEMO
TI'edenose peuenuue.



6.2. IIpBa TeopemMa 0 HEHOTIIYHOCTHU 49

[IpBo, pehu hemo na je peuenurna ocnopusa y teopuju 1 ako je meHa He-
ranuja mokaszuBa y 1. Ilame, mosuBajyhu ce na Teopemy nobujaMo ma je
CKyIl peuyeHnna Koju je moka3us (ocmopuB) mosazehm oxm maror pexyps3uBHOT
CKyIla akCcuoMa pekyp3uBHO HabpojuB. Omapme kKopucrehu dyumeHUIy mna cy
CBU PEKYP3UBHU CKYIOBU JNePpUHAOUIHU J-ejleMeHTapHUM popMynaama y 1 mo-
6ujamo na mocroje Gpopmyae Prup(x) u Disprur(x) pemom obauka Iy Prr(z,y)
u JyDisprfr(z,y), voe cy Prfr(x,y) u Disprfr(z,y) exementapue dpopmyie, u
3a koje je Fr A ako u camo ako je Prup("A7) TtauHo y craHmapaHOj MHTEP-
nperamuju. Onasne je u br A ako u caMo ako je 3a meku 6poj b, Prfr("A™,b)
TAYHO, WU IITA je 3a eJIeMeHTAPHEe PEUYEHUIle eKBUBAJIEHTHO, HOKa3uBa y @,
to ject y T'. Cnwuno 3a Disprup(x) n Disprfr(x,y). Axo je Prfr(TA7,b) Tauno
Moke ce pehu ma ”6poj b cBemoun mokasuBocTu om A”.

[To mujaronamnuoj nemu nocrtoju pevenuna Gr 3a KOjy BasKU:

Fr Gr < —3yPrfr("Gr ', y).

Ozo je I'emesioBa peuenuna 3a teopujy 1. Hbena meomgnyuuBocT moumBa Ha
camopedepenyuju M MOXe ce MOByhu mapamena ca napadokcom AaGACHUBYA.
OsBaj HaBOMHU MApaIOKC npousmiasu u3 ciaenehe peuenune: ”OBa pedyeHuna
je Herauna”. Pesonyjyhu mobujamo ma je oBa pedveHUIla TAYHA CAMO aKO je
HeTa4yHa U Ja je HeTaYHa caMo akKo je TavyHa. Mwu y Hamoj nemHUNN] NCTUHE
MeDhyTuM HUCMO maBajyl MCTUHUTOCHE BPEIHOCTU NMPOU3BOJLHUM PEYECHUIIAMA
IPUPOIHOT je3uka, Beh caMo BasmaHO GopMupanHuM Gopmyiaama 6e3 ciaobom-
HUX TPOMEHJBUBUX. TaKO Ma IPEeTXOMHW ~mapagoKCc’ HaMma He IPeICTaB/ba
Hukakas npobisem. ['emen je mehyTuMm ycmeo na Ha jenaH MHAUPEKTAH HAYUH
ybanm camopedepeHnnjy y Hamry (GOpMaJHy TEOPHjy.

Yecto ce moke uytu na ['emesmoBa peuenuna ’kaske 3a camy cebe ma je
HeIOKa3mWBa’ , MaJa OBAKaB OMMC MOyKe OUTU KOPUCTAH 3a pa3yMmeBame ['ene-
smoBe peuenure Tpeba My npuhu ca m030M pesdepBucanoctu. Ako Ou y ommreMm
caydajy ucnucaau pedvenuny Gr, teopuje T, nobunam GUCMO BPJIO AyTradvKy
hopMyy 0e3 HEKOr jaCHOT 3Ha4Yemha.

[Ipe mero mro mamo moka3 mpBe TeopeMe O HemotnyHoctu y ['ememsoBom
OyXy Tpeba HAM jOUI MOjaM W-KOH3UCTEHMHOCTU.

Hepuaunmja 6.3. Teopuja T je w-unKoH3UCMENMHA GKO U CAMO GKO je 34 HeKy
popmyay F(x), Fpr 3xF(x) asu je u 3a ceaku nojedunavwnu npupodar 6poj n, Fr
—F(n). Teopuja je w-KOHUCMERMHKA GKO U CAMO AKO HUje W-UNKOHIUCTNEHMHA.

Hanmomenumo jOHI Ja W-KOH3UCTEHTHOCT MMIINIIMIPa KOH3MCTEHTHOCT.

Teopema 6.2. Axo je T, w-KOH3UCMEHMHA, AKCUOMAMUIAOUANG MEOPUJL KOJa
cadpacu Q, onda je I'edenosa pevenuuya Gp neodaywusa y 1.
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Zoxasz. IlpernocraBumo na je Gr mokasuBa y 1, Tj. Fp Gpr. Omnasne je
J-enemenrapua peuenuna JyPrfr("Gr,y), Ttauna a mo Teopemwn OHIA
u mokasuBa y 1. Amm rako je Gr I'emenoBa peuenuna Baxku Fp Gr <
—JyPrfr("Gr7,y). OmaBme camo soruxkom mobujamo tr =Gr, anu je T ouna
WHKOH3UCTEHTHA TEOpHja, IMTO UMINIMIUPA A4 jé U W-UHKOH3UCTEHTHA, KOH-
TPaIUKIA]a.

[IpernocraBumo ma je Gp ocmopuBa y 1T, Tj. = -Gr. Onnma je peuenura
JyPrfr("Gr7,y) nokasusa y T. W3 rousucrenraoctu teopuje T nobujamo na
ouna G He MOke OuTwm moraszuBa y 1. 36or Tora 3a OMIO KOje n, eIeMeH-
rapua pedenuna —Prfr(TGr ", n) mopa 6utu TauyHa, a CaMUM TUM U JOKA3UBA
y T. Hobunu cmo na je T, w-MHKOH3UCTEHTHA TEOPUja, KOHTPAIUKI]ja.

OsBume cmo mokaszasu na 1 He mokasyje, Hutu ocnopasa G 13 yvera cienu
na je Gr HEOIIyUYMBa, PEUEHUIA. ]

Heka je teopuja T' kao y mperxonuoj teopemu. Moskemo ornhu 1 Kopak
najbe 1 moraszaru na je ['emenoBa peuenuna Grp, TayHa y cTaHgapaHO] UHTEP-
npetamnuju. [Ipermemom mokas3a aujaroHaJiHe JieMe, BUAVMMO N1a je €KBUBAJIEH-
mja Gr < —3yPrfr("Gr,y) 3anpaBo TavyHa y CTaHIAPIHO] MHTEPIPETAIM]U.
[TpernocatuBmo cana na je lemesmoBa peuenuna Herauna. OmaBpe cienu
na je peuenuna —3yPrfr("Grl,y) Takobe Herauna, TO jecT ma je pedeHuna
JyPrfr("Gr7,y) rauna. MebhyTum, kako je oBa pedenuna J-ejsemMeHTapHA, AKO
je Tauna onma je u mokasusa (Teopema [5.3). Amn omna us:

Fr =G & JyPrfr("Gr ', y)

u Fp JyPrfr("Gr',y) cnemn n na je Fr -Gr moraszuBa. OBO je y KOHTDAIUK-
IUju ca TpPBOM l'enesoBOM TeOpeMOM O HEMOTIYHOCTU, MaKje HAIla MPeT-
mocTaBka je ouia Herauna. Ciaenu na je Gpr TayHa peUYeHUIa Y CTAHIADIHO]
UHTEPIPETALINjN.

N3 I'egenoBe Teopeme 0 TOTIYHOCTU 1OOMjaMO 1a OHAA MOPAjy Ja MOCTOoje
HecTaHAapIHE NHTEPIPEeTallrje je3uka apuTMeTuke y KojuMa je peuenuna Gr
HerayHa (Ja OBO Huje ciaydaj ['emesmoBa peuennna 6u Guna nokasusa). Y
TUM MHTEepIpeTanujaMa je nakie tadyna pedenuna JyPrfr(TGr’,y) m camum
TUM MOpa IMOCTOjaTy HEKu Opoj y Koju cBemoum mokra3uBoctu Gp. Meby-
TUM, MU 3HAMO mOa Hujeman crapmapaau 6poj (0,1,2,3...) He 3amoBosbaBa
taj ycaoB. Jlakae, cBaka mHTepuperanuja y kojoj je I'emenmoBa peueHwuna
HeTavyHa MOpa caap:KaTy HecTaHmapaHe ~ OeckoHauHe” OpojeBe KOju moJiase
ocJie CBUX MPUPOTHUX OpojeBa.

[MIta ako camo momamo oBY peuenuny Gr Kao HOBY akcuomy teopuje T,
3ap Hehemo tako mompasutu oBy ~pyny”’ ? Onprosop je me. Hosa teopuja T™
he rakobe Gurtm HemormyHa (ako je w-KOH3UCTEHTHA). ['emesoBa pedveHUna
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teopuje T yommre He O6u Ouma ucta kao peuvenuna Gr. OBo ciaemu u3 Tora
wro Prfr(xz,y) n Prfr-(x,y) sucy ucre dopmyise, na npumep JyPrfr("Gr ', y)
je merauno, mok je JyPrfr-("Gr,y) tauno. Ilakme, He camo ma je Taksa
Teopuja 1 HemoTuyHa, Beh je y oapebenoMm cMucay m Heynomnymnuea.

[Tobommame mperxomue Teopeme nao je bapxau Pocep 1936. romune.
[IpernocraBka w-KOH3UCTEHTHOCTU MOYKE CE€ 3aMEHUTHU CJIA0UjOM IPETIOCTAB-
KOM KOH3UCTEHTHOCTU aKO ymecTo ['ememnoBe, mokaskemo HeommydumBocT Poce-
poBe peuenurie. PocepoBa peuenuna Rp takobhe ce mobuja maujaroHaJHOM
JeMOM M TO Ha cienehwu HauwH:

Fr Ry < Vy(Prf("Rr,y) = 32 < yDisprf("Rr ™, 2)).

OBa peuenunra ”kake 3a camy cebe a aKO IOCTOjU CBEIOK HEHO] TOKA3UBOCT,
MMOCTOjU U MakhU CBEIOK HEHO] OCIIOPUBOCTHU .

Teopema 6.3 (Temen-PocepoBa Teopema). Axo je T xonszucmewmma, axcu-
omamuszabusrna meopuja xoja cadpxacu, Q onda je Poceposa peuwenuua Rp neoo-
aywuea y T'.

Iloka3 oBe TeopeMe CYIMITUHCKU je CIUYaH TOKa3y HeOoAJayduBoCcTHU |'eme-
JIOBE pEUEHMIIe, C TUM IITO je MaJiO KOMIIJIMKOBAHU]U.

Ilo cama cMO KOHTpyHCAJM ABA TpPUMepa HEONJIYUYUBUX PEUYCHUIA, Me-
byrtum oBa TBphema cy y HeEKy PYKy BPJO ~BemTauvyka U HUCY HEIITO C
yuMe Ou ce MaTeMaTudapu TUOUYHO cycpenu. VI mame GucMo MOKODA MOTIIA
HAWBHO Ja Ce HaJaMO na Cy CBa ”anpOILHa”E] TBpbhema koja Ou maTema-
TAYape MOTJIa WHTEPEeCcOBaTH, NOKa3WBa y HEKO] Teopuju kKao mrTo je PA.
WNnaxk, mocroje mpuMepu BpJyo " mpuponuux’ TBpbhema Koja Cy HeOIJIyduBa Yy
PA. Ha npumep, ['ydwmajrosa TteopeMa, Koja TBpIOu ma oxpebhenyu HuU30BU
IPUPOIHUX OpOjeBa Mmocjie HEKOT TPEeHyTKa moJia3e no opoja 0, je HeomryuuBa
y PA, Mmanma ce MO/ke MOKA3aTU y HEMITO jaYUnM TeopmjaMaE]

I'enenoBa mpBa Teopema O HEIOTIIYHOCTH HaM JaKJIe TOBOPHU 14 HE MOCTOjU
aKCHoMaTU3a0WIHA M KOH3WCTEHTHA (GopMaJiHA Teopuja y KO0joj Om Moraun
a MOKaKeMO CBe UCTHHE apuTMeTmke. DbuTHA mocienuna osora je ma 0o-
kazueocm (y HEKOM (OpMaJHOM cUCTeMY) U ucmurumocm (y HEKO] WHTEp-
OpEeTANNj) HUKAKO HUCY KUCTA CTBAP.

MlIta 6u 6uro "mpupomso”, a mra ”Bemrauko” TBpheme HUje jacHO medunmcano. Leme-
JIOBA PEYEHUIA M3PaAKABa HEKY 3aKOHUTOCT MeDy mpupomauM OpojeBuMMa W y TOM IOTJIELy
jemHaka je 6mio KOM OpPyroM TBpDeHy o oBUM OpojeBuUMA.

23a jom jemam mpumep morienatu Ilapuc-XapUHITOHOBY TEOPEMYy.
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6.3 Ipyra TeopemMa 0O HEIIOTIIyHOCTH

I pyra I'eqenoBa Teopema 0 HENOTIYHOCTU HAM I'OBOPHU 14 je peUeHUIA KOja
r3paskaBa KOH3UCTEHTHOCT Teopuje PA (miu 6uino koje Teopuje Koja caaprku
oBy) HemokasuBa yuHyTap PA, y3 npeTnocraBky na oBa T€OpHUja jecTe KOH3UC-
TEHTHA.

Pexrnu cmo na je Teopuja T’ KOH3MCTEHTHA AKO HUCY CBE PEUEHUIlE TOKA3UBE
y ®0j. OBO je eKBMBAJEHTHO Ca MHOTUM IPYTUM yCJIOBUMA, KAO HA IPUMED
Ia HU 3a jenHy pedenunty S Huje mokasuBo S u —S. Ako Teopuja T canp:xu Q
(kao Ha mpumep PA) onma kao ycioB na je 1" KOH3UCTEHTHA TEOPUja MOKEMO
y3eru na T me nokasyje 0 = 1. Beh 3mamo u3 akcumome (Q1) ma Q nokasyje
0 # 1, u3 oBora caenu na ako 1 mokasyje u 0 = 1 ma je oHma HEKOH3UCTEHTHA
teopuja. Tarkobe ako je T HEKOH3UCTEHTHA TeOpPUja OHAA CUTYPHO TOKA3Yyje
u 0 = 1. 3akmyuyjeMo na je teopuja 1" Koja canpsku () KOH3UCTEHTHA aKO
u camo ako 0 = 1 mmje mokasuso y T. Peuenuny —Prup("0 = 17) 30BeMo
pevenuya Konaucmenmuocmuy teopuje I' m moxemo pehm ma y ompebenom
CMUCJIIy OHA M3pakaBa KOH3UCTEHTHOCT Teopuje 1.

Teopewma 6.4 (I'enesioBa npyra reopema o HenormyHoctu ). Axo je T konszuc-
menmma, axcuomamuzabuana meopuja xoja cadpacu PA, onda je pevenua xom-
aucmenmmuocmu Hedokazuea y T .

HaskamocT, HmMCMO y mo3unujm na gaMo KOMIJIETaH MOKa3 oBe Teopeme. He
300rT TeKUHE MAeja MOTPEOHUX 3a IHeH MOKa3, Beh 300r romuie pPyTUHCKUAX
mpoBepa Koje cy y meHoM um3Bohemy Heomxomue. JlomaTHO ompaBrame 3a
oBo je ma u l'emen y pany w3 1931. rommue maje camMo CKUIYy OOKa3a, a ma
IpPBU KOMIIETAH MOKa3 o0jaBinyjy Xuabepm u Depnajc tex 1939. ronume.
Nnak, ckuma mora3a KOjy cama AajeMo je U najbe KOPUCHA 3a PasyMeBambe
OBOT Ba;KHOT pe3yJTaTa.

Y nmorasy Teopewme (6.2 BumumMo ma je moBOJbHA TpeTHOCTaBKa na je 1
KOH3UCTEHTHa Teopuja na Ou morazanu na je ['emesoBa pedeHuiia HeIOKA3UBa
y T'. To ject ako 0 = 1 uuje nokasuso y 1, ouna uu G HUje noka3zuBo. Tako
na je caemeha peuenura radsa:

=Prop("0=1") = = Prop("Gr").

IIIta je cama KLy4dHO je ma ce moka3 Teopeme MOKe (POPMATU3OBATHA y
reopuju PA u camum tuM y cBakoj teopuju 1' koja je camgp:xku. Jlakie mmamo:

Fr = Prop("0=17) = = Prop("Gr™).
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Kako je Gr I'emenoBa peuenuria nmamMo u:
Fr GT =4 _|PT’UT(|—GT—|).

Onmasne caenu:
Fr =Prop(T0=17") = Gr.

Cana Buaumo na ako 6u umaau Fp ~Prop(T0 =17), umanu 6u u Fp G, mro
je y rourpamuknuju ca Teopemowm [6.2] lakne pedyeHuna KOH3UCTEHTHOCTH j€
HenokasmBa y 1.

Kmyuan neram xoju HaMm ¢anm je noka3 nma ce Teopema MOke (hop-
vaauszoBatu y PA. TDemenoBu HaciaemHunu cy aHaJIu3Upaad Koja CBOjCTBA
npeduxama doxasueocmu Prvr cy mam morpebHa 3a IOKa3 Apyre TeopeMme O
HenotnyHoctu. McnocraBiba ce ma He MopaMo ¢opmanam3oBaTru Ienay Teo-
pemy Beh caMo Heke KJbydHe UMmm-eHuile Besame 3a Prvp. Wnycrpamnuje
pamu, HaBoguMo cienehy smemy, nomohy koje ce 6e3 npesume Myke (Maga u
najbe ITAaJIeKO OJ] TPUBUjAJIHO) MOKe nokaszaru Teopema .

Jlema 6.3. Hexka je T KoH3ucmenmma, axCuoMamusaduita meopuja Koja cadpncu
PA. Onoda 3a cee pevenuye A u B saxcu:

(P1) Axo Fr A oupma Fr Prop(TAT)
(P2) o Prop("A = B7) = (Prup(TA7) = Prup("B7)).
(P3) Fr Prop("A™) = Prup(" Prop(TAT)7).

dunozodckre mocaenuie Apyre TeopeMe O HEMOTIYHOCTU CY MHOTOOpOjHE.
Nnak, Mo ma MCTOPUjCKM HajBaKHUja je TBPAMHA la OBa TeOpeMa IIOKa3yje
na Xuabepmos npozpam HUje OCTBAPUB.

Kana ce mcnmocraBuio ma cy paHM HOKYIIAju Oa Ce€ HANPABU OMIMUPHA U
cBeoOyxBaTHaA (opMaam3anrja OCHOBA MaTeMaTWKe OMIM IIYHW IapagoKca U
HEKOH3UCTEHTHOCTH, jelaH O Haj3HAdYajHUJUX MaTeMaTudapa IPOIJIOT BeKa,
Hasun Xwunbepr, npemno:xuo je miad (mporpam) KOju je 3a OMjb UMao 1a
pemu npobieMe y OCHOBaMa MaTeMaTuke. XUWJIOepT je mpemiarao ma ce 3a
OCHOBY MaTeMaTHuKe y3Me jemaH Gopmajan (AKCHMOMATCKUA) CHUCTEM, 3a KOjU
ou ropuctehu ce camo GuHUMAPHOM MATEMATHKOM MOIVIM Ia NOKAKEMO 12
jé KOH3UCTEeHTHA U TakKoDhe na KOH3UCTEHTHOCT jauyuX cUcTeMa Oymae MOciien-
uIa JoKa3zaHe KOH3WMCTEHTHOCTU ciiabujer cucrema. He mocroju ommre mpu-
xBahena nmedununja guHUTapHE MaTreMaTuke, MehHyTUM reHepaHO ce cMa-
Tpa Oa OHa moapa3yMeBa Mame on neinokynHe [leanoBe apurmerure, PA.
XunabepT HUje XTEO mHa oxbdaiy CBy MATEMATUKY KOja Ce MO3uBa Ha OECKOHA-
YyHOCTH, Beh je XTeo ma KpO3 HEOCUHOPUBY, GUHUTAPHY MaTEMATUKY OIPaBIA
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meHo kopumheme. lakae, yrpyb6o roBopehu Xuabeprt je xTeo ma KOH3UC-
TEHTHOCT GopMajHux cucteM jaumx on PA nokake momohy ¢popmasHmX cuc-
teMma ciaabujux on PA.

IenmenoBa gpyra Teopema O HEMOTIYHOCTH, MehyTUM MOKa3yje ma HU Iesa
teopuja PA He Moske mMOKa3aTyM KOH3UCTEHTHOCT H-€ CaMe, a KaMOJU TEeOPUja
jauux on we (momyr ZFC). Ilakne, Xunbepros nporpam, GapeM oGJIUKY Yy
KOM Ta je caM XuiabepT 3aMUCINO, HE MOKE Ce OCTBAPUTH.

6.4 Ilorpemna tTymMauewa

l'enmenoBe TeopeMe 0 HEMOTIYHOCTH jelHE Cy OJ HAJIO3HATUJUX TBpLHema Jo-
TUKe U CJIaBYy yKUBa]jy He caMo Mebhy maTemarmyapuma u ¢puioszopuma, seh u
y mupoj jaBHocTu. JlemoMm BepoBaTHO M 3aTO HITO Ce OBa TBphHewma Ha jenan
He CaCBMUM IIPENM3aH HAUYMH MOry (GOPMYJINCATH U HaW3rJIed padyMeTu 0Oe3
HEKOI' 3Ha4YajHOT Ipea3Hama. VI3 oBUX pa3sjiora, mocToje OpOjHA MOrpenrHa
unu 6apeM meJoM MmorpemHa TymMadema ['enemoBux Teopema.

Y oBOM OzeJbKy HOIaTHO heMo mojacHUTH mTa l'enesnoBe TeopeMe 3ampaBo
MOKa3yjy U aHAJIU3UPATU HEKA HMOTPEIIHa TyMadema.

PorycupajMo ce 3a mOYeTak Ha IPBY TeOpeMy O HemoTmyHocTu. Hama
dhopMyanmja UCTe je raacuia:

Axo je T xonaucmenmua, aKCUOMAMUIAOUAHA MEOPUJA KOJA CAOD HCU MEOPUTY
MuHuMare apummemure Q, onda je T nenomnyna.

Harmacumo ma cy cBe mpermocTaBke O Teopuju 1 Hem30CTaBHE, Y CMUCIY A4
0e3 mjenHe o BHUX TeOpPeMa He OU BasKuJa.

1.(Konsucmenmwnocm) Aro teopuja 1 HUje KOH3UCTEHTHHA OHAA CYy CBE
peyeHUIle MOKa3WBe y HOj, a je oHAa I TPUBUjaJHO MOTILyHA TEOPH)a.

2. (Axcuomamuszadbuarnocm) Ilocmarpajmo teopujy T4 KOja Kao akcuome
CaIp:KU CBe UCTUHUTE peveHure (y CTaHIAPIHO] WHTEPIPETALUjU), OBA Te-
opuja je omeT TpuBUjaJHO mOoTHyHA. MelhyTum, ona Huje akcmomMaTu3abUIHA.
Teopuja T4 je roHzucrtenTHa u canpxu @, nma mo Jlemu [6.2] cryn I'ene-
noBux OpojeBa Teopema on T, Huje mepuuabuman y T4. Aam Kako Cy cBuU
PEKYP3UBHU CKynoBU neduHadbuaam y T4 1 Kaxko cy Teopeme on 14 3ampaBo
7 IeHe aKCHMOMe TO CJear Oa OBaj CKYI aKCHMOMa HUje PEeKyp3WBaH, TO jeCT
T4 HUje arkcmoMaTu3abUIHA.

3.(Cadpacu Q) Kao npumepe HETPpUBHUjAJHUX Teopuja Koje He caap:ke Q
U TOTIyHE cy, norienatu [IpecOyprepoBy apuUTMETUKY WJIN TEOPU]Y peai-
aux 3arBopenux mosma (RCF). Hamomenumo ma jesuk apurmerure L4, HUje
3BAHMYAH je€3UK OBUX TEOpHUja.
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Jemno on Hajuemhwnx morpemHmx TyMauewma [‘enenoBe mpBe Teopeme je
caenehe:

"Tedesosa npsa meopema 0 HENOMNYHOCMU NOKA3Yje 0a NOCMOJE UCTNUHE
apummemure Koje Hucy doxazuee.”

[IpoGnem ¢ oBuM TyMauemeM je na Ce MO3WMBa Ha JOKA3WBOCT Y AICOJYT-
HOM cMmuciay. He mocToju HujenHa MCTUHA apUTMETUKE, KOja allCOJIyTHO HUje
IOOKa3MBa. 3a OMJIO KOjy TAUHy PEUYEHHUIY S MOKEMO modaTu S Kao HOAATHY
akcuomy teopuje PA, u tume mobutu Teopujy y Kojoj je S TpuBUjaATHO
noka3uBo. HapaBuo, oBakaB ”moka3” He 3aI0BOJhaBa HAILY MaTEMAaTUYKY
UHTYUIA]Y, aJU UIYCTPYje UMIEHUIY Oa He IMOCTOje HeNOKA3WBE WMCTUHE Y
amcosrytHoM cMmuciy. Mako je I'emenmoBa peueHmna 3a KOH3UCTEHTHY, aKCU-
oMmarusabunuy Teopujy 1 koja camp:ku () HeIOKa3uBa y TOj] TEOPUjU, TO HE
3HAYM Ja Ce OHa He MOyKe MOoKa3aTtu y jauunMm teopujama. Ha mpumep, ['emne-
moBa peuenuna teopuje PA je mokasusa y ZFC.

Yecta je m tBpama na I'emenoBe Teopeme omoBprasajy (uiozopujy me-
TAHUYUIMA, TO jeCT Aa MOKA3y]y Aa JbYIACKA YyM OECKOHAUHO MPEBA3UJIA3U
CcBaKy MamuHy uiau popMasHu cucteM. Cauyny TBpABY u3HOCH U Poiep
Ilerpoys, maremaTwukn ¢usudap, yjenHo m nobumrtHuk HobesnoBe narpanze.
On y I'emenoBuMm Teopemama BUAM OOKA3 & JbYIACKA CAMOCBECT HHUjE CAMO
koMmrjyranuja. OBaKBM CTABOBU Ce I'eHEPAJHO MpaBAajy Ha cienehu nHauwH:

"3a 6un0 Kojy MAUWUNY, KOJa je KOHZUCTEHMHA U MOXNCE 06 U3BPUL OCHOBHE
onepayuje apummemure, nocmojahe I'edenosa pevenuya 3a Kojy Mu HYOu
sudumo 0a je mawna, mehymum mawuna wehe mohu da je doxaxnce.”

Kmyuna tBpama oBIe je ma J/pyou MOTY, Oclamajyhu ce Ha Hamy MaTe-
MaTUYKy WHTYUnujy, sumeru na je [emenoBa peuenuna tauvna. MebyTum,
Hame pe3oHoBame na je ['emesoBa peuenuna TavysHa (a M IOKA3 MpBE TEO-
peMe O HENOTIYHOCTH), OCJIamhajy Ce Ha IPETIOCTABKY Na je Teopuja O KOjoj
npuiaMo koH3ucteHTHa. Jlakie, ma Ou rope HaBedeHa TBpAWma OuUIIa TAUHA,
JbYyIU MOpajy OuTum y MOTyNHOCTH Aa pacmo3Hajy Oa JU je HEeKa Teopuja
KoH3uCTeHTHa. VcmocraBma ce ma je OBO BPJIO IPOOJIEMATUUHO.

Ila 6u Bumenu 3amTo, Tpebahe HaMm jenna uyumeHuna o Pumanoso] xu-
nomesu. Ilokaszano je ma je PumanoBa xumore3a €KBUBAJIEHTHA jeTHOj V-
€JIEMEHTAPHO] PEUYEHUNN je3UKa apUTMETUKE, HAa30BUMO OBY peueHuny RH.
IHonajmo cama y akcuome teopuje PA jom m peuenunry RH. Osa HOBa
Teopuja je 3ampaBO KOH3WCTEHTHA aKO M caMO ako je PmmanoBa xummoresa
TaIIHaE]. Y jemHOM CcMepy MMIIUKaIMja je TpuBUjaJiHA, a ako 6u PumanoBa

3Hapaszo oBze 6u Tpebayo ma momaMo u ycioB aa je PA komsucrenTHa Teopuja, mebhy-
TUM Ka0 IITO NeMO BUIETH, TO je 3aT0BOJLEHO.
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XummoTesa Ouia HeTauHa oHOa O —RH Ouna TayHa J-ejleMeHTapHA PEUYEHUIA
na 6u nmo Teopemu Ouiia U mOKa3uBa, omakje cy obe peuenurie RH u ~RH
IOOKa3WBe Ia je mocMaTpaHa TeopUja HEKOH3UCTEHTHA.

Ilakise, na Ou My Ouau y MOryhHOCTU Aa Paclo3HAMO 1a JIM je OBa HOBAa
Teopuja KOH3UCTEHTHA, MOpPaMO U OUTU y MOTYhHOCTM Oma OApeamMoO Oa JIu
je PumanoBa xunoresa tauna. OBo mehyTtum He ymemo ypamuru.

3a kpaj, moraemajMo jeoHO HEUCIpPaBHO TyMmaudewme ['emesoBe apyre Teo-
peMe O HEIIOTIIYHOCTH.

"ledenosa Opyea meopema 0 HENOMNYHOCTU HAM Ka3yje 04 HuKada He
MONCEMO ZHAMU 00 AU je HEKU POPMANHU CUCTNEM KOHIUCTEHMAN. ”

lenenoBa mpyra teopema Ham MehyTuMm He Ka3zyje To, Beh ma yHyTap TOT
hopMaJIHOr cuCcTeMa HEroBy KOH3UCTEHTHOCT HE MOKEMO nokazaru. 1o me
3HAYU Na He MOCTOjU HeKW ~ Oo0WYaH’ MaTeMaTUYKU NOKA3 T€ YUHEHUIE, TIe
ol OOMYHUM TOKA30M MUCJIMMO Ha CTAHAAPJAHE MATEMATUYKE NOKa3e C KO-
juMa CMO ce CpeTaiin LeJIor KUBOTA.

I'emenoBa npyra Teopema 0 HEMOTIYHOCTU MOKa3yje la ce YHyTap TEOPHje
PA me moske mokasatu meHa KousuctenTHocT. Vnak, [eprapd [enuen je 1936.
roauHe 00jaBuoO MOKa3 KoH3ucTeHTHOCTH PA, y3 kopumheme TpaHC)UHUTHE
WHIYKIAje 00 opauHaiaa €. OBakBa MHAYKINja HE MOKE CE€ U3BPIIUTU YHYTAP
came PA, ma ce oBaj pe3yaTaT HE KOCU Ca APYTOM TEOPEMOM O HEMOTIYHOCTH.
Takobe, kouzucrenruoct teopuje PA moxke ce mokasartu yuytap ZFC.



7 3akJbyuak

Y oBOM pany CMO IpencTaBuian l'enesoBe Teopeme O HENOTIYHOCTU U CBY
Teopujy moTpebHY 3a BUXOBO pasyMeBame. llum HaM je Omo nma Ha jenan
pasyMJ/bUB, aJi M MaTeMaTUYKU (OpMajaH HaUWH, NPUKAKEMO OBE BayKHE
pe3yarare. Ywmranan koju 6 XTeo Aa ca3Ha HEMTO Buile O l'enemoBuM Teo-
peMama MoOke morsienaTtu [2], ok OHM KOje 3aHMMa Teopuja M3padyHbUBOCTH
Y BeHa NpuMeHa y jorunu mMory norienatu [1].

OBoM TpuAMKOM OUX XTEO W 18 Ce 3aXBAJUM CBOM MEHTOPY, OP 30PaHy

[lerpuhy, HA M3ABOjeHOM BpeMeHY U OPOJHMM KOPUCHUM KOMEHTAPUMA U CY-
rectujaMa.
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7. 3akJpyudax
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