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1 VYBoa y KBAHTHY MEXaHUKY

1.1 Opga KBAaHTHOj MeXaHUIA

Orkpuhe KBaHTHEe MeXaHUKe je N0 JAaHAC jeJlaH OJi Haj3HAUAjHUjUX IpeoKpera y Hayrw. Tepa
HAC JIa Ce OMPOCTUMO OJ] UHTYHUIIHje KOjy CMO MUCJIWIA JIa ©UMaMO O CBETY y Kome KuBumo. Muoru
HayJYHUIIX Cy jOj Ce JIyro IpPOTUBUJIM, Dall 300r Tora IITO je yHeJa TOJUKY IPOMeHY y (bU3nIn
3a KOjy Cy HEKHM BepoBaJju Ja je KoMIuleTupaHa Hayka. MeDhyrtum, cBe Buie cy cxsartajid Ja je
HEOIIXO/IHA, U Ja MOXKE J1a HaM /13 j100ap YBUJ, y TO KaKO CBET (DyHKITMOHUIIIE.

MNako, kao 1mro hemo BUAETH, MOJIA3U O] HAU3TJIE BPJIO HEOOMIHUX IMTOCTYJIATa, 3AIIPABO OIU-
Cyje KOHIIEIITe TIPUPOJIE, U jeJIHA je O] eKCIIEPUMEHTAJIHO HajO0/be TIOTBPphEeHNX Teoprja KOje MMAaMO.

MebhyTum, Ta CUTYPHOCT y €KCIIEPUMEHTY 0JIa3HU Ha MOTILYHO HOBH, J0 TaJia HEBU)EHU HAYUH.
Camu pe3ysTaTu eKCIepuMeHTa Cy CTaTUCTHYKe mpupose. Hacynpor kiracuvHoj Gbusuim, rjie cMo
HABWKJIA J1a y3 Mamhe uiau Behe morenikohe MOXKEMO Jia OJpe/InMO MapaMeTpe KOjuMa je CHCTeM
ONMCAaH, Y KBAHTHO] MEXaHUIM je Moryhie rOBOPUTH jeJIMHO O BEPOBATHONU Jia Ce HEIITO JIOTOJIH.
CamMuM TUM, YOIIIITE HUCMO Y CTalby JIa UCKJ/bYyIuMO MOTyhHOCT na ce joroau oumso mral! Takie,
om0 je moTpedHo ja pemedUHUIIEMO MITA YOIIITE 3HAYH JIa C€ CUCTEM CMATPA PEIIEHUM.

KBanTHa mMexanmka 3ampaBo y JIIMeCY JTOBOJHHO BEJIMKOI CHCTEMA, KaJla Cy KBAaHTHU edeKTH
3aHEMapJbUBH, TIOCTaje KIACHIHA MEeXaHUKa. Y KJIACUYIHO] MEXAHUIIM CMO HABUKJIU JIa MOXKEMO CBe
J1a OJIPEJIUMO Ca IIPOU3BOJAHOM TAYHOINNY, & jeJIMHO INTO OM HAC y TOME OrpAaHMYaBaJjO je Ipe-
MU3HOCT amaparype. UymaHOBaTO, y KBAaHTHOj ce jaBjba OJpe)eHr HUBO HECUTYPHOCTH, TAKO3BAHE
HeonpeheHOCTH, KOja TOCTOju HAa MHOTO (DyHIaMEHTAJHAjeM HuBOy. Hamme, ako MIak mMOKyIIamo
a ce IMPHUOJNYKAMO TAYHOM Pe3yJITaTy M OTKJIOHHMO Ty Heoapehenoct, Buiehemo 1a ce oHa camo
IIPEMEeCTH U IIOHOBO UCILINBa HeTJie JApyTre.

JenHa o mpegHOCTH KBAaHTHE MEXaHUKE je IITO CBE OBO MOXKEMO MaTeMATHYIKHU jaKO J00pO J1a
nedbunumemo. /lakiae, mMaMoO 0DjeKTUBHU j€3WK M AJAT KOJUM MOPAMO Jia Ce BOIUMO KaKO OUCMO
W3TPAININ HOBY WHTYHUIINA]Y Y TTOKYIIA]y & Pa3yMeMo KaKo CBeT (PYHKITMOHUIIE Ha HAjOCHOBHU]EM
HUBOY. AJin Yak ¥ Kajia CMO CBE HEOOWYHE I0jaBe MPUXBATHIIN, €KCIIEPUMEHTAHO MPOBEPUJIN W
MaTeMaTUIKN OMUCAJIN, HICMO HU HAYE/N ITUTAhe KOje TTOCTOjU KOJIMKO U CaMa, KBAHTHA MEXaHUKA.
Koju je men 3apaBopasyMcku, (pU3NYIKU CMICAO U KAKO J1a je HHTEPIPEeTUPaMo?!

1.2 JaHroB eKCIIepUMEHT

Janros excnepumeHT ca jgBa mpopesa omoryhasa
Ja  jacHO BHJIMMO MOTHBAIAjy 3a HACTAHAK KBAHT-
HEe MeXaHWKe IIpe Hero mro je OPMAIHO yBeie-
MO.

[TocraBka je BpJIO jeJHOCTAaBHA. 3aMHUCJIAMO IIpe-
npeky (ka0 HOp. 3mMI) ca  JBa OTBOpa M U3a
Te TMpenpeKke 3acTop Ha KOMEe Ce HAJla3h JIeTeK-
TOp, TAaKo Jl& MOXKEMO Jia BHJUMO, Tj. W3MEPUMO Q
e Cy 3aBpIIWIA OOjeKTH KOju TMpohy Kpo3 OTBO-

pe.

ITocmarpajmo Hajmpe mmITa ce Aemasa Kaja ,rahamo’

MpEepeKy YecTUuraMa, Ipu YeMy 3aMHUILbaMo Ja je 1e-
CTHIA KJIACHYIaH 00jeKaT, Kao JIOIITa WM OUINjapCKa Ky-
ria (Crmka 1). One wecturie koje yenejy fqa npohy kpoz — Comka 1 Pactiogesa xog xaacunnuz
OTBOpe yapajy y npenpeky. Ha kpajy uamepumo pacro- wectmuyall]

JieJly CBUX YECTHIA KOje Cy CTHUTJIE J0 TPEIpeKe.

IIperniocTaBuMO 118 je y IPBOM CJIydajy OTBOPEH caMO ropibu mpope3. Taga OucMo oueknBasIn j1a
ce pelimna decruia Hahe IMPEKTHO W3a IIPOpeE3a, IITO je IIPeJICTaB/beHO XKyToM KpuBoM Ha Cimrm
1. Ako Ou, 3aTuM, ropmu POPe3 OMO 3aTBOPEH, a JIOHkU OTBOPEH, OO OUCMO UCTY PACIIOJEITY,



caMo IIOMEepeHy u3a Jomer orBopa (maBa kpusa Ha Comim 1).

Jlormyan je 3akjby4ax Jia, Kajia Cy OTBOPEHa 00a OTBOpa, HeKe dectulle he nmpohin Kpo3 ropmu,
a HeKe Kpo3 JIo1bH, 1a fie punaana pacmnojena Sutu 30Up pacioesia mojeIMHaIHIX 0TBOpa (3e1eHa
kpusa Ha Couiu 1). Ilro je 6poj wecruria Behu, To fie pacnomesna Kojy u3aMepumo 50Jbe 0JroBaparu
OBOM CTATUCTUIKOM OYEKUBAIDY.

YV HapeHOM IIPUMEPY, IPUHIIAII jé UCTH, ajll YMECTO
dunmjapckux Kyryim, rajaMo mpenpeky TajgacuMa, a Ipo-
pese CMamUMO TAKO M1a Oy/ly ITPOIOPIIMOHAHNA TaJaCHO]
nyxkuan. OBe Tajiace MOXKEMO jeTHOCTABHO 3aMUC/IATH
Kao 3BYK KOjU Ce IIUPHU U3 jeHe TA4YKe WU MPOCTO Kao
TaJlace BOJIe KOjU ce palupe KaJa ydoarnmMo KaMeHdIuh y \
MHUpPHO je3epo. Kaja orBopuMO camo jemaH off mmpopesa, ‘Q
tanac he mohm na mpobe camo Tyna m HacraBuhe ma ce
MIUPY W32 Ihera Kao 3 HOBOT m3Bopa. OBO BaxKu jeHa-
KO 3a I'ODIbHM ¥ JOHU Ipope3 (KyTa W ILIaBa KpUBa Ha
Coumum 2). Kaza cy oTBopeHa 00a, OHAINA]Y Ce Kao JBa
TadkacTa n3Bopa tasaca. [lonoo he pesysnrar Ha 3akiio-
Hy OMTH 30Up IIpBe U JIpyre PacIojiesie, ¢ TUM IITO, KaJja
cabupaMo Tajace, He MOXKEMO Ja UX ,A30POjuMO’ Kao Ie- Ciuxa 2: Pactiogeaa %og wanacall]
cruiie, Beh nodujamo unTepdepenimjy (3ej1eHa KpUBa Ha
Cumnnu 2). OHa je HA HEKUM MeCTHMa KOHCTPYKTUBHA, &
HA HEKUM JIECTPYKTHBHA, [1a KA0 KOHAYHY PACIOIEIy JI00MjaMO MHTePMEPEHITNOHY CJIMKY, KapaK-
TEPUCTUYHY 32 TaJiace.

Haxie, 100WImM CMO KJIACHIHO OYEKUBarbe 3a 0Baj ekcrepuMenT. Cajia morieiajMo mra ce TeCh
aKO CMAabUMO ITPOpe3e U IECTUIE IO MUKPOCKOTICKUX pa3Mmepa. ['ahajmo 3akmoH, permmo, GOTOHHU-
Ma, 9eCTUIAMa CBETJIOCTHA. AKO Ha 3aKJIOHY U3MEpUMO nojeuHaqnu GoToH, BujielieMo 1a UCTO Kao
U KJIACHYHY YeCTHILy, OJJHOCHO TauKy Ha jerekropy (Cimka 3a). Kako nmosehasamo 6poj dorona,
OYEKMBAJIA DMCMO I8, BhUXOBA PACITIOJIE/Ia TOHOBO CBe MIPUOJIMKHI]E OroBapa PACIOIE/N U3 IPBOT
npumMepa. 3HAYAJHO je MOMEHYTH 3aIlTO YOIIITE OYeKyjeMO ma ce (DOTOH MOHAIA KA0 UECTHUIA.
Hodap npumep rje ce UCHO/baBa TAKO3BAHA YECTHYHA [IPUPOJIA €JIEKTPOMATHETHOI 3padena (cBe-
minocru) je KomnroHoB edekar, kKoju HaMm je oTKpHo jga ce cynap (HOTOHA €A eJIEKTPOHOM HU
[0 YeMy MATEMATHYKH He Pa3JInKyje OJl KJIACHIHOI Cylapa JiBe OWJIHjapCKe KyILJe, Tj. MOXKE ce
ONHUCATH 3aKOHUMA OJPXKAFHA.

Bparumo ce na Hammn ekcriepuMenT ca fiBa npopes3a. Hacynpor odeknBaimby KOje CMO MOTHBHUCAJIA
KomnronoBuMm edexTomM, Kaga MOronuMO IPEpeKky BeIUKUM 0pojeM (hoToHa, T00MjaMO PACIIONETY
kao u3 npumepa 2 (Conka 3x). axie, nako ¢MO MECIHIIN JIa KPO3 OTBOPE IIpoJia3e YeCTHIle, Ha
Kpajy 10dujamMo MHTepGEPEHIMOHY CJIUKY, KAao KOJ Tajacal

Couka 3: Hnimepgepenuuja xog dotmionall]

ITojase kao mrro cy Komnronos u dgporoesiekrpuasan epeKaT yKa3au Cy Ha KJIACUIHO, YeCTHIHO
nonammame porona. Ca apyre cTpane, eKCIIEPUMEHT Ca JBa IPOPe3a MOKa3a0 je Ja ce y APYyradujuM
ycsioBuMa (DOTOHM TIOHAIIA]Yy KAO TajJach. 3000 OBOTA je M HACTAJa IO3HATA IIOMETEha W IUTAHE
,,JIa JIU je cBeTyiocT vectuiia min tajgac? JlaHac To Ha3uBaMoO Y€CTUIHO-TAJIACHUM JIyaJIn3MOM.
CeemiocT Huje Darn HU decTulla HU Tajac, Bell ce IOHAINA Ha HEKU CBOj, HOBU HA4YMH (IITO MU
HEKaJ[ MHTEPIPETUPAMO KAO Y€CTUIHO, 8 HEKaJ[ KA0 TAJACHO IIOHAIIAME).



Tume cMO oroBOpMIN Ha HEZOYMHUILy O NpUpoau cBeriocTu. MehyTum, 4ak 1 ako 3aMEHHMO
doTone HEKUM JPYTUM MUKPOCKOIICKMM 00jeKTUMA, KAa0 Ha IPUMEDP eJIEKTPOHUMA, JIOOMjaMO UCTH,
YYJIHU, TAJACHO-YECTUIHU PE3yJITaT (€KCIEPUMEHT Ca JBa IIPOpe3a je MOTBPheH YaK U 3a MOJIeKyJe
cauautberie o 110 2000 aromal) Jakie, Huje y nuramy ucK/byInBo ocoduna csersioctu. OBo yka3syje
Ha HOBY KJacCy O0jeKara, HA HEKM HOBU CBET, KOjU C€ MODPa OIMCHBATH JIPYTAddljuM 3aKOHUMA O
OHHUX HA KOje CMO HABHUKJIH.



2 Tamacana dyskiumja nu IlIpeanmHrepoBa jegHavYnMHA

Ia dmcMo ommcuBaM MpodJeMe y KBAHTHOj Mexauurn, medpunncahemo ciemehe mojmose: cu-
CTeM, OIICEPBAOY, AHCAMOJ U Meperbe.

Hedbuuurnmja 1 Cuctiem uma ogpehiene ocodure Ha 0CHO8Y KOJUT 10 MOHCEMO PA3NUKOSATUYU 0
JPYTUT CUCTAEME, TPU YeMYy TOGDAZYMEBAMO (& UMAMO MEPHY QUAPAh KOju Modce ga udmepu e
ocodune.

Hedunurnmja 2 Ocoduna, usu oucepsabra, ce 3aCHUBHE HA YWUHEHUUYU G j€ OHA OUCEPEAOUAHA,
0gHOCHO MEPHUBA.

Hedununmja 3 Ancamba je ckyt cucliema Koju umajy Hexe 3ajegrudke 0COOUHE, AU MOTY UMaA-
WU PA3AUNMUTAG CTATHA.

Hedbunnnuja 4 Meperve je apouec ogpeliusarsa (8pegroctiu) ocoduna arcamodra. Axo cea mepera
K0ja MOTY ga ce u3spuie Hag g6a AGHCAMOAG gajy UCThe Pe3ystiatie, CMATWPA ce §a ¢y WY GHCAMONU
Y UCTLOM CTLAILY.

VY kiacndH0j PU3NINM CMO HABUKJIA HA JIETEPMUHUCTUYKN IpucTyn. Kaja onumemMo TpeHyTHO
CTAIbe U 3aKOHE IO KOJUMA, Ce TO CTaFhe MeHha y BPEMEHY, U3 UCTUX [MOYETHUX YCJIOBA YBEK MOPAMO
nobutn uctu ucxon. Crame KJIaCMYIHe YeCTHUIe OIUCAHO je IMOJIOXKajeM U OP3WHOM, a Mema Ce y
ckaany ca FbyTHoBuM jenmHaunmHaMa Kperarma. ¥ KBAHTHO] MEXAHUIIA CHUCTEM OIHUCYjeMO IPoOadu-
JINCTUYKY, TAYHUj€ MOXKEMO TOBOPUTH O BepoBaTHONama Jj1a ce cucreM Hale y JOCTYIIHUM CTAFBUMA.
MareMaTH4Ku, Ta CTamba MPeJCTaB/baMO BEKTOPUMA.

2.1 Bpa-ketr HOTaluja
Ja ducMo momaTHO OTaKIaI 3anuc KopuctuMo JInpakoBy nim Opa-KeT HOTAIH]y.
1)
*T
(W= =)

V upBOM pefy je T3B. kelll, KOJU NMPEICTaB/ba BEKTOP, a y JAPYroM Opd, MTO HMPEJCTaB/ba HEroB
aJljyHTOBaHI! (JTyasiHu) BeKTOD.

(1)

2.2 IIpoctop crama

Hedunnnuja 5 Ckarapru Gpoussog gea cluara 1)), |¢) gedunucan je xao

(olv) = (¥, 0). (2)

Hedbununuja 6 IIpoctiop ctuarea je seximopcku apocwop (H,(|)), ige je H cxyu sextopa xojuma
CY UPegctasmena c8a MOTYha Carea CUCmEMa U Hag KOJuM je gePuHucam CKaAGPHU ﬂp0u3eog.2

2.3 TanacHa dyHKIHUja

Kao u y cBakoj Teopuju, KBaHTHA MEXaHUKA II0JIA3H O Ofpel)eHnX MPeTIoCTaBKY, Tj. IIOCTYJIATa
KOju ce He JoKa3yjy. HapaBHo, TpyiuMo ce /1a MOCTYJIMPAMO IITO Marbe, OJHOCHO U3BEIEMO IITO
BHIIIe u3 nocrojehnx mocrynara. Y3 To, TOCTY/IaTH MOPAjy OUTU KOH3UCTEHTHU CA €KCIIEPUMEHTOM.
I nocrysnaT (o cramuma): CBako 9MCTO? cTame KBAHTHOT CHCTEMa MPEICTaB/ha ce HEKM BeK-
TOPOM jeIMHUYHE HOPME y IPOCTOPY cTama. JIBa BeKTOpa jeIMHUYHE HOPME KOjU Ce PA3JIUKYjy 0
Ha (azum GaKkTOp MPEICTaB/hajy UCTO CTAIHE.

IBekTop 1), KOBYTOBaH W TPAHCIOHOBAH.

20B0 ce y KBAHTHOj MEXaHUIH 30Be XUI0EPTOB IPOCTOP, T BEKTOPH MOI'Y OHTH GECKOHAMHOUMEH3HOHM.

3Yncro crame 3HAUM 18 HEMa NPEKJANAlba Ca JPYTHM CTABHMA; HIP. aKO TOBOPHMO O €HEPTETCKHM CTAFHMA, JBA
pa3jIinyuTa CTamba He MOI'Y MMaTH UCTY €HEPIHjy; IIOCTOje U MelllaHa CTamba, ajld hbuMa ce HelieMo DaBUTH.



OBaj BeKTOp HA3UBAMO BEKTOPOM CTarba. Ha pas3imanra cramba MOXKEMO CJIUKOBUTO JIa TJIeJAMO
KAa0 Ha PA3JIMINTe MPABIE Y BEKTOPCKOM IpocTopy crama. IIITo u jecre tatdno. CBako crame MO-
2KEMO JIa IIPEJCTABUMO Kao JIMHeapHy KOMOUHAIN]Y OCHOBHUX CTarha. JeJHOCTABHO, KO YOUHMO
JIa CHUCTEeM MOXKe J1a 3ay3MMa HEeKa J[Ba CTakba, OH MOXKE J1a Y3UMa U CBaKy JIMHEAPHY KOMOWHAITH]Y
tux craba. OBo ce 30Be npuniui cyneprnosunuje. Ckyn ocuoBuux (0a3ucHUX) CTarba HA3UBA
ce Basuc. Basuc (wm 6a3a) je y crBapym MUHUMAJHH CKYI CTalba [IPEKO KOI' Cé MOIY U3Da3UTU
CBa CTamba CHCTEMa, a MPOCTOP CTarba OM OHJA OWo JimHeas da3uca. Kao mTo HaM je mo3HATO U3
JImHeapHe ajredpe, da3uc HUje jeIMHCTBEH.

Hedbunurnmja 7 Taracha pyrkuuja 1 je xoeuyujerin y padeofy cuara 4o 6a3ucy.

Jaxie, ako 3aIMIEeMO CTamke Kao JUHEAPHY KOMOWHAIIN]Y OA3WCHUX CTakba, TaJacHa (PYHKIja
je KoeuIMjeHT KOju CTOju y3 oarosapajyhe crame.

YBobheme TasiacHe QyHKIMje HUje MaJia U3MEHA y OJHOCY Ha KJacudHy MexaHuky. Hacympor
BEKTOPY I0JIOXKaja 1 Op3UHe, yBOJANME KOMILIEKCHY (DYHKIIM]Y, KOja, KaKo he ce moKa3aTu, ca pKu
cBe mH(pOpManuje orpedHe n1a ce omuiie cucreM. Kako HICMO MOMEHY/ I Op3uHYy, HH(MOPMAIIja O
B0j MOpa Takohe OuMTH cajpKaHa y TAJACHO] DYHKIHMjH. Y3 TO, aKO 3HAMO TAJACHY DYHKIH]Y Y
TPEHYTKY ¢, OHA MOpa Jla CaJpKU JOBOJFHO MHMOPMAIHja J1a OJPEJIUMO CTahe Y OMJIO KOM Tpe-
HYTKy (BHJETH O/IeJbakK O BPEMEHCKO] eBouryrmjn).[1]

[IpBu mocrysaT Takohe roBopu j1a, YKOJIUKO e BEKTOPH PA3JIUKYy]y J0 Ha da3uu GHakTop, OHU
IPEJICTaBIbajy MUCTO CTAIbE

[¥) — € [4). 3)

Ako 3aMuUCIIMO TPOCTOPHE BEKTOPE HA KOje CMO HABUKJIM, OBO jé AHAJIOTHO Ca THME J[a, AKO BEKTOD
[IOMHOKMMO KOHCTAHTOM (CKaJapoM), [IpaBall My OCTaHEe UCTH.

2.4 OmncepBabJie u orneparopu

Y oBoM oniebKy DaBulieMo ce DU3NIKUM BEJUINHAMA ¥ KBAHTHO] MEXAHUIIN.

Hedbununmja 8 Ipecauxasarwe A : U — V u3 sextiopekor upoctopa U y V' je auneapru otepa-
WOP KO BANCU

(V) ,¢) € V) (Va, B € R) Ala|h) + 59)) = aAly) + BA[P).

Axko je U =V, tama je A nureapHu ornepaTop Ha JJATOM BEKTOPCKOM IIPOCTOPY. YOOUUAjeHO je Jia
3a olepaTope KOPUCTUMO O3HaKy Kamuie, A, 1a ducmo ux pasimkoBasy oj OpojeBa u yHKIH]a.

Hedbununuja 9 Juneapru otepatiop A Ha 6eKWOPCKOM TPOCTIOPY €A CKAAAPHUM TPOUIBOGOM
HA3UBaA Ce
(1) zepmuticku akxo je jegnak c6om agJyHIOBAHOM

A=At = AT

(2) ynuthapru axo 6aicy

AAt = AtA =T,

(8) apojextiop axo je TEPMUWCKY U UGEMTOTUEHTAN

1ge je I ugentuumewm. [3]

IT mocrynar (o omcepsBadiiama): Csaka orcepsadiia KBAHTHOI CUCTEMa IIPEJICTABIbEHA je Xep-
MUTCKHUM OIIEPATOPOM Y TIPOCTOPY crama u 00pHyTo. Ojpeleroj omncepsabdiin oJiroBapa TaqHo je1an
omepatop.[2]

Jaxiie, y KBAaHTHO] MEXaHUIU KJIACHIHE Bapujadse, Tj. pU3NUKe BeJIMUMHE IIpejia3e y OIcep-
BadJe, Tj. omeparope. KapakTepucTudHo je TO mTO cBaKOj (DU3MIKOj] BEJUINHU KO]y HAIAZUMO Y
MIPUPOAY OJIFOBAPA DAIl XEPMUTCKHU OIIEPATOP.



IV mocrynar (o kBaurumsaumuju): Ca kiacuunux sapujabiu (BUBMYKOD CHCTEMa IIPeJa3u ce
Ha orcepBadJiie y MpoCTOPY CTamba H TaKo Jia BayKu:

1) nuneapua KomMOuHaIMja Bapujadau » . a; A; IIpeIa3u y UCTY JIMHEAPHY KOMOUHAIIA]Y OJIrO-
K3
Bapajyhux oncepsadmu ), a; A;,

(2) uposBox AB jBe Bapujabiie npeJia3u y CUMETPU30BaHU IPOU3BOJL oiroBapajylinx oncepsa-
AB+BA
G ABLBA
(3) upesas je HenpekuaH: Bapujadia Koja je jqumec Huza Bapujadiau L = lim,, o, A, npenasu
y orcepBadiy Koja je Takobhe JiuMec HU3a oarosapajyhux omceppadim L = lim, o, A,

: 43 1A Bl =
(4) Tloaconosa 3arpaya {A, B }pz npeasu y KOMyTaTop ojiropapajyhunx ornceppadmm® {A, B} =

i (AB - é/i) :
(5) ocroBHE ckyn Bapujabmu {A;} npesasu y OCHOBHH CKyII OricepBadin {Al}

2.5 Beposarunoha

Cama TasracHa QyHKIHja HeMa (DU3MIKU CMEUCA0, Tj. HE OJArOBapa HUjeJHOM MEDPJbUBOM IIapa-
merpy. IlocToje pasnuanre naTepuperanuje HU3NIKOL, 3APABOPAYMCKOT 3HAYTEIHA KBAHTHE MeEXa-
HUKe, U Tajiacue dynknuje. MehyTnMm, MareMaTnyuku, CBe OHE MOPAjy /1a Ce CJIaXKy U Jia OJIrOBapajy
ekcriepumenty. C gpyre crpane, BujeheMo J1a KBaJIPATHE MOJIYO TajacHe QyHKIHje UMa CMUCAO U
jeqHak je rycTmHU BepoBaTHhe na ce uecruiia Hahe y onpehenom cramy.

ITT mocrymar (o BepoBaruohm): Kaja ce Ha cucreMmy y 4YuCTOM CTamby [1)) U3BPINU MepPEHe
oricepBabiie A, BpelHOCT Ha MHTEpBaJy [a,b] ce moduja ca BepoBaTHONOM

v([a, B, A, [1)) = [Py (A) [9)|* = (] Py (A) [4) (4)

e je P ) (A) mpojexTop. [4]

To 3HAUM J1a JIEKOMIIOHYje BEKTOD CTama 1 Bpalia KOMIIOHEHTY KOja ¢e OJIHOCH Ha OIcepBadiry
A. Haxite, KaJia je cTame U3ParkeHo Kao JIMHeapHa KOMOMHAIM]a OCHOBHUX CTaba, KOSPUIHjEHT Y3
CBaKo 0] crama (0mHoCHO TasacHa GyHKIMja, Kao IITo Hajtaxe gedununuja 7) caapxu uadopma-
nujy o BepoBaTHONHW 3a TO cTame. [IpojekTopoMm m3aBajaMo cTame dhja HAC BepoBaTHONA 3aHWMA,
a, nmpema III mocTymary, Ty BepoBaTHONY m00OMjaMO Kao KBaJIpaT TaJacHe (PyHKIIMje Koja 0roBapa
TOM CTamby.

Cerunmo ce na I mocrynar svamehe jeuHuYIHY HOpMY BeKTOpa cTama. Hopma ce m1oduja Kao 30up
KBa/IpaTa CBUX TaJACHUX (DYHKIMja, OHOCHO 30MpP BepOBAaTHONA 3a CBAKO OJ1 crama. Jlakie, Buau-
MO Jla jeIMHUYIHA HOPMa CaMO 3HAYH JIa je BepoBaTHONA Ja ce cucreM Halje y nexom ox crama (Kao
IITO HIP. 3HAMO JIa C€ CUTYPHO HAJIA3U HETrJie y MPOCTOPY). AKO je 0Baj YCIIOB UCIYEbEH, KAYKEMO
J1a je tajacHa (pyHKInja Hopmaaun3soBaHa. Cee rtajiacHe (PYHKIMje HA KOje HAUJIA3UMO y (DUIUIH
JIajy ce HOpMaJIM30BaTH JoJaBambeM KoedbulpjenTa (HOpMaIu3aluoHe KOHCTAHTE). Y KOJUKO TaJla-
cHa (DYHKIMja HUje HOPMAJIN3A0UIHA, HE MOXKEe HAM JaTH WH(MOPMAIN]Y O BEPOBATHONHU, Te ce He
ofHOCH Ha (DUBUIKHU CHCTEM.

Hedbunnnumja 10 Beposatwnoha ga ce octisapu nexo ciiare |¢) apu ctuary |v) gedunucana je
Kao

P(¢)y = (o). (5)

Jla ducMO WIIYyCTpPOBAIM Pa3yinKy u3Mel)y KBAHTHUX M KJIACHIHUX CHCTEMa, Y3MHMO IIPHUMEpD
Bamama Korke. Korka je kiacudaH objekar, 3a KOjU pasiuKyjeMo 6 pasimmunTux crama (y 3aBu-
cHOCTH OJ1, TOra Koju 0poj nague). I[lomro je cumerpudna, cBe cTpaHe Cy jeJHAKO BEpOBATHE, 14 je
BepoBaTHONA 3a CBAKW O OpojeBa %. Mebhytum, ako ducMo darn XTean f1a ce MOTPYIUMO, MOTJIN

41Bunern nomarax Ha Kpajy.



dMCMO y TeopHju J1a oJpe MO Ha Kojy he crpany ja najHe ca BepoBaTHohoM 1. Camo ducmo Mo-
pasu Jia 3HAMO MOYETHO CTame (M0JI0XKaj U OP3UHY KOIKe) M TATHO HA KOjU HAYHUH CMO je DallIn
(cBe cmite Koje Jenyjy Ha my). OBO je PAYyHCKH CJIOXKEHO, aJu JI00pO J1eDUHUCAHO U TEOPHjCKU
u3BobuBO. O BepoBaTHONM KO/ KJIACUYHX CHCTEMa TOBOPUMO HCKJBYUIHUBO KaJa HEMAMO JIOBOJHHO
nadOpMaIja Ia MPEIBUINMO TadHe HCXOe, Ia Ce 33JI0BO/hABAMO THUME JIa jé KOIIKA HACYMUIHA
(jep u3 mepcuekTuBe YoBeKa Koju MIpa MOHOIOJ edeKTuBHO jecre). Mehyrum, ako ducmo ymecro
KOIIKE ITOCMATPAJIU €JIEKTPOH, U MOKYIIAJIHN Ja [IPEIBUINMO HErOBO CTArbe, HAJBUIIE IITO OUCMO
MKaKO MOTJIU JIa OJ[PeINMO je BepoBaTHONA 3a TO crame. OBO je hyHIaMEeHTAIHA KAPAKTEPUCTHKA
KBAaHTHUX CHCTEMa U KJbYYHA PA3jIMKa y OJHOCY Ha Kjacu4uHe. Jlakje, JOCJTOBHO MOXKE Jia Ce JIeCH
Jla IBAILYT [IOHOBUMO UCTH €KCIIEPUMEHT, U Jo0ujeMo pasjuaure ucxome (¢ tum mro he crame Koje
je HajBepoBaTHUje & Ce IOHOBU HAJBUIIE IIyTa).

2.6 Bpemencku HeszaBucHa Illpeauarepona jeagHadymHa

Hedbunurnmja 11 Csojcttisene epegroctiu u ce0jcliseHu 8exitiopyu, otepatopa H cy ceu cranapu
FE u ceu sextiopu ctara 3a Koje 8adHcu

H) = E). (6)
0860 ce Ha3usa CBOJCMBEH UPOBAEM 0UEPATLOPA H.

Teopema 1 Csojctisene epegnoctiu, Heke oucepsadre H cy cee epeghociiu u3 Henot cUeKpa
Meperva, G C80JcTBeHa CULAA CY CB8G OCHOBHA CULAHE.

OBO BazKu y OIIIITEM CJIyYa]y 38 CBE XEPMHUTCKE OIepaTope, Tj. orncepBadie. XaMUJITOHUjAH
je oneparop eHepruje, jep TeHEpHIIle BPEMEHCKY eBOJyLHjy (BHIETH J0JaTaK Ha Kpajy). Y ToM
cayuajy, jemnaanna (6) je mosHaTa Kao BpeMeHCKH He3aBucHa lIlpenuHrepoBa jesHadYnHA.
Ona HaM J1aje CBOjCTBEHE BPEIHOCTH XaMUJITOHUjaHa, 38 KOje Ce UCIOCTaB/ba Ja IIPEJICTAB/bAjy CBa
Morylia eHeprercka crama CUCTEMA.

Teopema 2 Hexa cy A u B nexe otcepsadae. Yxoruko sasicu

[A’ B] =0, (7)
A u B umajy 3ajegrunka c60jcu6eHa ClaHa.
YV mpeBoiy, UCIIOCTaB/ba Ce J[a aKO OIIepATOPH KOMYTHPAjy, UCTa CTamba he OUTH pelrerha HUXOBUX

CBOjCTBEHUX TIpobsIeMa (aJii CBOJCTBEHE BDPETHOCTH MOTY OUTH DA3JIMINTE).

2.7 BpemeHcKa eBOJIyIHja

Bugemn cMo Kako y KBAHTHOj MEXAHUIN IIPEICTAB/HAMO (DU3MIKE BEJUIUHE U CTAIHE CHCTEMA.
Ha ducMo Taj crucTeM KOMILJIETHO OIMCAJIN, OCTaje jOIl Ja O/IPETUMO KaKO Ce OH MeIba Y BpeMeHy.

V mnocrysnar (o BpemeHCKOj eBosrynuju): Eposynuja KBAHTHOI CHCT€Ma TOKOM BPEMEHCKOT

unTepsaa [t;,ty] je mporec y KOMe HHHNUJjaJHO CTambe |1, ;) mpesasu y GHUHAIHO cTambe [¢,tf),
r7ie je t; MHUIHjaIHo, a ty PUHAIHO BpeMe,

|w7ti> = |’L/}7tf>7

TAKO J1a BazKn
(1) mpomena je kaysasna: [, ;) — |1, ) jeaHO3HAUHO,

(2) nuueapHOCT je ouyBaHA

[, ;) = a1 |1, ti) + g [tha, ts) = |1, ty) = an |1, ty) + o [, ty)

(3) Bpoj cucrema y ancamdily je odyBaH,

(4) upomeHna je KOHTHHYaJIHA.



Ila 6u Bpemencka esostynmja Ouiia Kaysanna, (1), mro y npesoiy 3Ha4Yu Ja y3pOK MOpa JIa
ce JIeCH TIpe TOCJeNIe, IPea3ak N3 WHUIA]ATHOT Y (DUHAIHU TPEHYTAK MOpa OUTU jeIMHCTBEH.
Jlpyrum pednMa, IIOCTOjU OMjEKTUBHO IIPEC/IMKABAE U3 MHUIM]AJHOT y (DUHAJIHO CTAhE.

30 : [Y(t) — [(ty)) (8)
U IIPEJICTaBIba OIIEPATODP BPEMEHCKE €BOJIYIIHjEe

[$(8) = Ut —ti, ta) [ (t:) 9)

3a IIPOU3BOJBHE TPEHYTaK ¢ € [t;,Tf].
IMomro je ouysana JsmHeapHOCT, (2), ciaeau ga U Mopa ga Oyme juHeapHu omeparop. Hopwma
BEKTOpa je Takohe odyBaHa

[ (t)* = [ ()] (10)

Dusuka (12 caMUM TUM ¥ HOPMa BEKTOpPa), MOpa Jia Oyjie HHBAPUjAHTHA HA [IPUMEHY ayTOMOD-
duzma. OBO MOKEMO JIAKO JIa CXBATUMO, jep ayTOMOP(MU3aM, CJIMKOBUTO PEYEHO, CAMO TIEPMYTYyje,
Tj. JIpenMeHyje” eJleMeHTe BEKTOPCKOL IIPOCTOPa, Y HAIIEM CJIydajy CTamba U3 IMPOCTOPa CTamba. 3a
Gbu3uKy je cBejeHO KAKO MU ,[IpenMeHyjeMo™ cTarba, TaKO Jia je MHBApUjaHTHA Ha JIeJIOBAIbE ayTO-
Mopduzma. Kako je U OMjEeKTUBHO IIpEC/IMKaBahe Ha IIPOCTOPY CTakba, OHO U jeCTe ayToOMOpP(u3aM.

Y Hupaxosoj noramuju, (10) M0KeMO Jja 3alUIIEMO Kao

(W(ta)]e(t) = W ()[e(2)) - (11)

puverom (9) na (11) xoBujamo
(W) (:)) = ()| UT (¢ — tists) Ut — ti, 1) [ (t)) (12)
e UN(t —ts,t:) Ut —ty,t;) = 1. (13)

ITo pedunumnuju 9, U je YHUTapHU OIIepaTop.

Buymmo ja o V nocTysiaTy BpeMeHcKa [IPOMeHa MOpa OMTH HellpeKuHa, (4), jep 1 BpeMe Tede
nenpexuano. Vckas (9) Bazku y pOU3BO/LHOM BPEMEHCKOM TPEHYTKY, 11 BAXKU U

[0 (ts)) = Ulty = t,1) (1)) - (14)
Ako 3amennmo (9) y (14) godujamo
[ (tp)) = Ults = t,OU(t —tists) [(t3)) - (15)

Mebhyrum, oner u3 (9) 3HaMO z1a je eBosyimja o t; 1o t f JaTa ca

[W(ts)) = Ulty —ti,t:) [(t:)) - (16)

Haxoe, u3 (15) u (16) 3aksbydyjemo ga 3a duio Koje t € [t;,tf] Baxku

Uty —tist)) = Uty — t, Ut — ti, ts). (17)
OnHocHO, eBOJIyIHja Ol TPEHYTKa i; J0 Ly je HCTa Kao eBOJIyIMja IIPBO of t; 10 ¢, 1a 3aTuM of t
0 ty.

Teopema 3 3a ceaku yHuaphy 0UEPLTLOP U UOCTOJU TEPMUTLCKU 0UEPATLOD H waxo ga 6asicy

7 = oif



Ckuna gokasa:
Heka je H npousBospan xepMuTcKu oneparop u U oneparop 3a koju Baxku U = e
aijynr’

iH onma je meros

Ut = (eiﬁ>T =t
W3 nedununuje 9 xepMuTcKor omeparopa je H = H', na numamo
Ut = e_“q.

Oparne cmenn
A A EI _H
UUT = et — ],

qrMe CMO oKasasu na je U yHurapHu omeparop Kao mro AeduHunuja 9 najgaxe.

2.8 Bpewmencku 3aBucHa IllpenuHrepoBa jeagHaumHa

ITocmaTpajmo eBostytinjy on TpeHyTKa t; 10 t + dt, upu demy dt — 0.
Ut +dt —t;,t;) = U(t — i, t;) U(dt, t) (18)
Omneparop esosynuje usmehy ¢ u t + dt mo TeopeMu 3 MOXKEMO J1a 3AIMUIIEMO Kao

U(dt,t) = e (dth), (19)

e je H' (dt,t) xepmurcku oneparop. Ako je BpeMeHCKH Kopak (), HeMa BPEMEHCKE €BOJIYIH]e.

U0,t) =1 = O (20)
Je,HHaHI/IHy (19) MOXKeMO Jia IIOMHOZKUMO UJECHTUTETOM TaKO Ja Ce HUIIITa HE IIPOMEHU.

U(dt,t) _ eifl’(dt,t)Ufl(O’t) — tH'(dt,) ,—iH'(0,t) _ i(H'(dt,t)—H'(0,t)) (21)

Kako je npomena XaMmunaronujana cll:l(dt7 t) = f[’(dt, t) — IAi’(O7 t), UMamo

U(dt,t) = et 48" (@0), (22)
Cmemo Ja mpomupuMo ca dt:
O(dt,t) = & i, (23)
Haxon Tora ysemliemo cveny B(t) = dﬁ/éft’t), OJTHOCHO
U(dt, t) = B0 (24)
Kako dt — 0, ynorpeduhemo Tejnopos pa3soj mpsor peja.
U(dt, t) = ePOd — T 4 iTy(¢t)dt (25)
Bpahamewm y (18) mobujamo
Ut 4 dt —t;,t;) = U(t — ti, 1) (I + ﬁ%(t)dt)
=U(t —ti, ;) + BTt — t,;)dt, (26)
OJIHOCHO A )
Z']A—:‘)(t)ljv(t —tity) = Ut +dt — ti7t;1 —U(t —t;,t;) . (27)
[Torro dt — 0, oBo je no medunuIjn U3BOL,
DUt~ tit;) = 40— ti,t:) ;tti’ti). (28)

5 Kajna 6poj e muxemo ma omeparop (MaTpuily), To pajumo mpeko Tejmoposor pema. Ilomrro ajjynr (Komyrar u
TPAHCIIOH) TIPOJIA3K KPO3 CyMy, OBJie CMe Jia mpobe y cremeH.
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Calia MOXKeMO J1a BUJIUMO KaKo 00e crpaHe jeanaduue (28) meiyjy Ha cTatbe.

B0~ 1 1) b)) = T g (29)

Crarbe 3aMpP3HYTO Y TPEHYTKY ©; HE 3aBUCH 0]l BDEMEHA, 11a cMe Jia yhe 1moJ1 n3B01. 3HaMO Jia BazKu
(9), ma caenn

(o) o)) = 1) (30)
MHuoxkemeM ca KOHCTAaHTOM ih, na Ou quMmeH3uje duse oxrosapajyhe, modujamo
nO) sy e (31)
Ha xpajy, yBobemen jou jemme cmene H(t) = —hH(t) mobujano
in ) sy ey (32)

Hcnocrasma ce ga je oneparop H dam Xamwmnronmjan. Vspasz (32) je BpeMeHCK: 3aBHCHA
IITpeannrepoBa jegHaumHAa.

2.9 Kouanc Tanacue dpyHKIHje

JlormgHo je a Kajia u3MEpUMO TI0JI0XKa] €JIEKTPOHA Y TPEHYTKY ¢, ca CUTypHOIINY 3HAMO Ja ce
HaJIa3W y MOJIOXKA]y Koju cMmo usmepuiin. Jlakie, BepoBarnolhia 3a Taj mosoxkaj je 1. Omma BepoBat-
Hoha 3a cBe ocraJjie mosiozkaje mopa outu 0. Mako je BepoBarHoha 10 TpeHyTKa t MMaJja HEKAKBY
PacCIOeLy II0 CTabuMa, Y TPEHYTKY ¢4 HEIOCPETHO HAKOH MepPerha II0CTOjU jeIMHO BEPOBATHONA 38
usmepeno crame (Comka 4)°. Jlakie, ako m3BpIUMO Meperbe, TamacHa dynknuja ce pomenu. OBo
ce 30Be KoJiamc TaJjlacHe (DYyHKIYje U YOIIITe HUje HauBHA IojaBa. He MOKeMO J1a CTEKHEMO
nHbOpMAIIje O CUCTEMY, & Ja Taj CHCTEM He ITOPEeMEeTHUMO, U TO HEeKa I ¥ BPJIO 3Ha4YajHOj Mepu. e-
JIyje Kao Ja KOoJIalc TajacHe pyHKIje UCK/bYIUBO moBehiaBa Hallle 3HAbE, jep MPeIru3Ho oapehyje
BepoBatHOhy. MehyTum, Tamacua yHKIM]a Caap:Ka U ApyTre OUTHEe HHMOPMAIIHje O CUCTEMY, KOje
ce KOJIaIICOM HU3Tyoe.

]2 II'1'IllII"|'II||IT1I|IITI"II||II']II|'II'I'1I

_{]ﬂ,-I|IJIIIIIJIIIIIIJIIIIIIIIIIIIIIII]II.III

2 -1 0 1

I

Cnuka 4: /Jupaxosa geatua dymruuja

Perumo 1a xemmMo 1@ ope Mo KOJIMKY CHJTy IPUTHCKA MOXKe j1a n3apku Mpas. [losehaBamo
CUJIy, JIOK He JI0DeMO /10 OHe KOjy He MOXKE J1a U3/IPXKU U TAKO yCIIEBAMO & OJIPEIUMO FH€H MAaKCH-
MyM. Hazkajiocr, y nporecy cMmo 3riseunin Mpasa. OBaj IpuMep CJIMKOBUTO UJIYCTPYje KOJIMKO ja
BakKHO J[a ©UMaMO I1e0 aHCAMOJI, a He CaMo jelaH CHCTeM, Jia OMCMO UMaJI MOI'YHOCT MOHAB/bAHA
Mepemba.

6Beposarnolia y3uma Bpemmoct 1 3a m3Mepeno crambe u 0 3a CBa Ipyra CTarba.
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3 TOIIOJIOI‘I/Ij d KBAHTHO-MEXaHMNYIYKNX CTalba

YV OBOM U HapemgHOM OJeJ/bKy NeMO BUIETH Ha KOjU HAYWH Ce TOIOJIOTHja MCIOJ/baBa y KBAHTHO]
MexaHuiu. [Ipumepu mocsieuie TOmoIOMKNX 0COOMHA KBAHTHUX cTama cy AxapoHo-Bowm edekar
U KBaHTHU XOJIOB edpeKaT. ¥ KBAHTHO] MEXaHUIIU CBE TOIIOJIOIIKE OCOOMHE youaBajy ce Kpo3 bepu

dasy.

3.1 Bepu daza u Bepu koHekcuja

Bel cvmo Bugenn na mo I mocTymaTy cBako crame OAroBapa jeJHOM IIPABILy Y TPOCTOPY CTamba U
CBaKW [IPABAIL ¥ IIPOCTOPY CTaba OJroBapa jeaHoM Moryhem cramy cucreMa. Jlakie, jeman mpasait
IpecTaBsba TATHO jeJIHO CTambe, 0 Ha mpon3BosbaH ¢as3un ¢haxTop. 13 oBora nmenyje ma daza mema
GUBUIKNA CMECAO, TOMITO MOYXKEMO ITPOM3BOJHHO Ja je m3adepemo. MehyTum, dasua pasznnka uma,
aKo m3adepeMo pazauduTe ase 3a Pa3IUIUTa CTAbA.

SaMucaInMO [a MoCMaTpaMoO JIBa CACTEMa KOju MOrY jga mHTepdepupajy, Kao IMITO CMO HIIp.
BUJIESIN Y JAHTOBOM €KCIIEpUMEHTY. AKO jeJHOM OJ IhUX Ipe uHTepdepeniinje mpoMeHnMo haazy,
HakoH mHTepdepeHImje nmpoMennhe ce BepoBarHoha 3a ompehena crama. Kposz mHTepdepeHnjy
MOKEMO JIa YOUMMO U MepuMo (a3Hy pPas3juKy, T€ IOCTOje CIYUajeBU KaJla je OHa PeJIeBAHTHA.

Cucrem nedunume Xavmunronujan H (A, 2°) rme x° upeacraB/ba BEKTOP KOODIMHATA U UM-
myjica, a A; BEKTOD CIOJ/bHHUX [apamerapa Ol KOjUX 3aBUCH XaMUJITOHHjaH. Y3MHMO Ja je |¢)
CBOJCTBEHO CTAam€ OBOI' XaMUJITOHUjaHA. AKO IMOJIAKO TIOYHEMO Jla MEaMo Hapamerpe, nMahemo

WA (2)))-

A ujadarcka teopema: Cuctiem fie ocaiu Y Galiom CEOJCTUBEHOM CULAIY AKO UGPAMETUPE
MEHAMO §OBONHHO CTUOPO U KO TOCULOJU CKOK U3MeEDy WoT CWara U OCatlika CUeKTPa X amurttio-
HUJAHA.

Hamehe ce nurame, mra 3Ha49N JOBOJBHO CIIOPO. Y CYIITHHHU, 3aXTEB j€ Jia IMPUIUKOM IIPOMEHE
He Johe 1o npekanama crama cucreMa (Ja JBa cTamba MOy UMATH UCTY €HEPrujy), Tj. Ja je mo-
MEHYTH CKOK Ca ITOCMAaTPaHOr cTama Ha ciefelie moBosbHO Besmku. OBaj Koument cMo Bel) Buhasm
Yy TEPMOJIMHAMUIIN KO/ KBA3UCTATUIKUX IIPOIIECA.

Ilomro mapaMeTpe MEHaMO CIIOPO TAKO Ja BaXKU aJIMjadaTCKa TeopeMa, Jia OU CTabe OCTAJIO
WCTO, jeJMHO IITO MOXKE Jia ce IPOMEHH je dasza

) — € [9). (33)

Taxobhe, mapamerpe MemaMO TaKO [a ce Ha KPajy BpaTUMO HA3a[ HA IOYETHE, Tj. /14 HAIIPABU-
MO 3aTBOpeHy netby (y mpocTopy napamerapa). Vcmocrasiba ce Jia mocroje jsa jonpunoca dasu.
Jenan je dasza Kojy cMO BHIE/H Jla CHCTEM TIONIPUMH yCJIe BpeMencke esomryrmje (19) e~ %ot Oma
YBEK IOCTOjU W He 3aHWMa HAC TPEHYTHO, I1a NeMO je 3aHeMapuTH TaKO IITO NeMO MoCMaTpaTh
OCHOBHO CBOJCTBEHO CTarbe (CTarbe HajHUXKe eHepruje), a CKaJLy eHepruje IOMEPHUTU TaKo Ja je
ocuoBHa enepruja Fy = 0.

Ha npBu morsies He BHAMMO 3a11To OU OUJI0 APYror jonpuHoca ¢Gasu, ajld UMa ra U MEPJbUB je.
To je Bepu dasza, koja jorrn mpeacTaBba U TOMOJOMKY (daly, jep 3aBUCH OJI TOTOJIOTHje ITPOCTOPA
mapamMerapa, Tj. 0/ Opoja Pa3JnInTUX HET/bU KOje Y IeMy MOXKEMO 18 HAIIPABHMO.

Ha ducmo mspauynasun Bepu dazy, ymoszmahemo ce ca ApyruM TOIOJJIOMIKAM OCOOMHAMA IIPO-
cropa mapamerapa. Kpenyhemo on Bpemencku 3asucte [IIpenunrepose jeanaqune (32)

LdlY)
n = Hv) ). (34)
Perumvo na je U(t) npoussosbna dasa
[p(8)) =U() |[4), (35)
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a |1(0)) = |¢) ocuosHo crame (|1(t)) je m game ucTO Ccramke, camo ca japyrom dasom). Bupamo
noueruu ycsos U(0) = 1, a U(t) xemumo ja m3pauynamo. Jla ducmo Bumesm kosmka je dasa
TPAsKUMO CKAJIAPHU [IPOU3BOJL C& CTAIHEM

(p(0)] ih% [0(1)) = (O HA®) [$(2)) - (36)
U3 (35) Bugumo z1a je jiyaJiHu BEKTOD CTarba

(W@l = @IU* @) (37)

Samennmo uspase 3a crame (35) u (37) y seBy crpany lpeauarepose jeqnaunse (36).
) . d
Lis = in(wl () (U0 0)) (38)

i (U (1) (dU( Vi + e >d'¢>)

dt
dU()

) + (LU (@) U(#)

=i (wlor0 5 ey

dt

ITomrro je daza Opoj, cme jga m3ahe ucmpes CKaJapHOT MPOU3BOJIA Y MPBOM CadUPKY. ¥ JIPYTroM
cadupky, momro je dpasza odiauka eV, kopuctumo ja je UU* =1 .

., dU(t 1 d (o dU(t
LHS = ih (U 6 5 wher” + ol 7’”) (o rwigw) e
IMommro cy cBojerBere BpeanocTH XaMmujironujana exepruje (6), mecua crpana jenuauune (36) je

RHS = ()| BA®) [¢(1)) = ()] Eo(t) [¢(1)) = Eo(t) = 0. (40)

Usjennagasamem Jiese (39) u gecue (40) crpane modujamo

i (00 5 + i ¢>) (41)

OJIHOCHO

Jajbe MOXKeMO J1a MIPOIMUPUMO ca dA*.

9 d\ d)\l d)\’

) = — ] ) = — (] ) o = — (o) & (43)
Wznaj cMo yBesm o3Haky 0; = a 17~ bepu KoHekcujy jedunurmemo Kao'
Ai(N) = —i (¥ 0; [¥) . (44)
Bamenom Bepu konexcuje y (42), omHocHo (43) masbe modujamo
U*(t)dU(t) = —i A;(\) dN' < ‘g](%) = —i A;(\) d\- (45)

Ha ducmo nobunu U(t), Tpeda ja npouHTerpajuMo ode crpaHe.

CAUW®) i g
/OW_ fAZ(A)dA (46)

[Tormrro Memamo mapaMerpe Tako J1a ce Ha KPajy BPATHMO HA MOYETHE, JTeCHY CTPAHY WHTErPAJIIMO
10 32TBOPEHOj KOHTYPH, T1a OHA He 3aBUCH OJ BpeMena Beh camo o1 n3bopa e KoHType. Pemasamem
MHTETrpaJia J001ujaMo

=—i f{ Ai(\Y) dX' (47)

7§ Hopes MEHYCA je MMAMMHAPHA, jeMHAIA, JOK Ce i Y MHIEKCHMa OIHOCH HA BEKTOD A
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U Ha Kpajy o
U(t) = e t# AN, (48)
Bepu dasa (33) je onna jeanaka
- f{ A (AN (49)
Kao mto moxkemo BuzmeTs, Bepu ¢aza HaM FOBOPH O TOME IITa, Ce JelaBa, KaJa MEHhaMO HapaMeTpe
110 3aTBOPEHO] ITyTAHU.
3.2 Bepu kpuBuHa

IMocmarpajmo Bepu konekcujy kaja crame noupumu dasy. VI3 nocrynara suamo na cy |¢) u

') = O [) (50)
ucro crame. Bepu KoHekcuja 3a [¢) oHJa je jeaHAaKA
AN = =i (¢ 9; [¢) . (51)
Bamenutiemo (50) u uspauynaru
i ) ; iw(AY)
AN = im0 ) (52)
ooy [0 ooy O )
— —w(AY) [ Y2 iw(N) Y/
(e ( LR

I
L
=
%
/g
£
>
+
E
<
<

(Wl (i —i0;) v
= 8wW) <1/)|5 l) -
ITpumernmo na je mecHa crpaHa darn Bepu KOHEKCHja OPUTHHAJIHOL CTaka U3 jejHadnne (44).
Haxe, noduan cmo _ ' _
A;(N) = AL(N) + djw(\Y). (53)
OBo je xasmbparmona Tpanchopmarmja®. MoxkeMo Ja yBeIeMO TEH30p jaumHe HoJba, KOjU je MH-
BapujaHTaH Ha Kajubdbpamujy. ledunumemo Bepu xpuBuny Kao

Fij(A) = 0:A5(N) — 0;A;(N). (54)
IIpoBepuMo 7@ 3amcTa jecTe MHBAPUjaAHTHA:

Fi(A) = 0:A5(N) =9, A1 (\) = — w05 [Ai(N) — DuletXTT] = BiA;(\)—0;A; (A (:) g
55
[Tokaxkumo jorr ja je cama Bepu daza nnBapujanTHa Ha KaJInOpaiyjy

—fAé(/\i)cW = —f [Ai(N) + 8i(w(X))] dAT = fA A) N — j'{ 0w ’V —y—w AZ
(56)

Y HeknM cuTyalnmjaMa HaM BUIIE oJroBapa ja 3anumiemo bepu da3y npeko Bepu kpusune yme-
CTO KOHEKcuje, jep je ona unBapujanTHa Ha Kaaudpaiujy (55). To moxkemo ga ypagumo kopucrehin
CrokcoBy Teopemy”

= 7%&, AN = f/fij s, (57)
S

rae je S TOBPIIMHA KOHTYPE IO KOjOj CMO MEHAJIH ITapaMeTpe y MPOCTOPY IMapaMeTapa.

8Kasmbpamuja IpecTap/ba IPOU3BOJLHE U300D BEIMYHHA KAO INTO je BEKTOPCKHU IIOTCHIHjasI, KOje YBOAUMO Ja BHCMO
JIAKIIIEe PEIIMIM CACTEM, /i He YTHUIY Ha KPajiby BPEIHOCT MEP/HbUBUX BEJIMIHHA KO IITO Cy €JEKTPUIHO M MarHeTHO
oJbe.

9 Anasorso CTOKCOBO] TEOPEMH KOJ, €/IKTPHTHOT T10Jba,

T |
?{Edl:— pdV,
€0

rae je P 3allpeMUHCKa I'YCTUHa HaeJIEKTpHucarba.
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4 AxaponoB-Bom edekar

Kpo3z oBaj mpumep hemo Buzgern 3amrro je bepu da-
3a 3HaAYajHA U KaKO ce KopucTu. llocmaTpajmo munuazap
MIOIPEYHOT IIpeceka S U PEIUMO J1a MATHETHO IIOJbE eIy~
je camo ynyTtap Tor nmiauHapa, kKao #Ha Cimnu 5. Oiykc
MAarHeTHOT T10/ha KPO3 TONPETHH IIPECeK IMUIUH/IPA je

=)

dp = / B-dS. (58)
S

Ilocmarpajmo cajia decTUIly Koja ce HaJIa3W BaH IH-

JIMHIpa Ha (DUKCHUPAHOM pACTOjarby T O IeHTpa. Mar- /

HETHO II0JbE€ MOXKEMO JI4 3AIMIIEeMO Kao POTOP BEKTOP-
ﬂ
cxor norennnjanal’ A

B=V x A (59)

Ako ybanumo To y jenmaumnny 3a dayke (58), MoxkeMo s1a \_4/
npumernMo CTOKcoBy Teopeny!!

Cuuka 5: Aharonov-Bom efekat|6]

<I>B:/§~d§=/(ﬁxA)-dgc':‘%fde:QrwAw
S S
(60)

_ 98

2rm’

OJlaKJjie JI0OUjaMo
o (61)
mormITo je r (PUKCHO I1a, Bapupa caMmo yrao. JlarpanxKujaH yecTurle y MarHETHOM IIOJbY j€ JIaT Ca
L= %mﬁz —etA (62)
[5] . Homro je y nuramy HUIXHIAD, PAJAUMO Y IUIUHAPUIHUM KOODIMHATAMA

d(er)
dt

’l_j’:

= Qr. (63)

3ameHOM OBe JiBe BemumHe y jemHaqnty (62) modujamo

1
L= 5W~2<;;2 —erpA,. (64)

W3 Jlarpamxkujana OHIa MOXKEMO /1 JI0ONjeMO aHTyIapHY KOMIIOHEHTY HMIIYJICa

oL .
Dy = R = mngpAip (65)
1 XaMUJITOHUjaH
H=p,¢—L (66)

s (65) hemo uspasuru ¢
o= Dy +eriy,

67
mr?2 (67)
u 3amenutn y Xamuwirronujan (66), ma Ha Kpajy godujamo
1 2
H = 53 (pp +erdy,)”. (68)

ITomrro je L, = p, (Bumern nonarak), a A, 3aBucu camo ox r, sumumo Ja [H,L.] = 0, na je mo
TeopeMH 2 CBOjCTBEH IPoOJieM XaMUJITOHUjaHa Yje/IHO U CBOjCTBEH IpodseM L, .

10BekTopcKy TOTEHIMjAT HIje MepsbIBa BeImunHA, Beli ra yBOAMHMO Kao Kaaunopamujy. VimaMo cioboay m360pa BeKTOp-
CKOT' TIOTEHIjaJIa, CBE JIOK He yTHYe Ha KPajiby BPEJHOCT MEPJbUBHX BEJIMYMHA, Y OBOM CJIydYajy MAIHETHOI I10Jba.

HTenepasno, ka1 TO/I MMaMO HHTEIPAI 110 HOBPIIHHEA POTOPA HEKE BEIMUHHE, MOXKEMO Ja HpuMeHIMO CTOKCOBY TeopeMy
U 3aMEHNMO Ta KPYYKHUM MHTErPAJIOM.
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4.1 CsojcTBeH npodsem L,

Jla duCcMO OJ[pe NI CBOJCTBEHE BPEIHOCTH, MOTHUMO O BpeMeHckHu HezaBucHe [lIpeguarepose
jeTHAYNHE

L. [9) = Ay). (69)
3anuMa HacC IITa ce JellaBa 3a PasauduTe yriaoBe ¢, a hemMo Tako U Ha3BaTH CTamba,
(ol L [¥) = A{el) = Mp(op). (70)
Y nomarky cmo oapemmn Lz (114), na je
~ih (] - [) = Mi() ()
Ay ’
OJIHOCHO
dylp) _ A
Tdp = lﬁw(W)' (72)
Mu xequMo Jia OIpeuMO TaJIacHy (DyHKIH)Y
dp A
T=iz [ (73)

i\
Iny = Z—gp +InC.
h
Joduau cMo obJiuk TasiacHe yHKIM]je

Y(p) = Ce'r, (74)

rae je C' HOpMaJM3aIMOHA KOHCTaHTa, KOjy emMo HakHajHO oapeauTu. llomro ce mocmarpaHa
YeCTUIA HAJA3W Ha KPYTY MOJYIPETHIKA T, 3aXTEBAMO yCJIOB

Y(p) = Y(p + 27). (75)

Oparne cimenn ‘
e n =1, (76)

Ja ou jennauuna (76) duia 3a70BOJbeHA, 38 CBOjCTBEHE BpeaHocT L, p1odujaMo
A=nh, neN. (77)
Takobhe 3axTeBaMO jeJUHUYUHY HOPMY

/0 Cdo (o) =1, (78)

ma, J00mjaMo

1
C=—— 79
o (79)
Ha xpajy, cBojcTBeHa cTama OIepaTopa aHTyJIOapHOT MOMeHTa L, cy
1
e, (80)

Vnlp) = Nor:

4.2 CgBojcTBeH npodseM XaMUJITOHHjaHA

Oppemuin cMO cBOjcTBeHa crama L., ma camuMm TuM n Xammiaronujaxa. Caja KejmMo ma
OJIPETUMO CBOjCTBEHE €HEpPTrHje.

Hly) = EY) (81)

[Tormrro cMo ojipeniin CBOjCTBEHE BPEIHOCTH OIEPATOPA AHTYJIAPHOI MOMEHTA, MOXKEMO MX 3aMe-
HATH Yy XaMUJITOHU]aH.

(¢l

2mr2 2

(Lz i ”’53) ) = B (o) = Bib(p) (82)
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Ha kpajy 3a cBojcTBeme enepruje mo0mjaMo

2 2
E, ! (nh—i—%) _ (n—l—%). (83)

= 2mr2 2m ©2mr? oo

Hobuim cmo criektap y dyHKIUjU o napaMerpa ¢p. Heka ce decTuiia Hajia3mia y OCHOBHOM
CTamy N = 0 1 Heka je Yy IO9E€THOM TPEHYTKY (bJIyKC 61/10 HCKJbYY€H. AKO II0JIaKO IIOYHEeMO Ja TI'a
noBehaBaMo, Kajia JIOCTUTHE ¢p = ¢, IeCcTula npejasu y crabe n = 1. CamgHO ce JermmaBa 3a
cBako ¢p = kog, k € N, onnocuo, ¢ 1 dwiio Koje k¢y nMajy ucrtu crexTap.

OBa 1ojaBa Ha3WBa ce CIIEKTPaJHU TOK. [locMaTpajMo caja CJIMYHY ITOCTaBKY y KOjOj je mar-
HETHO IT0Jb€ JIOKAJIM30BAHO Y HEKOM JIeJIy IIPOCTOPa U YECTHILY 3apO0JbeHy y OIPAHMYEHO] 00JIacTH
(kyTuju) Bam Tor mesia npocropa. To MaTeMATHYKU IIPEJCTAB/LAMO IIOTEHIUJAIOM, KOJU Y KyTHju
MOXK€ OWTH TTPOM3BOJbAH, aJil MOpa OuTu DecKOHadaH Ha mBunaMa Kytuje. CmarpaMo ma mocroju
BEKTOPCKHU TTOTEHITN]aJT A y IIeJIOM IIPOCTOPY, Tla M YHyTap KyTHje, Kao U Ja je KyTHja JIOBOJHHO
MaJja Ja ce y bOj A mozxe CMaTpaTH KOHCTAHTHUM. AKO je TleHTap KyTHje [TOCTAB/HEH y TAuKu X ,
XaMuJITOHHUjaH je JIaT ca

H= % (—mv - q[f()?))Z + V(@ - X), (84)

—

IIpu 4eMy je mapamerap KOjU MeHmaMo /Y(X ). 3amuciumo ma je y TpeHyTky t = 0 Kyruja duia
IIOCTaBJ/beHA Y TAUKY XO TaKo Jia je A’(XO) = 0. Heka je ocHOBHO cTame YecTHIlE ca OBUM Xa-
MHJITOHUjAHOM JIaTO ca |1ho (T — X0)>. AKko 1os1ako momMepamo KyTujy Kpo3 IIPOCTOP, TO JOBOIM 10
IIPOMEHe . .
%0 (Z — Xo)) = [¥(T — X)). (85)
Tama Mopa ja BaXKu . L. .
(7 — X)) = U(Xo, X — Xo) [¢o(Z — Xo)) - (86)

HpI/IMeHI/IMO IIOHOBO BPEMEHCKU HE3aBUCHY Hlpe,m/IHrepOBy jeﬂHa‘{HHy.

o (<Y —gA(R)) (@ - X))+ V(E - X) 9@ - X)) = B(AR) i@ - X)) (87)

KowmbdunoBameM jennaanna (86) u (87) momasumo Jo ycioBa
~ =\2 S5 o -
(—mv - qA(X)) U(Xy, X — Xy) = 0. (88)

U3 (88) ciemn

> 2 2 4 ¥ A@)dz
UKy, X — Xy) = ' o A@T (89)
U3 uzpasa (89) youasamo mra je Bepu konekcuja
- = q - =
AX) = fﬁA(X). (90)
Ha xpajy modujamo Bepu dasy
yz%fﬁdfcg%/s(ﬁxl)dﬁ:yz%qu. (91)

Jlakjie, Kajla JeCTUId HAIPABHU IE€T/by OKO HEKOI' OrPAHUYEHOI MArHETHOI I10Jbad, HEHO CTAFhe
nonpumu dazy, MAKO MarHeTHO I0Jbe He Jesyje aupekTHo Ha mwy! Pesymrar (91) npeicrasiba
Axaponos-bBoMm edekar.
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5 Jlomarak

5.1 IloaceTHUK M3 TEOPUjCKE MEXaHUKE

Hedbunnnmja 12 Jlapanocujan L = L(qr, .., qn, G1, -, Gn) Je Pynruuja eHepaiucanus xoopguna-
Wa ¢; U HUTOBUT BPEMEHCKUT U3B0JA U JEGHAK je

L=T-U (92)

19e je T xuneuwka, a U GoWenyujarna enepiuja.

BpeMeHcKr M3BO, 03HAYABAMO TAYKOM (; = %_12
Heduuurnmja 13 enepasucaru umMtyac p; jegrak je

oL
b= 5g:

(93)
Hedbunurnmja 14 Xamustionujor je Gynryuje 1eHepasucarus K00pguHatlia, 1€HEPAAUCGHUT UM-
UYACA U BPEMERA U JegHAaK je

i=1

Mozkemo ckpalieno ja sanumemo Xamuiaronujan kao dyukuujy H = H(p, ¢,t), vae je ¢ = (q1, -, qn)
up=(p1,..,Pn), dudepernujan XaMuaronujana je

< oL oL oL
dH =) (piddi + Gidpi — 5—dg; — .dq'i) — o7 dt, (95)
P aqi 8(]1' ot

Bamenom (93) y (95) modujamo

S . . oL o , oL
dH = Z (pedtd; + Gidp; — pidq; — pedd; ) — Edt = Z (dsdp; — pidq;) — Edt' (96)

=1 i=1

Ca npyre crpate, JudepeHIinjas yBeK MOXKEMO JIa 3aIHIIeMO Kao

", (OH OH OH
=1

U3 jennauuna (96) u (97) ciaenn

oH i

an‘ = —Pi,

oH . (98)
ap7 _q%

oH _ oL

ot ot

OBo cy XaMuiToHOBe (KAHOHCKE) jeJHAYMHE KpeTarba.

Hedbunnnmja 15 Ioaconosa 3aipaga apoussosruzr gynkuuja f = f(q,p,t) v g = g(g,p,t), ge-

Ppuruwe ce xao
_ N\~ (9f 99 Of 9y

i=1

12080 Basku 3a BEJHKY KJIACy CHCTEMA, aJil HE YBEK.

18



Oxpenumo TToaconoBy 3arpajy n3mely XaMuITOHHjaHA U DeHEPAJIMCAHE KOODINHATE.

0
~ [ 0¢; 0H  0g/ OH

WHY = = _ = 100
ta H, 1; dqy. Ipk P Oqy (100)
Buaumo na je
9q;
= Oir, 101
Oqx g (10D
rae je d;; KporekepoBa nenra u neduHUIIE Ce KAO
1, i=k
Sp=14 " (102)
0, ©#k.
Samenom jeanaunna (101) u (98) y (100) mobujamo
n
{ai, HY,. =Y bindr = di- (103)
k=1

3akJbydak je ga XaMHJITOHHjaH IeHEPHIle BPEMEHCKY eBOJIylujy npeko Iloaconose 3arpane. Ba-
2KHO je TIIOMEHYTH Jia y KBAHTHO] MEXaHUIN OdYeKyjeMO ga XaMHJITOHUjaH I'€HEepHUIle BPEMEHCKY
€BOJIyIIUjy IPeKO KOMyTaTopa, Kao ImTo Hajtaxke [V mocrynar.

5.2 L,=p,

Caga hemo nmokaszaru 3amro je L, = p,. 3HaMO U3 TEOPUjCKE MEXaHUKe A UMIIYJIC IeJIyje Kao
©
W3BO/I, 114, je JIOTUIHO a8 OYeKyjeMO JIa TaKO Oy/e W y KBAHTHO].

0
= —th— 104
Py 96 ( )
Xajae 1a BUAMMO IITa Ce JenaBa, Kala IpedaliMo KOMIOHEHTY aHTYJIapHOr MOMEHTa L, y IM/IHH-
JnpudaHe KoopauHate. Y JIeKapTOBOM KOOPIMHATHOM CHCTEMY AHTYJapHU MOMEHT j&

S . 0 0
L. = (Fxp), =apy — ype = —%h(xafy ~Y5.) (105)
IIpBo hemo m3BOIE TTPEdAIINTHY ¥ MUIMHAPUIHE KOOPINHATE:
0 _op0 oo
Oor Oxdp OxOr (106)
9 _op0 oo
dy Oyde 0Oyor
Besze /lekapToBux U MUINHAPUIHAX KOOPAWHATA Cy ciemehe:
X = 1COoSs p, (107)
Yy =rsingp, (108)
OJTHOCHO y
tgp == 109
gy =", (109)
r =22+ 2. (110)
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Ako y3memo u3Bojie o = u y ox (109) u (110) podujamo

a—@congo S
Oz x’
Op o 1
——cosp = —
ox =
(111)
or T
o  /z2 + 42
o_ vy
39: o A /x2 + y2 ’
Opnnocuo 3amenom (107) u (108) u cpehuBamem
dp  sing
or r’
Op _ cosp
or
— = cosp,
ox v
T
5y = Sine-
Bpahamewm oBux ussoma y (106) onma godujamo
0 sing 0 .
— == — + cosp—,
ox r 0 0 (113)
0  cosp 0O +si
— = — + sin
ay  r 0 7o

. cosp O I\ _singpg g __-3
L,= zhlrcosgp( " 3g0+81 37’) Tsmgo( " a(p—f—%)]— zh&p. (114)

U3 (104) u (114) Bugumo ma je p, = L, mro je 1 Tpebao MOKa3aTH.
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