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0 YBom u peu ayTopa

Y oBoM pany heMo npeacTaBUTU U TPOYYUTHU TEOPU)Y HAAPEATHUX OpojeBa, u
0aBUTU Ce UCKJBYUYMBO HUXOBUM OCOOMHAMA, Oe3 IUXOBE Be3e ca MUPOM KOH-
cTpyknujom 3BaHoMm urpe. [IpBo hemo mpencraBuTu BHUXOBY KOHCTPYKIIU]Y,
nepunucaru ypebeme u anredapcke omeparnuje HaI BUMa, y3 npuMmepe. Ilo-
TOM, YBOAMMO KOHIENT pobhernana 6poja, Kao mMITO OTKPUBAMO HEKE BPJO KO-
pucHe mpeacraBe OpojeBa, U MPOyYaBaMO KaKBe Be3e MO3HATUja MATEMATUKA
mpaBu ca HamoM KiaacoM. Ha kpajy, yBoauMO jenaH aJTepPHATUBAH TPUCTYII,
MMOKa3yjeMoO na OH IPOM3BOAM CTPYKTYPY KOja MMa CBa MOOKa3aHa CBOjCTBA,
U OUCKYTYjeMO KapaKTepPUCTUKe 00a mpucTymna. [ JaBHU IUJb jecTe MOKa3aTh
boraTy CTPpYKTypy KOja jecTe Kjiaca HagpeaJHUX OpojeBa. 3HATHU IO PAIa
jecTe moka3uBame. 3aBUCHO OJ YIIO3HATOCTU C MeToJaMa Koje heMO KOpuc-
TUTYU, TEXHUKAJHOCTU PUTOPO3HOT NOKa3a M APYTUX Bapujabdiiv, ONIMIMPHOCT U
IeTa/bHOCT JOKa3a Bapupajy. Takobe, Bume myTa hemMo moMumaTy €eHTUTETE
U TBPIWmE M3 APYTUX I'pDaHa MaTeMaTHUKe, YIJIABHOM TeOpUje CKyNOBa, AaJn
1 KOMOMHATOpWKe M peajiHe anaju3e. llomTo oHe 3a cana mocToje M30J10-
BAHO OJ Te€OPUje HAAPEATHUX OpojeBa, TeopeMe U jeMe KOje MPOUCTUUY U3
wux Hehe 6wty npahene nmoxkasowm, anu HepaMuanjapue nepuHUje he OuTn
HaIlOMEHYTe.

sRemum nma ce 3axBasum cBom MmeHTOopy Munomy bopuhy ma capanwmu, kao u
Ha HErOBOM y30PHOM IPHUCTYIY IPeMa MIUPOKOM IpeaMeTy MaTeMaTUKe, KOju
BepyjeM ma je oOJIMKOBAO MOj COICTBEHU IPUCTYI Y TOKY YETUPHU T'OAUHE HA
HEroBOj HACTaBMU.
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1.1 KoucTpykmnuja

[IomTo mocToje paznmuuuTe HOTAUMje, TOTPEOHO je eKCIIMIUPATU KaKBY HO-
tanujy hemo kopuctutu oBzme. Masa cioBa nonyT z,y he o3HayaBatu O6pO-
jese. CBaku OpOj je KOHCTPpyUMCAH Kao IMap CKYIOBa, JIEBU U JAeCHU, KOja heMo
osHauntu ca X* u X, roe je cIoBO y OCHOBU BEIUKO CIIOBO KOjeé KOPUCTUMO
3a Opoj. Rama tBpauMo ma je xr KOHCTPYKIMja Ta ABa Ckyma, pehu hemo ma
r = (X X®), a opurunamno ce xopuctu n z = {XY|X?}. Kana manumemo
MaJIMM CJIOBOM MHAekcupamuMm ca L mmu R (momyT xl;xf), mmucaumo ma om-
mTu enement ckyna XX wmu X to jecr pehu ma P(z%) je ucto mro u pehn
na (Vzl € XF)P(x!). 3a morpebe osor Tekcra nomahemo u osznaky zY, mro
je ommTu emement ckyma XU X%, takobe mosmaTo kKao ommuje .

KouBej 3amaje pexkyp3uBHO TpaBUIO MO KOjeM ce OPOjeBU KOHCTPYWUIILY.
[TpBo mpaBuio ca kojum ce cycpehemo je caenehe:

Hebuaunuja 1. 3a dsa ckyna bpojesa X¥ XE 20e 2l # 2%, v = (XL, XT) je
H08 6Doj].

Ilpyro mpaBuio je nepuHMCame pejanuje >.
HMepuaumuja 2. © > y axo u camo axo y * xft vyl # x.

Hapasuo, Ha npBU norJyien ce UMHU Oa je HeEMOryhe ma cy OBakBe Ie(pVHU-
uje CMUCJEeHe WU KOPUCHE, jep KAaKO M3rpaauTy OOjeKaT HEKOr THUIMa aKo
ce caMo mo3uBaMoO Ha OOjexkre mctor tuna’? ['eHuj OoBUX mpaBuUia jecTe IMITO
3alrpaBo N03BOJbABA CTBapame ~ex nthilo”. Y3MuMo mpa3aH CKyH U Ipa3aH
ckyn. IlomTo Hema enemeHaTa y mpasHOM CKYIy IO AePUHUIMjU, TO 3HAYU
ayTOMATCKN N1a Cy CBU €JIEMEHTU IIPA3HOT CKylla OpOjeBU U na HUjeNaH eJe-
MEHT U3 IPAa3HOT CKyIla HUje Behu uim jenHak ujeqHOM €JIEeMEHTY U3 IpPa3HoT
ckyma. Crora, (0,0) je 6poj, koju 30Bemo 0.

Cneneha msa 6poja koje hemo komcrpyucaru jecy, mapasuo, ({0},0) u
(0,{0}), u rama Gymemo mepunucamu omepaunmje, mocrahe jacHO 3amTO WX
mazusamo 1 u -1. Mebyrum, npumernmo ma ({0}, {0}) muje 6poj, jep 0 > 0.

3
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Cama kama umamo 3 O6poja, MU MOKEMO Ia WX KOHCTpywuIneMmo jorr 17, amu

ncrahu hemo MpeICTABHIKE: ({0 1},0), ({0},{1}), ({-1},{0}), (0,{0,—1}).
Tu 6p0JeBI/I cy, pemom: 2, oL -2. Tarxobe, 6urHo je mcrahm Heke "cy-
Bumae” Gpojese, nonyt ({0, 1} Q)) Ila 6GucMO pasyMesu 3aITo Cy CYBUIIHU,

yBomumo ciaenehe (kacHuje Bpio GutHe) neduHUIZ]jeE:
Hedbuanmmja 3. z < y,x =y, x > y,r < y kada (pedom):
*y=>u,
e r>yNr =<y
e r>yNz Ly
e x<yAz2uy.
T =y xada 3a ceaxo z sanwcu 2 € X' «—= zeYinze XP «— e YE

Sarum nopenumo taj 6poj ca 1 = ({0},0). Jlako ce yrpbhyje ma:

1 % ({07 _1}’®)R
0% ({0,-1},0)
({07 _1}>®) X 1
0,—1%#1

U zato mmamo ma je ({0,—1},0) > 1,1 > ({0,—-1},0), rj. ({0,-1},0) =1
nako ({0,—1},0) £ 1. Hakmne, jeqHAKOCT He UMILIANUPA UIEHTAYHOCT.

KonauynoM mpumeHOM OBUX KOHCTPYKIja AOOMjaMO OHO IITO NPENO3HAjeMO
Kao CBe Iejie OpojeBe, KaO0 U CBe AuWjaduyHe pa3IOMKe, Tj cBe OpojeBe 00-
mmEa 55,q € Z,n € Ng. Amu, nocroje u 6pojesu nomyr w = ({0,1,2...},0). Oso
je IpBa TpPaHCPUHUTHA BPETHOCT C KOojoM ce cycpehemo. Mcro tako, nmopen
e MOCTOJU U —W, a U~ PENUuIpPOYHa’ BPEIHOCT % = ({0}, {1, %, i, %}) Wcro
TaKO, HACTajy W OPOjeBU KOje MpPero3HajeMo Kao peaJjiHe, HeaujaIuvHe pa-
3JIOMKE WJIN WPAlNOHAJHE 6pojeBe mTo hemo mokazaru kacuuje. Hajuemrhu
npuMep jecte % jemmax ({0, % e 16 AHAL, é,% }).  3a uwpamnmonanme 6pojese
nonyT V2 MokeMO 3amaTn
&5 <2, (qH) > 2,q,n € N}, {2n|4n > 2, ( U 2 gne N}). Beposarso je
HpI/IMeTHO na JIeBI/I eJIeMeHTHU TexKe na Oymy Marbm on Opoja Koju rpamae, UCTO
Kao IITO OEeCHU ejieMeHTe Texke na oymy Behu. Y caemehem omesrky To hemo
1 IeMOHCTPUPATH.

No jecTe KJI1aca Koja caIp:ki OBaKo HalpaJbeHe OpojeBe. [Ipumerumo Kako

HUje ynoTrpebibeHa peu " cKyn mAa je omumeMo. Y mapaaurMu y KOjoj paamMo,
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CKymoBU cy mocebHa BpCTa Kjaace, Tj. KJace Koje ce calap:ke Yy HEKOj APYTroj
riacu. Kiace koje ce He camp:ke HU y jeoHOj OPYroj KJIAacu 30BeMO ~mpaBe
kiace” uaum crpore kiaace” m No jecTe jemaH On mpuUMepa CTPOre Kiace.
Buneru 3amro, npernocrasumo qa No jecre ckyn. Ownna je (No, () nerutuman
6poj, Tj. mpunana No. Anu omer, OH HUje MAKU HATH jefHAK (JaKiIe He MOKe
OUTK MAEeHTUYAH) HUjeIHOM ejeMeHTy No- KOHTPAIUKINja.

1.2 CsojcTBa

Hamomena: ma ©u cmo mokasanu ciaenehe teopeme, KouBej Hac ymosHaje ca
jemnom BpcToMm mHaykmuje. Haumme, ako mokaxemo aa (Vz)(P(zV) => P(z)),
onna cmo nokazanu u (Vr)(P(z)). He mopamo Hu na yBomumo 6a3y, jep momTo
je Oa3a Hyna, a OHa HeMa JieBe U OeCHe ejJeMeHTe, Da3a ce moapa3yMeBa
y ropwmoj nayknuju. Takobe momekan he ce mojaButu cioxkeHuje ¢popme
WHAYKIYje, Koje he OUTU HATJIAIIEHE.

Teopema 1. 3a 6poj x saxncu:
o 2t Y
o 1 Faff
e >
o I =1.

Jokas. Nepuraucahemo P(x) : 2l 2 v Ax # 2 Ax > 2. Aro mpermocrasumo
na 3a x mocToju Heko r'l > x, mo medumMIEMjn To 3HAaumM ma zt # 2’ crora
o't # 2t amu momrto mpermocrasmamo P(xl), To me mome Outm, m 3aro
xl ¥ x. Amanorso 3a apyry TBpIOmYy.

Ocraje camo ma mOKasKeMO X > T, ajii TO TPUBUjAJHO CJIEIA U3 IPETXOTHOT
noka3a. /lokas nma je jeqHakoCT pedileKCUBHA WCTO TPUBWjAJIHO CJIEIU. []

Teopema 2. > je mpaH3uMuUBHa PEAAUUIA.

Zoxasz. OBOe je mpBa mojaBa cJOkeHUjuxX ¢popma mHAykKnuje. Jlebrrummmo
T{z,y,z} kao 7> je TpansuTuBHA 3a nepmyranuje z,y,z”, u P(z,y,z) Kao
(T{z,y,2}). Ila 6u oBa ¢popma uHAyKIU]e OUIa yCHOemHa, TpebaMo IeMOH-
crpupatu P(zYy,2) A P(z,yY, 2) A P(x,y,2Y) = P(x,y, 2).

Pennmo, 6e3 rybutka ommrocTtu, na xr > y > z. llpema mpBOj HejemHarkoCTU
mvmamvo y # . Ha (32%)(z > 2f), 360r uraykTUBHE MpeTmocTaBKe M MpPeET-
noctaBke ma y > z mobujamo ma (Jz)(y > 2f), mTo je komTpamuEmja.
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Haxne, z # xf'. ComummM myrem moxemo mobutu ma zX % x, m crora mo
nepuEMMjn * > z. Kako me rybmmo ommTocT, mmamo moka3 3a T{z,y,z}.
Nunykuuja je ucnomrosana, u crora (Vz,y, z)(T{z,y,z}), T0 ject pemanuja
je TpaH3UTUWBHA. L]

[TokasuBamem oBe Teopeme, MOKeMO TOKa3aTu u cJjaenehy mociienuiry
BPJIO j€THOCTAHO:

Ilocnemuma 1. > je peaayuja nopemra, > je pesauuja cmpozoz nopemra, = je
PenaUUIa eKBUBANEHUU]E.

[Ipe mero mro mokaskemo ToTajny ypebenoct, Tpeba HaMm jemna Jjiema:
Jlema. z* < z < 2.

Jloxas. Paruje cmo mokaszamu ma xl # x # xf, mro mompasymesa pazmuun-
toct. 3mamo ma z # xf® jep mmaykrusmO 3maMO ma je zff > z®. Takobe
s3aamo ma r’ % xf mo medumumuju 6poja. Crora, 2% > x, a moTrom mmamo u
2 > x, Amamorso mobujamo x > x* ]

Teopema 3. (Vz,y € No)(z >yVy > x).

Jloxas. Tlpernocrasumo na x % y. To smaum na (Iz2)(y > 2%) v (Fyh)(yL > z)
Y oba cayuaja mobujamo ma je y > x (McTO OMUTaH 3aKbydak) 3000 TpaH3U-
TUBHOCTHU, JAKJIE Y > T. ]

1.3 Omnepamnmuje

Y1upaBo CMO 3aKBYYWINA 8 UMaMO TOTaJdHO ypebeme Ham KiIacoM HamgpeaJi-
Hux OpojeBa. Y caemehem moraaBmy objacHmhemo 3amrTo je OBa Kiaaca
u "Ilome”. Pamu kpahe HOTamuje, rKama BPHIMMO ONEpaIjy HAL CKYIIOM,
BPIIMMO OTepanujy Had HEroBUM eJeMEeHTHUMa. J3alodHuMO ca ciemehum
neprHNII)aMa:

Hebununuja 4. 36up dsa bpoja je dedurucan
r4+y=((X"+yU(@+Y"), (X +y) U (z+Y")).

Hezayuja 6poja je dedunucana —x = (— X% —X1).

IIpouseod dea bpoja je dedurnucarn vy = ((XY)E, (XY)E), 20e

(XY = (XEy + oYt — XEY D) u (X By + oY P — XBYH)
(XY)E = (Xty + 2V P - XPY YU (X Ty 4oyt — xBYD),
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3060r cuenuduyuHe KOHCTPYKIUje OpojeBa, jeqHako je OMTHO Oa MOKaKeMO
na jemHaku OpojeBu Bpahajy jemmake pe3yiaTaTe, Kao W Oa Cy pPe3yJaTaTu
OpojeBn, KOJIUKO je OMTHO MNOKa3aTU CBOjCTBA olepanuja W (YHKIUja KoOje
ﬂeq)HHHmeMO Ha OBaKaB HAYUVH.

1.3.1 CsojcTrBa AbesioBe I'pyme

Teopema 4. Cabupamwe je 0obpo dedunucaro v 36up dea bpoja je bpoj. Taxobhe,
T2y < r+z>2y+=z.

/loxas. 1IpaBuUMO MHAYKTUBHY IPETHIOCTABKY & CY xl +v, x+yL, a:R+y, x—l—yR
manpeanann 6pojesu. Oumro 2 +y 2 aft +y, v +yf u o+ y* # 2% +y, 2+ y",
u 3aT0 T + Yy € No.

Ioka3zyjeMo na 3a x,y,z BaKM UMIUIMKANUja 'y CBUM IepMmyTandjama’, U
IIOHOBO KOPUCTUMO CJIOKEHU)U BUI UHAYKIMje. 3a je1aH CMep IPETIOCTABUMO
na x+z>y+ 2z Onna yL+z FPr+zANy+z# :ER+2, "3 4yera MHAYKTUBHO
crema yX 2 2 Ay # 2f, mo mepummmajm x > y.

3a Apyru cMep, IPETHOCaBUNEeMO T > y U T+2 F Y+ 2 ¥ MOKA3aTU KOHTPAINK-
nujy. Ilo npyroj mpermocrasiu, 4 cTBApy MOTYy OUTHU CIydYaj; CIyUajeBU
(FB)y + 2 > z+ 27), (FP)(y + 28 > =+ 2), cy xomTpamukmuja ca uH-
MYKTUBHOM TIPETIIOCTABKOM T + 2 > y + 2 > o + 28 = 2z > 2 umm na
y+Zl>a+2>y+2 = 22X >z nox cayuajesu (FzB)(y + 2 > 2B + 2),
(FE) (yL+2 > 2+2) cy muperTHa KOETpamuEIHja ca y # =%, yl # z, mocnenume
npernocraBke x > y. CTora, eKBUBaJIEeHNIU]a je MOKa3aHa. ]

Opnasne ciaenu:

IMocnemuna 2. 3a x, y, z sancu zoy < (x+2)o(y+ z), 20e o cmoju ymecmo
peaayuja Hepurnuyuje 3.

Teopema 5. No uma ceojcmea Mowouda y oonocy na +. Taxohe, cabupawe je
KOMYMAMUBHO.

Joxas. Kopuctumo uHAyKIUAjY.
KomyrarusrocT:

r4y=((XF+y9)U@+YE), (XB+y)U(z+YH))
=(Yr+2) U+ XD, YE+2) U+ X)) =y +2
ACOI_[I/IjaTI/IBHOCTZ CJIMYHO KaO IIPETXOIHO.

Heyrpan: momcetumo ce na je 0 map maBa mpa3Ha CKyIia.
r+0=(XF+0,X+0)= (XL XF) =2 ]
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Teopema 6. Hezauuja je dobpo dedunucarna. 3a bpojese T,y muroge nezauyuje cy
bpojesu u saxncu:

b —(—ZIZ') =,
e —(x+y)=-r+(-y),
e r >0 << 0> —x.
Zoxas.
— (—2) = ~({-2"} {=2"}) = ({~(=2")} {-(==")})
= ({2} {-2"}) =2
—(w+y)={~(@+y"), @ +y}{-(z+y"), - @" +y)})
({ + (=" (=) + ()b e+ (=) = @)+ (-y)}) = 2 + (—y)
>0 = 022" —= 220 <= 0> -2
W3 tpehe Te3e mHAYKTUBHO MpaTH Ia je Heramumja Opoja ucTo Opoj. ]

Teopema 7. x + (—xz) = 0. Hujedan 6poj pazaunum 00 —x y 30upy ¢ r we daje
HYAY.

Loxas.
v+ (—x) = ({z" + (=), + (=)}, {27 + (—2), 2 + (—2")})

(
=({—(=2"+2) 2+ (2"} {-(=2"+2). 2+ (2"}

Ila ©u cMo mokazanu ma je HyJaa jeaHaka OBOM OpPOjy, MOBOJLHO je€ MOKA3aTU
na je 0 Beha on smeBe crpane, u mama on apyre. Ilo Ilocaemnunu 2 uuayKImju
sakmyuyjemo na r < rft = x4 (—2f) < 28 + (—2®) = 0, ananorno 3a nesy
crpany. Ocraau exementu he ce ykigonutu y noka3. Hcro, ako x +y =
x+ z=0, ogna o Ilocaemumu 2 y = z. [

3armyuak: No uma cBojcrBa Abenose ['pyme.

1.3.2 CsojctBa IIpcTena

Teopema 8. Mroxcewe je dobpo dedurucaro u npoussod dea bpoja je bpoj. 3a
T, T2, Y1, Y2 8ANCU-

® Iy =Ty — YT = YTo

® Xy > T ANy 2 Yo = T1Y1 + TaY2 = T1Y2 + Taln
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® T > T2 ANy > Yo = T1Y1 + TaY2 > T1Y2 + T2y

Jloxas. 3a 3aTBOPEHOCT MHIYKTUBHO MO:KeMO IpernocTtasutu xa cy 'y, zyY,
2YyY 6pojesu. 4 mejemmarocTu je morpebno mokazatu ga je (zy)ft > (vy)l.
[Tomro cy moctynum MebhycobHO ciauuyHM, mokazahemo caMo jenHy Hejen-
HAKOCT:
alry + ay® — oyl > alzy 4 oyt — gl2yl
Axo je x> zl2 ) omma mo WHIYKIW]U xLly + xLQyL > xLQy + xLlyL,
umunupajyhu 36or Teopeme 4 na je mecHa cTpaHa Mama WK jeIHAKA O
M = 2Py + xyt — 2Pyl. Amu M je crporo mame on JeBe CTpaHe, IIONITO
oy + alryl > xyt + 2P19f. Axo je 2F < 22, omma camumso

a:Lly + :CyR — x> xLQy + :cyR — a:LZyR > :L'LQy + :cyL — :CLQyL
W oBuM mocTynkoM mokalzyjeMo na je ry O0poj.
Sarmm, mvamo ma je 1%, 10" > 21, 19 > 11, 29F. Opmarne Tpebamo mokazaTu
8 CTpOruX HejeTHAKOCTHW KOje MO NeDUMHUIU)U 3HAYE YT > YTo U yr; < YTo.
[IpBy mejemmaroct hemo mokasartu, aApyra mMma aHajJoraum moka3. lloka3 ce
BUOV MIPEKO WHIYKIje:
ylay 4+ ya = ylas + ya B > yao + yta®
yay +yat = yey + yat > yay + yfat
yry + yTa >yl + ya =yl + yas”
yry + yres® > yley + yro® = yhe, + ya”
Ramna je To mokazano, MoskeMO mOka3aTu mpeocrtase teze. IIpenyciaon
HOCIeE€ Te3e 3HAYUM Ha T > Tolt > ¥y 3a Heko 2," wmm ma x; > 2% > 1) 3a
Heko 717, AKo je mpBO ciyuaj, IO MHAYKIMU T1Yy1 + Talys > T1ys + 2Ty =
T1y2 + Toflyr + @ays — Toys > Ty + T2Tys + Toyr — Taye, mWTO cabupameM u
Oy3VMMameM MOKe Ha Ce U3MaHUIYJUIIe 0 KesbeHe HejenHaroctu. CiamduHa
u3Benba 3a APYru Caydaj.
[Tpumermhemo na je mocaenma Te3a moAcaydaj npermociaenme. Ocranu cayda-
jeBU Apyre cy Kama Ty = Ts V Y1 = Yo, a1 IPEKO IPBE Te3€e Ce JIAKO MOKa3yje
na cy obe cTpaHe jeoHAKE. ]

Jlema. 3a © saxncu:

o Ox =0,
o loz =1,
° (—1):13 = —x.

/loxas. Hyna Hema ommnmje m cTora HeMa HU NPOU3BOI C HOM, Tj, IPOU3BOI
je 0. OcraJtse nBe Te3e mpaTe MHAYKTUBHO, Y3 MOKA3 IIPBE Te3€. ]
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Teopema 9. Mroxcemwe je acouujamueno, KOMYMEMUEHO U QUCMPUOYMUBHO Y
o0nocy Ha cabupamwe.

Jloxas. Iloka3 KOMYyTATUBHOCTU j€ CIUYAH JOKA3y KOMYTATUBHOCTU 3a Ccabu-
pame.

HuctpubyTrBHOoCcT: Tpeba mokazatu na je z(y + z) = xy + xrz. 3HaAMO ma je
29 (y + 2) + 2(y + 2)%2 — 291 (y + 2)°? ommTé emement Here on ctpama (Y + 2)
rae S1, Sy o3HauaBajy Hery crpany (ypabeno ma ce m3berue riioMasHocT), U
nepunumemo Sz = L ako S; = Sy, S5 = R nunave. Onpga:

{22 (y +2) +a(y +2)™ — 2™ (y + 2)>}
= {2y 4+ 2% 2 4 2y + a2 — 2%y — 252,
2y 4 oy 4y 4 225 — 2y — 251252}
= {2y + 2y + xz — 25y 2%y ooy + 2252 — 251252}

= {zy + (z2)™, (xy)> + z2}
[Ipumenumo au OBy jemHarocT, mobuhemo:
x(y+z2) = {xy + (xz)L, (a:y)L +xz}, {zy + (xZ)R, (my)R +xz}) =xy+ 2

3a MAEHTUYHOCT HEe MOYKEMO MOKa3aTH KCTO jep ce OCJIamaMO Ha aIUTUBHE
VHBeEp3e.

AcomujatuBaoct: Ilomro 6w moTmyH mcnuc mokasza OWMO CyBUINE Iyradak,
IIOHOBO KOPUCTHMO S Kao OIIITY O3HAKY 3a CTPaHy U mocmarpajmo cieznehe:

{(ay)"z + (wy)z" — (ay)"2"}

= {2z + 2y 2 — 2%y 2 + wy2t — 2yt — ayS 2 2%y}

= {a(y2 4+ y2b —y°28) + 2%yz — 25 (52 + y2t — y¥ )

= {a(y2)” +2°(yz) — 2°(y2)"}
V3 jemHe CKymmMHe eJeMeHaTa ca JeBe CTpaHe NoOMjaMo YMTaBy JEBY CTPaHY
z(yz), KOjy Gucmo mcto mobuau ma je jemmara {(xy)?z + (vy)zT — (vy)B2f}.

Canuno ce mobuja mecHa CTpaHa W acCOIUjaTBHOCT je NOKa3aHa (Ha HUBOY
jeIHAKOCTU yMeCTO UIECHTUYHOCTHU Jep Ce OCIAmAaMO Ha MUCTPUOYTUBHOCT).

[]

3060r auCcTpuOYTUBHOCTA UMAaMO U:

ITocoemuma 3.
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Sakmydak: No y omHocy Ha omepamuje +, - uMa cBojctBa Ilpcrena. Ila
6u cMmo nokaszanam ga mMa cBojcra lloma, Mopamo 00jacHUTH KaKO TPaKUIMO
MYJITUIIIUKATUBHA UHBEP3, 300T Unje N3y3eTHOCTU C€ MOPa OJBOJUTU OIEJbAK.

1.3.3 Ilemene u cBojcTBa Ilosma

3anmouHuMo ca ciemehoM meuHUITjoM:

Hedoumaummja 5. r2" cy nosumusnu z*. Jewewe dedunuwemo xao

Myamunauxamuenu uneeps sa x > 0 dedurnuwemo xao x~+ = (X~ HE (X1)E)
20e

1+ (2 —2) (™ H)E 14 (2 —2) (a7 H)E

—1\L
(X ) - {07 I’R Y xL+ }
_ L+ (2t —2) (™) 1+ (2f —2)(a™1)E
IR _
3a x < 0 uneeps dedunuwemo xao x~' = —(—x)~ L.

Onmax mpumehyjemo jenny npobiemMaTury K0jy Mopamo objacuutu. Hawmwme,
oBa me(UHUIMja MCTO NEMOHCTPUPA jeNaH BUI PEKyp3uje, rae ~MO3HATHU eJI-
eMeHTH WHBEp3a TEeHepuIlly ~HOBe ejeMeHTe’ WHBep3a. 3a MPUMepP y3MUMO

2 = ({1},0), n opernocrasuliemo na je muBep3 ox 1 ucro 1 (TpuBmjanHo

9—1L 1+1-2)(0) £ 9-1R
1

1 € 278 TIpema Tome, , To ject 0 € Bunmumo ma pa-

3IMYUTE eJeMeHTe He MOKeMO remepucaTu, ma Ham octaje 27! = ({0}, {1}) =
5. 3awmcra, Hame KOHBCHIUjE CE NOKJAINAJY CA HAIIMM IPETXOIHMM MATEM-

ATUYKUM UCKYCTBHOM.

nokasaru). Ilomro 3Hamo na 0 € , 3HAMO Ja
1+(1-2)(1) ~1L
—71 €2

, TO jecT ma
2-1L,

Teopema 10. 3a 6poj x saxncu:
o z(zHl <1<z H
o 27! je bpoj
o (zz )l <1< (za )

o rx 1 =1.
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Jloxas. Pehu hemo nma y = 27!, nok 2Y* jecre ommry nosurusan unan. Jlokas
OBJZle Ce IpUMEBYje 3a MO3UTUBHE OpPOjeBe KOju HEMA]y HEraTUBHUX YIIAHOBA
(cBaky mosuTmBaH GpOj je jeqHAK CBOjO] Bep3uju Ge3 HeraTUBHUX YIAHOBA),
IOK CJHIydajeBU 3a HETATUBHO I ce Jako HamoBe3yjy. Ilpumehyjemo nma cy

U 14+(2V+ —z)y'V . .
YJIAHOBH ¥, U3y3€B HyJse, ObmmKa y° = — —p——. Manumynanujama xoje cy

onpasnane nperxonuum Teopemama nonaszumo mo 1 —xy? = (1 — :r;y’U)xZﬁj”
[Tomro je jemma crpana Beha om HyJse caMo Kaza je apyra Beha on Hye,
VCHUTUBAIKEM CIydajeBa Hoaa3uMo na yU MCIymaBa YCJIOB IpBe JIMHUjEe CaMo
kana y'U ucoymasa Taj yciaoB. Kako 0 TpuBMjaJHO HCIyHaBa yCJIOB IIPBE
JIVHUjE, TT0 MHAYKIMjU BUIAMMO Na T'a CBU WIAHOBU Yy UCHymaBajy. Ilo oBome
u Teopemu 8 3a x > 0, zy® > xy’ nobujamo ma je y 6poj.

Cama mMajMo Ha yMy Oa CMO WHIYKTUBHO MPETIOCTABUJIN YETBPTY JUHUJY U
raenamMo:

Vy+ oy’ —aVy = aVy+1 -2y’ = 1427 (y — V)
Hobumu cmo na je ommTu unan (zy)Y jemmakx matom mspasy kama z¥ > 0
(3a Y = 0 oBa jemmakocT He Basku aju yciaoB Tpehe Tese ce CBOIM Ha yCJIOB
npse, Koju je nokazan). OHma ce Mo coydajeBuMa Jako mposepu na je (ry)r <
1 < (zy)®. Tpusmujamno xy < 1%, a Takobe rana je x > 0, 3HauM ma mocToju
2l >0, a 0 mo mepumumuju nmpunaza Y%, u 3ato zfy > 0, To ject mocroju
wnan (zy)l > 0, Te zy > 0 = 1L, Bakmyuyjemo ma je ry = 1 u 3aBpmasamo
JIOKa3. ]

Cama momTo CMO TOKA3aJu a CBAKU €JIEMEHT CeM HyJe mMa WHBEpP3, a 10
Teopemu 8 ako ry = rz = 1, mpaTu na je y = z, IMITO 3HAYM J1a UMa HAjBUIIE
jemaH WHBEP3 YKOJIUKO jelHaKe eJeMEHTEe TpeTupamMo Kao uaeHTudHe. 1o
ject, No mMma cBOjCcTBa MoJba y OAHOCY Ha +,-, 1 30BEMO ra TOTAJHO ypebheHno
[Tome.

1.4 CanpsxaHOCT IMO3HATHJUX KJIaca OpojeBa

[Ipe cBera, morazahemo taxko3Bany Teopemy jeqHOCTABHOCTH:

Teopema 11. Hexa P(x,z) npedcmaena ¥ < 2 Az < 2. Y mom cayuajy:

P(z,2) N=P(x,2Y) = 2=z

Jlokas. 3uamo nma je x¥ < z < 2®. Ila mocroju meko z' > x, 6uo 6u cayuaj

ma o < 2 < 2F < 2z < 2f, mro je komrpamuknuja, makme x > Y. Cmumuro

3akmyuyjemo ma 2% > x. OmaBme mobujamo ma x > z > x, To jecT x = z. [
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1.4.1 OpmuHamm 1 TpUPOTHU OpPOjeBU

Ykpatko, Pou Hojmanosu opmunanu (Hbuxos ckyn ce o3nauasa ca On) jecy
OUJIO KOjU CKYI KOju ~CalIp:KU CBE MPETXOMHO KpeupaHe opauHaje’ , TO jecT,
OpaAUHAJ je OMIIO KOjU TPAH3UTUBHU CKYT TPAH3UTUBHUX eJIeMeHaTaE] (3a crym
C' raxkemo nma je tpamsutuBaH akko (VA,B)(A € BAB e (C = Ae()).
To mompa3zymeBa ma je u mpas3aH CKyIl opauHaJt, Koju 3oBemo 0. Ilpupomau
6pojeBu ce TPAMUIMOHAJHO U AeduHUITY y3 moMoh oBux opamHana (¢ TUM
mro u 0 ynaxga y Ty AeQUHUNU]jY), & IMOCTOj€ U TPAHCOUHUTHU OPAUHAIU
nonyt w = Ng = {0,1,2...}. 3arum, nmamo w+ 1, w+2... 2w, 2w+ 1, 2w + 2..
3w... 4dw... w.. w* ad nauseam. CBu oBM OpAMHAJU UMajy IpeGpPOjUBO
MHOT'O eJIEMEHATa, ajl BUX je HempeOpPOjuBO MHOTO, U HUXOBA YHUja jecTe
npBU HenpeOpojuBM opauHAaJ, wi. llomTo HUCY riaaBHA TeMa pana, Hehemo
ce ynybspaBaTy HUTU naBaTu popmatine nokase. llokazahemo, mebhyTtum, na
ce OpIVHAIN MOTY MMIIJIEMEHTUPATHU y HagpeaJsHe Opojese.

Hepuavmumo f : On — No rao f(a) = ({f(B)|8 € a},0). Pynrmuja
jecre nobpo mepuuucana, jep f(0) = (0,0), a UHAYKTUBHO AKO TPETIOCTABUMO
(VB € a)(f(B) € No), npatu na je u f(a) € No, uum f(a)* < f(a)f. Tpebamo
nokazatu jom o C f <= f(a) < f(5). OBme KOPUCTUMO TAUHY TBDIHY
Ia Cy KJACUYHU OpAMHAJM TOTAJHO ypeheHu m ma je jemam cTporu momcKyIm
IPYTOM aKO M CaMO aKO My Hpumana. TUM pedeHo, jeIHAKU OpAUHAIU UMA]y
jenHake (WITaBuIlle UAEHTUYHE) cauKe. AKO Cy HejemHaku, 6e3 TyOUTKaA OIII-
TocTu Mokemo pehm na o € . Y ToMm cayuajy mapasuo f(a) € f(B8)L, mrTo
nvmunmupa f(a) < f(f). OBume mOKpMBaMO NPETXOAHY EKBUBAJEHIU]Y U
MEMOHCTPUPAMO Ja CE€ OPIUHAJU MOTY UMILUIEMEHTUPATHA y HaIpeajHe Opo-
jeBe ¢ ouyBameM HUXOBOT MOpeTKa. KJacy oBakBux GpojeBa MOMKEMO Ha3-
Batu On,.

Y mupem cvmuciry *opanHaau jecy 6uiao KOju OpOj UMju je NeCHU CKYII IPa3aH,
U BbUXOBY KJIACYy MOKeMO Ha3Batu *On,. Oumro je ma je mpBa Kjaca MOAKIAcCa
OPYTroj, HO MOKEMO TOKa3aTH U [1a je CBAKW OPAMHAJ y IMIMPEM CMUCTY jel-
Haka HekKoj y y:keMm. Ilomohu hemo ce crmemehom aemowm:

JIlema. Kaaca opounana y yomcem cmucay manuz/ne eehiur 00 nexoe bpoja jecme
cKYN.

Jlokas. Ako o < z, omma o < x' 3a mexo 2. VHAYKTMBHO MOKeMO HpeT-

nocrasutu na kaace {a € On,|la < zl} 3a 6uno xoje z¥ jecy ckynosu. kako je
X1 cxyn, xmaca mIpeTXomHO HaBeIEHUX CKYIOBA jeCTe CKYI, a CTOTa U HEeHA

Y3 nepunumuje ce mokasyje ma je CBaKM eJleMEHT OpIMHAJA UCTO- OPIAHAJ
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yarja (OBIEe CMO MCKOPUCTUIM AKCUOM YHUjEe, aKCUOM IIEeMy 3aMeHe), KOja
jecTe Kilaca cBUX a < T.

Knaca a = x Mmoske mMmaTu HajBUIIE jeJaH €JIEMEHT, jep CMO Cce MOOPUHYIU Oa
je,IIHaKOCT MIIIIpa UACHTUYHOCT, 3a OPpAMHAJIE Yy YKEM CMUCIY. I/IS TOT'aQ
cleon Oa je W Kjaca CBUX & < X CKYII. []

Yamumo 3a € € *No, ranacy ¥ = {8 € On|f(5) < {}. Ila muje ckym, kiaca
CIVMKa HEeHUX ejieMeHaTa He O6u Oumia ckyn (f je, KAo mMTO CMO MPOBEPUIIH,
VEEKTUBHA) U TO Ou Ouiaa KOHTPAIUKIMja Ca MPETXOMHOM JIEMOM. 3a v €
B € Y Basu f(v) < f(B) < &, To ject v € 1, Te je NCU TPAH3UTUBHU CKYII
opauHana, To ject opmuHai. Camnma y3umamo « = f(¢) u mopemumo ra ca
¢. Jlako Bumumo na je a < €. Ila je a < £, O6uo Oum caydaj ma ¢ € 1, mrTo
HUje TauyHO (MOKEMO OINOBPIHYTU KOPUMINEHEM aKCUOME yTEeMeJLeHOCTU WU
n3Bobhewmem a < ), u 3aT0 a = &.

Ila oBaj omemak mpuUBeneMO Kpajy, HaBemleMO HEKOJIMKO ne(pUHULIja U
KOHBeHIMja Koje he ybOymyhe 6utu ropucume. *Ilpupomau 6pojeBu HapaBHO
jecy oHu *opauHAIM MamU O W, y3 TO IITO HYJIY MOKEMO YKJbYUUTU WU
UCKBYyUUTU. be3 Hyae, mUXOBY Ekjgacy hemo 3Batu *N, ca mymom *Nj, a
BbUXO0B OIIIITU YJIaH heMO O3Ha4YaBaTU Kao U APpYyTrAe, CJIOBUMA 1M, 1L 1 CJIUYHO.
*eau GpojeBu jecy CBU NpUPOIHU OPOjeBU, HUXOBE HEralnuje u Hyjaa, U
BUXOBY KJacy 3oBeMo *Z. CnmyHa KOHBeHIMja Basku u 3a mux. OpauHate
(kIIacUYHEe UM HAApeaJiHe) O3HAUYaBAMO I'DUKUM CJIOBUMA.

1.4.2 JIujamuuHay pa3jioMI U peajiHu OpojeBu

Ila ©Om cMO cXBaTw/IM MMILIEMEHTAIW]Y peaiHuX OpojeBa, MOACETUMO ce Oa
Yy KJIAaCUYHO] KOHCTPYKIMjU peaJHUX OpojeBa, y3mMaMo Tako3BaHe [lenexkuH-
IOBe TIpeceke panmoHaJHUX OpojeBa. Peasan Opoj omma mpencraBba OpOj
n3Mebhy wiaHoBa CKYIOBa KOjU UYMHE Mpecek. sReauMo ma ”Hamm’ peaHr
OpojeBr MMAajy CIWYHY KapPaKTEPUCTUKY, Al KOPUCTUNEMO ce KJIACOM Au-
jammuEnx panuonanHnx 6pojesa. IIpso peduummmmo o= = ({0}, {55k < n,k €
*No}) 3a n € *Ny. Mowke ce nokazaTy na je CBaku 4YjIaH HU3A d, = 2% ny-
IIJI0 MamM OJ IPEeTXONHOT, M na je nedumHMIMja HU3a carjacHa ca HalluM
OUEKMBAKEM. 3aTUM AePUHUIIEMO Ia CYy AAJAIUYHU Pa3IOMIM HEKU FIesu
Opoj myTa HEKM uJaH ropmer Hu3a. IbuxoBy kaacy hemo masusatu *2Q, u
MOYKEMO j€ TPETUPATHU KAO CKYI jeIWHCTBEHUX MPEeINCTABHUKA ca MpedpojuBo
MHOT'O €JIEMEHATA.

Teopema 12. Axo umenunray dujaduuroz passomka d deau 2", onoda
d=({d— &}, {d + &)
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Jloxas. 3a n = 0 y muramy jecy *mesm Gpojesu. Omnma mo Teopemu jen-
HOocTaBHOCTH ounTo nparu ga d = ({d — 1}, {d + 1}). IlpaBumo maIyKTUBHY
xumoTesy 3a n u gokasyjemo 3a n+ 1. Heka je z = ({d — 5=}, {d + 527 })-
Mowe ce noburu na 2z = ({2d — 537}, {2d + 77 }), mTO je jenmako 2d mo
VHIYKTUBHO] NPETIOCTABIM, TaKie 2 = d. [l

[Tomro cmo paszymenu oBaj meo, pazymehemo m Be3y OujaIuvyHUX Pa3yi0-
MaKa ca peaJiHuM OpojeBUMa BPJIO YCKOPO:

Iepuuaunuja 6. x je *peanan 6poj axo saxncu

—n < x <n 36 Hexu npupodar 6poj n
r={r—-1,2— %,x— i},{m—i— 1,z + %,m—l— i})

IIpBa Te3a meduHUIMje jecTe MOTIYHO jacHa, NOK ApPyra 3aXTeBa MOTH-
Bamujy. CurypsHo je ma, ako je x OpOj KOju Tpermo3HajeMO Kao peajiaH, Ia
he 3amoBomaBatu u apyry tesy. Takobe ce mako yrBpbhyje ma je cBaku nu-
jamuuan pazmomak *peanan. Cabepumo ra ca HEKOM WH(OUHETECUMAJOM, HA
npuMep % U IPEeTIOCTaBUMO 1a je Taj 36up ucro *peanan. Ymopemumo au &
ca wnanoBmMa ({z+1 -1, o+t -2 o4+1 -2 } {o+i4+lz+l+5 z+1+1.}),
BUIOVIMO Ja je u3Meby ommuja cyMe, naxko He MOpa OUTHU ciayda]j Oa MjemqHa OIl-
nrja r 3a40BOJbaBa UCTO, cTora o Teopemm jemqHOCTAaBHOCTU T = T + %, IITO
je KOHTpPaIuKIHja.

Teopema 13. Kaaca *peannuz 6pojesa uma ceojemea Ioma.

Jloxas. 3aTBOpeHOCT cabupama, aIUTUBHUA WHBEP3, U YMHeHUIa na cy 0 u
1 *peannu ce mako mokasyjy, y3 momoh Teopeme jemmocrasmoctu. Ilonm
MPETIOCTABKOM ma cy z,Yy *peannu u mo Ilocaemunu 3 yrBpbhyjemo ma xy =
({zy — 25zIm,n € *"No}, {zy + 5m52|m,n € *No}), a na cy orpannuennu ce JIako
nmokasyje nmpuMeHoMm Teopeme 8.

Cama pennmo na z jecte *peajan u pa3auduT o HyJe, OOK y Huje. Y ciydajy
a y HUje OrpaHudeH, MOkeMo mobutu na je y mau Behe om cBakor *mesmor
O6poja, Wianu Mame O CBAKOT *meJsor O6poja, OOK r je miau Behe miam Mame of
0. Tormemajmo cayuaj rama je y sehe om cBux *mesux Gpojesa m x > 0,
oCTaJIi CJAydYajeBW MMAa]y aHAJOTHU MOKa3 WU Ce MOI'y HaIoBe3aTu MOMONy
Heramnmje:

(In)(zy<n<y) = y<y = <1 = y<azy<n = L

Y ciuydajy na jecTe OorpaHWYEH, ajil HE IOMITYje jeQHAKOCT M3 Ae(pUHULU]E,
3a © # 0 xy je mcro Hehe momroBaTH, MTO CE JAaKO MPOBEPU KOPUIINEHEM
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OpPEeTXOMHUX TeopeMa. Y CBAKOM CIydajy, Ty Huje *peasHo.
Suamo na *peasno x # 0 uma cBoj unaBep3. Jla uasep3 Huje *peanan, 6uo ou
cayuaj na vz~ ! = 1 HEje *peasan 6poj, mMTO 3HAMO Ha jecTe. []

Cagna jemuHo IITO HAM IIPeocTaje jecTe ma MOBEkKeMO FpeaJsiHe O6pojese ca
OVjaqAYHUM Pa3JIOMIIMA.

Teopema 14. Ceaxu *peanan 6poj uma jeduncmeeny penpesenmayujy (L, R) 20e
L, R jecy nenpasnu OuCjynkmmuu ckynosu 0ujadudHuUT Pasnomara, 6€3 MakcuMyma
u murumyma pecnexmueno, **Q\(LUR) uma najeuwe jedan eaemenm, 00k ceaxi
nap ckynosa L < R xome odzosapa npemrodnu onuc epadu *peasarn 6poj.

Jloxas. 3a *peamno z ysumamo L = {d € **Q|d < z}, R = {d € **Q|d > x} n
MOKAYKMMO 1a nMa HabpojaHa CBOjcTBa. 3HAMO 1Ia MOCTOju HEKO N € R, —n € L
IO YyCJIOBY OT'PAHWYEHOCTH Te€ jeCcy HeNmpa3HW, U CUTYPHO jecy OWC)YHKTHMU.
[IpernocTraBumo au na L mMa MakCUMyM, HA30BUMO Ta M, MOpa OUTU Mamkbe
Ol HEKOT' & — 2% (unave Gucmo nobuau na x = m, 1o TeopemMu je JHOCTABHOCTH
u Teopemu 12), anu onga mobujamo na x — 2% > m—+ Qn%, IITO je Muja uYyHr
pasmomak uaMmebhy m u x, Tako na L HemMa MakCUMyM, U CIUYHO R HEMa MUH-
umyM. AkKo je x Hemujamuuno, LUR jecy ¢cBU aAujaoudHM, a aKo je OujaaIudHoO,
VHUja jecy CBU AUjaANYHN PA3JIUYNUTA OCUM T IITO YMHU jeTUHCTBEH eJIeMeHT
y CKyIy nujamnyHux pasiomaka. lla je ciyuaj ma nBa paszaumumra ’mpecekra’
rpaze uctu *peasan 6poj, MOKEMO IPETIOCTABUTU Oa jeNaH OWjaIUdHU Pa-
3JIOMakK Mema cBoj ’craryc”’. Ako Mema npunamaHocT u3 L y R wiau oO6pHYTO,
ouio 6u ma x > d > x, MWTO je KOHTpaIuKnuja. AKO y jeJHOM IpPECeKy ce Io-
jaBmyje v L uau R, a y ApyroMm ce He mojaBibyje, 3Haumso 6u na d = x # d,
ITO je KOHTPAAUKIIA]a.

CBaku mpecek CUrypHo neduHuine Hekr Opoj, koju (IOMTO Cy CKYIOBU He-
npasau) jecre orpammder. Oumro 3a (L,R) = z, v — 5= < = < = + 5.
[Tomro L mema makcumywm, 3HamMO na 3a d € L wmma meko d; > d. Pasaury

d — d; MOkeMO 3amicaTyé Kao HEKO 2% > 2% Harme d — dy < —2%, NIn

d <d+(x—d) < z— 5. Cimuao MOKEMO HOKa3aTH 3a eJNeMeHTe R, m

onna no TeopeMu jemHocTaBHOCTH T je *peasHo. ]

3akmyudyjeMo na *peasHm OpojeBm 3amcTa MOCEy]y OUEKMBaHA CBOjCTBA,
u 300T mapaJiesie ca KJIaCUIHUM PEaJIHUM OpOojeBUMa, UMaMO MPaBO Oa TBPAUMO
HACJIEACTBO HWUXOBUX OWUTHUX KAapaKTepUCTUKa (MOIyT cympeMyMa, WHOU-
MyMa). Y JasbeM TEeKCTY OMIITe WU KOHKpeTHe *peanne Gpojese hiemo mpe-
CTaBJbATU O3HAKaMa MOMNYT 7, a BmUXoBa kiaaca dbuhe *R.



2 Ormnmre pemnpe3eHTaluje 1M Be3e
ca IIO3HATUjOM MATEMATUKOM

2.1 Pobemnmanu u 3makoBHE JIICTE

[Tojam "pobennana” Hexor 6poja MMa BP0 MHTYUTUBHY MOTUBAIN]Y: MU Ke-
JUMO Ma KaKeMO JMa KOHCTPYKIMja HEeKuX OpojeBa ’ mosia3u mpe’ KOHCTPYK-
nmje apyrux. Puroposna nedumuumuja Hac obaBesyje ma ce BpaTUMO Ha Op-
AuHAJe, KOje aleKBATHO HyMEepUIy ~ maHe MocTama’ .

Hedbununmja 7. Ckyn wanpasmwenuxr bpojesa, cmapuxr bpojesa u Hos8uxr bpojesa
Ha dan o cy dedunucanu, pedom:

o M, = {z|zV € O,}

o O = U Mp
B<a
o N, = M,\O,.

3a Opoj raskemo ma je poben ma maH « ako nmpumana N,. Ha mpumep,
HUj€e TEIIKO MPOBEPUTU na ce Ha Hyatu naH paba 0, a Ha npsu man 1 u -1.
Y mpeTxomHOM OneJbKY, YakK, BUAUMO Ha Ce AUjaaudHu pasjomium pabajy Ha
KOHAUHE NaHe, U Oa ce CBU TpeaJyHu Opojesu pabajy mo wim Ha maH w.

Teopema 15. Csakxo x ce nanasu y jedurcmaeerom N,.

Jlokas. VIMaMmo mIpaBo Ha WHIYKTUBHY IIPETIOCTABKY Ia MCTO Basku 3a cse xU.

Y 3muMmo moakaacy cBux opamHasa O Behux o OMI0 Kojer opanHasa Ha KOjy
je mexo 2V pobeno. Ilo medpumummju, x € M, 3a 6umo xoje o € O. Hapasso,
noxkjgaca je Hempassa, crora je u M = {a|r € M,} a momro cy opaunHamn
nobpo-ypebenu, mocroju m Muaumym y M, HazoBumo ra «'. 3HAMO A 3a
6uno xoje J > o x ¢ Nj, Tarko Oa jeOUHU CKYI KOMe MOKe IPUIANATU jeCTe
Ny . IHa me mpunazna, To 6u 3Haunmno na mocroju < o rme x € Mg, mTo
OIOBPraBa MUHUMAJIHOCT . []

17
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3060T IpeTxomaHe TeopeMe, MOKEeMO HANPABUTU U JePUHUINA]Y 3a Pejlalu]je
KOJUM TOPEANMO CJIOKEHOCTH Opoja (cioxkeHoCT Opoja jecTe camMo APYTU
HAUUH 02 KaKeMO KOJMKO je kacHo ’poben”). Heka > 3mauwm ”ciosxkenuje
on’, ~ 3HaUYU " jJeITHAKO CJIOKEHO Kao’ , a >~ "MaKap CJI0KEHO KOJUKO :

Iepuaunuja 8.

B(z) = a,x € N,

=y < B(z) = B(y)
T-y <= yrtx
T~Y &= T =Y.

Ncnon mvamMo mirycTpoBaHO KakO OPOjeBM ”XPOHOJOMIKA HACTAjy.
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Cnura 1: crabsno mHagpeasnux O6pojeBa

[IpumernmMo na, TOMTO AeGUHUIIEMO pealnjy IPEeKo OpAnHAJIa, OHA HACIEI-
jyje meHa CBOjCTBa TOTAJHOT IMOPETKa M A0OPOr MOpPeTKa.

Teopema 16. = > 2V.

Zloxas. IIpBo npoBepumo cuenehe:
r€0, = x € UMﬁ
[B<a

— Ve U M, C O,

y<B<a
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= x € M,

N tume nokaszacmo ma O, C M,. 3arum nokaskumo na je M, = |J Ng. Nanyxk-
BLa

TUBHO IPETIOCTABMMO Ja MCTO BaxKWU 3a ImpeTxonHe ciaydajeBe. Ilo medunu-

IUju U OPETXOMHOM 3aksbyury Basku na M, = O, U N,. Jlako ce nobuje na

je o jemmaro N,U |J N,, omakse ce o4uriie [HO M3BOIY VHIYKTUBHU KOPAK.
y<B<a

[IpermocTasuMo na moctoju Heko x¥ = x. To 6u 3HAUMIO Ha 3a (& TAKBO 14

2V € N, Baxu nma x € M, mo mpeTrxomHoM moka3y. MebhyTum, To mMmanmmpa

na zY € O, no nedpunnnuju M,, mMTO je KOHTPAIUKIH]A. ]

Cge Bume yBubamo ma cBojcTBO pobhennana mompuma OdyeKuBaHe OCOOUHE.
OBne MOkeMO ma yBemeMO U je[Hy ONIITY BEP3U]y MHAYKIUje: aKo 3a OuUio
KO]Y TOPKY OPIOWHAJIA (1, (s...(t, MTOKAKEMO Ia

(Vtn € (Ma1 X Mas... X Ma)\(Na1 X Nag... X Nan)))(P(t,))
= (Vt, € (Na1 X Naa... X Noy)(P(t2))

Onnpa cMo mokasayiu na CBOjCTBO P BasKy 3a CBaKy TOPKY OpojeBa Ty, Ts...Tp.
CBu npeTxXOqHN MHAYKTUBHU NOKA3U CE€ MOTY aJeKBATHO 3aMEHUTU OBAKBOM
IIPEeICTaBOM WHIAYKIW]E.

Hedpununuja 9. x5 = ({z € Oplz < z},{z € Op|z > x}) 308emo bema anpoxcu-
MaAYUJa T .

Osne mpumehyjemMo CTPpYKTYpy BpJO HAJWK [leTeKMHIOBUM MpeCcernuMa.
Tarkobe, oBaj mojam HaM HYIM jeIUHCTBEHY HeapOUTpapHY PeErnpe3eHTaIn]y
3a cBaKu Opoj. 3a Tp(), y ~eneknnaosum npecemuma’ ce Hajla3e CBE OIIMje
x, mro o Teopemu jeaAHOCTABHOCTHU 3HAYM Ha T = Tp(y). VIMamo uzbop, oxna,
na mMporJiacuMoO na je OerTa ampoKcUMaluja 3a I jedHaka & 38 MUHUMAJHO [
IpeacTaBHUK Opoja T M Jla OBAKO MOJIA3MMO IO ONIITHje (opMe HaaPeaHOT
opoja. Mebyrtum, pasmorpumo ciaemehy mpeacraBy:

Hedpumaunmuja 10. Snaxoenu passoj bpoja x ce defunuwe:

Q={+ -}
s={(a,s(a) €eOn x Q(x —24>0As(a) =4)V (r — 2, <O0As(a) =—)}.

Hamomena: Teopujcko-CKyIOBHO TyMavelme 3HAKOBa +, — jeCTe OTBOPEHO.
Hehe nmpaButu 3HaUajHy pas3imKy KaKBO 'O TyMadeH€e MMaJIu.
Mana He n3riiena TakO UCIPBa, S MOIpUMa OOJIVK (GYHKIje, TO jeCcT pejanuje
n3Mehy HeKka IBa CKyla 3BaHa JOMEH WM KOJOMEH T'Ie CBAKU YJaH U3 JOMEHA
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je y pesanuju ca jeIMHCTBEHUM YJIAHOM U3 KOMOMEHa (C TUM IITO JOMEH He
Moske Outm On Hero jecre Heku opauHat). Hbux mpencraBmamo HU30M”
miaycesa u MuHyceBa. Ha mpumep, (+ + —) mpencrasiba GyHKIUjy doMeHa 3
rage 0 uma cauky y +, 1y + u 2 y — (nmoxpceraur ma 3 = {0,1,2} no Pomn
HojMaHOBUM KOHCTPYKIMjaMa OPAWHAJA), Uy OBOM CIyYajy TO HPEACTABIbA

6poj % = ({07 1}7 {2}>

Hepuannuja 11. Jyacuna snakosnoez pazeoja A(s) jecme npsu opounan koju
HeMa 0ePUHUCANY CAUKY Y S.
Bema-anpoxcumayuja 3naxosroz pazeoja s (36any unuyujasny cezmenm 3a B <

A(s)) jecme
53 = {(a, 5(a)) € sla € ).
3a 3HaxosHe paszsoje s, t saxmcu s >t kada 3a nexo o € On eaxncu
So =ta A ((ta) = = A=s(a) = =) V (s(a) =+ A —t(a) = +)).
s =1t xada cy uOeHMUYHU.

Ilpyrum peudmma, Ay:KUHA Da3BoOja jecTe HOMEH pa3Boja (E€KBUBAJIEHTHA
TBPAKA y CIydYajy OpAUHAJA), a MOPEeNak 3HAKOBHUX PAa3BOja jecTe JIEeKCUKO-
rpacku, rae + TpermpaMo kao Behe on HemepmHMCAHOI, a — Kao Mambe
on HenmeduHucanor. Bpuio yckopo, nokazahemo na omnoc usmeby OpojeBa n
pa3Boja ouyyBaBa MOpeaak U Ha MOCTOju OpPOj 3a CBakKU pas3Boj.

AKo OUCMO €KCIIEPUMEHTUCAIIN, IPUMETHUIN OMCMO Ia Ce allpoKcuMalije opoja
T TOKJIaIajy ca alpoKCHMallijaMa HeroBOr pa3Boja. 1o Huje ciaydajHOCT:

Jlema. Axo je s snaxosHu paszeoj 6poja x, S, je 3HAKOBHU PA3BOT T.

Joxaz. 3a [ > « oaroBapajyhmu unmanoBu s cy m3ocTtaBibenu. 3a [ < a mge-
oMo Ha caydajeBe. Ako je s(f5) HemepuHrCcaHO, CUTYPHO je u S, () Henedun-
ncano. Ako s(f) =+, To 3uaum na rg < x. [loxcerumo nu ce nepuauIMje 3a
ampokcuMmanuje, Bunehemo na zg € X5, u crora x5 < 14, TO ject s,(8) = +.
Cauuno, kana je s(f) = — onma je s,(f) = —.

[]

Cama mMamMoO KamamuTeT Aa YCIOCTABUMO KOPECHOHIeHNujy mamehy Opo-
jeBa U 3HAKOBHUX penoBa:

Teopema 17. Hexa bpojesu x, y umajy 3naxoswu passoj s, t. Onda x =y axkxo
s=tux >y axko s >t. Taxohe, B(x) > A(s), u 3a ceaxu snaxoenu pazeoj s
nocmoju 6poj T wuju je snaxoewu paszsoj s u A(s) = B(x).
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/loxas. EBunenTtHO je ma, akO T = Y, OHIA T4 = Y, 38 CBAKO , T] T — T, =
Y — Yo, U OHIA CY €JIEMEHTU S, ¢ MOeHTUUHU. AKO Cy pa3Boju UIECHTUYHU,
BUXOBY WHUIMjAJHA CETMEHTU Cy WUIACHTUYHU, IO MHAYKIUjU MOo:keMo pehwu
na cy crapuje anpokcumanuje x,y jemnake. I[lo Teopemu jemnoctaBHOCTH,
r = ({2, <2}, {zs > x}), ciuurO 3a Yy, M OHIA je EBUICHTHO Aa T = Y.

Axo s > t, 3a Heru opauHas Basku s(«a) > t(a), s, = to. Onma, mpema npeTxon-
HOJ JIEMU, Ty = Yo, QINA T — Ty > 02> Y — Yy, i © — 24 > 0 > y — y,, MWTO
Yy CBAKOM CJy4Yajy 3HAUU Oa T — T, > Y — Yo TO jecT x > y. 300r CBOjCTBA
nmopeTka OpojeBa, MokeMo pehu ma ce mopenak ouyBaBa y 3HAKOBHUM Pa3BO-
juma. Axko B(x) = a, a moxemo omabparu f < a ga Tz = T, OHIA Sz = S U
nvamo A(s) = 4 < B(x).

Ila Ou cMO HACTABUIW, UHIYKTUBHO IPETIOCTABUMO Ia 33 CBAKUA PAa3BOj TIe
A(t,) < a mocroju 6poj y € O, ma 3amoBOJbaBa TBPAILY TEOPEME, U IPET-
IOCTaBUMO Ha 3a HeKo A(s) = a mcro He Bazkm. Y 3mumo v = ({y|t, < s}, {ylt, >
s}) n meros pa3Boj Ha30BUMO t,. Ilo memu A(t,) < B(z) = a ([Ha z € O,, 6uo
Ou jemHAK jeqHOj O CBOJUX ONIHUja, aji CATYPHO npunana M,). Y TBpauMo
naty<s < y<zv < ty<t,mmpaty>s < y>x < t,>t,. To
saun ma A(t;) > o. Ako je t, > s, To 3HaUM ma t,z = sg,t.(0) = +,s(8) = —)
3a 0 < a (jep oba umajy ny:xuny «). Kako cy ampokcuMaruje T v 4JIaHOBU
Z, OHZA je ty3 = Sg > §, MITO 3HAYUU IO IPETXOJHO] CKBUBAJCHIMIU Aa ty3 > t,
IITO je KOHTPAIUKIMja jep MCTO 3akpbydyjeMo na t, > ty3. CuudHO, KOH-
TPAAUKI]y OOOMjaMO aKO MpeTmocTaBuMO ma t, < §, W CTOTA Cy Ta IBa
pa3Boja jemnara. IllTo 3Hauym ma s wWmak jecTte pa3BOj OI HEKOr Opoja, u
IOKa3 UHIYKIUjOM je 3aBPIICH. []

3ak/byvak: 3HAKOBHU PA3BOjU jeCcy jeaWHCTBEHa pempe3eHTaluja OpojeBa
KOja ouyBaBa WHUXOB pen. RacHuje hemo ce BpatuTu pas3BOjuMa U BUIETHU
BUXOBE 3aceDHe TEOPUjCKe MOCENIIE.

2.2 Owera-mamna u HOpMaJiHa ¢opma Opoja

3anounmeMo ca ciaenehom neprHUIMjOM:

Hepununuja 12. © ~ y (r je cpasmepro cay) xada (In € *No)(n|x| > |y|An|y| >

).

Huje Temrko mpoBeputu ma je pejainuja CpPasMEPHOCTU peJjalldja €KBU-
BaJsiermnje. Takobe, oHa menu kaacy OpojeBa Ha ~KOHBEKCHE  KJACE €KBU-
BaJIEHIIMje, IMTO Y OBOM CJydYajy 3Ha4yu na, ako ce Opoj Hasasu u3Mmehy mBa
MebhycobHO cpa3MepHa Opoja UCTOT 3HAKa, OHMA je cpa3MepaH ¢ 0ba ta 6poja
(omer, Bpso nako moka3aTu). Jou jenHa KOpUCHA neUHUIMja jecTe:
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Hednuunmja 13. x >> y (x je mnozo eehe 00 y) kada ~x R yAx >y. x <<y
(r je mHoz20 mame 00 y) Kada ~x =y Az < y.

OBakBa pejanmja TEXHUYKM HUje CTPOra peianuja mopeTka (rme HyJa
cTBapa mpobieM), ajay Ha KIACK HO3UTUBHUX OpOjeBa ce MOHAIla Kao TAKBA,
cTora HamgaJse hemo ce kopuctutu oBoM penanujom. [llra 6u 6uio
3aHUMJbUBO NPUHYIUTU TEOPUjU HAApEAJHUX OpojeBa jecTe ma CBakKa OBAaKBa
KJlaca MMa HEKOI je IMHCTBEHOT IpeNCcTaBHWKA, HajjeTHOCTABHUjer MOryher.
Ucnocrasma ce ma Tako3BaHa oMera-Mana Opoja ympaBo MMa Ty yJIOTY:

Hedwmuunmja 14. Omeza-mana bpoja x jecme
W = ({O,?”Lw”"L}, {r+wa})
2de je T w-ma anpoxcumayuja onwmez nozumuenoe *peaaroz bpojall

Teopema 18. 3a ceaxu nosumusan (a ¢ mum u Hezamuear) 6poj x nocmoju y
YUJQ Jje OME2a-Mana CPpasmepra ¢ T. 3a pazsutumo T >y eancu 0a wt >> wY.
Omeza-mana je 0obpo defunucana.

Jloxas. 3a mpBU meo TeopeMe MOKEMO WHIYKTUBHO MPETHOCTABUTU KUCTO 34
CBe MO3UTUBHE YJaHOBe T. AKO je ¥ cCpa3sMepHO Ca jeTHOM OJ CBOjUX OIIIUja,
OHMa CMO TOTOBU. AKO He, HA30BUMO NMPEICTABHUKE CPa3MEepHE Ca HErOBUM
JIeBUM ¥ IECHUM OImjaMa w! 1 w!", 1 KOHCTPYUIIIMO GpOj: y = ({y*}, {vE}).
Y Tom caydajy r = wY, a TUME je U Cpa3MepPHO.

3a OpyTu meo TeopeMme, ako T > Y, OHAa Makap jeaHoMm z > y mmm makap
jemmom xl >y, mMTO MEAYKTUBHO MMILIAIIPA

R 1 1 L
Wwr>wd >> —w¥ mim —wt >> Wt > WY
rt rt
Y cBakoM cay4ajy, w® >> wY. [obpa meduHHCAHOCT OmaBAe IpPaTU. [

Teopema 19. 3a 6pojese , y saxncu:

o WrWY = Wty

o W= (wx)fl.

'Tlomenn anpokcuMaluje Cy CyBUIIHHU IO TUTAkY pasyMeBama nedurunuje. OBo je ypan-
jeHo ma O6umcMO ocurypasu na Cy IOMEHYTe KJace CKYIOBM, a JOJaTHA pecTpuknuja zehe
VCKILYUNTH HUjenaH *peasan 6poj no jemmaroctu (mo Teopemu 13)
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Joxas. Uanyktusan nokas. Jlese onnuje mpoussoma jecy 0, rHw® v, php®tv",
rrwt Y gttt et gt T gt gt pm e et gty T Mokemo
MOKA3aTU & Cy TOCHeIHme ABe ONNUje CyBUImHE. AKO NpeTmocTaBuMO na
ef+y > z+ yL, omma mmamo ma je w® TV > 'y nobujamo ma je
IpeTnociieflha HaBeNeHa ONIINja Mama Ol 27’+w“*’L+y, CTOTa je pemayHIaHTHA.
Cnuuno, axo je @ +y < z + yl, npermocienma HaBemena ommmja je Mama

fo¥is 25+t ITocnenma ce mobuja ma je mMama On HyJe Kaaa YBUAUMO Oa

R + R R R + R R
WY < Tw® T oma Wt Y < Fw? Ty,

Jlecue onuuje mpoussoaa jecy rtw? T, prwr Tyt gh ety _pt gt eyt
u Wt Y sttt — et Y Kako 2f +y > 2R 4 yL, a wtY > 0, no-
6ujaMo ma je mpermociemma ommuja seha om rw® TV — r*s*(%%wx}%*y), IITO
je Behie o Heke MpBe OMmIMje M CTOra penyHIaHTHa. AHAJOrHO, MOCIENmna je
Beha on meke mpyre ommuje. OBue 3akbydyjeMo aa

L L R R
ww¥ = ({0, rTw” Y rTwt V) {rtw® Y r TtV = ot
Tpusujanno ce mokaszyje Opyra TBpAma, a Tpeha cienn u3 npse ase. ]

Heka je wY jemuncrBen mpencraBuuk cpasmepan ca xr # (0. Hampasumo
kirace L = {t € *RlwYt < 2} u R = {t € "Rlw¥t > z}. 306o0r macmebene
Teopuje peasiHUX OpojeBa, OBHe ce MojaBibyje Opoj r Koju je cympemyMm L u
napumyMm R. Cana Hac 3aHMMa Opoj 1 = T — rwY, m Herosa CpasMepHOCT C
wY. Aro r; = 0, ouma cmo roroBu. Axo x; > 0, mo m3bopy r TO 3HAUU OA
(Vs > r)(z < swY), Te HEe MO¥ke OUTH Ccpa3MepHO jep OHAa 3a HEKO k > 0 Basku
kx > w¥(1 4+ rk) = kwY(r + 1) > ko. Cmmuno 3a z; < 0. 3aTo mobujamo ma
38 HEKO 1 (jeAMHCTBEHO, HUje IPETEeKO JOKA3aTU) T jé HeCPa3MepHO ca wY.
CpasMepHO je uau ca HeUnuM MaibuM, WX He HyJia, ajii OBIe HaM Ce OTBapa
npuiauka 3a 3amuc opoja xr. CsBe mTo Tpeba ma MOCTUTHEMO jecTe na 3a I,
Ila 3a Ty, T3 IOHABJHAMO IIPOLec, U 1odujaMo GopMy:

T = row?® + riwY + ...+ z,

W Tako moTmMBHUIIEMO ITOjaM HOpMaJIHe GopMe; KEeJIUMO Ja UMaMO Pelpe3eHTalln]y
Opoja Kao CyMy HErOBUX HECPa3MEPHUX NeJOBa:

Hedounnmuja 15. Hopmanna gopma jecme dopmanra cyma obaura Y w¥srg,
B<a

20e je a meku opounan, rg cy *peaanu bpojesu pazsuvumu 00 Hyse, a wWYP jecy
cmpozo onadajyhu wuz npedcmasruka.

3a damy nopmaany gopmy, u 3a f < a ur # rg ocaxahena gopma jecme gop-
maana cyma Yy w¥r, + wYsr. Ocakahena gopma je mama 00 ceojee opuzurana

<8
axo je r < rg, eeha axo 8axcy cynpomrna HejeoraKocm.
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HBbuxoBa penanuja ca 6pojeBuma je ciaeneha: ako je 6poj umanoBa (Gop-
MaJiHe CyMe HEeKU OPAUHAJ ca MPETXOMAHUKOM, OPOj C KOjUM KOPECIOHANPA
jecTe HapaBHO 30up mocienmer YiaHa GopMe u Opoja KOju KOPECIOHIUPA Ca
uctoM (popMoM 0Oe3 mocienmer uiaHa. AKO je Opoj UIaHOBA HEKU JIMMUT-
OpAWHAJ, Tj. OPAWHAJ Oe3 MPEeTXOMHUKA, OHMA y3UMaMO CBe OpojeBe Koju
KOPECIOHANPAajy ¢ HeKOM ocakaheHoM ¢popmMoM Mam,OM O OPUTMHAJHE, U CBE
OpojeBe KOju KOpecnoHaupajy ¢ HekoM ocakahenom ¢popmom Behom on opur-
nHasHe. HajjemnocraBuuju Opoj mameby mux he ma kopecnormupa ca opuru-
HastHOM (popMoM. Mako ce OUTHO pasiuky]jy, HOpMaJHE CyMe TPaHCOUHUTHUX
OyKWHA Cy TOTpeOHe 3apal HeKUX OpojeBa rie ce mpolec o0jallmeH Tope He
3ayCTaB/ha HAKOH KOHAYHO MHOTO KOpaka (Ha mpumep —“7).

Ouuro, oBa kKOHBeHmUja onpebyje jemuHCcBEeH OpOj 3a CBAKy HOPMAJIHY
dopmy. Tarobe, 6poj He MOke Ha KOPECHOHAWPA Ca BUIIE OJ ABE HOPMAaJHE
dopme. Panmje objamrmeHr UTEPATUBHUA IPOIEC TOMaKe Yy HAJAKEHY HOD-
MaJiHe (GopMe MOK Ton TepMuHUpa. AKO HE TePMUHUPA, IPOU3BEIEHN PA3BO]
U faJbe MpeAcTaB/ba HEKYy HOpMaJHy ¢popMy. Bpoj Koju Kopecnmonaupa ca TOM
HOpMaJHOM (opMOM ce Tpeba omy3eTHu On MOUYETHOT, u nobmhiemo HOBU OpOj
HecpasMmepaH u ca jemHuM cabuprom te popme. Camo Tpeba apryMeHTOBATU
[a MOCTOjU HEKW OPIAWHAJ KOjU MpencTaB/ba Oy:KuHYy Te dpopme. Ila mHe moc-
TOjU, CJOKEHOCT Opoja mcTo He Om Omo opauHAJ. ¥ 3 MaJO TEXHUKAJIHOCTH,
oBO he OUTH DOBOJBHO 1A MOKAKE:

Teopema 20. Caaxu 6poj Kopecnordupa ca jeOUHCMBEROM HOPMAAKOM HOPMOM.

[Ipumerumo, Takobhe, ma yKOJIUKO je OPAMHAJ KOjU MPEICTABIbA IY:KAHY
hopmMe TUMUT-OPAUHAJ, IO KOHBEHIUW)U H€HA BPETHOCT jecTe m3Mebhy Bpen-
HOCTM ocakaheHux ¢opMuy. YKOIMKO MMa IPETXOMHMKA, 1Mo TeopeMu jen-
HOCTABHOCTU MOYKEMO MTHOPUCATU CBe ocakaheHe ¢opMe oy:kKuHA KOje HUCY
MakKCUMaJiHe, ¥ yBuAeheMo ma ucTa YTEHEKICHOCT MOCTOJU Y OBOM CIYYAjy.
Tako ce morasyje:

Jlema. 3a ceaky nopmasny gopmy, wena epednocm je najjednocmasruju 6poj
usamely epednocmu menuxr ocaxahenur gopmu.

lpyraunju HaYUH 1a OBO UCKAKEMO jecTe:

Zwyﬁm = ({Zwyﬁrﬁ —wPely < a,e > 0}, {Zwyﬁm + w¥ely < a,e > 0})

B<a By B<y

OBme momajemo jemHy TBpABY KOjy hemo kopucTutu aju HehiemMo mokaszarTu
oBge, jep je To ommru pesynarar. lokas ce moxe mahwu y [3]:
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JIema. (Kombunamopna aema wa noayepynama) Hexa je T dobpo ypehen noo-
cryn nosumuenual] eaemenama nexe momaano ypebene noayepyne, u nexa je S
CKYn KoHaunur cyma esemenama 1. Owda je S 0obpo ypehew u ceakxu mez08
ENEMEN. CE MONCE NPEICNABUMU KAO KOHAYHG cyma esemenama T Ha camo
KOHAYHO MHO20 HAYUHQ.

Cana nepurumenmo onpebhene nojmose koju he Ham nomohu y uzpaskaBamy
MaJbUX TBPOBU:

Hedoununmnuja 16. Axo caaxome bpojy y npunuuwemo *peanan 6pojry, u bpojesu
KOJUMG CY npunucare 8pedHocmuy pasauvume 00 nyase wurne onadajyhu wus, dop-

MaAHoj cymu Yy wlr, npunucyjemo sepednocm odeosapajyhe nopmansre gopme.
yENo

Taxohe, gopmanru npouszsod (x) dse gopme defunuwemo xao Y w¥r, s;.

<o
0<pB

300r IpeTXOmHO NOKa3aHe JeMe MMaMO U IOCJIeNUIY:

Ilocoemuma 4.

(Zwyry)L = {Zwyry +w'r,*|z € No}

yeNo y>z
(Zwyry)R = {Zwyry +wr,f|z € No}.
yENo y>z

I'0e ce 3a onuuje *pearnur 6pojesa bupamo camo one parujez pohendana.

[Tocnenma pecTpukija oMoryhaBa maBe cTBapu: 3HAMO A& CY KOHCTPY-
UCaHe Kjace CKyNoBW, IITO HAM je mOoTpebHO, u 3HAMO ma m3a ocakaheHux
dbopmMu cTOje jeIHOCTAaBHUjU OPOjEBU.

36or KombOunatopue neme, 3HaMO Ja (hOpPMaJiHM TPOM3BOIA OBE (opme
takobe oarosapa HOpmasHOj dopMmMu. Hwuje Temko mpuMmeruTy um ma y * z =
({y x z — w¥e}, {y * 2 + w€}) rue je € nosuruBan *peannu 6poj, a T = Y, + 25
3a ONIITE Yo, 2g IJIe OHM UMHE OpojeBe y HM30BUMa KOjU OAroBapajy TaTUM
HOpPMaJIHUM (opMaMa.

Teopema 21. > wVr,+ Y w¥s, = > w¥(ry,+s,).
yeENo yeENo yeNo

Jloxas. Ropuctumo munykmujy. Teopema ciaenm m3 mpeTxomHe KOpoJapuje u
nepuHUje 30upa. [l

Jlema. w® > w¥rg = > w¥tirs.
B<a B<a

’Tlo3WTVBHM elleMEHTH Cy TaKBW Oa @+ a > a
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Jloxas. Vlagyknuja mo . Y KOJIUKO MMa MPeTXOdHUKaA, TpuBUjaHo je. MHaue,

S
nmaMo uspase obumka Yy wY¥ T rg £ wh e+ w (Y w¥rg FwYie) y 1eBoM 1
By v<B<a
[ECHOM CKYILy IpOM3BOAa. 360r HecpasMepHUX cabupaka, JAKO Ce BUAU JA:

Zwyﬁ*”rﬁ» — w26 + wa( Z wrg + w¥2€) < Zwyﬁﬂrﬁ —w¥ e

By Y<pf<a B<y

R
E WY + W e + W ( g w¥rg —whe) < E WYty — WY e
By Y<pf<a <y

HBuma nemoncrpupamo na je rpaskena gpopma Behia o 1eBe cTpaHe IPOU3BOIA.
Cnuuano ce moka3yje ma je Mama O IeCHe CTpaHe. 3a meHe ommnuje, mehyrum,
TO HE BajKU jep Cy YKJbydYeHe y IMPOU3BOMY, CTOTa JieMa je TayHa 1o TeopeMn
jeqHOCTaBHOCTH. ]

Teopema 22. Popmasnu npouzeod dge Hopmaare @opme 00208apa 06UWHOM
npoussooy; Y-z =Y * 2.

Joxas. JenmMo Ha oBa ciaydaja: Kala Oy:KUHA MaKap jenHe HOpMaJHe (hopMme
“Ma TPeTXOIHUKa (Taxa je ounTo ¢ 0O63UPOM HA MPETXOMHY JIeMy) U Kala je
ny:xuHA 0Oe HOpMaJiHe (OpMe JIMMUT-OPAVHAJI. Y APYTOM CIIy4dajy UCIUTY-
jemo ommumje mpousBoa, Koje cy obauka yz° +y 2z —yT 2%, Munyknujom nonas-
mio 10 y*z — (y —y') * (z — ). Cama, y — y” je obmura +w¥ e + ¢, Tae
je ¢, HecpasMepHO Mame on octarka. CumgnO, 2z — 2° je obauka +w? ey + cs.
Houxos npousson opga jecte obmuka +wYet# €€y + ¢, TOe CTOJU MUHYC aKoO je
JieBa OMIUja, a MIYC aKo je MeCHO, U ¢ je MHOro Mame. OHoa BaKu

yz = {y*z —w¥* e —c}, {y x 2 + w¥ e + c})

Anu oBo je eBumentno jemuako 6pojy ({y * z — w¥* e} {y * z + wVeT?se})
no Teopemu jemaoctaBHOCTH (3a mATy ONIU]y YBEK MOKEMO omabpaTtu jemHy
Mamy u jenHy Behy ca mcTe cTpame), mTO je y * z. [

OnaBne ciaennm u

Y . Y — Yy
IMocmemuma 5. Y wir, - > w¥s, = > w¥ > 1.5, ..
yENo yeENo yeNo z€No

2.2.1 DBeckomauHe cyme

Caga ¢MO MOTMBUCAHU Aa KOHCTDYUIIEMO OIIITHje Bep3uje cyMa, obiauka
>, Tn. 3a Hame anrebapcke Ou/beBe IMOCTABUNEMO NOBOJbHE (AU HE HYKHO
u noTpebHe) yCI0Be KOHBEPIreHTHOCTH.
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. _ y

Hebuaunuja 17. Hexa 3a cearxo n saxwcu x, = ZyeNow Tyn- HRaxcemo Oda
CyMa Y, Tn KOHBEPIUPQ KA T GKO CYME MUNG Y Ty, KOHBEPUPAJY KG Ty, T =
> yeno Wy u Moxcemo odabpamu cmpozo onadajyhu nuz bpojesa maxo 0a 1y, =
0 3a buno Koje y sar Moz Hu3a.

[Tocnenma mepuHUNUja je Ty Oa OMCMO CIPEYUIN AIlCyPAHOCTHU IOIYT:
l-w+w—w?)+..=1

Hedpuaunuja 18. Lpoj je unpurnemecumanar axo je usmehy ceaxoe no3umusnoz
u cearoz HezamusHoz *peaanoz bpoja.

Teopema 23. Cyma obauxa ) 1,2" KOHEEPLUPA YKOAUKO je T uH@PUHemecu-
MAAHO.

Zloxaz. OBHe KOPUCTUMO PETXOAHO TOMeHy Ty KoMOMHATOPHY JIeMy, niau mpe
BEeHY CUMETPUYHY TBPABY. ¥ 3MUMO CKYIl CBUX OpoOjeBa umja ce oMera-mara
ojaBJibyje y HOpMaJIHOj (hopMu nHPpUHEeTecuMaaHor opoja x, 1. Hbherosu eie-
MEHTY Cy HeraTUBHU U 00pHYTO-106po-ypehenn’ Crora je n S, ckynm 6pojesa
yrje ce oMera-mare MOjaBJbyjy Y HOPMAJIHO] (popMu OMJIO KOjer cTeleHa T,
U [aJbe, CBAKU eJIeMEeHT m3 S ce MOKe MPeACTABUTU Kao KOHAUHA CyMa eje-
MeHata n3 T (Ipom3BOJ CyMa) HA CaMO KOHAUYHO MHOrO Hauuwna. Omasme ce
JIAKO BUOY Jla Cy Hallla 3 yCJIOBa KOHBEPIEHIje NCIYH-EHA. [

OsBe Oeckomaune cyme, OoHma, HacaeDyjy MHTyUTUBHA ajrebapcka CBO-
jerBa. MoskeMo ma mX TpeTupamMo W Kao (GopMasHE CTEIMeHe PemoBe, IITO
nmomMazke ciemeheMm mOKa3y:

Teopema 24. Ceaku nozumusaH 6poj T uMa jeOUHCMEEH NOFUMUBAH N-MU KO-
DEN.

/loxas. YBubaj y HOpMaJsHE popMe HAM KasKe 1a CBAKU IIO3UTUBAH OPOj MOKEMO
samucatu y o6aukry wr(1+ d), rme je r mosutuBan *peasaH, a d uHGUHETEC-

. Y 1 . ()
umasan 0poj. CurypHo w» m r» mOCTOje, a cyma ka

HEKOM Opojy uuju je n-tu crene 1+ d, HApABHO MO3UTUBAH. JeIUMHCTBEHOCT

d* onmromapa

je ouurJienHa. ]

3yMecTo ma cBAKM HEIpPasHM MOJACKYI MMa MUHAMYM, CBAKU HEMPA3HU IOACKYI MMa MaK-
CUMYM
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2.3 PeaJsina 3aTBOPEHOCT ¥ YHUBEP3aAJIHO yTalaH€

Canma paguMo ca momuHOMUMAa, 1 nomohu he HaMm na mepuHUTIEMO HOPMATHY

cyMmy obnmka » wY8pg, rHe je ps MOIMHOM C *peajHUM KOe(QUIUjeHTUMA.
B<a
36or KomOuHaTOpHE jeMe U MPeTXOMHUX M3BEAOU, OBa cyMa he ce CIUYHO

nonamaTtu. [logceTumo ce ma mocCTOje TPU €KBUBAJEHTHE TBPIH-€ KOje
neUHUITY DeaJIHO-3aTBOPEHO IOJbe:

e [lome HUje anrebapcKy 3aTBOPEHO, AJM HEHO MPOIMUpPEne ca i = y/ —1
jecre

e CarnacHo ca HeKUM JUHEAPHUM ypeDhemeM, CBAKU MOJMHOM HEHAPHOT
CTeleHa UMa KOPEH y MOJbY, U CBAKU MO3UTUBAH OPOj MMa H-TU KOPEH Y
IOJLY

e ITome mva ucra ”cpojcTa mpsor pena’[| kao u peanmu 6Gpojesn

[TomTo cmo Beh moka3anm meo ¢ KOpeHmMa, MOKEeMO HpobaTu JoKa3aTH Ie0
C TOJUMHOMUMA,. 3AIOYHMMO ca ciiegehoM Jiemom:

Jlema. Hexa je f monu4wan noaurom wad Hadpeasrum bpojesuma, marxas 0a
ceaxu Koeduyujenm ce mMoxce npedcmasumu Kao 3oup *peasnoe u unguremecu-
mannoe bpoja. Taxobhe, nexa ce r, noaurom z0e cy Koefuyujenmu pearsrt, 0enosu
00zo8apajyhux xoefuyujenama y f, moxce npedcmasumu xao npouseood y3ajamro
NPOCMUT NOAUHOME ¢a *peartum Koeduyujenmuma Py u Qo. Onda ce u f moxce
npedcmasumu Kao npoussod P - (), 20e ce pearnu denosu wurosur koeduyuje-
Hama noxaanajy ca koepuyujenmuma Py u Qo.

Zloxas. Ilokas mocTw:KEeMO TaKO MTO heMO MHAYKTUBHO MOTBPAUTHU MOCTOjaHe

HU3a IOJIMHOMA ca *peasHuM koedunujentuma. Hera ce (D w8 Pg)( Y w5 (Q)p)
B<y B<y
ciaxky 3a cBe wY rme y > yg 3a 3 <y, m3a 3 > 0 monmuaoMu Pz u (Q3 cy cremeHa

Mawmux on Py, (g, anu npousBoxn ce He noknana ca f. Caenehu uman cyme mc-
TPasKyjeMo OBaKO: Y, e OUTK NpBM ~e€KCIOHEHT TJe ce IPOM3BO/ Pa3uKyje.
Ycnos na hemo Hahm TakBe monmuOMe jecte obmmka @), + P,Qy = S. 3060r
ycioBa na cy Py u )y y3ajaMHO mMpOCTH, 3HAMO Oa TO MOKE OUTU MUCIYH€HO
1 TO Tako na cy oba Mamer cremeHa. lIpomsBon ayrmenroBanmx cyma he
onzma 6uTy TayaH Ha Bume Mecta. OBUM mponecoM (M NPUKYIILAEEM CyMe
HAa Ay:KUHAMA HUBOA JIMMUT-OPAMHAJA) Hajda3uMo Hame P u Q). []

Cama MOXeMO Oa ce TOCBETUMO TJIABHOM IeJy Haller 3aaaTKa:

4jemmocTaBHO, TO jecy dopmyie 6e3 ciIo60omHUX Bapujabau
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Teopema 25. Csaxu nosurom nenaproz cmenena y Ilony nadpeasnur bpojesa
UMA KODEN.

Jloxas. Heka je momumoMm y muramy P(r) = a,2" + a, 12" ' + ..a1x + ap.
[MomuuoMm Q(x) = iP(x — “2=1) mma pememe akko P(r) mva pememe. IIper-
OCTABUMO Ja HUje jenHak r” (IITO HApABHO MMa TPUBUjAJIHO PEIICHE) U HEKA
cy OpojeBu TuUma ¢; TAaKBU Oa je w cpa3MepHU ca oaroBapajyhmm koedpurm-
jearmma y Q(r). Onnma ompemumo 6poj ¢ = mar{-"-|0 <i < n—1} popmupamo
HOBU nosmHOM R(z) = —=Q(2w°), Koju ucto nma koper axko Q(z) mma. Kako
BakM ¢; + ¢t < cn, MU MMaMO MOHUYAH IOJMHOM ca KOoe(pUIMjeHTUMa KOJU ce
MOTY 3ammcaTu Kao 30up *peasnor m uHpuaerecumanaHor Gpoja. Tarobe,
MakKap jemaH KoepUIUjeHT KOju Huje ucnpemn r' uMma *peasan meo pa3audut
oI HyJIE.

Cnyuaj 1: Moskemo ¢paxkropucaTu oBaj mMOJMHOM Ha aBa mosmuaoma. Onua je
jemaH o HUX HEMApPHOT CTENEeHA, W M0 MHAYKIUJU jedaH Ol BUX MMa KOPEH
1 CTO'a YNTaB IIOJMHOM MMa KOPEH.

Cnyuaj 2: He moxkemo 1o ypamutu. OHpma, 0 KOHTPAIO3UTUBU MPETXOITHE
neme, *peasHU Meo moaMHOMA je miu obsauka (r—a)™ uim (2? —bx +c¢)k. Kako
je MOMMHOM HENAapHOT CTeleHa, APYro He Moyke Outu cayuyaj. llomro je ko-
epurjenT ucnpen " ' Hysna, 3HaMO na a = 0, aJdu TO je KOHTPAIUKIUja jep
MakKap joul jelaH KOeQUIMjeHT uMa *peasaH deo PA3JIUYUT O HyJIe. [

CanmyHoM mpoIEeaypoM MOsKE [Oa Ce HMOKaske ma ~ eKCIIOHEHTH Yy HOPMAaJl-
HOj (GopMU KOpeHa Cy paluoHaJIHe JMHeapHe KoMOmMHanuje ~eKcIoHeHATa'
Koedunujenara nmoauHoMa. Ho, MHOro 6uTHHMje, cana MOKEMO Ha TBPIAUMO:

Teopema 26. No jecme peanno-zameopeno, ypehewo Homwe. Uau, Noli] je
aneebapcru-zameopeno Ilome.

Ilo cama cMO HUCTpasKMBaJIM 3aMCTa MONHY CTPYKTYPY HaApPEAJHUX Opo-
jeBa, y CMUCIy Oa MOKEMO IpPOydYaBaTWU MIUPOKY AaHAJIU3Y U ajaredpy Ko-
puctehu oo Ilome. Ho, jom jemHy kKapakTepUCTUKY HEHE CTPYKType je
MOKEeJbHO OATOHETHYTHW. Y TPBOM MOTJaBmby cMO yBumeau na No y cebe
yrpabyje peanne u opaunanue 6pojese (Tj. M3 BUX MOCTOjU XOMOMODP(U3aM
y No). Wcnocrasma ce ma je oBa cnocobHOCT yrpabuBama MHOrO mupa.
Ocnonumo ce HA TePUHUIA]Y:

Hepuaunmja 19. Kaacy F' xoja je maxohe ypeherno Ilome 308emo ynusep3anno
ymanagyhom axo ceaxo ypeherno nome na Hu80Yy cKyna uma romomoppuzam y F.

3a caenehy BpJso cmeny Teopemy Tpebahe mam momoh KOHTpoOBep3HE aJu
muUpoKo Kopurmhene Akcmome m30opa, TO jeCT H0j €KBUBAJECHTHE TBPIHE
KOja riacu ’CcBaka Kjaca mMa noopo ypebeme”.
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Teopema 27. No je ynusepzarno ymanajyhe, momanaro ypehewo Ilonwe.

Zloxas. 1lpBo mpumeTrmMoO na, akKkO HeEKO ypebheHo mosbe [ mMa XOMOMOP-
¢uzam y No, mMa U HEroBO peasiHO-3aTBOpeHO mpomupeme R(f). 3ato
heMo camo mokaszaTw OBy TBPAWKY 3a peasiHO-3aTBOpeHa moJsa r. Heka je
card(r) = k. Enemente r hemo ypemurn Tako na cy M30MOP(HU ca eJIeMEH-
THUMa K, 1 UMeHoBaheMo Te enemeHTe ag, ai... ag... oarosapajyhe. Hexka je
F,, majmame peasiHo-3aTBOpeHO ypebheHo mosbe Koje caap:KU eJIEeMEHTE M0 (.
Pamumo memyknujy nmo o na moctoju msomopouszaMm m3 F, y No. YkKoauko
je a JIMMUT-OpAMHAJ, OBO je JIako BumeTu. VIcTO ako o mMMa IPETXOTHUKA
yyrju je oarorapajyhm esemMeHT ajarebapCcKu HAJI IPETXOMHUM moJreM. MHaue,
neUHUIIEMO T KaO eJIeMeHT yIlexIeH m3Mehy eseMeHara KOju GpopmMupajy
uzomopduzam ca F, i, rme a,_ i OmBaja JEBUW M NECHU CKym. 300r peasHe
3aTBOPEHOCTHM OBa [Ba CKyIla, XOMOMOp®U3aM KOju (UKCUpa ereMeHTe [,
U CIWKA ao-1 y T mocroju. EBmpmentHo, F,, = r, m cTora xomMoMopdusam
OCTOjH. [

Teopema 28. Csaxo ynusepsaano ymanajyhe ypeheno Iowe je uzomopgpro ca
No.

Jloxas. OBOoe ce KOPUCTUMO UUHLEHUIIOM & CTPOre Kjaace MMajy UCTy ~Kap-
auaagaoct’ . Ilobpo ypenumo obe Kiiace m aJTEePHATUBHO KPEUPAMO PEaJHO-
3aTBOPEHO TMOJbE Y jeTHOj, MpommMpuBajyhm ca ciaenyjyhuM eseMeHTOM, U
wmabemo cauky Tor mosba y apyroj. VHAYKTUBHO, CAUYHO Kao mpe, mMmahemo
n3omopuzam obe kiace. [

3akmyuak: Kiaca No uma yaory ancTpakTHOT, YyHUBEP3aJHO yTamnajyher,
peanno-3aTBopenor ypebenor Iloma.

2.4 CreneHoBame

Mana omera-mamna U4y Ha CTENEHOBAIE, PA3JUKYje Ce IO TOMEe IITO HeMa
n3oMopduzaM ca IMO3UTUBHMM OpojeBuMMa IO mu3ajHy. Tunm ¢yHKIUje Koju
Ou 3aI0BOJ/FABAO KPUTEPHUjyME Ha Ce 30B€ EKCIIOHEHIMjaJHOM OU BEPOBATHO
tpebano mpexncrasmaTu uzomopdusam uzmeby (No,>,+) u (Not,>,-). 3a
orpaHmyeHe OpoOjeBe MOKEMO IPUMEHUTH oArosapajyhly OeckoHauyHy CcyMmy,
ajy 3a TPaHCOUHWUTHE BPETHOCTU TaKBe cyMe Ou Ouie Jome neduHUCAHE.
['ormopes npuctyn je DoBeo 10 AepUHUNMje KOja y MOTIYHOCTY IIPEACTABILA
IpPEeTXOHN M30MOp(U3aM, OO Yera HamMepaBaMmo 1 nohwu.

Cunenehy mepmuunujy Huje nIpodIIEMATUUHO pa3yMeTH yHyTap TeOpuje, ako
ce apxuMo Tora ma je yBek z¥ = 1 M paszymMeMo cBe HeHE eJeMeHTe Kao
PEKYP3UBHO neduHUCAHE:
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Hedbuaunuja 20. 3a onwmu nenezamusan yeo 6poj n 8axncy

En@) =) 75
k=0
X gk
Y
il
k=0
e = 61

20e je b oepanuuen 6poj.

Hame no3maBame peasiHe aHaJMW3e CyTepUIle a OBAKO Je(GUHUCAHO € ce
nomymapa ca kjaacudHuM Opojem e. Takobhe mosnaBame OECKOHAUHUX CyMa
UMILIAIIAPA A& ce e¥ MoHallla Ha OOCTa HAaUMHA KAao CTEIEHOBAKE y PEaJIHO]
aHau3M, yrmpyadyjyhn n ete = e, Jenmma om cTBapm Kojy GUCMO XTeau Ia
Hallla ONIITa Ne(pUHUIM]ja 3210BObaBa jJeCTe U Ja Ce IMOKJIalla Ca BPeIHOCTUMA
e” 3a OrpaHUYEHO T.

Hedunuunmja 21. Jlesu u decnu ckyn bpoja exp(x), mj. excnonosanoz x, jecy

(exp(x))" = {0, exp(a") En(z — 2%), exp(a") Eynsa (z — 27)}
exp(x™) exp(z")

’ {En(xR — ) Eypyr (2t — x)+}

(exp(x))™ =

Ila OBucmo HacTaBUIU NOKA3WBATU TEOPEME, TOTPEOHO je MMaTU HEKOJJIUKO
amarku. [IpBO, HapaBHO, 3a MO3UTUBHO = Basku na F,(x) pacre kako n pacre.
3a HEraTUBHO MH(PUHETECUMATHO ¥ Bazku na Fs,y1(r) pacre rKako n pacre,
a Fy,(xr) omama. Ako je r HeratuBHO TpaHCOUHUTHO, Es,.1(r) je curypsHo
HeratusHo. Jlasme, 3a MO3UTUBHO T,y BAKU HEjeIHAKOCT
Es(z+y) > En(2)E,(y) > En(x+y). Coudso 3a HeraTuBHE MHOUHETECUMAJIHE,
Eiys(r +y) > Eopgr(2)Eopi1(y) > Eonsi(z +y). OBo cy pesymraru koju ce
KOpUCTE OMHOMHUM Pa3BOjeM.

Teopema 29. exp(z) je 6poj. exp(x) > 0. 3a x <y eamcu exp(z)E,(y —x) <
exp(y) uw exp(y)Eony1(r —y) < exp(x). 3a x =y eancu exp(xr) = exp(y).

Jloxas. 1lo namyknuju, 3HamMo ma cy omnuje cremena oOpojesBu. Cpaka mecHa
omnuja je ounto Beha on Hynme. MMamo HejemHAKOCTU:
exp(zt)E, (v — 2B, (2" — 1) < exp(z") E, (2 — 2%) < exp(a™)
exp(x™) Baypy1 (v — 28) By (28 — 2) < eap(2f) Egpyr (28 — %) < exp(a?)
Ep(z — 21 By (28 — 1), B (2f — 2) g1 (2 — 2%) < 1
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exp(21°)En(z — 21%) B (29° — ) < exp(01°) E,(22° — 21%) < exp(x2”)

3a MOBOJHHO BUCOKO P, TAE Y MOCIEIH0] HEjeTHAKOCTU 1M WU N j€ UCKIbY YUBO
HemapHO U omabOpaHe omiuje HucCy jemaHake. VIcmymeH je yCJIOB ma MOKaKeMO
na je exp(x) 6poj.

Ouurto je na exp(r) > 0. Heka je v < y. Axo uma marap jemuo y nma zf na
pagn v < yL vV aft <y, mazosumo Ty ommujy z u yrepammo: exp(x)E,(y — x) <
exp(z)E,(z—x)E,(y —2) < exp(y). Cununo apyra zejennakocr. Vuaue, jenan
eJleMeHT jelHaK je HEeKO] OmIuju apyror esgementa. llo mHayknmju Hejen-
HAKOCTU TPUBUJAITIHO CJIEJE.

Heka r = y cama. Omnnga je x yrmexaeno mamebhy omnmuja y m MO UHIYK-
mju exp(z) je yrmexneno usMmebhy ommuja exp(y). AHasOrHO O6PHYTO, HaKIe
exp(xr) = exp(y). ]

Beh cmo mokazaau He caMoO JIETUTUMHOCT HETO U YyBame MOpeTKa Y OBOj
¢yurmuju. Crnenehu 3maTHO Behu KOpak jecTe ma MOKaAKEMO XOMOMODQuU3aMm
u3 (No,+) y (No',-), 3a mra hemo Moparu nenutu Ha CiydajeBe y 3aBUC-
HOCTU OpOjeBa ¢ KOjUM paamMo.

Hedurnnuja 22. Lpoj npedcmassen HOPMAAIHOM Hopmom Kao Y w¥Tz 308em0
B<a
YUCTNO OECKOHAUHUM KO 8GACU Yp > 0

Kareropuje orpannuenor u yucto 6€CKOHAYHOT Opoja cy Te kKoje he HaMm
OIPUPOAHO HEJUTH CJIydajeBe, jep CBaku OpPOj ce MoO:Ke 3amucaTu Kao 30up
OTrPAHUYEHOT W YUCTO OECKOHAYHOr Opoja.

Teopema 30. 3a ozpanuuene bpojese exp(x) = €* (u ozpanuvenu bpojesu
nacaehyjy ceojemeo exp(x)exp(y) = exp(r +y)).

Jloxas. Aro je Opoj *peanan, MOKeMO na Ce OCJIOHMMO HA 3HAHE peaiiHe
anamuze. Muadge, ocsormhemMo ce Ha WMHIYKIUjy (CBe OMIMje OrpaHUYECHUX
6pojeBa ce cBOIe Ha Apyre OrpaHuyeHe GpoOjeBe, TaKO Ja je TO ONpaBIaHo).
Samumumo r Kao r + t. Aro My je seBa omnnuja obauka s+t rme s < 1,
*peasnu neo sese ommuje crenena je e*E,(r — s), mro je mame ox e”. Ako je
obmuka r + ¢ rme ! < i, mmamo exp(r + J)E, (1t — /) < ", Canuno 3a mecmy
crpany. Tako je e¢” yrmexneno usmeby onmuja exp(x).

Texu neo moras3a jecTe na HErOBE OIIKj€ HUCY UCTO TAKO YIHEKACHE. Y TOM
ciaydajy TBpauMo na e’ = ({e* — w¥e}, {e* + w¥e}), roe wY? croju 3a ommTu
” eKCIIOHEHT  y HOpMaJIHOj ¢opmu €. sRenumo na 3a HaCyMUYHO OmabpaHO

U myna cmana y oBy medumummujy. He 3Byum HApOUMTO HPUXBAT/LMBO, AJU PAIM KaIa
Cy y muTamy naJhe usBende
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Yg MOAKEMO 0nadpaTé TOBOJHHO BEJIUKO N1 12 exLEn(x — z%) npecrurne oxro-
Bapajyhy ommujy, a To pammmo Tako mTo ce mobpuremo na E,(r — xl) Gyme
mTo ’TavHuja’ ampOKCUMAIN]a er—=" (Mopa G6utu tauna mo wY?). Tosnuro
jecte ocurypano (36or KomGunartopue seme), a OHIA je y HPOU3BOLY Ca ev”
OCUTYPAHO [a CMO HPECTUTIIM AaTy onmnujy. VlmeHTudyan apryMeHT paaud 3a
ocrtaJjia moTpebHa nmopebema, rae Ha HEKUM MECTHUMa YMECTO 1. MOPaMO Oa Ce
orpaHU4YMMoO Ha 2n + 1. ]

Teopema 31. 3a u wucmo beckonauno u b ozpanuueno saxcu exp(u + b) =
exp(u) + exp(b).

Lloxas. Nunykmuja. Heka x = v + b, u HEKa HUjeIHO HUjE HYJIA, jep

uHade je TpuBHjadHO. AKO je ¥ =v + s Tme v < u oHIA

exp(v+s)E,(z—2t) << exp(v)exp(s)Eni1(u—v) < exp(s)exp(u). Hapasro onma
je u mame ox exp(u)exrp(b). Ha nmecroj crpamu ogrosapajyhwm tepmunu Hec-
Tajy jep cy yBek HerartBHU. Ako zl = u+s rne s < b, onna exp(u)exp(s)E,(b—
s) < exp(u)exp(b). Cauunan apryment Basu 3a x. Jlokazanu cMmo ma je
npousBoJ yrmexnen usmebhy ommuja exp(u + b).

Cana mocmaTpamo onmuje mpoussomaa. IIposepumo na r(exp(r))t < exp(z)kada
< r(exp(z))f 3a uncro Geckonauno x. To oaMax mokasyje ma OIIMje

(exp(x)) (exp(y) — (exp(y))®) +exp(x)(exp(y))® mucy yrmexnene usmeby onumja
exp(x +vy) 3atum, weka L, npencrasmpa exp(b?)E, (b — bl) Kemumo nokazaru
na LZ%ZHL" HUje nHpuHeTecuMaaHo. Ako b — bY Huje MHUEETECHMAJHO, TO

je ounrto. Nuaue, nmpoBeputu na je Bpennoct mama ox 1. Ckpatutu 6poju-
(b_bL)n+1
(n+1)(eb=0" B, (b—bL)
WNmenunman MoskeMO na CpeauMo 1a MMa IMOYeTHU TepMuH (jeqHak 6pojuory )
u cyMy uuju je cBakm uian obmauka r(b— bL)* 3a k >n+ 1. Ha kpajy mobu-

jamo 14%2 rae je X uapunerecumanno. Osaj 6poj je Behu ox cBakor *peanHor

6poja mamer on 1- cpasMmepan je *peannum 6pojeBuma. Onpma:

L
nam 1 uMmenuaan ca e’ . Hakorm mTo cpemumo, ocrahe Ham

exp(u)(exp(D))” + (exp(u))*(exp(b) — Ln) < exp(u)Ly + exp(u)(Ly+1 — Ly)
< exp(u+b)E, 1 (b—bh)

Caununo 3a npeoctaqu ckyn onnuja. [lo Teopemu jemmocraBHOCTH, TOKA3AHO.

[]

Ila Oucmo HAcCTaBUIM, TPUMETUMO [a U3 YUCTO OECKOHAUHUX OpojeBa
MOYKEMO na M30anmMO CBe KOHAUYHO yaaJsheHe omnuje. Ilorom, "moma” ommuja
y cremneHy Opoja HecTaHe, a OCTaJjie OIIuje rpane Opoj Koju je 300T jemHoc-
tapaocTu jemnmak ({0, zL(z — x)"}, {ﬁ}) Kopak name, mexa rt = u +b
rae je u ymcro 6eckonHauno (Hapasuo Behe om 0) a b orpamumdeno. Ako je
b mosurusHO, ouma je exp(u)exp(b)(xr — u — b)" OUMIIIEAHO MHOTO Mame O
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exp(u)(x —u)""!. Unaue exp(u)exp(b)(z —u —b)" < exp(u)(z —u)"(1 — b)" <<
exp(u)(x —u)" ™. Cauuno Basku u 3a mecmy ctpamy. Heka oo(r) mpemcrasma
uyncTo GeckoHauHu neo r y cuaenehioj memu:

Jlema. 3a wucmo beckonauno T UMAGMO

cxp(oo(z))

exp(z) = ({0, exp(oo(x™))(x — oco(z™))"}, {m})-

Teopema 32. 3a wucmo beckonaune bpojese saxncu exp(x)erp(y) = exp(x + y).

Jloxas. Panu npernennoctu HeheMmo yBek 3anmucuBaTé O3HAKY 32 OECKOHAYHM
neo, nonpasymeBahe ce. Ilpumerutn kakxo je oo(x+y) = oo(x)+y u z > oo(x).
OBo je moBOJbHO ma ompaBaa, kopuctehu MHAYKOU]Y, oA

(exp(z +y))" = {0, exp(y)exp(a™)(x — &™), exp(z)exp(y”)(y — y*)"}
(exp(z + )" = {exp(y)exp(z™)(z™ — 2)™", exp(z)exp(y™) (y" —y) "}

[Tomro mmMamo HyJTy, 3HAMO 18 je MPOU3BOI yrmexkiaeH y ose ommuje. Ocraje
caMoO TOKa3aTu Ja Cy IpeocTajie OINIUje CYBUIIHE. 3a HeCHy CTPAHy MMaMO
cnemehe HejemTHAKOCTU:

L)n<+_6xp($)€xp(yR)__ exp(zh)exp(y”)(x — )"

exply)exp(at) (v —

(Y —y)m (y? —y)m
exp(x)exp(y”)  exp(x")exp(y™)(z —a")"
(Y —y)m (yB —y)m
- o5cp@exp(y™)  exp(r)erp(y”)
(yft —y)m (y? —y)m+t

e je mpeTnocieamha Heje THAKOCT Mo Hecpa3MepHocTtu. CanyHO ako 0OpHEMO
MecTa T 1 Y.

R R
&mlf(_xx),)l je HecpasMmepHo Behe on ﬁ% >

3a JIeBy CTpaHy, BUIVUMO Ia
exp(x). Onma je ymamuiaan Hecpa3dmepHo Behu ox 0o6a cabupka, u 0Baj CKyI
ommuja je meratusan. Takxobe, ako je exp(y)exp(xl)(x — z¥)"

< exp(x)exp(y®)(y — y*)", omna je mpeoctasa Kaaca cabupka Mama O]

2 - exp(x)exp(y)(y — y*)" < exp(x)exp(y®)(y — y*)"*'. Cnauuno aro Basku
CYIIPOTHA HEjeTHAKOCT. ]

W3 oBe Tpu TeopeMe HaApaBHO CJEIN:

ITocnemunia 6. 3a buno xoja dsa x, y saxncu exp(x +y) = exp(x)exp(y). Taxohe
exp(x)exp(—x) = 1.
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2.4.1 Ilpupomau sorapmuTamMm

3a HajJakeme JiorapuTrMa, mMamMo opybe ma ce cHabhemo ca orpaHMYEeHUM
OpojeBuMa. ¥ ckopo hemMo TO 3HATHO MPOIIUPUTH.

[Ipumerunmo ma je exp(x) HecpasMepaH ca CBOJUM omiujamMa. 1o 3HaUM na
je y CONCTBEHOj KiIacu eKBUBAJICHIHUje HajjemHocTaBHuju ememenT. Onma w’
KOje je ¢ BUM y KJIacH, II0 Ae@UHUNU]U jeTHAKOCTU, je jenHako ¢ BuM. To
TOKa3yje:

Teopema 33. Cmenenu wucmo beckonaunuxr 6pojesa npoussode omeza-mane.
Cnenehy neduHUMIMjy TPaBUMO MCKBYUUBO 32 TakBe OpojeBe:

Hedurunmja 23. [Ipupoodnu aozapumam omeza-mane Hexoe bpoja je dedurucan

bR_p

(In(w”)* = {In(W”") + n, In(w”™) —w ™=

(In(@")F = {In(@”™) = n, (") — W'

S

Teopema 34. In je dobpo defunucan u jeonar 3a jednaxe epednocmu. 3a a > b
samcu n < In(w®) — In(w?) < W 3a npupodno n.

. . L
Jlokas. Cse ommuje cy mo mEAyEnuju 1o6po medurucane. Ounro In(w” )+n <
. L L b=byl
In(w’™) —m. Axo byt < b, mejemmaroct In(w") +n < In(wh") +w = je
. b L bo L by L —py L b—bo L
rpusnjanaa. WMuadge In(w”") —In(w”?') <w™ m  <w m —n. Canuax nokas
3a OIIKje Koje YKBYUYyjy mecHe unanose b. I[locienma HejeIHAKOCT KOja HaAM

Tpeba yriyuyje Al'-HejemHarocTt:

R _pL 1 b—bl vB_p

(W) — In(W”) <w = <§(w Potw ?

3a JOBOJLHO BEJIMKO p (HITaBI/Ime, MAKCUMYM OJ M, N) IPATU 1A
v b

In(W™) = In(w") <w = +w'=
3a a = b jemqrakocT sorapuraMa he ga nparty 0 Ae(pUHUNN]U je THAKOCTU Ka,1a
WHIYKTUBHO MPUMEHUMO HEjeIHAKOCTU TBPOmE. 3a @ > b HalIa3uMO HUXOBE
3HAKOBHE pa3Boje. AKO je jemaH MHUIMjaJHU CErMEHT APYTOr, HejeTHAKOCTU
cy TpuBujajHe. MHadve HamazuMo OpOj NePUHUCAH HUXOBUM 3a])eTHUYKIM
WHUNI]AJTHIM CEerMEHTOM, a > ¢ > b. I[o;LaBaH,eM O,I[FOBapaJyhPIX jenHaunHA
nobujamo ma n < 2n < ln( 9 —Inw’) < wH +w < wn. Ilokas je TuMe
3aBpIICH. [

Kana je oBo mokazano, mpuMeTuMO Aa 3a OMIO KOju OrpaHudYeH Opoj b u
4yycTO OecKOHAUYaH OPOj U BAKU:
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e u+b je crokenuje om u

e Ako je meku 6poj mameby ommmja In(w?), on +b je ucro mameby Twmx
oruja.

W3 oBora soruyku ciaena na
JIema. In(w?) je wucmo beckonaunu 6poj.

Capna HaMm ocTaje jomI jemHa TeopeMa Oa 3ampaBo IEMOHCTPUPAMO U30MOP-
¢usam:

Teopema 35. exp(In(wb)) = wb.

Zloxas. Ilpnmenom Teopeme 31, Teopeme jennocTaBHOCTU U Ae(UHUNN]E JIOT-
apuTMa 100ujamo:

({0, 7" (In(w?) — n(w®") = n))™}, {s®" (In(W®") = In(w?) +n))~™}

ITpumenom Teopeme 32, 6p30 BuauMO 1a je w’ yrmesxmeHo usMehy oBUX OII-
mrja. Takobe, 6upamem ommmja rae ce bV u r Tj s mokmamajy, mo Teopemu
JemHocTaBHOCTU OBO je 3a10BOJLEHO. ]

OBuMe MOKEMO IPUBECTH Kpajy: Heka je r = wYr(l + d) mosutuBan Gpoj.
Tana je In(wY) + In(r) + Zk—# Opoj TakaB Ha j€ HEroB CTEIleH YIIPaBo
x. Hera ¢yHKIUMja KOja NPOM3BOAM OBAKAB PE3YyJITAT 3a T Oyle 3BaHA CaMO
In(x). Onna:

Hepuaunuja 24. 3a a > 0, a® defunuwemo xao exp(xin(a)).

W onemax mpuBommmo kpajy TeopeMoMm Koja JaKO MpaTU M3 CBEra IITO
CMO PEeKRJIN:

Teopema 36. 3a a > 1, dynryuja a® npedcmasnsa uzomopgduzam uzmehy
(No,>,+) u (No,>,-), a 3a a <1 usmehy (No,>,+) u (No,<,").

3akpydyjeMO [a je eKCIOHEHIjaTHa QYHKINja jeIHa O KIACUYHUX (YHKII]ja
KOja ce MOyKe MPOIMUPUTHU Ha HaJIpeaJHe Opojese.



3 AJarepHaTuBHA KOHIIEIIIIja
HaapeaJIHNX OpojeBa

Y o0BOM TOrJaBJby IMOCBETMNEMO Ce KOHIENIUjU HaApeaJHuX OpojeBa Kao
3HAKOBHUX penoBa (kKoja ce mpe cBera npumnucyje [oumopy), Bugehemo kako
ce HaOBe3yje Ha CBY NPETXOAHY TEOPUjYy U MOTJIeNATU HEKe O]l H>eHUX IIPe-
HOCTM I MaHa.

Hedbunnnmje mozajmmyjeMo u3 moryiasiba 2.1 M KaKkeMO Oa Cy HaIpeaJHu
6pojeBu QyHKIUje U3 HEKOT opauHaJsa y Ounapau ckym () = {+, —}, ®uUx0BY
kimacy hemo 3Batu Nog, €KBUBAJEHIja jeCTe UAEHTUYHOCT a HUXOB CTPOTU
nopenak je npexcurorpadcern. Taxkobe ce moncehamo nedunmnuje 3a ny:RuHy
3HAKOBHOI PeJia, U OBJe OHA e MpeJcTaB/baT AY:KUHY /jeTHOCTABHOCT
HampeasqHOT Opoja. Jlako ce Moske mokazatu m 0e3 yBuUIa y MPETXOMHY
Teopujy [nda je > U OBAe TOTaJHU mopenak. Jla 6um cmo medpuHMCcann om-
epanuje, MehyTuMm, ocJoHAI HA TPETXOAHY Teopujy je morpeban. Moskemo
na 3ao0bmbemo moMeH kiaace NoO aKO JMOKaKEMO TaKO3BaHY PyHIAMEHTAIHY
TEOpeMY MOCTOjala, MTO NeMO YUYMHUTU YUCTO Ma E€JIUMUHUIIEMO CYBUIIHY
3aBucHOCT. [lounmnmo onx nmepuuMIUja:

Hepuannmja 25. *Cynpemym cxyna wadpeasrur bpojesa F umepuparnoz 0o «
jecme

sup(F)a = {(8, sup(F)(8)) € On x Q| € o}

I've sup(F)(B) = — avo (Vf € F)(fs = sup(F)g = fla) = —), a unaue
sup(F)(8) = +.

*Unpumym deduruwemo aranozno (3aMEHUMU MECMA NAYCCBUMA U MUHYCE-
suMa).

OBaj cynpemyMm/uHGUMYM ce OUTHO Pa3yiuKyjy OX OHUX Koje cpehemo y
peasiHOj aHaJM3H, jep ce AePUHUITY IO AY:KUHU. AN UMAajy HOBOJLHO CIMYHA
CBOjCTBa, KOja hemo yBumetu y ciaenehoj semu:

37
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Jlema. 3a 6uno xoje f € F samcu da fo, < sup(F),, nocmoju nexo v 2de 3a ceaxo
B> a eamcu fz < sup(F)g u sup(F)(B) = —. Taxohe, 3a bunro xoje h < sup(F),
dyacune najeuwe o nocmoju f € F da f > h. Cumempuura meopema 8axmcu 3a
*undumym.

Joxas. Cnenehu mokas mMa mapmaka Koju Basku 3a ‘unpumym. I[IpBy Tesy

MOKa3yjeMo MHAYKTUBHO. IIpermocraBuMo ma Baku 3a cBako [ < a. Ako
3a Makap jenHo [ BasKU CTPOra HEjeIHAKOCT, 300T JIEKCUKOTPA(CKOT TOPETKA
Baku 1 3a «. VMHaue, nmenmmMo Ha 2 cirydaja:

Cnyuaj 1: « je numur-opamuai, Tj. Hema nperxonauka. Omma moxkeMo pehu
na 3a cBako ( < «a Baxku sup(F)(B) = f(B), u3 uera nuparu f, = sup(F),
Cayuaj 2: o uMa OpPeTXOmHUKA, U Baxku fo_1 = Sup(F)q—1. Ilo mepuaunujn
sup(F)(a) > f(a) u Tume npatu f, < sup(F),.

Ila je cmyuyaj ma je cBaka ampoKCHMallija jemaHaka, TO OW 3HAUMIO Oa je
nysxkuHa [ Beha om Ouyio KOjer opaWHAJA, IITO HUje ciaydaj. 3000 JIEeKCUKO-
rpadCKoOr MOpeTKa, Ha MECTy TJe HejeqHAKOCT MPBa MOCTaHEe CTPOTa, HAIAJbe
he yBek Outu crpora m no meduHUNNjU CBaku cienehw 3uHak he Outwm MuHYC.

[Mocnenma Te3a ce ucto nokasyje naaykrtuBHo. OnBojuhemo mame u Behe
IpaBe MHUIMjAJHE CETMEHTEe CylIpeMyMa.
Cuayuaj 1: Behw mHUnmMjasnu cerMeHTH Cy CBU MambU O CYIpEMyMa, WU
APYTUM peumMa, CYIpPEeMyM Ce 3aBpIlaBa KUCKLYUYUBO IayceBuMa. AKO je
h Mamuy o HEKOr O BUX (WITO jeCy PAHUjU CyHPEMyMH), OHAA CMO T'OTOBHU.
Nuaue, moke jeqnHO OMTU cerMeHT Koju nperxoau npBodbutHoM. llo nedpurnm-
muju, nocroju f € F rue fo1 = h u f(a — 1) je nan vHemedpururcano wiam +,
cBakako f > h.
Cnyuaj 2: He 3aBpmaBa ce MCKBYyYMBO miayceBuma. lIpermocraBumo ma je
h < sup(F)s. Axo je meroBa ny:KMHa Mama, 3HAMO Ia je HEKU NPABU WHU-
nujasau cermeHT Behe mim jemuake myskmHe Behum onm mera. Ako je merosa
ny:kUHA TadvHO «, Hahemo mpBu opaunan rae ce h u sup(F), pa3nuryjy, Ha-
30BuMO je 1. Oumro h < hy < sup(F), a 1 < ¢, cTora moa UCTAM IPUHIUIOM
Mo:kxeMo na Habemo npasu mHunumjassm cermest Behu ox hy, nma m ox h. [

Haname, pamu KoOHmM3HOCTH, Kana Kakemo F < (G, MUCIUMO na je CBaKu
eneMenT u3 F Mamu on cBakor ejgemenTa u3 G.

JIlema. 3a ckynose nadpearnux bpojesa sancu F < G samcu sup(F), < inf(G),
U HAKOH HEKO2 (U 8ANCU CMPO2G HEJEOHAKOCT.

Zloxas. IIoHOBO KOPUCTUMO WMHIYKIMjY, MPETIOCTAB/HAMO A BaKU 3a [ < Q.
Ako Baskm cTpora HEjeIHAKOCT Makap Herme, roroBu cMoO. AKO He, omer
[EJIMMO Ha CJIydajeBe JIMMUT-OPANHAJA (JIAKO) U OPAMHAJA Ca MPEeTXOAHUKOM



39

(mro canx raenamo). la je cayuaj ma sup(F), > inf(G),, oHZA OU BAKUIO
sup(F)(a—1) =+, 1j ma nocroju f € F na fo1 = sup(F)o1 N fla—1)# —n
canuHo na mocroju g € G na go—1 = inf(G)a—1 Agla—1) # +. To 6u 3HAUMIO
na

9 < ga1=nf(Ga1 = sup(Fla—1 = fa1 < f

[ITo je xoHTpaaMKIA]a.

Ila cy cranHo jemHakw, 3HAUMJIO OU na UM je cBaku 3HakK jemHaku. Mebhyrum
IO MPETXOJHOj JEMU MOKEMO ONadpaTy OPAWHAJ HAKOH KOje je CBAaKU 3HAK y
VHOUMYMY IUIYC, a CBaKMW 3HaK y cynpemyMy muayc. OHna je nuadumym Behn
Ol CYIIPEMYMA. ]

Ca 0BOM JIeMOM Ha yMy, 1 3600 mOOpOr MOPEeTKa OpAUHAJA, 3a IBa CKyIa
F < G moskemo omabparu majMame « rae sup(F)(a) = —, inf(G)(a) = +.
ITo mperxonuoj nemu sup(F), = inf(G),, u Ty Bpeanoct hemo (He ciaydajuo)
mazBatu (F,G). EBunentno, Baku F < sup(F)qor1 < (F,G) < inf(G)at1 < G.
Iokazanm cmo ma O6pojeBu KOju HUCY Behe ny:KuHE HEe MOTYy MCTO 3ad0BOJba-
Batu. OBO mora3syje:

Teopema 37. (Pyndamenmanra meopema nocmojana) 3a c8axa 08a CKyna Hadpean-
Hux bpojesa F, G, 20e F' < G nocmoju jeduncmeen HajjedHocmasHuju 6poj
usaMeny mUTOBUT eAeMENRAMA.

Pamu kommierHoCcTH, TOTPEOHO je YBUIOETH U Aa 3a CBaKu Opoj h moctoje
Hexn F' u G ca unaHuBuMa cTporo Mame nyskmse oxn X rue (F,G) = h. Huje
TEIKO MPUMETUTH 12 Cy WHUIWjaJHA CEIMEHTU / NOBOJLHU & YMHE €JIEMEHTE
ta aBa ckyna. [lopen Tora, Tpebasu OucMO IOKaA3aTU Oa je
exkBuBaJieHTHO u3jasutu (F,G) > (F',G') u uzjasuru (F,G) > F'ANG > (F',G").
Jeman cmep je tpusmjaman. IIpernocrasumo ma (F,G) > F' NG > (F',G)
anmun na (F,G) < (F',G'). Onga moxemo ussectu na F < (F',G') < G n na
F' < (F,G) < G'. Tlo medpunnnuju, (F,G) Moxe na 3am0BoJbaBa maTe Hejel-
HAKOCTU jequHo ako My je (F',G') mHunujasnu cerMeHT, mu OOpPHYTO, ITO OU
suaunio ga (F,G) = (F',G’), mTo je KOHTpauKIuja.

Y oBOM TpeHYTKy, HepuHUIMje 3a pPa3He (YHKIUje U Olepalyrje MOXKEMO
no3ajMuTH 0e3 ma ce OCIOHMMO Ha kiaacy No u mokaszaTty TeopeMe UIeHTUYHE
ouuMa y KouBejeBoj Teopuju. Ocraje HaM camMoO Oa pa3MOTPUMO IO YEMY Ce
pa3iuKyje mo cama.

[IpBa onm mpenHOCTM OBOI' MPUCTYIa jeCcTe Oa CBAaKU OPOj MMa jeIMHCTBEHY
penpe3eHTanujy, mTo OCUM IITO jé €CTEeTCKU JIETO, jecTe OJaKIIame Kaaa 10 he
O CMUCJIEHOT M3paskaBama OUTHUX TBPAKBU y Teopuju (HOp. MecTa rue je
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IPEeTXOMHO HANKUCAHO MOa y3UMaMO jeIUMHCTBEHE NPEACTABHUKE HEKUX KJIaca
O6pojeBa, y IPAKTUYHOM CMUCIY MOKEMO Ja UTHOPUIIEMO TY CHENU(PUKALN]Y
aJu y TEOPUjCKOM MOKe Ia MPaBu nNpobiem). 3aTUM, TPABUIUMA HA TOUYETKY
naje yreMmMelbelme KOje ce He OCJama Ha ABOCTPYKY PEKypP3ujy, Ha KOJy CMO
ce O TIOYETKa OCJIAHAJU.

Heku enTuTeTn MMajy M ejeranTHuje NepuUHUNUje, HA TPUMED HOBe *Oopau-
HAJIE MOYKEMO nepUHUCATU Kao Mally U3 OpAUHAJIA y 3HAK +, a *peaHe Gpo-
jeBe kKao OpojeBe MM KOHAUHE OY:KUHE WU W IY:KUHE Oa He 3aBPIIaBa caMo
ca IUIyCeBUMAa WJIM CaMO Ca MUHyCeBuUMa (MaHa OBe AepUHUIMje jecTe na ce
OBaKO I'yOUM MHTYUIMja M3a PEaJHUX OpojeBa, MPEAHOCT jecTe Ma je TUPEKT-
auja nedpuaunmja). Takobe, y3amMumo mojaM pacKopaka, KOju MHAUE IIPUIana
nperxonuoj riasu. HaBukiau cmo ma 6pojeBu croje uaMeby mBa cKyma APpYTuUx
opojeBa, MmehyTuM akKo MCTO MOKYyIIAMO Ca ABE IpaBe KJjace, MOke OUTm ma
Hujenan Opoj Oyme um3ameby mux. Hajupoctuju ciyuaj oBora jecre ram No
oJIeIMMO Ha JBa MUCjYHKTHA CKyma. Packopanu 6u Tpebasio ma mpencra-
BJbAjy MapoOBe TAKBUX KJaca Tle HUjedaH Opoj He oarosapa. Y KOHTEKCTY
OBOT' IIPUCTYIIA, PACKOPAaKe jeTHOCTABHO MOMKEMO Ne(PUHUCATU KaO (YHKIU]Y
KOja IpecimkaBa cBe opauHajide y Omuapum ckyn (). Ta ¢ymrumja jecre
Ha HUBOY KJace, ajud He CAIP:KU KJace, MITO UX UWHU JETUTUMHUM MaTeM-
ATUYKAM TOjMOM (ryiaBHa OpUra KOI KOHCTPYKIMje PAcCKOpakKa jecTe HmUXOBa
nerutumuocT). Herkwm om mpumepa packopaka jecy: On (cBaku OpIuHAJ ce
npeciukaBa y miyc), —On (CBaKM OPIUHAJ C€ IPECIUKABA Y MUHYC), & (0 ce
OpEeCInKaBa y IUIYC, OCTAJIe OPIUHAJE Y MUHYC), 00 (IPBUX w Ce IMPEeCINKaBa
y IIIyC, OCTaJIe y MUHYC), OMIIO Koje DeCKoHaUHe uTepanuje *cympeMmyMa Uin
*uHpUMYMA.

Jemna om MaHa OBOT NPUCTYIA jeCTe UMEEHUIA 18 KOPUCTUMO
npe-neUHNCAHEe OpAVHAJE na nobemo no 3amoBosbaBajyher padyMmeBama OBe
BpCTe HaApeaJsHUX OpojeBa, NOK y NPETXOAHO] TeOpuju TO Huje ciyudaj. Ha
OIPAKTUYHOM HUBOY TO HHUj€ HAPOUMUTA OpuUra, ajum OHU KOjUMA j€ CTaJO IO
ecTeTrKe MOr'y npobaTm Hahu canyHe KOHIENNUje Koje UPEKTHUje e (@UHNITY
HajnpeasiHe OpojeBe, n3berapajy eHTUTETE aMOUTyaJIHOT MOPETKa Kao + U —,
a omer ouyBaBajy ayx [ommopoBor npuctyma. OcuMm TOra, oBa Teopwuja
MaKO MOTKPENJbYje IPEeTXOOHY, CYBUIIE 3aBUCKU OJ MOjMa ~HAjjeTHOCTABHU]ET
opoja msmely mBa ckyma”’ Koju je caMO y MPETXOMHOj TEOPUjU IpPUMapaH.
Y HajMamy PYKy, TO jecTe HalmOMeHa Oa je buTHO pasymetru KoHBeja makap
KOJIMKO u ['oHmopa ma OucMo ce 030M/bHO OAaBUIM HAAPEAJTHUM OpPOjeBUMA.



JIureparypa

[1] Donald E. Knuth. Surreal Numbers. 1974.
[2] John H. Conway. On Numbers and Games. 1976.

[3] Harry Gonshor. An Introduction to the Theory of Surreal Numbers. 1986.

41



	Uvod i rech autora
	No
	Konstrukcija
	Svojstva
	Operacije
	Svojstva Abelove Grupe
	Svojstva Prstena
	Deljenje i svojstva Polja

	Sadrzhanost poznatijih klasa brojeva
	Ordinali i prirodni brojevi
	Dijadichni razlomci i realni brojevi


	Opshte reprezentacije i veze sa poznatijom matematikom
	Rodjendani i znakovne liste
	Omega-mapa i normalna forma broja
	Beskonachne sume

	Realna zatvorenost i univerzalno utapanje
	Stepenovanje
	Prirodni logaritam


	Alternativna koncepcija  nadrealnih brojeva
	 Literatura

