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Uvod

Krajem tre�e godine sredǌe xkole sam odabrao poǉe iz kog �elim da
nauqim vixe. Kao dete me fascinirala opxta relativnosti i ǌene pop-
science demonstracije. S tim u vezi bilo je neupitno koju temu �u da
obradim.

Tek kasnije sam se usko opredelio za Kaluca-Klajn teoriju. Iz-
gledala mi je dovoǉno moderno da bi se glave za ǌom okretala, a ipak
dovoǉno arhaiqno da mogu da je savladam na nekom baziqnom nivou.

Ovaj maturski rad sam pisao tako da bude pristupaqan bilo kome sa
osnovnim poznavaǌem matematike i fizike. Pri uqeǌu za ovaj podvig
sam koristio dosta resursa unakrsno. Neki su objaxǌavali odre�ene
stvari boǉe od drugih. Pokuxao sam da napixem sled misli koji je
meni bio potreban da mi teorija ”klikne”.

Prva dva poglavǉa predstavǉaju pregled fizike do taqke u vremenu
gde se nalazi tema ovog rada. Tako�e, napisao sam i 3 apendiksa koja
bi inaqe guxila rad da nisu na kraju. Ako neko �eli da nauqi opxtu
relativnost predla�em mu rutu: prvo poglavǉe → apendiksi → drugo
poglavǉe. Ako neko ve� zna opxtu relativnost, ne bi bilo loxe da
opet proqita prva dva poglavǉa jer u ǌima usvajam neke konvencije o
notaciji.

�elim da se zahvalim pre svega svom mentoru dr Dragoǉubu Goqan-
inu, na ǌegovim primedbama, sugestijama i neproceǌivim diskusijama.
Tako�e bih �elio da se zahvalim Ivanu Stani�u, dr Dejanu �oki�u
i dr Igoru Salomu, koji su na jedan ili drugi naqin imali uticaj na
moje razumevaǌe fizike.
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1 Fizika u ravnom prostor-vremenu

1.1 Xta pokuxavamo da nauqimo

Opxta teorija relativnosti je najlepxa teorija koju je ǉudski um smis-
lio. U suxtini ideja koja pokre�e qitavu teoriju je veoma prosta:
gravitacija je manifestacija zakrivǉenog prostor-vremena. Ali, (i
ovo je jedno glomazno ali) da bismo razumeli geomtriju prostora koji
nadilazi nax trodimenzionalni potrebna nam je napredna matematiqka
maxinerija.
U ovom prvom poglavǉlu �emo da se osvrnemo na glavne pojave u ravnom
prostor-vremenu i naqin na koji ih opisujemo.
Opxta relativnost (u daǉem tekstu ponekad je nazivam skra�enicom
OTR) je razliqita od ostalih teorija poǉa (nuklearne sile, elektro-
magnetizam...) koje su definisane na samom prostor-vremenu zbog toga
xto ona jeste bax manifestacija dinamiqnosti same scene na kojoj se
ostatak fizike odvija.
Poqnimo prvo sa osvrtom na ǋutnovu teoriju gravitacije koja je vrlo
precizna u opisivaǌu velikog broja pojava u univerzumu. Sila koja se
javǉa izme�u dva tela mase m1 i m2 koja se nalaze na udaǉenosti r = rer

jednaka je1:
F = −γm1m2

r2
er

Zajedno sa drugim ǋutnovim zakonom F = ma dobijamo diferencijalnu
jednaqinu nakon qijeg rexavaǌa imamo jednaqinu kretaǌa materijalne
taqke. Ovu jednaqinu ekvivalentno mo�emo da predstavimo i preko Poa-
sonove jednaqine:

∇2Φ = 4πGρ

gde je ρ gustina mase. Zajedno sa relacijom ∇Φ = a dobijamo jednaqine
kretaǌa kao i ranije.

1U ovoj jednaqini sam sentimentalnosti radi ostavio tradicionalno γ kao grav-
itacionu konstantu, u daǉem tekstu preuzimam standardnu notaciju G.
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2 1. Fizika u ravnom prostor-vremenu

Ove jednaqine �emo zameniti jednom jednaqinom2 koju kolokvijalno zovemo
Ajnxtajnove jednaqine poǉa:

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGTµν

Ali o tom potom. Ova jednaqina izgleda dosta namuǌeno ali samo zbog
grqkih slova koja se u ǌoj pojavǉuju, sam sadr�aj jednaqine i nije naro-
qito ǉut.
Leva strana jednaqine je mera zakrivǉenosti dok je desna strana mera
impulsa i energije koji se kriju u tenzoru energije-impulsa Tµν.
Odgovor qestica na pojavu zakrivǉenosti je nexto lakxi da se svari.
Naime, qestice �ele da se kre�u putem najmaǌeg otpora (analogija sa
strujom). Takve puteve nazivamo geodezijskim putaǌama, ili jednos-
tavno geodezicima. U ravnom prostor-vremenu to su naravno pravolin-
ijski putevi, ali kako takvi putevi generalno ne postoje u zakrivǉenim
prostorima qestica se opredeli za slede�u najboǉu stvar. Parametri-
zovana putaǌa qestice xµ(λ) prati takozvanu geodezijsku jednaqinu:

d2xµ

dλ2
+ Γµ

ρσ

dxρ

dλ

dxσ

dλ
= 0

Naravno da nije oqekivano da ove jednaqine imaju ikakvog smisla pox-
tovani qitaoqe ali jox malo, pa �e sve da klikne. Krenimo sa pravim
stvarima!

1.2 Princip stacionarnog dejstva

Naqin na koji opisujemo fiziku je preko neqega xto se zove Lagran�i-
jan. Lagran�ijan je objekat koji se u klasiqnoj mehanici definixe
kao L = K − V gde su K i V kinetiqka i potencijalna energija re-
spektivno. Princip koji ovakav lagran�ijan treba da ispuǌava potiqe
duboko iz kvantne teorije poǉa i zove se princip stacionarnog dejstva
ili Hamiltonov princip.
Konstruiximo funkcional (funkciju qiji je argument jox jedna funkcija,
a rezultat realan broj) koji �emo da obele�imo sa S:

S[xi(t)] =

∫ t2

t1

dt L(xi(t), ẋi(t))

2tehniqki to je vixe jednaqina kada se ona raspakuje u sve komponente.



1.2. Princip stacionarnog dejstva 3

U jednaqini xi(t) su samo prostorne koordinate sa konvencijom x1 =
x, x2 = y, x3 = z, dakle nisu stepeni od x.
Hamiltonov princip ka�e da od svih puteva xi(t) koje qestica mo�e da
uzme, onaj po kojem se ona kre�e je takav da je dejstvo S stacionarno,
tj. δS = 0. Qesto autori ka�u princip minimalnog dejstva, ali ovo
generalno nije taqno za celokupnu putaǌu qestice.
Da bismo dobili nexto korisno pogledajmo uopxtenu varijaciju putaǌe
xi(t) −→ xi(t) + δxi(t). Tako�e, da bi qestica birala put izme�u dva fik-
sna mesta potrebno je da nam varijacija putaǌe nestane u poqetnom i
krajǌem trenutku δxi(t1) = δxi(t2) = 0. Tada varijaciju dejstva δS pred-
stavǉamo kao:

δS =

∫ t2

t1

dt δL =

∫ t2

t1

dt

(
∂L

∂xi
δxi +

∂L

∂ẋi
δẋi
)

=

∫ t2

t1

dt

(
∂L

∂xi
− d

dt

(
∂L

∂ẋi

))
δxi −

[
∂L

∂ẋi
δxi
]t2
t1

(1.1)

Gde smo do druge linije doxli parcijalnom integracijom. Qlan van
integrala umire, pa uz uslov δS = 0 dobijamo:

∂L

∂xi
− d

dt

(
∂L

∂ẋi

)
= 0

Ovo su tzv. Ojler - Lagran�ove jednaqine (mno�ina jer za svaku
nezavisnu koordinatu xi(t) dobijamo jednu). Bacimo oko na jedan trivi-
jalan primer qisto kompletnosti radi.

Primer 1

Posmatrajmo klasiqnu qesticu mase m koja slobodno lebdi van
bilo kakvog potencijala. Tada nax lagran�ijan ima samo ki-
netiqki qlan, pa imamo L = 1

2
m(ẋi)2. Koriste�i (1.2) dobijamo:

∂L

∂xi
= 0

∂L

∂ẋi
= mẋi =⇒ d

dt

(
∂L

∂ẋi

)
= mẍi

Na kraju zdru�ivaǌem vidimo:

mẍi = 0

Xto je upravo prvi ǋutnov zakon, telo na koje ne deluje sila
ne�e ubrzavati.
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Na prvu loptu ovaj pristup izgleda bespotrebno nabacan i komplek-
san, ali pomo�u ǌega mo�emo s relativnom lako�om da izvedemo difer-
encijalnu jednaqinu (doduxe nerexivu) koja, na primer, opisuje kre-
taǌe dvostrukog klatna. O te�ini rexavaǌa tog problema samo ǋut-
novim zakonima svedoqi qiǌenica da ga ni sam ǋutn nije rexio...

1.3 Geodezijska jendaqina
Sada �elimo da uopxtimo naxu priqu na prostore koji su zakrivǉeni.
Napomiǌem da jox radimo sa nerelativistiqkim qesticama, i ovde je
ve�i fokus stavǉen na samu fiziku. Matematiku relevantnu za opisi-
vaǌe ovih pojmova razra�ujemo u apendiksu A i B.
Zakrivǉen prostor opisujemo tako xto govorimo o infinitezimalnim
rastojaǌima me�u dve taqke xi i xi + dxi. Ovo rastojaǌe mo�emo da
opixemo kao:

ds2 = gij(x)dx
idxj (1.2)

♣ Napomena

Stvar koju smo implicitno definisali u jednaqini (1.2) jeste
tzv.Ajnxtajnova konvencija o sumaciji. Naime, nixta speci-
jano, Ajnxtajn je primetio da kad god imamo pojavǉivaǌe in-
deksa u parovima ’jedan gore jedan dole’ (kao i i j iznad) uvek
vrximo sumaciju. Da bismo saquvali papir ne piixemo ds2 =∑n

i=0

∑n
j=0 gij(x)dx

idxj nego prosto ds2 = gij(x)dx
idxj. U primeru is-

pod se osvr�emo na ovo.

Qlan gij(x) nazivamo metrika. Metrika je matrica koja je simet-
riqna i nedegenerisana (ima nenultu determinantu, xto je dovoǉan
uslov za postojaǌe inverzne metrike gij(x)). Tako�e vredi napomenuti
da ona zavisi od lokacije, pa zato obele�avamo kao funkciju od x. U
primeru ispod �emo videti kako se ovo ispoǉava.

Primer 2

1. Prva metrika koju �emo pogledati jeste ona koja opisuje R3 -
Kroneker delta δij. Kroneker delta simbol je definisan kao:

δij =

{
0 i ̸= j

1 i = j
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U svoj svojoj ’elegantnosti’ onda dobijamo:

ds2 = δ11dx
1dx1 + δ22dx

2dx2 + δ33dx
3dx3

= (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2

= dx2 + dy2 + dz2

2. Lako je pokazati (Pitagorinom teoremom i urednom skicom)
da je deli� puta u sfernim koordinatama dat kao:

ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

Odatle vidimo da je mterika upravo dijagonalna matrica sa
elementima koji stoje uz (dxi)2 (nemamo mexovite qlanove tipa
dθdφ):

gij =

1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ


Dakle, vidimo da metrika iznad uzima razliqite vrednosti
za razne r i θ, pa ima smisla priqati o vrednosti metrike
samo u okolini neke taqke.

Brzinu materijalne taqke u ovoj malo apstraktnijoj notaciji zapisu-
jemo kao:

v =
ds

dt
=⇒ v2 = gijẋ

iẋj

Nije za nepoverovati da �e i nax Lagran�ijan izgledati sliqno:

L =
m

2
gijẋ

iẋj

Sada, jedino xto ostaje jeste da na�emo relevantne izvode po koor-
dinatama i po izvodima koordinata. Uz to treba obratiti pa�ǌu da
isti indeks ne koristimo dva puta.

∂L

∂xi
=
m

2

∂gjk
∂xi

ẋjẋk

Vredi zastati i obratiti pa�ǌu kako je promeǌen indeks na metrici i −→
k . Tako�e obratite pa�ǌu kako indeks i imamo na obe strane jednaqine,
a po ǌemu ne vrximo sumaciju na desnoj strani (nemamo indeks i ’na
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spratu’). Ovo va�i generalno. Indeksi po kojima ne vrximo sumaciju
moraju biti izjednaqeni na obe strane. Ako neki indeks ’visi’ znamo da
smo pogrexili.
Nadaǉe, dobijamo:

∂L

∂ẋi
= mgikẋ

k =⇒ d

dt

(
∂L

∂ẋi

)
= m

∂gik
∂xj

∂xj

∂t
ẋk +mgikẍ

k

Konaqno, ubacivaǌem ova dva izraza u Ojler-Lagran�ovu jednaqinu
dobijamo:

gikẍ
k +

(
∂gik
∂xj

− 1

2

∂gjk
∂xi

)
ẋjẋk = 0

Kako vrximo kontrakciju po indeksima j i k (sabiramo po ǌima), ta
dva indeksa su nam ekvivalentna, pa su jednaki izrazi ∂gik

∂xj i ∂gij
∂xk , samim

tim mo�emo da odradimo slede�u akrobaciju:

gikẍ
k +

(
∂gik
∂xj

− 1

2

(
∂gjk
∂xi

− ∂gik
∂xj

+
∂gij
∂xk

))
ẋjẋk = 0 (1.3)

gikẍ
k +

1

2

(
∂gik
∂xj

+
∂gij
∂xk

− ∂gjk
∂xi

)
ẋjẋk = 0 (1.4)

Malo �emo da sredimo posledǌu relaciju tako xto �emo da pom-
no�imo obe strane inverznom metrikom, koju u praksi lako nalazimo
preko relacije gijgjk = δik. Mno�eǌem jednaqine (1.4) sa g−1 dobijamo:

ẍi + Γi
jkẋ

jẋk = 0 (1.5)

Gde smo usput uveli Kristofelove simbole (mno�ina jer kao i ranije
za razliqite vrednosti ijk dobijamo razne komponente), definisane kao:

Γi
jk(x) =

1

2
gil
(
∂glj
∂xk

+
∂glk
∂xj

− ∂gjk
∂xl

)

Jednaqina (1.5) je geodezijska jednaqina, a putaǌe xi koje dobijemo
su geodezici.
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Primer 3

Prisetimo se metrike u sfernim koordinatama:

gij =

1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ

i inverzne gij =

1 0 0
0 r−2 0
0 0 (r2 sin2 θ)−1


Lako je proveriti da je durga metrika zaista inverz prve. Indeksi
variraju kao i, j = {r, θ, φ}. Ako se ose�ate entuzijastiqno mo�ete
koriste�i jednaqinu za Kristofelove simbole potvrditi slede�e:

Γr
θθ = −r ,Γr

φφ = −r sin2 θ ,Γθ
θr = Γθ

rθ =
1

r
(1.6)

Γθ
φφ = − sin θ cos θ ,Γφ

φr = Γφ
rφ =

1

r
,Γφ

φθ = Γφ
θφ =

cos θ

sin θ
(1.7)

Kao xto mo�ete videti, raqunaǌe ovih simbola je prava patǌa...

1.4 Specijalna relativnost

1.4.1 Qestice u prostoru Minkovskog
Poqnimo prvo razmatraǌem qestice koja se kre�e u prostoru Minkovskog,
koji obele�avamo kao R3,1. Radimo u pravouglim koordinatama u kojima
je xµ = (ct, x, y, z) , µ = {0, 1, 2, 3} gde smo prexli na Grqke simbole jer su
kul i boǉe plax ne-fiziqare (xalu na stranu konvencija je da se slova
alfabeta koriste za euklidske prostore, a Grqka slova za ne-euklidske
prostore). Metrika je data kao:

ηµν = diag(−1, 1, 1, 1)

Samim tim je rastojaǌe izme�u dve susedne taqke xµ i xµ+dxµ data kao:

ds2 = ηµνdx
µdxν

Taqke za koje je ds2 < 0 su vremenski razdvojene, ds2 = 0 su svetlosno
razdvojene i ds2 > 0 su prostorno razdvojene.
Iz pre�axǌe definicije primamǉivo izgleda da uzmemo koren i inte-
gralimo ds kako bismo dobili samo ∆s izme�u dva doga�aja koja nisu
nu�no bliska. Me�utim, ova procedura nije bax optimalna jer izrazi
poput

∫ √
ηµνdxµdxν nemaju bax neki smisao... Na dobrom smo putu,
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jedino xto nam fali je opet jedan matematiqki manevar koji se zove
parametrizacija.
Naime, ako ste ve� radili analitiqku geometriju znate za ovo ali
ako niste, parametrizacija znaqi da uzmemo neku krivu u prostoru i
opixemo je nekim funkcijama koje se lepo ponaxaju i koje za argument
uzimaju istu promenǉivu. Matematiqki zapisano krivu γ predstavǉamo
kao γ : I −→ Rn gde je I ⊂ R interval.

Primer 4

Kanonski primer parametrizacije krive je kru�nica. U ravni,
kru�nicu centriranu oko koordinatnog poqetka zapisujemo u ob-
liku:

x2 + y2 = r2

Posmatrajmo smenu x −→ r cos t i y −→ r sin t gde nam t xeta po inter-
valu [0, 2π]. Tada prethodna jednaqina postaje:

cos2 t+ sin2 t = 1

Tako�e, ovaj efekat smo mogli da postignemo i parametrizacijom
x −→ r cos 2πv i y −→ r sin 2πv gde nam sada v ide po intervalu [0, 1].
Dakle, zakǉuqujemo da parametrizacija nije jedinstvena, postoji
brdo (beskonaqno) parametrizacija za jednu istu krivu u Rn.

Xta �emo da uradimo jeste da parametrizujemo krivu xµ(λ) nekim
parametrom lambda. Sada naxi mali elementi putaǌe nisu samo dxµ

nego (dxµ/dλ)dλ, pa mo�emo da napixemo nax �eǉeni integral kao:

∆s =

∫ 2

1

√
ηµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
dλ

gde integralimo od neke prve do druge pozicije generiqki obele�eno.
Za vremenski razdvojene doga�aje ispada da uzimamo koren iz negativne
vrednosti xto je veliki no-no, pa �emo samo da dodefinixemo sopstveno
vreme kao:

∆τ =

∫ 2

1

√
−ηµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
dλ

Vredi napomenuti da ispred integrala za ∆τ treba da stoji qlan 1/c
ali u naxem svetu proglaxavamo da va�i c = 1.
Ovakvim definisaǌem malo je qudno da poredimo putaǌe koje su na
nekim delovima vremenskog, a na nekim prostornog karaktera, ali u
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praksi ovo je redak sluqaj jer sve masene qestice idu po vremenskim
putaǌama, a bezmasene qestice idu po svetlosnim putevima (xto je dosadno
jer im je sve nula...).

♣ Sopstveno vreme

Sada �emo zastati i osvrnuti se na neka od svojstava sopstvenog
vremena. Cenim da je ve�ina qitalaca qula za ovaj pojam u kursu
klasiqne mehanike ili qak u sredǌoj xkoli. Iznad je definisan
u neku ruku traǉavo, ali zapravo fiziqki smisao sopstvenog vre-
mena je to da je ono mera proticaǌa vremena koju pokazuje qasovnik
objekta koji se kre�e. Razradimio ovo malo daǉe.
Zamislimo da posmatramo hrpu qasovnika koja se kre�e u pros-
toru proizvoǉnim putaǌama. U svakom deli�u vremena ovo kre-
taǌe mo�emo da smatramo ravnomernim, pa samim tim mo�emo da
definixemo koordinatni sistem vezan za qasovnike koji zajedno sa
ǌima qini inercijalni referentni sistem.
Kada protekne infinitesimalni interval dt (mereno u naxem sis-
temu), satovi pre�u put

√
dx2 + dy2 + dz2. Hajde da na�emo vre-

menski intervla dt′ koji protekne na satovima koji se kre�u. U
sistemu vezanom za satove oni miruju, pa je dx′ = dy′ = dz′ = 0, pa
inavarijantni interval zapisujemo kao:

−ds2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2 = dt′2 (1.8)

dt′ = dt

√
1− dx2 + dy2 + dz2

dt2
= dt

√
1− v2 (1.9)

Gde je v brzina kojom se kre�u satovi. Koriste�i prethodnu
relaciju mo�emo da na�emo vreme koje protekne na satovima koji
se kre�u kada na naxem satu pro�e interval t2 − t1:

t′2 − t′1 =

∫ t2

t1

dt
√
1− v2

Kao xto vidimo vreme koje protekne za posmatraqa koji se kre�e
je uvek kra�e u odnosu na vreme koje protekne za posmatraqa koji
miruje (jer je

√
1− v2 < 1...). Na kraju zakǉuqujemo da:∫ b

a

ds

uzima maksimalnu vrednost izme�u dve taqke u vreme-prostoru ako
je svecka linija koja ih povezuje prava.
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1.4.2 Lorencove transormacije
Doxlo je vreme da se uhvatimo u koxtac sa referentnim sistemima i
ǌihovim uticajem na izgled putaǌa qestica. Da bi naxi referentni
sistemi imali lep fiziqki smisao zahtevamo da invarijantni inter-
val ds bude dosledan svog imena.
Jedna opcija jesu translacije u vreme-prostoru. ǋih mo�emo da opixemo
kao xµ −→ xµ

′
= δµ

′
µ (xµ+aµ) gde su aµ qetiri konstantna broja. Translacije

ostavǉaju sam interval ∆x konstantnim, pa nije ni qudo da je ∆s ne-
promeǌeno.
Sada �emo da pre�emo na malo egzotiqnije transformacije - rotacije.
Poxto radimo u R3,1 nisu bax klasiqne rotacije nego su malo pipavije.
U ovaj skup upadaju i promena referentnog sistema za konstantan vek-
tor brzine ili bust (engl. boost). ovakve promene opisujemo matriqnom
jednaqinom gde je Λµ′

ν invarijantna u odnosu na vreme-prostor:

xµ
′
= Λµ′

ν x
ν

ili malo kra�e:
x′ = Λx

Trenutno nemamo nikakav uslov za oblik matrice Λµ′
ν , xto je malo labava

definicija. Ajde da uzmemo u obzir uslov invarijantnosti intervala:

(∆s)2 = (∆x)Tη(∆x) = (∆x′)Tη(∆x′) (1.10)

= (∆x)TΛTηΛ(∆x) (1.11)

Dakle:

η = ΛTηΛ (1.12)

U indeksnoj notaciji redosled qlanova nije bitan jer su u suxtini re-
alni (re�e kompleksni) brojevi, pa je redosled drugaqiji od matriqne
jednaqine iznad:

ηρσ = Λµ′

ρ ηµ′ν′Λ
ν′

σ = Λµ′

ρ Λ
ν′

σ ηµ′ν′

Dakle tra�imo matrice koje ispuǌavaju (1.12), matrice koje zado-
voǉavaju tu jednaqinu zovu se Lorencove transformacije. Zajedno sa
operacijom matriqnog mno�eǌa Lorencove transformacije formiraju
Lorencovu grupu. Postoji tesna veza izme�u ove grupe i SO(3) grupe
rotacija u R3. Grupu rotacija qine 3×3 matrice koje poxtuju jednaqinu
RTR = 1, gde je 1 jediniqna matrica. Takve matrice se nazivaju ortogo-
nalne matrice i kada im je dimenzija 3 formiraju grpu O(3). Ova grupa
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ukǉuquje i promene smera, koje zovemo transformacije parnosti. Ako
�elimo da odseqemo transformacije parnosti mo�emo da zahtevamo je-
diniqnu determinantu |R| = 1. Takve matrice se nazivaju specijalnim,
pa je grupa koju one formiraju specijalna ortogonalna grupa SO(3).
Kako u Lorencovoj grupi imamo i vremensku pored tri prostorne kom-
ponente notacija je nexto drugaqija, pa takvu grupu obele�avamo kao
O(1, 3).
Bustove mo�emo da posmatramo kao rotaciju izme�u prostorne i vre-
menske ose, pa je recimo bust du� x ose dat kao:

Λµ′

ν =


coshϕ − sinhϕ 0 0
− sinhϕ coshϕ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


Gde parametar ϕ xeta po (−∞,∞). U opxtem sluqaju Lorencove

transformacije nisu komutativne, pa odatle vidimo da Lorencova grupa
nije Abelova. Skup translacija i Lorencovih transformacija je ne-
Abelova grupa, tzv. Poenkareova grupa.
Pogledajmo xta dobijamo iz gore definisane matrice:

t′ = t coshϕ− x sinhϕ (1.13)
x′ = −t sinhϕ+ x coshϕ (1.14)

Odavde vidimo da se taqka definisana sa x′ = 0 kre�e brzinom:

v =
x

t
=

sinhϕ

coshϕ
= tanhϕ

U malo prizemnijoj notaciji ϕ = tanh−1 v dobijamo:

t′ = γ(t− vx) (1.15)
x′ = γ(x− vt) (1.16)

Gde je γ = 1/
√
1− v2 naxa draga konstanta. Nax apstraktan pristup

je oquvao standardne Lorencove transformacije. Primenom ovih jed-
naqina dolazimo do standardnih efekata specijalne relativnosti: kon-
trakcija du�ine, dilatacija vremena i relativnost istovremenosti.

1.4.3 Relativistiqko dejstvo
Da bismo odredili relativistiqko dejstvo za slobodnu qesticu prva
stvar koju treba da uoqimo jeste da takvo dejstvo mora da bude invari-
jantno u odnosu na Lorencove transformacije (jer u suprotnom nemamo
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globalni minimum dejstva ako prelaskom u drugi referentni sistem
imamo putaǌu za koju nije nulta varijacija dejstva). Dakle dejstvo mora
da zavisi od nekog Lorencovog skalara. Daǉe, podintegralna funkcija
mora da bude diferencijal prvog reda (kako bismo dobili realan broj).
Ali jedini ovakav skalar koji mo�emo da konstruixemo za slobodnu
qesticu jeste upravo invarijantni interval ds ili neki reskaliran in-
terval αds, gde je α konstantno. Dakle, za slobodnu qesticu dejstvo
mora da ima oblik:

S = −α
∫ b

a

ds

gde integralimo po sveckoj liniji qestice (putaǌa koju qestica pravi
u prostoru Minkovskog dok se kre�e). Relativistiqko dejstvo ima lepu
geometrijsku interpretaciju (pogledati napomenu o sopstvenom vremenu
iznad): ono ekstremizuje putaǌu izme�u dve taqke u prostoru Minkovskog.
Da bi dejstvo bilo dimenziono konzistentno moramo da prikaqimo mc :

S = −mc
∫ b

a

√
−ds2

Minus ispred dejstva je tu da bismo imali dobar znak ispred im-
pulsa i energije. Dakle nax Lagran�ijan je:

L = −mc
√
c2dt2 − ẋ2

Iz Ojler-Lagran�ove jednaqine dobijamo:

d

dt

(
mcẋ√

c2dt2 − ẋ2

)
= 0

Qlan u zagradi mo�emo da zapixemo kao:

px ≡ mẋ√
1− ẋ2

c2

≡ γmv

Xto je poznata relacija za relativistiqki impuls. Napomena: u relaci-
jama iznad sam ostavio c jer ga mnogi autori ostavǉaju...

1.4.4 Geodezici u prostor-vremenu
U ovom poglavǉu samo �emo da doradimo geodezijsku jednaqinu koju smo
ve� izveli tako da ona funkcionixe za relativistiqke qestice. Radimo
sa relativistiqkim dejstvom iznad, pa imamo da je:

S = −mc
∫ σ2

σ1

dσL sa L =
√
−gµν(x)ẋµẋν
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Gde smo odabrali proizvoǉnu parametrizaciju svecke linije qestice
xµ(σ), pa je ẋµ = dxµ/dσ. Sada, da bismo videli xta nam Ojler-Lagra�ova
jednaqina govori izraqunajmo ǌene qlanove:

∂L

∂xρ
= − 1

2L

∂gµν
∂xρ

ẋµẋν kao i
∂L

∂ẋρ
= − 1

L
gρν ẋ

ν

Jednaqine kretaǌa su tada3:

d

dσ

(
∂L

∂ẋρ

)
− ∂L

∂xρ
= 0 =⇒ d

dσ

(
1

L
gρν ẋ

ν

)
− 1

2L

∂gµν
∂xρ

ẋµẋν = 0

Ovo je zamalo jednaqina koju smo i ranije dobili, jedini problemqi�
je xto nam izvod po σ poga�a i L, pa sre�ivaǌem nalazimo:

gµρẍ
ρ +

1

2

(
∂gµρ
∂xν

+
∂gµν
∂xρ

− ∂gνρ
∂xµ

)
ẋν ẋρ =

1

L

dL

dσ
gµρẋ

ρ

Ovo je relativistiqki oblik jednaqine (1.4), vidimo da zbog korena
u Lagran�ijanu imamo dodatni qlan sa desne strane. Prisetimo se
primera 4, gde smo videli da postoji mnogo parametrizacija iste krive.
Sad bi bilo lepo da na�emo parametrizaciju koja �e da ubije qlan sa
desne strane. Dakle, tra�imo σ takvo da:

dL

dσ
?
= 0

Prisetimo se kako smo definisali sopstveno vreme:

cτ(σ) =

∫ σ

0

√
−gµν(x)

dxµ

dσ′
dxν

dσ′ dσ
′ =

∫ σ

0

L(σ′)dσ′

Po konstrukciji ovog integrala va�i:

c
dτ

dσ
= L(σ)

Ako odaberemo parametrizaciju L(τ) dobijamo:

L(τ) =

√
−gµν(x)

dxµ

dτ

dxν

dτ
=
dσ

dτ
L(σ) =

c

L(σ)
L(σ) = c

3Obratite pa�ǌu da smo pri izvo�eǌu O-L jednaqina imali putaǌe u funkciji od
vremena t, pa sada gde god je primereno vrximo transformaciju t −→ σ.
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Dakle, poenta je da ako parametrizujemo L sa τ dobijamo L = c i glavno
dL/dτ = 0. Me�utim, qitalac mo�e da proveri da ovaj trik radi za bilo
koju paramemtrizaciju oblika:

τ̃ = aτ + b

Ovakve prametrizacije jox nazivamo i afine parametrizacije.
Naxa geodezijska jednaqina sada postaje:

d2xµ

dτ̃ 2
+ Γµ

νρ

dxν

dτ̃

dxρ

dτ̃
= 0 (1.17)

Gde su Kristofelovi simboli dati kao:

Γµ
νρ(x) =

1

2
gµσ
(
∂gσν
∂xρ

+
∂gσρ
∂xν

− ∂gνρ
∂xσ

)

1.5 Teorija klasiqnih poǉa

Ovo poglavǉe treba da nam poslu�i kao dobra ve�ba za ono xto tek
treba da uradimo. Opxta relativnost je teorija klasiqnih poǉa, pa
samim tim ima smisla da pogledamo kako klasiqna poǉa izgledaju u
ravnom vreme prostoru sa metrikom Minkovskog. Tako�e, sliqan pristup
fizici �emo imati i u glavnom poglavǉu ovog rada gde �emo dodatno da
uvedemo jox jednu prostornu koordinatu koja �e da nam obogati struk-
turu metrike na mnogostrukosti.

U teoriji klasiqnih poǉa, Lagran�ijan L mo�emo da predstavimo
kao integral tzv. gustine Lagran�ijana L. Ova gustina je funkcija
poǉa Φi i ǌihovih izvoda ∂µΦ

i:

L =

∫
d3x L(Φi, ∂µΦ

i) (1.18)

Dakle, dejstvo S sada uzima oblik:

S =

∫
dtL =

∫
d4x L(Φi, ∂µΦ

i) (1.19)

Kao i ranije dobi�emo Ojler-Lagran�ove jednaqine zahtevom da dejstvo
bude invarijantno u odnosu na male verijacije poǉa koje predstavǉamo
kao:

Φi → Φi + δΦi

∂µΦ
i → ∂µΦ

i + δ
(
∂µΦ

i
)
= ∂µΦ

i + ∂µ
(
δΦi
)
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Gde je u drugoj liniji jasna legitimnost zamene varijacije i izvoda.
Pogledajmo Tejlorov raazvoj Lagran�ijana (gustine Lagran�ijana ali
smo leǌi kao i inaqe):

L
(
Φi, ∂µΦ

i
)
→ L

(
Φi + δΦi, ∂µΦ

i + ∂µδΦ
i
)

= L
(
Φi, ∂µΦ

i
)
+
∂L
∂Φi

δΦi +
∂L

∂ (∂µΦi)
∂µ
(
δΦi
)

Odavde je varijacija dejstva jasno data sa:

δS =

∫
d4x

[
∂L
∂Φi

δΦi +
∂L

∂ (∂µΦi)
∂µ
(
δΦi
)]

(1.20)

Standardna strategija parcijalne integracije drugog qlana varijacije
dejstva i ovde qini quda, pa dobijamo:

δS =

∫
d4x

[
∂L
∂Φi

− ∂µ

(
∂L

∂ (∂µΦi)

)]
δΦi (1.21)

Odavde sledi:

δS

δΦi
=

∂L
∂Φi

− ∂µ

(
∂L

∂ (∂µΦi)

)
= 0 (1.22)

Ovo su Ojler-Lagran�ove jednaqine za klasiqnu teoriju poǉa u ravnom
prostor-vremenu.

Postoje tri energije koje obiqno asociramo sa skalarnim poǉem, a
to su:

kinetiqka energija:
1

2
Φ̇2

gradijentna energija:
1

2
(∇Φ)2

potencijalna energija: V (Φ)

Iako potencijal jeste Lorenc-invarijantan, kinetiqka i gradijentna
energija nisu. Mo�emo da iskoristimo metriku kako bismo skuvali
veliqinu koja jeste:

−1

2
ηµν(∂µΦ)(∂νΦ) =

1

2
Φ̇2 − 1

2
(∇Φ)2

Odavde nam je donekle oqigledan izbor Lagran�ijana po analogiji ki-
netiqka − potencijalna energija:

L = −1

2
ηµν(∂µΦ)(∂νΦ)− V (Φ) (1.23)
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♣ Klajn-Gordonova jednaqina

Iz malopre�axǌe diskusije lako dobijamo komponente koje idu u
Ojler-Lagran�ovu jednaqinu, naime:

∂L
∂Φ

= −dV
dΦ

i
∂L

∂(∂µΦ)
= −ηµν∂νΦ (1.24)

Vra�aǌem u jednaqinu 1.22 dobijamo:

2Φ− dV

dΦ
= 0

gde smo uveli d’Alambertov (d’Alembertian) operator 2 ≡ ηµν∂µ∂ν.
Sada �emo da posmatramo poǉe oscilatora dato sa V = 1

2
m2Φ2.

Ovde je m tzv. masa poǉa (kada kvantizujemo poǉe dobijamo aj-
genvektore impulsa koji predstavǉaju qestice mase m). Odavde
imamo:

2Φ−m2Φ = 0 (1.25)

Xto jox nazivamo i Klajn-Gordonova jednaqina.
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Herman Minkovski (1864 -
1909)

Herman Minkovski ro�en je
22. Juna 1864. u danaxǌoj Lit
vaniji (tadaxǌe Rusko
carstvo), a umro je 12. Jan-
uara 1909. u Nemaqkoj. Bio
je Nemaqki matematiqar koji
je doprineo geometrijskoj in-
terpretaciji brojeva. Imao
je zavidne doprinose u teoriji
brojeva, matematiqkoj fizici i
u teoriji relativnosti. ǋe-
gova ideja da spoji tri pros-
torne i jednu vremensku dimen-
ziju u jedan prostor - prostor
Minkovskog - poploqala je put
za Alberta Ajnxtajna da uvede
specijalnu relativnost.
Sin Nemaca koji su �iveli

u Rusiji, Minkovski se sa
roditaǉima vratio u Nemaqku
1872. i proveo svoju mladost
u Pruskom gradu Kenigsberg.
Bio je matematiqki virtuoz od
malih nogu, te je upisao Uni-
verzitet u Kenigsbergu sa samo
15 godina. Tri godine kasnije
nagra�en je od strane Fran-
cuske akademije nauka za ǌegov
rad o predstavǉaǌu brojeva kao
zbira pet kvadrata.
Za vreme studiraǌa u Kenigs-
bergu upoznao je jox jednog
talentovanog matematiqara,
Davida Hilberta, sa kojim
je blisko sara�ivao kako u
Kenigsbergu tako i kasnije na
Univerzitetu u Getingenu.
Nakon xto je doktorirao 1885
Minkovski je predavao matem-
atiku na Univerzitetu u Bonu
(1885 - 94), Kenigsbergu (1894
- 96), Cirihu (1896 - 1902) i
Getingenu (1902 - 09).
Zajedno sa Hilbertom is-
tra�ivao je teoriju elektrona
Danskog fiziqara Hendrika
Lorenca, i modifikacije te
teorije u Ajnxtajnovoj speci-
jalnoj relativnosti. U nauq-
nom radu pod imenom ”Vreme
i prostor” 1907 Minkovski je
uveo svoju poznatu qetvoro-
dimenzionu geometriju zas-
novanu na grupi Lorencovih
transformacija u specijalnoj
relativnosti. Jox jedan znaqa-
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jan rad u teoriji brojeva jeste
”Geometrija brojeva” koji je ob-
javǉen 1896. ǋegovi radovi

su sabrani od strane Davida
Hilberta u kǌizi ”Sabrani
radovi” koja je objavǉena 1911.



2 Ajnxtajnove jednaqine poǉa

Pre nego xto krenem �elim da preporuqim qitaocu da pogleda apendikse
A i B ako nije potpuno siguran sa matematikom koja nam je potrebna.
Ako jeste, opet mo�e da pogleda kao naqin da ponovi osnove i usvoji
kovenciju zapisa.

Plan za ovo poglavǉe jeste da prvo pogledamo izvo�eǌe Ajnxtajnove
jednaqine poǉa za situaciju gde nema materije. Dobi�emo neku jednaq-
inu sa kojom �emo daǉe da se igramo i pogledamo neka rexeǌa. Posle
toga �emo da se bavimo jox nekim matematiqkim problemima. Na kraju
stavǉamo i materiju na scenu i uvodimo tenzor energije-impulsa.

2.1 Ajnxtajn-Hilbertovo dejstvo

Kao xto ve� znamo, �elimo da relativnost bude manifestacija geometrije
vreme-prostora. Kao i svaka fiziqka teorija, jednaqine opxte rela-
tivnosti proizilaze iz varijacije dejstva - kao xto smo to videli u
prvom poglavǉu. Sada je pitaǌe kakav oblik treba da nam uzme dejstvo
kako bismo dobili dobru teoriju. To dejstvo bi trebalo da nam bude
zavisno od samih intrnziqnih osobina mnogostrukosti.

Prostor-vreme je mnogostrukost M zajedno sa Lorencovom metrikom.
Dejstvo je integral na M . Da bismo integralili po mnogostrukosti
potrebna nam je zapreminska forma (mera integracije). Kao xto mo�ete
videti u apendiksu, metrika nam ve� daje zapreminsku formu. Jox nam
preostaje da kandidujemo funkciju u dejstvu koju �emo da integralimo.
Jedna takva funkcija koja mo�e da nam padne na pamet jeste da to bude
samo Riqijev skalar R. S ovom motivacijom, razmotrimo slede�e de-
jstvo:

19
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S =

∫
d4x

√
−gR (2.1)

Ovo je Ajnxtajn-Hilbertovo dejstvo. Ne zaboravimo da je minus u
korenu sa metrikom zato xto radimo sa Lorencovom metrikom koja ima
jednu negativnu svojstvenu vrednost, pa je g = det(gµν) negativno.

♣ Dimenzionalnost

Jednaqina 2.1 nije dimenziono konzistentna. Faktor kojim je
obiqno unormalimo jeste:

S =
c3

16πG

∫
d4x

√
−gR

Ovaj faktor nam je takav da bi davao dobru jaqinu za vezivaǌe
materije kasnije.

Varijacija dejstva

Pogledajmo sada varijaciju ovog dejstva. Ovo �emo da uradimo iz neko-
liko koraka. Pogledajmo kako se dejstvo meǌa kada variramo metriku
gµν → gµν + δgµν. Ako zapixemo Riqijev skalar kao R = gµνRµν dobijamo:

δS =

∫
d4x

(
(δ
√
−g)gµνRµν +

√
−g(δgµν)Rµν +

√
−ggµνδRµν

)
(2.2)

Sada �emo qlan po qlan da drǉamo ove izraze kako bismo ih sveli na
nexto krxteno.

Tvr�eǌe 1. Varijacija
√
−g je data kao:

δ
√
−g = −1

2

√
−g gµνδgµν

Dokaz. Koristi�emo tvr�eǌe da dijagonalna matrica A ispuǌava svo-
jstvo:

log detA = tr logA

Ovo je oqigledno taqno za dijagonalne matrice, determinanta je proizvod
svojstvenih vrednosti dok je trag ǌihov zbir, zajedno sa pravilima log-
aritama imamo �eǉeno tvr�eǌe. Uz ovo dobijamo:

1

detA
δ(detA) = tr(A−1δA)
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Primeǌuju�i ovo na metriku dobijamo:

δ
√
−g = 1

2

1√
−g

δ(−g) = 1

2

1√
−g

(−g)gµνδgµν =
1

2

√
−ggµνδgµν

Koriste�i gµνδgµν = −gµνδgµν sledi tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 2. Varijacija Riqijevog tenzora je data kao:

δRµν = ∇ρδΓ
ρ
µν −∇νδΓ

ρ
µρ

Gde je:

δΓρ
µν =

1

2
gρσ (∇µδgσν +∇νδgσµ −∇σδgµν)

Dokaz. Prvo �emo da pogledamo varijaciju Kristofelovog simbola Γρ
µν.

Napomenimo da iako sam simbol nije tenzor, ǌegova varijacija jeste.
Pogledajmo kako ta varijacija izgleda u normalnim koordinatama, gde
nam prvi izvod metrike nestaje:

δΓρ
µν =

1

2
gρσ (∂µδgσν + ∂νδgσµ − ∂σδgµν)

=
1

2
gρσ (∇µδgσν +∇νδgσµ −∇σδgµν)

Gde smo u posledǌoj liniji zamenili parcijalne izvode kovarijantnim
izvodima koji se od ǌih razlikuju do na Kristofelov simbol, koji u
normalnim koordinatama nestaje. Kako nam posledǌa relacija povezuje
dva tenzora, mo�emo da zakǉuqimo da �e ona da va�i u bilo kom koor-
dinatnom sistemu.
Sada �emo da pogledamo varijaciju Rimanovog tenzora. On uzima slede�i
oblik u normalnim koordinatama:

Rσ
ρµν = ∂µΓ

σ
νρ − ∂νΓ

σ
µρ

Odakle mu je varijacija:

δRσ
ρµν = ∂µδΓ

σ
νρ − ∂νδΓ

σ
µρ = ∇µδΓ

σ
νρ −∇νδΓ

σ
µρ

Kao i ranije, zamenili smo parcijalne izvode, te smo dobli relaciju
tenzora koja mora uopxteno da va�i. Kontrakcijom indeksa dobijamo:

δRµν = ∇ρδΓ
ρ
µν −∇νδΓ

ρ
µρ

xto smo i hteli da poka�emo.
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Poenta prethodnog tvr�eǌa jeste da zakǉuqimo da varijaciju mo�emo
da zapixemo u obliku:

gµνδRµν = ∂µX
µ

Gde smo u X spakovali sve qlanove sa inverznom metrikom i Kristofelovim
simbolima. Naxe dejstvo sada ima oblik:

δS =

∫
d4x

√
−g
[(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
δgµν +∇µX

µ

]
Posledǌi qlan je potpun izvod, pa po teoremi o divergenciji mo�emo
da ga ignorixemo. Izjednaqavaǌem δS = 0 dobijamo:

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν = 0 (2.3)

gde je Gµν Ajnxtajnov tenzor. Ovo su Ajnxtajnove jednaqine poǉa
za sluqaj gde nemamo materiju. Ako izvrximo kontrakciju 2.3 sa gµν

dobijamo (imamo u vidu da je gµνgµν = 4):

Rµν = 0

Za ovakve metrike ka�emo da su Riqi ravne.

2.1.1 Kosmoloxka konstanta
Ajnxtajn-Hilbertovo dejstvo zaista jeste najjednostavnija stvar koja
nam je mogla pasti na um kao kandidat za dejstvo. Me�utim, ako joj
oduzmemo konstantu dobijamo slede�e:

S =
c3

16πG

∫
d4x

√
−g(R− 2Λ)

Gde je Λ kosmoloxka konstantna. Varijacijojm dejstva sada dobi-
jamo jednaqinu:

Rµν −
1

2
Rgµν = −Λgµν

Kada uradimo kontrakciju sa gµν ovog puta dobijamo R = 4Λ. Kada ovo
vratimo u jednaqinu sa kosmoloxkom konstantom, dobijamo:

Rµν = Λgµν (2.4)

Uskoro �emo da rexavamo ovu jednaqinu.



2.2. Neka rexeǌa jednaqine 23

2.2 Neka rexeǌa jednaqine

Sada �emo da pogledamo neka od rexeǌa jednaqine 2.4. Pogleda�emo
razne scenarije i videti da se rexeǌa dosta razlikuju u zavisnosti od
znaka kosmoloxke konstante.

2.2.1 Prostor Minkovskog
Poqnimo sa sluqajem gde je Λ = 0. Ovde se Ajnxtajnova jednaqina svodi
na Rµν = 0. Za rexeǌe ne mo�emo da kandidujemo gµν = 0 jer metrika
mora biti nedegenerisana.

Ograniqeǌe da je det g ̸= 0 znaqi ja je najprostija Riqi ravna metrika
upravo prostor Minkovskog:

ds2 = −dt2 + dx2

Jox jedna poznata metrika koja je Riqi ravna jeste Xvarcxildova
metrika:

ds2 = −
(
1− 2GM

r

)
dt2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
(2.5)

2.2.2 de Siterov prostor

Sada �emo da pogledamo de Siterov1 prostor za koji je Λ > 0. Pret-
postavimo da tra�imo metriku oblika:

ds2 = −f(r)2dt2 + f(r)−2dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
(2.6)

Mo�emo da na�emo komponente Rimanovog tenzora iz ovako zadate metrike.
Iz toga mo�emo da na�emo komponente Riqijevog tenzora koji je dijag-
onalan sa komponentama:

Rtt = −f 4Rrr = f 3

(
f ′′ +

2f ′

r
+
f ′2

f

)
Jox je:

Rϕϕ = sin2 θRθθ = (1− f 2 − 2ff ′r) sin2 θ

1 Willem de Sitter, holandski matematichar, fizichar i astronom.
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Ovako zadat Riqijev tenzor zaista mo�e da se izmasira tako da bude
proporcionalan metrici. Jednaqine koje funkcija f mora da zadovoǉava
su :

f ′′ +
2f ′

r
+
f ′2

f
= −Λ

f
kao i:

1− f 2 − 2ff ′r = Λr2

Lako mo�emo da proverimo da su dati uslovi zadavoǉeni za funkciju:

f(r) =

√
1− r2

R2
gde je R =

3

Λ

Metrika koja odgovara ovome je:

ds2 = −
(
1− r2

R2

)
dt2 +

(
1− r2

R2

)−1

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
(2.7)

Ovo je de Siterov prostor.

Geodezici u de Siterovom prostoru

Pogledajmo dejstvo za qesticu u de Siterovom prostoru. Obele�imo
sopstveno vreme qestice sa σ. Tada je dejstvo:

SdS =

∫
dσ
[
−f(r)2ṫ2 + f(r)−2ṙ2 + r2

(
θ̇2 + sin2 θϕ̇2

)]
(2.8)

Gde je ẋµ = dxµ/dσ.

Svaki stepen slobode u gorǌem Lagran�ijanu koji se pojavǉuje samo
sa vremenskim izvodom vodi ka oquvanim veliqinama. Lagran�ijan iz-
nad ima dva takva stepena slobode ϕ(σ) i t(σ). Prvi vodi ka oquvaǌu
momenta impulsa:

l =
1

2

dL

dϕ̇
= r2 sin2 θϕ̇

Dok je oquvana vrednost asocirana sa vremenom energija:

E = −1

2

dL

dṫ
= f(r)2ṫ

Jednaqinama kretaǌa koje proizilaze iz 2.8 treba dati i uslov koji nam
govori da li posmatramo masivnu ili bezmasenu qesticu. Za masivne
qestice, uslov obezbe�uje da je putaǌa vremenskog tipa:

−f(r)2ṫ2 + f(r)−2ṙ2 + r2
(
θ̇2 + sin2 θϕ̇2

)
= −1
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Bez gubitka opxtosti uzmimo ravan θ = π/2, tada je θ̇ = 0 i sin2 θ = 1.
Nax uslov postaje:

ṙ2 + Vef(r) = E2

gde je efektivni potencijal dat kao:

Vef =

(
1 +

l2

r2

)
f(r)2

Odmah vidimo fiziqki smisao: potencijal gura qesticu ka velikim
vrednostima r

Za geodesike bez momenta impulsa, potencijal je kao kod invertovanog
harmonijskog oscilatora. Ako ima neka poqetnu brzinu, pomera�e se od
taqke r = 0 sa jednaqinom kretaǌa:

r(σ) = R
√
E2 − 1 sinh

( σ
R

)
Metrika 2.7 ima singularitet za r = R. Nexto se doga�a u toj taqi,

ali prethodno rexeǌe u ǌoj nema problem jer se ono obistini za konaqno
sopstveno vreme σ = R. Rexeǌe ovog ’paradoksa’ je da pogledamo u vre-
mensku koordinatu. Ona ima interpretaciju kao vreme koje prolazi
nekome u r = 0:

dt

dσ
= E

(
1− r2

R2

)−1

Lako vidimo da t(σ) → ∞ kako r(σ) → R. Dakle, iako qovek koji ide po
ovoj putaǌi pro�e kroz taqku r = R za konaqno sopstveno vreme, ǌegovom
drugaru u r = 0 pro�e beskonaqno vremena.

Ovo ponaxaǌe je sliqno onome xto se desi na horizontu doga�aja za
crnu rupu. Razlika je u tome da Xvarcxildovo rexeǌe ima i singular-
itet za r = 0, dok de Siter nema. Za de Siterov prostor kao da imamo
nexto xto konstantno izbacuje materiju na r = R.

de Siter uraǌaǌe

Ispostavǉa se da postoji lep naqin da posmatramo na de Siterov pros-
tor kao podmnogostrukost od R1,4 sa metrikom:

ds2 = −(dX0)2 +
4∑

i=1

(dX i)2 (2.9)
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Pokaza�emo da je de Siterova metrika 2.7 metrika koju dobijamo na
podmnogostrukosti definisanom hiperboloidom vremenskog tipa datog
sa:

−(X0)2 +
4∑

i=1

(X i)2 = R2 (2.10)

Ako proglasimo X4 kao specijalnu koordinatu, a zbir ostale tri
napixemo kao r2 = (X1)2 + (X2)2 + (X3)2, onda uslov postaje:

R2 − r2 = −(X0)2 + (X4)2 (2.11)

Mo�emo parametrizovati rexeǌa kao:

X0 =
√
R2 − r2 sinh(t/R) i X4 =

√
R2 − r2 cosh(t/R)

Tada je varijacija:

dX0 =

√
1− r2

R2
cosh(t/R)dt− r√

R2 − r2
sinh(t/R)dr

dX4 =

√
1− r2

R2
sinh(t/R)dt− r√

R2 − r2
cosh(t/R)dr

dok je varijacija X i za i = 1, 2, 3 standardan deli� du�ine u R3 dat
sa
∑3

i=1(dX
i)2 = dr2 + r2dΩ2

2 gde je dΩ2
2 metrika na jediniqnoj 2 sferi.

Kratak raqun pokazuje da povlaqeǌe metrike 2.10 na povrx 2.11 daje de
Siterovu metriku.

Ovakav izbor koordinata nije idealan. Prvo naizgled nasumiqno
proglaxavamo X4 kao specijalnu koordinatu dok uslov 2.10 ne radi
nixta sliqno. Ovo krije neke simetrije de Siterovog prostora. Tako�e,
ove koordinate ne pokrivaju qitav hiperboloid, jer je X4 ≥ 0
Posmatrajmo rexeǌa 2.10 oblika:

X0 = R sinh(τ/R) i X i = R cosh(τ/R)yi (2.12)

gde yi za i = 1, 2, 3, 4 ispuǌavaju uslov
∑4

i=1(y
i)2 = 1, pa samim tim

parametrizuju jediniqnu 3 sferu. Ove koordinate imaju prednostu jer
odr�avaju vixe simetrije de Siterovog prostora i pokrivaju qitav
prostor. Vra�aǌem ovoga u 5d metriku Minkovskog 2.9 dobijamo dru-
gaqiju metriku na de Siterovom prostoru:

ds2 = −dτ 2 +R2 cosh2(τ/R)dΩ2
3 (2.13)
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gde je dΩ2
3 metrika na jediniqnoj 3 sferi. Ove koordinate nazivamo glob-

alne koordinate jer pokrivaju qitav prostor. Kako su iste kao 2.7 do na
koordinatnu transformaciju i one tako�e moraju da ispuǌavaju Ajnsx-
tajnove jednaqine.

Ove koordinate daju mnogo lepxu intuiciju za de Siterov pros-
tor: on je vremenski zavisno rexeǌe u kom se prostorna S3 skupi to
polupreqinka R, pa se nakon toga xiri. Proces xireǌa je solidna
aproksimacija naxeg univerzuma na velikoj skali.

Globalne koordinate pokazuju da nema niqega sumǌivog kada je X4 =
0, na povrxi koja odgovara r = R. Ovo nam govori da je to samo koordi-
natni singularitet (kao xto je r = 2GM za Xvarcxildovu metriku).

2.2.3 Anti-de Siterov prostor
Ponovo tra�imo rexeǌa Ajnxtajnove jednaqine:

Rµν = Λgµν

Ovaj put tra�imo rexeǌa sa negativnom kosmoloxkom konstantom
Λ < 0. Postupak rexavaǌa je isti kao i u de Siterovom prostoru, s tim
da nam je potrebna blaga popravka na funkciji f(r), koju lako nalazimo.
S tim u vezi metrika u anti-de Siterovom prostoru je:

ds2 = −
(
1 +

r2

R2

)
dt2 +

(
1 +

r2

R2

)−1

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
(2.14)

Gde je R2 = −3/Λ. Ponekad koristimo skra�enivu AdS za ovaj prostor.

Za ovaj prostor tako�e koristimo transformisanu metriku uvo�eǌem
smene r = R sinh ρ, pa ona tada postaje:

ds2 = − cosh2 ρ dt2 +R2dρ2 +R2 sinh2 ρ
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
(2.15)

U ovom sluqaju nemamo singularitete u r koordinati. Tako�e �emo da
vidimo da ove koordinate pokrivaju qitav prostor.

Geodezici u anti-de Siterovom prostoru

Kako de Siter i anti-de Siter spadaju u generalnu klasu metrika 2.6,
mo�emo da iskoristimo rexeǌa koja smo naxli za de Siterov prostor
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sa malim promenama. Radijalna trajektorija qestice sa masom koja se
kre�e po θ = π/2 je opet data kao:

ṙ2 + Vef(r) = E2 (2.16)

Me�utim, ovaj put efektivni potencijal je:

Vef(r) =

(
1 +

l2

R2

)(
1 +

r2

R2

)
Ponovo, l = r2ϕ̇ je moment impulsa qestice. Lako vidimo da ako qes-

tica nema moment impulsa, onda je potencijal harmonijski koji gura
qesticu u koordinatni poqetak r = 0. Geodezici osciluju oko r = 0.

Ako qestica ima moment impulsa tada potencijal ima minimum u
r′2 = Rl Geodezici se okre�u oko r′. Tako�e, sa konaqnom energijom, qes-
tice ne mogu da odu u r → ∞.

Slika koju dobijamo u AdS je harmonijska zamka koja gura qestice u
koordinatni poqetak. Me�utim AdS je homogen prostor ∼ svaka taqka je
ista. Kako je onda mogu�e da je i homogen i da gura qestice u r = 0?
Ako u�emo u sistem koji je u r = 0, videli bismo kako qestica ide ka
nama i osciluje. Kako je ta qestica na geodezijskoj putaǌi, imamo pravo
da u�emo i u ǌen sistem. I u tom sistemu bismo videli istu stvar, s
tim da sada lik iz koordinatnog poqetka leti ka nama. Tako da svaku
qesticu u anti-de Siterovom prostoru mo�emo da proglasimo za centar
univerzuma ka kome sve pada.

Mo�emo da pogledamo i kretaǌe bezmasene qestice. Ovaj put dejstvo
mora da ima uslov:

−f(r)2ṫ2 + f(r)−2ṙ2 + r2
(
θ̇2 + sin2 θϕ̇2

)
= 0

Ovo nam govori da je geodezik putaǌa svetlosnog tipa. Sada dobijamo:

ṙ2 + Vnula(r) = E2

Gde je potencijal:

Vnula(r) =
l2

R2

(
1 +

r2

R2

)
Ovaj put potencijal je konaqan za r → ∞, pa s tim u vezi nema

ograniqeǌa za svetlost da ode u beskonaqnost. Samo xto �e imati cr-
veni pomak usled gravitacije.
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Da bismo rexili jednaqinu za bezmasenu qesticu mo�emo da gledamo
r = R sinh ρ. Ako qestica nema moment impulsa dobijamo:

Rρ̇ = ± E

cosh ρ
=⇒ R sinh ρ = E(σ − σ0)

Gde je σ afina parametar geodesike. Vidimo da ρ→ ∞ kada σ → ∞. Ako
se setimo kako smo definisali energiju, mo�emo da pogledamo xta se
dexava u koordinatnom vremenu:

E = cosh2 ρ ṫ

Sada dobijamo:
R tan(t/R) = E(σ − σ0)

Kako σ → ∞ koordinatno vreme te�i t → Rπ/2. Dakle, ne samo da
svetlost ide u ρ = ∞ nego to ostvaruju u konaqnom koordinatnom vre-
menu! To znaqi da kada posmatramo dinamiku AdS prostora moramo da
postavimo neki graniqni uslov u beskonaqnosti za besmasene qestice i
poǉa.

Iako na prvi pogled anti-de Siterov prostor izgleda potpuno operisan
od realnosti on se, zapravo, koristi u kvantnoj gravitaciji. Danas je
jako popularna tema istra�ivaǌa.2

Anti-de Siter uraǌaǌe

Kao i de Siterov prostor, mo�emo da posmatramo anti-de Siter prostor
kao uroǌen u 5d prostor, ovaj put je to R2,3 sa metrikom:

ds2 = −(dX0)2 − (dX4)2 +
3∑

i=1

(dX i)2 (2.17)

gde prostor �ivi kao hiperboloid:

−(dX0)2 − (dX4)2 +
3∑

i=1

(dX i)2 = −R2 (2.18)

Mo�emo da reximo ovaj uslov sa:

X0 = R cosh ρ sin(t/R) , X4 = R cosh ρ cos(t/R) , X i = Ryi sinh ρ (2.19)

2Juan Maldacena (1997), https://arxiv.org/pdf/hep-th/9711200.pdf

https://arxiv.org/pdf/hep-th/9711200.pdf
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gde yi za i = 1, 2, 3 ispuǌavaju
∑3

i=1(y
i)2 = 1 parametrizuju jediniqnu

2 sferu. Vra�aju�i ovo u 2.18 daje AdS metriku u hiperboliqkim koor-
dinatama.

Postoj jox jedna parametrizacija hiperboloida koja je korisna:

X i =
r

R
xi za i = 0, 1, 2, X4−X3 = r , X4+X3 =

R2

r
+

r

R2
ηijx

ixj (2.20)

gde je r ∈ [0,∞). Promena koordinata jeste ukleta, ali metrika koju
dobijamo je sasvim okej:

ds2 = R2dr
2

r2
+
r2

R2
ηijdx

idxj (2.21)

Ove koordinate ne pokrivaju qitav AdS nego samo onaj deo hiper-
boloida ograniqen sa X4 − X3 > 0. Ovo je poznat kao Poinkareov3 deo
AdS-a. Daǉe, u 2.21 ne mo�emo da proxirimo vremensku koordinatu
X0 ∈ (−∞,∞). To znaqi da u 2.21 vreme ide od −∞ do +∞ dok u glob-
alnim koordinatama 2.19 vreme je u [0, 2πR).
Postoje jox dva uqestala naqina na koje zapisujemo Poinkareov deo.
Prvi smenom z = R2/r:

ds2 =
R2

z2
(dz2 + ηijdx

idxj)

Drugi naqin se dobija smenom r = Reρ:

ds2 = R2dρ2 + e2ρηijdx
idxj

U svakom od sluqajeva masivne qestice padaju ka r = 0, z = ∞ ili
ρ = −∞.

2.3 Simetrije
Do sada smo upoznali tri prostora: Minkovski, de Siter i anti-de
Siter. Ovi prostori su dobri primeri upravo zbog simetrija koje pose-
duju.

Simetrije u prostru Minkovskog su nam dobro poznate - to su translacije
i rotacije u prostor-vremenu (gde rotacije mo�emo daǉe da podelimo

3Henri Poincaré, francuski matematiqar i fiziqar, vidi kraj apendiksa A
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na prave rotacije i Lornecove bustove). Ove simetrije su od ogromnog
znaqaja, u ravnom prostoru Minkovskog one su odgovorne za oquvaǌe en-
ergije, impulsa i momenta impulsa.
Sada �elimo da nauqimo kako da govorimo o simetrijama uopxtene
metrike.

2.3.1 Izometrije
Intuitivno je otprilike jasno xta je simetrija. Sfera izgleda isto
s koje god strane da je pogledamo. Ako na ǌoj imamo neko udubǉeǌe
simetrija rotacije ne radi vixe. Dakle, na glatkoj sferi metrika je
nekako uniformna, ne postoji posebna taqka na ǌoj. S druge strane
metrika sfere sa udubǉeǌem nije ista iz svake taqke.

Da bismo odmorili ruke od silnog mlataraǌa trebali bismo da
utemeǉimo ove ideje u matematiku. Da bismo postigli ovo potreban
nam je koncept toka. Podsetimo se da je tok familija difeomorfizama
σt : M →M . Tok mo�emo da identifikujemo sa vektorskim poǉem na mno-
gostrukosti qiji vektori u svakoj taqki predstavǉaju tangentne vektore
na tok:

Kµ =
dxµ

dt
Ovaj tok je izometrija ako metrika u svakoj taqki toka ima isti oblik.

LKg = 0 ⇐⇒ ∇µKν +∇νKµ = 0 (2.22)

Prepuxtam qitaocu da poka�e ekvivalenciju u 2.22. Ovo je Kilingova
jednaqina4, a svako K koje je zadovoǉava je Kilingov vektor (vektorsko
poǉe ali smo leǌi).

Nekada je nala�eǌe Kilingovih vektora naroqito trivijalno. Ako,
na primer, metrika ne zavisi eksplicitno od jedne koordinate, recimo
x1. Tada je vektorsko poǉe X = ∂/∂x1 Kilingov vektor.

Struktura koja karakterixe simetrije jeste Lijeva algebra. To
nalazimo iz rezultata:

LXLY − LYLX = L[X,Y ]

Dakle Kilingovi vektori tako�e formiraju Lijevu algebru grupe izometrija
na mnogostrukosti.

4Wilhelm Killing, nemaqki matematiqar. Jako qudno iskustvo kada se prvi put sret-
nete sa ovim imenom u stranoj literaturi.
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Primer 1 prostor Minkovskog

Pogledajmo Kilingovu jednaqinu na prostoru Minkovskog sa
metrikokm gµν = ηµν:

∂µKν + ∂νKµ = 0

Za rexeǌe prvo mo�emo uzeti Kµ = cµ. Ovo predstavǉa
translacije. Drugo rexeǌe koje mo�emo da na�emo je:

Kµ = ωµνx
ν

gde va�i ωµν = −ωνµ. Ovo nam daje rotacije i Lorencove bustove.
Jasnije vidimo strukturu algebre ako definixemo Kilingove vek-
tore kao:

Pµ = ∂µ kao i Mµν = ηµρx
ρ∂ν − ηνρx

ρ∂µ

Postoji 10 takvih Kilingovih vektora. Nije texko proveriti da
va�i:

[Pµ, Pν ] = 0 , [Mµν , Pσ] = −ηµσPν + ησνPµ

[Mµν ,Mρσ] = ηµσMνρ + ηνρMµσ − ηµρMνσ − ηνσMµρ

Xto prepoznajemo kao Lijevu algebru Poinkareove grupe R4 ×
SO(1, 3).

Izometrije de Siter i anti-de Siter prostora

Izometrije ova dva prostora se najlakxe uoqavaju kada ih gledamo kao
prostore uroǌene u R1,4 i R2,3 respektivno. Konstrukcija 2.10 nam
govori da de Siterov prostor nasle�uje grupu simetrija od R1,4 i to
SO(1, 4). Sliqno, uslov 2.18 dopuxta anti-de Siterovom prostoru da
nasledi grupu simetrije od R2,3 i to SO(2, 3). Obe ove grupe imaju 10 di-
menzija, pa su ovi prostori ’isto simetriqni’ kao i prostor Minkovskog.

Prosto je napisati 10 Kilingovih spinora5:

MAB = ηACX
C∂B − ηBCX

C∂A

gde su XA za A = 0, 1, 2, 3, 4 koordinate u 5d prostoru, a ηAB odgo-
varaju�a metrika sa signaturom (−,+,+,+,+) za de Siterov i (−,−,+,+,+)
za anti-de Siterov prostor. U oba sluqaja Lijeva algebra je ona od

5Spinor = vektor na steroidima, ima kompleksnu strukturu, pogledaj https://en.
wikipedia.org/wiki/Spinor

https://en.wikipedia.org/wiki/Spinor
https://en.wikipedia.org/wiki/Spinor
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odgovaraju�e Lorencove grupe:

[MAB,MCD] = ηADMBC + ηBCMAD − ηACMBD − ηBDMAC

Dobra stvar je xto su oba hiperboloida invarijantna u odnosu na ove
Kilingove vektore, u smislu da nas taj tok vodi na drugu taqku na hiper-
boloidu.

Posmatrajmo de Siterov prostoru u statiqnom delu r2 = (X1)2 +
(X2)2 + (X3)2 sa:

X0 =
√
R2 − r2 sinh(t/R) i X4 =

√
R2 − r2 cosh(t/R)

Znamo da je metrika 2.7 nezavisna od vremena. To znaqi da je K = ∂t
Kilingov vektor. Kada ga gurnemo na 5d prostor on postaje:

∂

∂t
=
∂XA

∂t

∂

∂XA
=

1

R

(
X4 ∂

∂X0
+X0 ∂

∂X4

)
(2.23)

Ovo nam ukazuje na osobinu de Siterovog prostora da va�i gµνKµKν <
0 za sve Kilingove vektore vremenskog tipa. ǋih �emo kasnije koris-
titi da definixemo energiju.
U anti-de Siterovom prostoru nemamo problem sa nala�eǌem Kilin-
govog vektora vremenskog tipa, prosto uzmemo K = ∂t

Me�utim u de Siterovom prostoru znamo da statiqni deo ne pokriva
qitav prostor. Ako pokuxamo da proxirimo Kilingov vektor 2.23 ne�e
svuda biti vremenskog tipa. Ovo vidimo jer u X4 > 0 i X0 = 0 Kilingov
vektor gura napred u X0 smeru, a u X4 < 0 i X0 = 0 nas vuqe nazad u
suprotnom smeru. To znaqi da Kilingovo vektorsko poǉe na nekim de-
lovima mnogostrukosti pokazuje u budu�nost, a u drugim u proxlost.
Dakle, ako pokuxamo da definixemo energiju ovim Kilingovim vek-
torom ona �e u nekim delovima biti pozitivna dok �e u drugim biti
negativna.

Poenta ove diskusije jeste da nema dobro definisane pozitivne en-
ergije u de Siterovom prostoru. Ovo je povezano sa time da metrika u
globalnim koordinatama zavisi od vremena.

2.3.2 Neke oquvane veliqine

Postavivxi svoju daleko poznatu teoremu, Emi Neter6 je utemeǉila
duboku povezanost simetrija i oquvanih veliqina. U trenutnom staǌu

6Emmy Noether, nemaqka matematiqarka.



34 2. Ajnxtajnove jednaqine poǉa

ovo znaqi da u prostoru u kome imamo izometrije imamo i neke oquvane
veliqine.

Posmatra�emo masivnu qesticu koja se kre�e u vreme-prostoru sa
metrikom g. Qestica �e se kretati po putaǌi xµ(τ) gde je τ sopstveno
vreme qestice. Ako prostor-vreme ima Kilingov vektor K konstru-
isa�emo veliqinu oquvanu du� geodezika kao:

Q = Kµ
dxµ

dτ
(2.24)

Da bismo se uverili da je Q zaista invarijantno mo�emo da uzmemo
izvod po sopstvenom vremenu, pa dobijamo:

dQ

dτ
= ∂νKµ

dxν

dτ

dxµ

dτ
+Kµ

d2xµ

dτ 2

= ∂νKµ
dxν

dτ

dxµ

dτ
−KµΓ

µ
ρσ

dxρ

dτ

dxσ

dτ

= ∇νKµ
dxν

dτ

dxµ

dτ
= 0

gde u prelasku u drugu liniju koristimo jednaqinu geodezika, a u posled-
ǌoj simetriju Kilingovog vektora.

Ovo iznad je popriliqno drugaqije od uobiqajenog izvo�eǌa Neter-
ine teoreme. Korisno je da ponovo izvedeme Kilingovu jednaqinu koja
odgovara oquvanoj veliqini uz pomo� Neterine teoreme. Pogledajmo
dejstvo masivne qestice:

S =

∫
dτ gµν(x)

dxµ

dτ

dxν

dτ

Razmotrimo sada infinitezimalnu tranformaciju δxµ = Kµ(x). Tada se
dejstvo transformixe kao:

δS =

∫
dτ∂ρgµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
Kρ + 2gµν

dxµ

dτ

dKν

dτ

=

∫
dτ∂ρgµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
Kρ + 2

dxµ

dτ

(
dKµ

dτ
−Kν dgµν

dτ

)
=

∫
dτ (∂ρgµνK

ρ − 2Kρ∂νgµρ + 2∂νKµ)
dxµ

dτ

dxν

dτ

=

∫
dτ2∇νKµ

dxµ

dτ

dxν

dτ
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Transformacija je simetrija dejstva ako je δS = 0. Iz simetrije
qlana dxµ

dτ
dxν

dτ
dobijamo Kilingovu jednaqinu:

∇(νKµ) = 0

Iz Neterine teoreme oquvana je veliqina 2.24 iz simetrije.
Ranije smo videli neke oquvane veliqine u de Siter i anti-de Siter
prostoru poput energije i momenta impulsa, xto su upravo primeri ove
teoreme.

2.3.3 Komarovi integrali

Komarovi7 nam daju lep naqin da pove�emo oquvane veliqine i vreme-
prostor.
Za dati Kilingovi vektor K = Kµ∂µ mo�emo da konstruixemo 1-formu
K = Kµdx

µ. Od ove 1-forme daǉe mo�emo da konstruixemo 2-formu:

F = dK

U komponentama naravno imamo F = 1
2
Fµνdx

µ ∧ dxν gde je:

Fµν = ∇µKν −∇νKµ

Sada �emo da poka�emo slede�e:

Tvr�eǌe 3. Ako va�e Ajnxtajnove jednaqine u vakuumu Rµν = 0 onda F
poxtuje Maksvelove jednaqine u vakuumu:

d ⋆ F = 0 ⇐⇒ ∇µFµν = 0

Dokaz. Pogledajmo Riqijev identitet na Kilingovom vektoru Kσ:

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)K
σ = Rσ

ρµνK
ρ

Kontrakcijom indeksa µ i σ imamo:

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)K
µ = RρνK

ρ

Znamo da K poxtuje Kilingovu jednaqinu, pa je ∇µK
µ = 0. Dakle, Riqi-

jev identitet postaje:
∇µ∇νK

µ = RρνK
ρ

Mo�emo da pogledamo ∇µFµν:

∇µFµν = ∇µ∇µKν −∇µ∇νKµ = −2∇µ∇νKµ = −2RρνK
ρ

Koriste�i uslov tver�eǌa Rµν = 0 sledi rezultat.
7Arthur Komar, ameriqki fiziqar.
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Kako ova 2-forma ispuǌava Maksvelove jednaqine mo�emo da je isko-
ristimo u definisaǌu Komarovog integrala. Integralimo po 3d podmno-
gostrukosti Σ:

QKomar = − 1

8πG

∫
Σ

d ⋆ F = − 1

8πG

∫
∂Σ

⋆F = − 1

8πG

∫
∂Σ

⋆dK (2.25)

Konstanta ispred integrala je rukom ubaqena radi kasnije pogodnosti.
Kako je d ⋆ F = 0 lako proveravamo da je QKomar zaista oquvano.
Komarovi integrali su korisni u odre�ivaǌu mase crnih rupa i u sli-
qinim akrobacijama. Ne�emo se baviti time u ovom radu.

2.4 Vezivaǌe materije

Do sada smo se igrali sa vreme-prostorom u kome imamo probnu qesticu
koja se kre�e po geodesikama. Me�utim, kao xto qitalac pretpostavǉa,
ovo nije qitava priqa. Materija utiqe na prostor-vreme isto kao xto
prostor-vreme utiqe na materiju.

2.4.1 Teorije poǉa u zakrivǉenom prostor-vremenu
Kako se materija vezuje za vreme-prostor? Prvo mo�emo da pogledamo
kako se poǉa vezuju za prostor-vreme.

Skalarna poǉa

Dejstvo skalarnog poǉa ϕ(x) u ravnom vreme prostoru je:

Sskalar =

∫
d4x

(
−1

2
ηµν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ)

)
(2.26)

Lako je ovo generalizovati na zakrivǉen vreme-prostor. Treba da osig-
uramo da svaki qlan u dejstvu ima uz sebe i zapreminsku formu i treba
da zamenimo η → g. Dakle, imamo:

Sskalar =

∫
d4x

√
−g
(
−1

2
gµν∇µϕ∇νϕ− V (ϕ)

)
(2.27)

Parcijalni izvod smo zamenili kovarijantnim. Iako je za skalarna
poǉa nebitno koji izvod pixemo jer su isti, kasnije �e se ispostaviti
korisno.
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2.4.2 Ajnxtajnove jednaqine sa materijom
Da bismo razumeli kako materija utiqe na prostor-vreme, doda�emo jox
jedan deo dejstvu u situaciju bez materije:

S =
1

16πG

∫
d4x

√
−g(R− 2Λ) + SM (2.28)

Gde je SM dejstvo materije. Znamo xta se doga�a kada variramo de-
jstvo bez SM, sada nas zanima samo ovaj qlan.

Definicija 1. Tenzor energije-impulsa je dat kao:

Tµν = − 2√
−g

δSM

δgµν

Primetimo da je ovaj tenzor simetriqan, xto nasle�uje od simetrije
gµν. Ako variramo dejsto 2.28 dobijamo:

δS =
1

16πG

∫
d4x

√
−g (Gµν + Λgµν) δg

µν − 1

2

∫
d4x

√
−g Tµνδgµν (2.29)

Iz ovoga uz uslov δS = 0 sledi:

Gµν + Λgµν = 8πGTµν (2.30)

Ovo su kompletne Ajnxtajnove jednaqine sa materijom.

2.4.3 Tenzor energije-impulsa
Dejstvo SM je konstruisano da bude invarijantno na difeomorfizme.
Ako variramo metriku za difeomorfizam δgµν = (LXg)µν = 2∇(µXν) tada
dobijamo:

δSM = −2

∫
d4x

√
−gTµν∇µXν = 0 za sve Xµ

Ovo nam govori da je tenzor energije-impulsa kovarijantno oquvan:

∇µT
µν = 0 (2.31)

Iako ovako definisan tenzor energije-impulsa izgleda kao nexto xto
nu�no nastaje usled zakrivǉenosti prostora, on se javǉa i u teori-
jama bez gravitacije. U tim teorijama on nastaje koa posledica ’Neter
struja’ koje su tu zbog translacione invarijantnosti u vremenu i pros-
toru.
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Primer 2

Lako mo�emo da na�emo tenzor energije-impulsa za skalarna poǉa.
Treba da variramo dejstvo 2.27 u odnosu na metriku. Tada dobi-
jamo:

δSskalar =

∫
d4x

√
−g
(
1

4
gµν∇ρϕ∇ρϕ+

1

2
gµνV (ϕ)− 1

2
∇µϕ∇νϕ

)
δgµν (2.32)

Odavde nalazimo tenzor energije impulsa:

Tµν = ∇µϕ∇νϕ− gµν

(
1

2
∇ρϕ∇ρϕ+ V (ϕ)

)
(2.33)

Ekvivalentan rezultat u ravnom vreme-prostoru u kome je gµν = ηµν
je, na primer:

T00 =
1

2
ϕ̇2 +

1

2
(∇ϕ)2 + V (ϕ)

Gde je ∇ uobiqajen gradijent. Ovo prepoznajemo kao gustinu en-
ergije za skalarno poǉe.
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Albert Ajnxtajn (1879 -
1955)

Alfa i omega, poqetak i
kraj, onaj koji jeste, amin, dok-
tor - sve su to sinonimi za ovog
qoveka. ǋegov uticaj na savre-
menu fiziku je neverovatan.
Ovo se pogotovo odnosi na ǌe-
govo neoqekivano objavǉivaǌe
rada u vezi sa opxtom rela-
tivnosti.8

Ajnxtajn je ro�en u Ulmu
u Nemaqkoj i rano je pokazao

interesovaǌe za nauku i matem-
atiku. Nakon studija fizike
i matematike u Xvajcarskoj,
radio je kao patentni slu�-
benik u Bernu, gde je poqeo
da razvija svoje ideje o rela-
tivnosti. Godine 1905. objavio
je niz radova o specijalnoj rel-
ativnosti.

Ajnxtajn je nastavio da radi
na svojoj teoriji relativnosti,
a 1915. je objavio svoju op-
xtu teoriju relativnosti, koja
je ukazivala da gravitacija
nije sila, ve� pre zakrivl-
jenost vreme-prostora uzroko-
vana prisustvom mase i en-
ergije.

Pored svog rada na rela-
tivnosti, Ajnxtajn je tako�e
dao značajan doprinos kvant-
noj mehanici i statistiqkoj
mehanici, a bio je i sna�an
zagovornik pacifizma i grad-
janskih prava.

Ajnxtajn je 1921. godine
dobio Nobelovu nagradu za
fiziku za svoj rad u teorijskoj
fizici, a nastavio je da radi i
predaje u raznim institucijama
tokom svog �ivota. Umro je
u Prinstonu, ǋu �ersi, 1955.
godine u 76. godini.

8Nax pevaq je mo�da najboǉe sroqio opxtu reakciju fiziqarskog sveta na ovaj rad
https://youtu.be/MrHF_Z6RhOc?t=66

https://youtu.be/MrHF_Z6RhOc?t=66
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3 Kaluca-Klajn teorija

3.1 Dodatne dimenzije

3.1.1 Ro�eǌe dodatnih dimenzija u teorijama fizike

Svet svakodnevnog iskustva je trodimenzionalan. Ali zaxto bi to bilo
tako? Pitaǌe datira barem do Kepleru, koji je spekulisao da bi trostruka
priroda Svete Trojice mogla biti odgovorna. Noviji argumenti su
ukǉuqivali stabilnost planetarnih orbita i osnovnih staǌa atoma,
upotrebu xireǌa talasa za prenos informacija, fundamentalne kon-
stante prirode i antropski princip, kao i efekte crvotoqine, kos-
moloxka konstanta, odre�ena razmatraǌa bez geometrije, teorije struna
i verovatno�e nukleacije u kvantnoj kosmologiji. Sve ove linije rasud-
jivaǌa konvergiraju ka istom zakǉuqku: da je, u skladu sa zajedniqkom
intuicijom, prostor sastavǉen od tri makroskopske prostorne dimenz-
ije.
Ipak, iskuxeǌe da se petǉa sa dimenzionalno7�u prirode pokazalo
se neodoǉivim za fiziqare tokom godina. Glavni razlog za to je taj
xto se fenomeni koji zahtevaju veoma razliqita objašǌeǌa u trodi-
menzionalnom prostoru qesto mogu pokazati kao manifestacije jednos-
tavnijih teorija u vixedimenzionalnim mnogostrukostima. Ali kako se
ova ideja mo�e uskladiti sa uoqenom trodimenzionalno7�u prostora?
Ako postoje dodatne koordinate, zaxto izgleda da je fizika nezavisna
od ǌih? Korisno je imati na umu da nove koordinate ne moraju nu�no
biti sliqne du�ini (u smislu da se mere u metrima, recimo), ili qak
svemirske (u pogledu ǌihovog metriqkog potpisa). Konkretan primer
koji naruxava oba ova oqekivaǌa uveo je 1909. Minkovski, koji je
pokazao da se uspesi Maksvelove objediǌene elektromagnetne teorije
i Ajnxtajnove specijalne relativnosti mogu xvatiti geometrijski ako
se vreme, zajedno sa prostorom, smatra delom qetvoro-dimenzionalne
mnogostrukost preko x0 = ict. Mnogi od gore navedenih argumenata pro-
tiv vixe od tri dimenzije bili su zaobi�eni qiǌenicom da qetvrta

41
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koordinata nije označavala rastojaǌe. A razlog što se fizika tako
dugo qinila trodimenzionalnom je bila velika veliqina parametra c
transponovaǌa dimenzije, što je znaqilo da bi se efekti mexaǌa pros-
tornih i vremenskih koordinata (tj. kontrakcija dužine, dilatacija
vremena) pojavili samo pri veoma velikim brzinama.

Inspirisan bliskim vezama izme�u Minkovskog qetvorodimenzion-
alnog prostor-vremena i Maksvelovog ujediǌeǌa elektriciteta i magne-
tizma, Nordstrom1 1914. i (nezavisno) Kaluca 1921. su prvi pokuxali
da ujedine gravitaciju sa elektromagnetizmom u teoriji pet dimenz-
ija. Obojica su se tada suoqila sa pitaǌem: zaxto nije uoqena peta
dimenzija u prirodi? U vreme Minkovskog ve� su postojali eksperi-
mentalni fenomeni (naime, elektromagnetni) qija se invarijantnost u
odnosu na Lorencove transformacije mogla tumaqiti kao qetvorodi-
menzionalna invarijantnost koordinata. Nijedna takvo zapa�aǌe nije
ukazivalo na petu dimenziju. Nordstrom i Kaluca su stoga izbegli
pitaǌe i jednostavno zahtevali da svi izvodi u odnosu na x4 nestanu.
Drugim rečima, fizika je trebalo da se odigra — iz jox nepoznatih
razloga — na qetvorodimenzionalnoj hiperpovrxini u petodimenzion-
alnom univerzumu (Kalucin uslov cilindra).
Uz ovu pretpostavku, obojica su bili uspexni u dobijaǌu jednaqina
poǉa i elektromagnetizma i gravitacije iz jedne petodimenzionalne
teorije. Nordstrom, koji je radio kao i pre opšte teorije relativnosti,
pretpostavio je skalarni gravitacioni potencijal; dok je Kaluca koris-
tio Ajnxtajnov tenzorski potencijal. Specifiqno, Kaluca je demon-
strirao tu opštu relativnost, kada se tumaqi kao a petodimenzionalna
teorija u vakuumu, sadr�i qetvorodimenzionalnu opštu relativnost
u prisustvu elektromagnetnog poǉa zajedno sa Maksvelovim jednaqi-
nama elektromagnetizma. (Postojala je i Klajn-Gordonova jednaqina za
skalarno poǉe bez mase, ali Kaluza u to vreme to nije cenio — i za-
pravo je potisnuo.) Svi naredni pokuxaji ujediǌeǌa viših dimenzija
potiqu iz ovog izvanrednog rezultata. Različite modifikacije Kalu-
cine petodimenzionalne xeme, ukǉuquju�i Klajnovu ideju o kompakti-
fikaciji dodatne dimenzije (o kojoj �emo razgovarati za trenutak) su
predlo�ili Ajnxtajn, D�ordan, Bergman i nekoliko drugih kroz go-
dine, ali nije proxirena na vixe od pet dimenzija sve dok nisu razvi-
jene teorije o jakim i slabim nuklearnim interakcijama. Oqigledno
pitaǌe je bilo da li se ove nove sile mogu ujediniti sa gravitacijom
i elektromagnetizmom istim metodom.

1Gunnar Nordström, finski teorijski fiziqar.
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Kǉuq za postizaǌe ovoga le�ao je u konceptu invarijantnosti gej
a,
koji je postajao prepoznat kao osnova svih interakcija fizike. Na
primer, elektrodinamika bi se mogla izvesti nametaǌem lokalne U(1)
gej
 invarijantnosti na lagran�ijan slobodnih qestica. Sa taqke gledixta
gej
 invarijantnosti, Kalucin podvig u izdvajaǌu elektromagnetizma
iz petodimenzionalne gravitacije vixe nije bio toliko iznena�uju�i:
u stvari je funkcionisao zato xto je U(1) invarijantnost gej
a do-
data Ajnxtajnovim jednaqinama preruxena u kostim invarijantnosti u
odnosu na transformacije koordinata du� te pete dimenzije. Drugim
reqima, gej
 simetrija je objaxǌena kao geometrijska simetrija prostor-
vremena. Elektromagnetno poǉe se tada pojavilo kao vektorsko gej

poǉe u qetiri dimenzije. Bilo je prirodno, iako ne jednostavno, proxir-
iti ovaj uvid na grupe sa slo�enijom simetrijom. De Vit2 1963. godine
bio je prvi koji je predlo�io inkorporaciju neabelove SU(2) gej
 grupe
Janga3 i Milsa4 u Kaluca-Klajnovu teoriju dimenzija (4+ d). Potrebne
su najmaǌe tri dodatne dimenzije.

3.1.2 Pristupi vixedimenzionom ujediǌeǌu
Ovde istiqemo tri kǉučne karakteristike svih modela o kojima je do
sada bilo reqi:

1. Oni poxtuju Ajnxtajnovu viziju prirode kao qiste geometrije.
(Ova ideja se mo�e pratiti u nematematiqkom obliku barem do
Kliforda 1876., a postoje nagovextaji toga jox u indijskim Vedama,
prema Vileru i drugima.) Elektromagnetno i Jang-Milsovo poǉe
, kao i gravitaciono poǉe, u potpunosti su sadr�ani u vixedi-
menzionalnom Ajnxtajnovom tenzoru (4+d)GAB; odnosno u metrici
i ǌenim izvodima. Nije potreban eksplicitni tenzor energije-
impulsa (4+d)TAB.

2. Oni su minimalna proxireǌa opxte teorije relativnosti u smislu
da nema modifikacije matematiqke strukture Ajnxtajnove teorije.
Jedina promena je da indeksi tenzora prelaze od 0 do (3+d) umesto
od 0 do 3.

2Bryce DeWitt, ameriqki teorijski fiziqar.
3Chen Ning Yang, kineski teorijski fiziqar.
4Robert Mills, amriqki teorijski fiziqar
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3. Oni su a priori cilindriqni. Nije predlo�en nikakav mehanizam
koji bi objasnio zaxto fizika zavisi od prve četiri koordinate,
ali ne i od dodatnih.

Prva dva od ǌih su prijatna sa stanovixta elegancije i jednos-
tavnosti. Tre�i se, me�utim, modernim oqima qini izmixǉenim. U
nastojaǌu da se popravi ovaj nedostatak, vixedimenzionalna ujediǌena
teorija je evoluirala u tri maǌe ili vixe nezavisna pravca od vremena
Kaluce. Svaki od ǌih �rtvuje ili modifikuje jednu od karakteristika
1 do 3 iznad.

Prvo, predlo�eno je da se dodatne dimenzije ne pojavǉuju u fizici
jer su kompaktne i neuoqǉive na eksperimentalno dostupnim energeckim
skalama. Ovaj pristup je bio uspexan na mnogo naqina i dominantna je
paradigma u ujediǌeǌu vixih dimenzija. Me�utim, ako neko �eli da na
ovaj naqin ujedini vixe od same gravitacije i elektromagnetizma, qini
se da u praksi treba napustiti Ajnxtajnov ciǉ geometrizovaǌa fizike,
barem u smislu 1 gore.
Drugi naqin da se dodatne dimenzije zbrixu iz vida je da se one posma-
traju kao matematiqki artefakti slo�enije osnovne teorije, �rtvuju�i
2 gore. Ovo se mo�e uraditi, na primer, ako se klasiqna (afina) ge-
ometrija koja le�i u osnovi Ajnxtajnove opxte relativnosti zameni
projektivnom geometrijom. Dodatne dimenzije tada postaju vizuelna
pomagala koja nam mogu, ali ne moraju, pomo�i da razumemo osnovnu
matematiku prirode, ali koja ne odgovaraju fizičkim koordinatama.
Tre�i pristup problemu objaxǌeǌa taqne cilindriqnosti je da se raz-
motri mogu�nost da ona ne mora nu�no biti taqna, opuxtaju�i 3 gore.
To jest, nove koordinate se uzimaju kao nominalna vrednost, dozvol-
javaju�i fizici da u principu zavisi od ǌih. Ova zavisnost se verovatno
pojavǉuje u re�imima koji jox uvek nisu dobro ispitani eksperimentom
- bax kao xto relevantnost qetvrte dimenzije Minkovskog za mehaniku
nije bila oqigledna pri nerelativistiqkim brzinama. Kada se ukǉuqi
zavisnost od dodatnih dimenzija, otkriva se da petodimenzionalne Ajn-
xtajnove jednačine 5RAB = 0 sadr�e qetvorodimenzionalne 4Gαβ = 4Tαβ
sa opxtim tenzorom energije i impulsa 4Tαβ umesto samo elektromag-
netnog 4TEM

αβ .

3.1.3 Pristup kompaktifikacije
Klajn je 1926. pokazao da bi staǌe Kalucinog cilindra nastalo prirodno
ako bi peta koordinata imala pod 1 kru�nu topologiju, u kom sluqaju bi
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fiziqka poǉa zavisila od ǌe samo periodiqno i mogla bi se razviti u
Furijeovom redu; i pod 2 bila dovoǉno mala (kompaktifikovana) skala,
u kom sluqaju bi energije svih Furijeovih modova iznad osnovnog staǌa
mogle biti tako visoke da budu neopa�ene (osim ranom univerzumu).
Tako bi fizika bila efektivno nezavisna od Kalucine pete dimenzije,
xto smo i �eleli. Kao bonus, iz poqetka se qinilo da bi razvijaǌe
elektromagnetnog poǉa u Furijeove modove u principu moglo da ob-
jasni kvantizaciju elektriqnog naboja. (Ovaj aspekt teorije je morao
biti napuxten, me�utim, poxto se odnos naelektrisaǌa i mase vixih
modova nije poklapao sa odnosom nijedne poznate qestice. Danas se el-
ementarni naboji identifikuju samo sa Furijeovim modovima osnovnog
staǌa, a ǌihovi mala masa se pripisuje spontanom krxeǌu simetrije.)
Xema nije bila savrxena; jox uvek je bilo potrebno objasniti zaxto
se dodatne dimenzije tako znaqajno razlikuju po topologiji i razmeri
od poznatih prostorno-vremenskih. ǋihova veliqina je posebno morala
biti izuzetno mala (ispod skale atometra (1am = 1018m), prema aktuel-
nom eksperimentu). Postojalo je i pitaǌe kako tumaqiti novo skalarno
poǉe koje se pojavilo u teoriji. Ove potexko�e su se, me�utim, pokazale
kao prevazilazne. Skalarna poǉa nisu toliko prete�a kao xto su se
nekada qinila; sada se samo pretpostavǉa da su suvixe masivna da bi
bila prime�ena. I qitava industrija je izrasla oko prouqavaǌa meha-
nizama kompaktifikacije i topologije kompaktnih prostora.

Xta vixe, Klajnova strategija kompaktifikacije dodatnih dimenz-
ija postala je dominantna u objediǌenoj fizici vixih dimenzija, xto
je posledǌih godina dovelo do novih poǉa kao xto su jedanaestodimen-
zionalna supergravitacija i desetodimenzionalna teorija superstruna.

3.2 Dva primera

Sada �emo da ostavimo istoriju i priqu iza sebe i da pre�emo na matem-
atiku - jedna formula govori vixe od milion reqi.

3.2.1 Skalarno poǉe sa jednom dodatnom dimenzijom

Posmatrajmo prostor sa jednom dodatnom dimenzijom koja �e da bude
krug. Tu dimenziju nazivamo y i za ǌu va�i y ≡ y+2πR. Neka skalarno
poǉe kao argument uzima sve koordinate naxe mnogostrukosti. Mo�emo
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da ga rzvijemo u Furijeov red na slede� naqin:

ϕ(xµ, y) =
∑
n∈Z

ϕn(x)e
iyn/R (3.1)

Sliqno primeru sa kraja prvog poglavǉa, ovo poǉe �e da poxtuje mod-
ifikovanu Klajn-Gordonovo jednaqinu;

25 ϕ = m2ϕ gde je 25 = 2+ ∂2y (3.2)

Ako uvrstimo u ovo razvoj od ϕ dobijamo:(
2− n2

R2

)
ϕn = m2 ⇐⇒ 2ϕn =

(
m2 +

n2

R2

)
ϕn (3.3)

Gde smo u prethodnoj jednaqini dobili spektar qestica koje nazivamo
Kaluca-Klajn spektar. Ovde stupa priqa o visokim energijama i kom-
paktifikaciji. Treba nam naqin da objasnimo to xto ove qestice nismo
naxli u prirodi, pa samim tim zahtevamo da je R jako malo, a kako
je masa svake qestice ∝ R−2 vidimo da nam to obezbe�uje jako visoke
energije.

Efektivno dejstvo

Sada �emo da vidimo xta nam govori dejstvo ovakvog poǉa. Ono prirodno
uzima oblik:

S5D =
1

2

∫
d4x

∫ 2πR

0

dy
[
−(∂µϕ)

2 +m2ϕ2
]

(3.4)

Jedna lema koju koristim i koju je lako pokazati jeste:∫ 2πR

0

dy ei(m+n)y = 2πRδm+n,0

Tada dejstvo postaje:

S =
∑
n

1

2

∫
d4x 2πR

[
−(∂µϕn)

2 − nm

R2
ϕnϕmδn+m,0 +M2ϕ2

n

]
=

2πR

2

∫
d4x

∑
n

[
−(∂µϕn)

2 +

(
M2 +

n2

R2

)
ϕn

]
Jednaqinu iznad mo�emo da normalizujemo ϕ̃n = ϕn√

2πR
, tada dobijamo:

S =
1

2

∫
d4x

∑
n

[
−(∂µϕn)

2 +

(
M2 +

n2

R2

)
ϕn

]
(3.5)

Kao i ranije dobijamo spektar masa M2
n =M2 + n2

R2 .
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3.2.2 Gej
 poǉe

Slede�a situacija koju �elimo da razmotrimo jeste gej
 poǉe sa jox
jednom dimenzijom. Sada koristimo indeks M = (µ, 4) ⇐⇒ (xµ, y), gde
µ ∈ {0, 1, 2, 3}. Razmatramo potencijal dat u obliku:

AM =

(
Aµ(x, y)
ϕ(x, y)

)
gde je ϕ ≡ A4. Kao i ranije, zavisnost o y razvijamo u red. Elektro-

magnetni tenzor ima oblik:

F 2
MN = F 2

µν + 2F 2
µ4 gde je Fµ4 = ∂µA4 − ∂4Aµ = ∂µϕ− ∂yAµ

Sada imamo uslov 5D gej
 invarijantnosti:

δAµ = ∂µΛ i δϕ = ∂yΛ

Tako�e je:

δAn
µ = ∂µΛn i δϕn = i

n

R
Λn

Sada razlikujemo dva sluqaja za vrednosti n:

• n = 0 =⇒ uobiqajena 4D gej
 invarijantnost.

• n ̸= 0 =⇒ gej
 izbor5: ϕn = 0

Uz ovo iznad, elektromagnetni tenzor postaje:

F n
µ4 =

{
i n
R
An

µ , n ̸= 0

∂µϕ0 , n = 0

S ovim u vidu, 5D �estvo uzima oblik:

S =

∫
dy

1

4
F 2
MN =

∑
n

(
1

4
F (n)
µν

2
+

1

2
(∂µϕ0)

2 − 1

2

n2

R2
A(n)

µ

2
)

(3.6)

Dakle, dobili smo U(1) gej
 poǉe + bezmaseno skalarno poǉe + masivne
KK vektore sa masama n2

R2 .

5Gej
 izbor je tehnika kojom, u grubo reqeno, biramo reprezentativnog qlana iz
svake klase ekvivalencije koja nastane pri gej
 invarijantnosti.
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3.3 Gravitacija

Ono xto treba da poka�emo u ovom poglavǉu jeste da naxa 5D metrika
daje 4D gravitaciju + U(2) + skalar (radion). Strategija koju pratim
je dosta sliqna dva prethodna primera. Pretpostavi�emo jednu dodatnu
dimenziju y i metriku zapisati kao 5D objekat. Nakon toga treba da se
igramo sa 5D difeomorfizmima da bismo izmasirali tu opxtu metriku
u nexto sa qime mo�emo da radimo. Za sve detaǉe ovogg raquna toplo
preporuqujem predavaǌa 13.
Nakon prvog koraka upotrebe difeomorfizama na opxtoj metrici dobi-
jamo slede�e6:

GMN = e2ϕ
(
ĝµν + AµAν Aµ

Aν 1

)
(3.7)

gde smo definisali ĝµν = Ĝµν − AµAν gde je veliko G standardna 4D
metrika uz gej
 izbor. Iz ove metrike slede neka od slede�ih tvr�eǌa:

R
[
e2ϕgµν

]
= e−2ϕ

{
R− (D − 1)D2ϕ− (D − 2)(D − 1)(Dϕ)2

}
√
g
[
e2ϕgµν

]
= eDϕ√g

√
gR(5)

[
e2ϕĜMN

]
= e3ϕ

{
R̂(5) − 8D̂2

µ − 12(D̂µϕ)
2
}

Metriku Ĝ mo�emo da zapixemo kao:

Ĝ =

(
ĝ + A⊗ AT A

AT 1

)
(3.8)

Koriste�i metrika iznad mogu�e je izraqunati Kristofelove sim-
bole (dosta naporan posao). Odatle dobijamo relaciju R̂(5) = R̂(4) + 1

4
F 2.

Posle ovoga mo�emo da na�emo:

√
gR(5)

[
e2ϕĜµν

]
= R− 1

2
(Dφ)2 +

1

4
e
√
3φF 2 (3.9)

Gde smo skalirali ϕ → 1√
3
φ. Na kraju, imamo 5D dejstvo koje nosi

informacije i o gravitaciji i o elektromagnetizmu:

S =
1

2k25

∫
dyR(5) =

2πR

2k25

{
R(4) − 1

2
(Dφ)2 +

1

4
e
√
3φF 2 +

∑
n̸=0

(masivna spin 2 poǉa)

}
(3.10)

6Ne plaxite se qlana ispred, tu je samo skaliraǌa radi i preformulixe se milion
puta kroz izvo�eǌe, nije ni bitan u suxtini.
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3.3.1 Putopisi ka vixim dimenzijama
Dva glavna koncepta le�e u osnovi moderne fizike: lokalna koordi-
natna invarijantnost i lokalna unutraxǌa ili gej
 simetrija. Prvi
vodi do teorije gravitacije; ovo posledǌe vodi ka teoriji gej
a jakih,
slabih i elektromagnetnih interakcija.
Izvanredno Kalucino otkri�e je da ako pretpostavimo da je prostor-
vreme ugra�eno u prostor sa dimenzijom ve�om od qetiri, ova dva kon-
cepta mo�da nisu nezavisna – drugi mo�e biti izveden iz prvog. Fizika
je toliko zapaǌuju�a, a matematika tako elegantna da bi mnogi teoret-
ski fiziqari mogli biti razoqarani ako priroda ne koristi Kalucin
mehanizam na nekom nivou. Prirodo, molim te nemoj nas razoqarati!

Xtavixe, teorija struna, vode�i kandidat za objediǌavaǌe sve qe-
tiri fundamentalne interakcije, mo�e biti konzistentno formulisana
samo u vixedimenzionalnom prostor-vremenu i stoga zahteva Kalucin
mehanizam7. A priori, to ne mora biti; da je neko napisao doslednu
teoriju kvantne gravitacije koja ukǉuquje poznate interakcije u 4D
prostor-vremenu, Kaluca-Klajn teorija bi nestala na smetlixtu is-
torije fizike. Tako�e, da Kaluca-Klajn teorija nije mogla prirodno
da inkorporira Jang-Milsovu teoriju, tako�e bi bila otpisana.

7Pri tome joj treba 6 dodatnih dimenzija, a ne jedna. Da bi ovo objasnili, teo-
retiqari struna koriste Kalucin mehanizam i pakuju tih 6 dimenzija u tzv. Kalabi-
Jau mnogostrukost.
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Teodor Kaluca (1885 -
1954)

Teodor Kaluca je bio
nemaqki matematiqar i fiziqar
ro�en 9. novembra 1885. u
Opelnu u Nemaqkoj (danas
Opole, Poǉska). Najpoznatiji
je po svom radu u teorijskoj
fizici, posebno po svom pi-
onirskom doprinosu razvoju
Kaluca-Klajn teorije, koja je
imala za ciǉ da ujedini grav-
itaciju i elektromagnetizam.

Kaluza je zavrxio svoje rano
obrazovaǌe u Opelnu, a zatim
je nastavio da studira matem-
atiku i fiziku na Univerzitetu
u Kenigsbergu. Doktorirao
je 1909. godine pod nadzorom

poznatog matematiqara Adolfa
Hurvica. Po zavrxetku dok-
torskih studija, Kaluca je
nekoliko godina radio kao pro-
fesor u sredǌoj xkoli, tokom
kojih je nastavio istra�ivaǌe
teorijske fizike.

Godine 1919. Kaluza je ob-
javio revolucionarni rad pod
naslovom ”O problemu jedin-
stva fizike”, koji je pred-
stavio novu petodimenzionalnu
teoriju gravitacije i elektro-
magnetizma. U ovoj teoriji,
Kaluca je kombinovao Ajnx-
tajnovu teoriju opxte rela-
tivnosti sa Maksvelovim jed-
naqinama elektromagnetizma u
jedinstvenom okviru. Uveo je
koncept pete dimenzije, pos-
tuliraju�i da se elektromag-
netizam mo�e opisati zakrivl-
jeno71u ove dodatne dimenzije.

Uprkos ǌegovom revolu-
cionarnom radu, Kalucini do-
prinosi nisu odmah dobili
priznaǌe tokom ǌegovog �iv-
ota. Suoqavao se sa znaqa-
jnim izazovima u svojoj kar-
ijeri, ukǉuquju�i finansi-
jske potexkoće i ograniqene
mogu�nosti za istra�ivaǌe.
Kaluca je nastavio da predaje
na raznim institucijama tokom
svog �ivota, rade�i kao pro-
fesor u sredǌoj xkoli, pre-
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davaq i na kraju kao profesor
matematike na Univerzitetu u
Kenigsbergu.

Tragiqno, Kalucina kari-
jera je prekinuta zbog ǌegove
prerane smrti. Preminuo je
19. januara 1954. u Getin-
genu, u Nemaqkoj, u 68. go-
dini. Uprkos prvobitnom ne-
dostatku priznaǌa, Kalucine

ideje su imale trajan uticaj
na teorijsku fiziku, utiqu�i
na slede�e generacije fiziqara
i doprinose�i tekućoj potrazi
za jedinstvena teorija osnovnih
sila prirode. ǋegov rad ostaje
va�na prekretnica u istoriji
teorijske fizike i nastavǉa
da inspirixe istra�ivaqe u
ǌihovoj potrazi za dubǉim
razumevaǌem univerzuma.
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A Uvod u glatke mnogostrukosti

Ovo i sled�e poglavǉe su mo�da i najbitnija poglavǉa ovog rada. Ciǉ
mi je da na pristupaqan i logiqan naqin uvedem glavne (nama potrebne)
rezultate iz diferencijalne geometrije i topologije glatkih mnogostru-
kosti.

Ove oblasti matematike su dosta sofistikovana maxinerija, pa s
tim u vezi treba da napomenem da se qesto (makar ja jesam) qovek izgubi
u silnim simbolima i izgubi motivaciju. Da bismo zaobixli ovo u
xto ve�oj meri, prvo poglavǉe �e da uvede razne pojmove koji �e nam
trebati (vektori, dualni vektori) na maǌe formalan naqin, qisto util-
itarno. U drugom poglavǉu koncepte uvodim formalno, iako opet ima
malo lufta u izlagaǌu, pa mo�da ne ispuǌava kriterijum pojedinih
matematiqara. Ako qitalac smatra da mu nije utoǉen �e� ovim pregle-
dom, predla�em mu da konsultuje literaturu.
Ovo poglavǉe zahteva dosta strpǉeǌa ali na kraju je isplativo. Znaǌe
iz diferencijalne geometrije i tenzorskog raquna je xiroko primenǉivo
u raznim oblastima fizike nevezano za OTR. Bilo kako bilo, kocepti
su popriliqno pravolinijski, te smatram da �e ceǌeni qitalac dobro
da se sna�e!

Preporuka: Uvex�emo dosta novih pojmova i svi su intimno povezani,
mislim da nije loxe uz sebe imati papir i olovku i pratiti tekst
uporedo i proveravati izvo�eǌa.

A.1 Xetǌa kroz teoriju

A.1.1 Vektori

Poqiǌemo naxu priqicu sa zvezdom elementarne fizke - vektorom. Prva
stvar koju vredi re�i jeste da u prostoru Minkovskog nemamo klasiqne
tri-vektore nego qetvorovektore (u nekim kǌigam i kvadrivektore ili
4vektore).

53
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Prva bitna stvar koju treba izbaciti iz naxih ispranih mozgova jeste
to da mislimo o vektorima kao strelama u prostoru. Obiqno se tako
uvode, kao strele koje se pru�aju od jedne do druge taqke (imaju pravac
i intenzitet). Obiqno uz to dopuxtamo da ih transliramo kroz prostor
i kalemimo jedne na druge tek tako. Ovo je problem u bilo kom prostoru
koji nije ravan (Euklidski), jer na primer nije jedinstveno odre�ena
kriva koja spaja dve taqke na mnogostrukosti, pa samim tim nije jedin-
stveno definisano ni sabiraǌe i oduzimaǌne.
Da bismo izaxli na kraj sa ovim problemom od sada �emo da razmix-
ǉamo o vektorima striktno vezanim uz jednu taqku u prostoru. Skup
svih mogu�ih vektora koje mo�emo provu�i kroz jednu taqku p nazivamo
tangentni prostor u taqki p i obele�avamo ga sa Tp. Ime je dosledno
jer se ispostavǉa da svi vektori koje asociramo za datu taqku zapravo
jesu tangentni na tu mnogostrukost. (Zamislite sferu i neku taqku na
ǌoj, tangentni prostor je ravan tangentna na sferu u toj taqki, a vek-
tori su ’strele’ koje kao poqetak imaju tu taqku i le�e u tangentnoj
ravni. Na primer, nije vektor strela koja ide kroz centar sfere i
sadr�i datu taqku na ǌoj.) Ipak ovo je samo ilustrativno objaxǌeǌe
koje zavisi od prostora u kome je mnogostrukost utkana (recimo sfera
je utkana u R3), xto nam nije potrebno.
U slede�em poglavǉu �emo povezati tangentni prostor sa stvarima koje
mo�emo da napravimo od same mnogostrukosti. Za sad, mislite na Tp kao
apstraktni vektorski prostor vezan za svaku taqku u vreme-prostoru.

Vektorski prostor nad poǉem realnih brojeva je skup svih objekata
(vektora) koje mo�emo sabirati i mno�iti konstantama (elemntima poǉa
nad kojim pravimo vektorski prostor). Dakle, za bilo koja dva vektora
V i W i realne brojeve a i b va�i:

(a+ b)(V +W ) = aV + bV + aW + bW

Svaki vektorski prostor ima svoj koordinantni poqetak (nula vek-
tor) kao identitet za sabiraǌe. Postoje dodatne strukture koje mo�emo
da ramzatramo (unutraxǌi, spoǉaxǌi proizvodi) ali za sada nam je ovo
dosta.
Daǉe, vektorsko poǉe je samo skup vektora u prostoru gde imamo taqno
jedan dobro definisan vektor za svaku taqku u prostoru (kao dlake na
glavi). Od koristi bi nam bilo da na�emu neku bazu za ove vektorske
prostore kako bismo mogli da razmatramo komponente vektora.

Baza u vektorskom prostoru je skup linearno nezavisnih vektora koji
pokrivaju taj prostor. Linearno nezavisni znaqi da je rexeǌe jedna-
qine

∑
aivi = 0 samo trivijalno ai = 0. Pokrivaju prostor znaqi da
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je svaki vektor u tom prostoru linearna kombinacija baznih vektora.
Primetite kako ne zahtevamo da budu normalni jedan na drugi ili je-
diniqne du�ine.
Za dati vektorski prostor postoji beskonacno mnogo naqina da odaber-
emo bazne vektore. Me�utim, skup basnih vektora �e uvek imati isti
broj elemenata, taj broj nazivamo dimenzija vektorskog prostora. Rec-
imo, u prostoru Minkovskog dimenzija je naravno 4.

Zamislimo da za svaki tangentni prostor odaberemo bazis êµ, sa
µ = {0, 1, 2, 3} kao i inaqe. Recimo tako�e da �emo ’prilagoditi bazis
koordinatam xµ’ - to znaqi da je recimo ê1 usmeren ka x osi. Ovo nije
nikakvo pravilo ali obiqno biramo bazis usmeren tako da nam olakxa
rad. Sada bilo koji apstraktni vektor A mo�emo da napixemo u obliku:

A = Aµêµ

Koeficjenti Aµ su komponente vektora A.
Qest primer vektora u prostoru jeste upravo tangentni vektor na

neku krivu. Koordinate parametrizovane krive u prostoru su odre�ene
parametrom, recimo xµ(λ). Tangentni vektor V (λ) ima komponente:

V µ =
dxµ

dλ

Qitav vektor je V = V µêµ. Lorencovom transformacijom koordinate xµ

se meǌaju dok parametrizacija λ ostaje ista. Odavde zakǉuqujemo da se
komponente tangentnog vektora meǌaju kao:

V µ′
= Λµ′

ν V
ν

Sam vektor V se ne meǌa (u suprotnosti sa ǌegovim komponentama) pod
dejstvom Lorencovih transformacija. Ovo mo�emo da iskoristimo pri
izvo�eǌu naqina na koji se bazisi meǌaju. Obele�imo bazisne vektore
u tranformisano sistemu sa êν′:

V = V µêµ = V ν′ êν′ = Λν′

µ V
µêν′

Ovo mora da va�i koje god numeriqke vrednosti mi uzeli za V µ, pa
mo�emo da zakǉuqimo da va�i:

êµ = Λν′

µ êν′

Sliqno, da bismo dobili nov bazis nakon tranformacije mo�emo prethodnu
jednaqinu da pomno�imo inverznom Lorencovom matricom Λµ

ν′.



56 Apendiks A. Uvod u glatke mnogostrukosti

A.1.2 Dualni vektori
Nastavimo naxu diskusiju sa prvim ro�akom vektora - dualnim vek-
torima. Dualne vektore definixemo kao objekte koji pripadaju kotan-
gentnom prostoru T ∗

p (za razliku od tangentnog prostora). Dualni vek-
tori se najboǉe oslikavaju ǌihovim dejstvom, jer su u sr�i oni zapravo
preslikavaǌa koja obiqne vektore slikaju u realne brojeve. Dakle ako
ω ∈ T ∗

p , tada za bilo koja dva vektora va�i:

ω(aV + bW ) = aω(V ) + bω(W ) ∈ R

Lepa stvar kod ovih objekata je xto oni sa uobiqajenom operacijom sabi-
raǌa formiraju vektorski prostor, pa sliqno kao i za obiqne vektore
va�i:

(aω + bη)(V ) = aω(V ) + bη(V )

Kao i ranije, stvari izgledaju dosta zgodnije kada uvedemo bazis u ovaj
vektorski prostor. Ovo mo�emo da izvedemo tako xto �emo da zahtevamo
slede�e za neki bazis θ̂ν:

θ̂ν êµ = δνµ

U ovom zapisu analogno imamo ω = ωµθ̂
µ. Ponekad se u literaturi el-

ementi tangentnog prostora Tp nazivaju kontravarijantni vektori, a
elementi kotangentnog prostora kovarijantni vektori. Danas se qex�e
koriste izrazi: vektori sa gorǌim i vektori sa doǌim indeksima.

Pogledajmo u novoj notaciji kako dual napda (qest termin za dejstvo
operatora nad objektima) neki proizvoǉan vektor:

ω(V ) = ωµθ̂
µ(V ν êν)

= ωµV
ν θ̂µêν

= ωµV
νδµν

= ωµV
µ

(A.1)

Xto je upravo unutraxǌi (skalarni) proizvod ova dva vektora. Jox
jedna stvar koju vidimo jeste da je posledǌa jednaqina komutativna,
pa samim tim ekvivalentno dejstvu dualnog na obiqan vektor mo�emo
definisati i dejstvo vektora na dual:

V (ω) = ω(V ) = ωµV
µ

Dakle dualni prostor dualnog prostora jeste upravo poqetni vek-
torski prostor, xto mo�emo zapisati kao (T ∗

p )
∗ = Tp.
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Primer A.1.

Jako poznat primer dualnog vektora jeste klasiqni gradijent
skalarne funkcije. On predstavǉa skup svih parcijalnih izvoda
u odnosu na datu koordinatu, i obele�avamo ga sa d:

dϕ =
∂ϕ

∂xµ
θ̂µ

Izvod kompozitne funkcije nam daje relaciju za gradijent u trans-
formisanim koordinatama:

∂ϕ

∂xµ′ =
∂xµ

∂xµ′

∂ϕ

∂xµ
= Λµ

µ′
∂ϕ

∂xµ

Koristimo i slede�u notaciju kako bismo skratili zapis:

∂ϕ

∂xµ
= ∂µϕ = ϕ,µ

Dakle xµ ima gorǌi indeks ali kada se nalazi u imeniocu izvoda on
implicira doǌi indeks za sveukupan objekat.
Primetimo da gradijent napada primer vektora koji sam iznad
naveo - tangentu na krivu xµ(λ), na naqin na koji bismo oqekivali:

∂µϕ
∂xµ

∂λ
=

∂ϕ

∂xµ
∂xµ

∂λ
=
dϕ

dλ

A.2 Uvod u glatke mnogostrukosti

Gore smo se malo igrali sa idejom o vektorima i dualima, a sada �emo
sve to da stavimo na qvrstu matematiqku osnovu i da generalizujemo
sve na prostore koji nisu nu�no ravni.

Scena na kojoj �e se odvijati predstava naxe maxte se zove mno-
gostrukost. O mnogostrukostima mo�ete razmixǉati kao o prostoru
sa dobro definisanom dimenzijom n, koji lokalno (dovoǉno zumirano)
izgleda kao Rn. Gledano globalno, ovaj prostor ne mora biti euklidski
i mo�e imati egzotiqnu topologiju.

Neki standardni primeri mnogostrukosti sa kojiima smo se ve� sus-
retali jesu Rn jer zumirano on jeste Rn. Daǉe, sfera Sn (nula sfera
su samo dve taqke {−1, 1}, S1 je kru�nica itd...), torus T n = S1× . . .×S1
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(T 2 je krofna ili xoǉa za perverznije me�u vama.)

A.2.1 Topoloxki prostori
Topologija je jako lepa oblast matematike koju u osnovi zanima ge-
ometrija raznih objekata i koje stvari ostaju invarijantne pod dejstvom
raznih transformacija datog objekta. ǈudi i dan danas rade brojna
istra�ivaǌa u ovoj oblasti matematike. Ja je ovde uvodim qisto util-
itarno i diskusija je znaqajno osaka�ena i skra�ena, mada ostalo je
dovoǉno mesa da imamo sa qime da radimo.

Definicija 2 (Topologija). Kolekcija (skup) podskupova skupa X se
naziva topologija na skupu X i obele�ava kao T ako va�i slede�e:

• Ø, X ∈ T

• Za proizvoǉno (mo�da i beskonaqno) mnogo elemenata
Si ∈ T va�i:

⋃
i Si ∈ T

• Za konaqno mnogo elemenata Si ∈ T va�i:
⋂

i Si ∈ T

Skup zajedno sa ǌegovom topologijom nazivamo topoloxki prostor
(X, T ), me�utim ova notacija je zlopa�eǌe, pa ga obiqno oslovǉavamo
samo sa X ako nismo u opasnosti da se zbunimo.
Podskupove U skupa X koji pripadaju ǌegovoj topologiji T nazivamo
otvorenim skupovima. Definiciju iznad je lako preformulisati u
jezik otvorenih skupova:
Ø, X su otvoreni skupovi, proizvoǉna unija i konaqan presek otvorenih
skupova je tako�e otvoren skup.
Skup U je zatvoren ako je X \ U otvoren.

Primer A.2.

Sada �emo da pogledamo nekoliko lakih primera topologija:

1. Ako je X = {a, b, c}, neke topologije na tom skupu su T1 =
{X,Ø} koju jox zovemo i trivijalna topologija, daǉe T2 =
{X, Ø, {a, b}, b, {b, c}}...

2. Za bilo koji skup X skup svih podskupova skupa X je topologija
i nazivamo je diskretna topologija.

3. Neka je X skup; neka je Tc skup svih podskupova U od X takvih
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da je X \U ili prebrojiv ili qitavo X. Tada je Tc topologija
na X.

Sada �emo da definixemo pojam koji �e da odstrani sve ’nonsens’
topoloxke prostore koji nisu od fiziqkog znaqaja. Preliminarno, za
skup U ka�emo da je okolina taqke p ako p ∈ U . Uslov koji �emo da
postavimo naziva se Hausdorfov uslov, a prostor koji ga ispuǌava
Hausdorfov prostor. Naime on ka�e da mo�emo da odaberemo okolinu
taqke p tako da iz ǌe mo�emo da izostavimo proizvoǉnu taqku q ̸= p.
Matematiqki, za bilo koje p, q ∈ X postoje U i V takvi da U ∩ V = Ø i
p ∈ U i q ∈ V .
Recimo, jedan poznat primer Hausdorfovog prostor je R sa topologijom
T = {(a, b) | a < b, (a, b) ⊂ R}.
Notacija: Ako je X topoloxki prostor i V ⊂ X onda je predslika skupa
V data kao f−1(V ) = {x ∈ X | f(x) ∈ V }.

Definicija 3. Neka su X i Y topoloxki prostori izme�u kojih je
uspostavǉeno preslikavaǌe f : X −→ Y . Ka�emo da je f neprekidno
ako je za svaki otvoren skup V ⊂ Y ǌegova predslika f−1(V ) otvoren
skup u X.

Definicija 4 (Homeomorfizam). Homeomorfizam izme�u dva
topoloxka prostora M i M̃ je preslikavaǌe f :M −→ M̃ koje je:

1. injektivno: p ̸= q =⇒ f(p) ̸= f(q)

2. surjektivno: f(M) = M̃ .

3. je neprekidno i ima neprekidan inverz.

A.2.2 Glatke mnogostrukosti

Sada smo doxli do zvezde ovog poglavǉa - glatke mnogostrukosti.
Glatke ili diferencijabilne mnogostrukosti su jako bitne jer samo
vreme prostor �emo da predstavimo kao jednu mnogostrukost na kojoj
se odvija sva fizika. Hajde da definixemo ovaj pojam. Napomiǌem
da je drugi uslov u definiciji malo glomazan ali da diskusija posle
definicije ima ciǉ da ga xto boǉe rasvetli.
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W V

M

ϕ
ψ

UW

UV

ϕ ◦ ψ−1

Rn Rn

Slika A.1: Saglasna preslikavaǌa na glatkoj mnogostrukosti

Definicija 5 (Mnogostrukost). MnogostrukostM je n-dimenzioni
Hausdorfov topoloxki prostor takav da:

1. M je lokalno homeomorfno sa Rn. To znaqi da za svako p ∈ M
postoji otvorena okolina Op i homeomorfizam ϕ : Op −→ U gde
je U otvoren skup u Rn.

2. Odaberimo bilo koja dva skupa V i W koji se preklapaju V ∩W ̸=
Ø. Zahtevamo da su odgovaraju�a preslikavaǌa ϕ : V −→ UV i
ψ : W −→ UW saglasna, xto znaqi:

ϕ ◦ ψ−1 : ψ(V ∩W ) −→ ϕ(V ∩W )

je glatko preslikavaǌe (ima neprekidne izvode proizvoǉnog
reda, u oznaci C∞).

Preslikavaǌa ϕ se zovu mape (u geografskom smislu) a skup mapa
atlas. Razmixǉajte o svakoj mapi kao naqinu da uvedemo koordinatni
sistem na mali deli� mnogostrukosti. Koordinata koja odgovara taqki
p ∈ Oα je:

ϕα(p) = (x1(p), . . . , xn(p))

Koordinate kra�e zapisujemo kao xµ(p) gde nam µ ∈ {0, 1, . . . , n}. Preuz-
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imamo konvenciju da se koordinate obele�avaju sa ’stepenima’ tj. sa
gorǌim indeksima, kasnije �e se pokazati kao korisno.

Ako taqka p upada u vixe mapa ϕα ona �e generalno da se slika u
potpuno disjunktne Uα okoline odgovaraju�eg Euklidskog prostora Rn.
Nema potrebe za panikom, ova situacija je potpuno analogna tome xto
taqku u ravni mo�emo da lociramo pravouglim (x, y) i recimo polarnim
koordinatama (r, θ). Iako ova dva ure�ena para nisu ista, oni nose po-
datke o istoj taqki.
Preslikavaǌa iz definicije oblika ϕα ◦ ϕ−1

β se zovu funkcije tranzi-
cije.

Primer A.3.

Ovaj primer za ciǉ ima da pribli�i priqu o drugom uslovu iz
gorǌe definicije. Ako je dragom qitaocu ve� jasno xta se doga�a,
bez gubitka kontinuiteta mo�e da preskoqi ovaj primer.
Uzmimo za mnogostrukost M planetu Zemǉu. Ako Zemǉu pred-
stavimo kao sferu radijusa a, bilo koja taqka na ǌoj se mo�e pred-
staviti sa dva broja: geografskom xirinom i du�inom. Neka je θ
mera xirine (0 na ekvatoru, π/2 na Severnom polu i −π/2 na Ju�-
nom polu). Neka je φ mera du�ine (nula na glavnom meridijanu
kroz Griniq, mereno pozitivno u zapadnom smeru).
Dragoǉub se nalazi u Matematiqkoj gimnaziji i opisuje svoje
okru�eǌe xy koordinatana (x ide istoqno, y ide severno). Neka
su koordinate geografske xirine i du�ine koordinatnog poqeta
ǌegovog sistema λ i γ. U jeziku globalnih koordinata bilo koja
taqka u xy sistemu �e imati koordinate:

x = a(φ− γ) y = a(θ − λ).

Pravougaone koordinate su ravne, dok je sfera zakrivǉena, pa se
ova dva sistema poklapaju samo lokalno.
Nikola se nalazi malo daǉe od Beograda, recimo u Ximanovcima.
Svoj prostor on obele�ava koordinatama x′y′ (x′ istok, y′ sever),
sa koordinatnim poqetkom na mestu λ′ i γ′. Takqka na ǌegovoj mapi
ima koordinate:

x′ = a(φ− γ′) y′ = a(θ − λ′).

Kako posmatraqi i instrumenti koji �ive na sferi nemaju pojam o
odzumiranom izgledu ǌihovog prostora, mentalna slika o ǌemu po-
javi�e se tek onda kada na�u dovoǉno mapa, koje stavǉene jedna uz
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drugu pokrivaju qitavu sferu. Da bi merili taqno i intrinziqno
osobine Zemǉine povrxi, kad god se xy i x′y′ preklapaju oni moraju
da se sla�u.
Mo�emo da spojimo dve mape tako xto ih na gladak naqin uxi-
jemo. Sa tako spojenim mapama imamo predstavu o xirem podruqju
(Od Ximanovaca do Matematiqke) nego xto bismo sa jednom od
ǌih imali. Da bismo preslikali jednu mapu direktno u drugu
mo�emo, recimo, da reximo za globalne koordinate iz jedne od dve
korespodencije iznad:

φ =
x′

a
+ γ′ θ =

y′

a
+ λ′

I ovo uvrstimo u prvu relaciju:

x = x′ + a(γ − γ′) y = y′ + a(λ− λ′)

Ova inverzija jedne lokalno euklidske mape, sa ciǉem da je
pove�emo sa drugom lokalno euklidskom mapom je upravo primer
funkcije tranzicije.

A.2.3 Preslikavaǌa izme�u mnogostrukosti

Qitav poenta predstavǉaǌa komplikovanih topoloxkih prostora kao
neki podskup Euklidskih prostora jeste da sada lako mo�emo da prene-
semo svo matematiqko znaǌe koje imamo o Euklidskim prostorima i na
mnogostrukosti.
Recimo, za funkciju f :M −→ R ka�emo da je glatka ako je preslikavaǌe
f ◦ ϕ−1 : U −→ R glatko za sve mape ϕ.
Sliqno, za preslikavaǌe f : M −→ N izme�u dve mnogostrukosti M i
N (koje ne moraju biti iste dimenzije) je glatko ako je preslikavaǌe
ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : U −→ V glatko za sve mape ϕ :M −→ U ⊂ Rm i ψ : N −→ V ⊂ Rn.

Definicija 6. Difeomorfizam je glatko bijektivno preslikvaǌe f :
M −→ N izme�u dve mnogostrukosti M i N takvo da mu je i inverz
f−1 : N −→M gladak. Nu�no zbog postojaǌa inverza je da N i M imaju
istu dimenziju.
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A.3 Tangentni prostori
Doxli smo do dela gde �elimo da radimo matematiku na mnogostrukos-
tima. Prvo poqiǌemo sa izvodima.
Posmatrajmo funkciju f : M −→ R. Da bismo naxli izvod funkcije u
nekoj taqki p uvedimo prvo mapu ϕ = (x1, . . . , xn) u okolini taqke p. Tada
mo�emo da konstruixemo preslikavaǌe f ◦ ϕ−1 : U −→ R gde je U ⊂ Rn.
Znamo da diferenciramo funkcije u Rn, pa samim tim dobijamo:

∂f

∂xµ

∣∣∣∣
p

=
∂f ◦ ϕ−1

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(p)

Ovo oqigledno zavisi od mape koju odaberemo. Samim tim smo mo-
tivisani da na�emo definiciju koja je malo vixe intrinziqna.

A.3.1 Tangentni vektori
Posmatra�emo skup svih glatkih funkcija na mnogostrukosti M , u oz-
naci C∞(M).

Definicija 7. Tangentni vektor Xp je objekat koji uzima izvod
glatkih funkcija u taqki p ∈ M . Specifiqno Xp : C∞(M) −→ R i
va�i:

1. Linearnost: Xp(f + g) = Xp(f) +Xp(g)

2. Xp(f) = 0 ako i samo ako je f konstantno

3. Lajbnicovo pravilo: Xp(fg) = Xp(f)g(p) + f(p)Xp(g)

Ova definicija ’vektora’ jeste dosta qudna. Remeti nam pojam o vek-
toru koji imamo iz ostatka fiziqarske karijere, kao neke apstraktne
strelice u prostoru.
Lako je proveriti da objekat:

∂µ

∣∣∣∣
p

:=
∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

ispuǌava sve uslove iz gorǌe definicije. Sada �elimo da poka�emo
da skup gorenavedenih parcijalnih izvoda formira bazis za tangentni
prostor u taqki p. Da bismo ovo odradili malo bezbolnije imamo jednu
lemu.
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Lema. Ako je funkcija F : Rn −→ R glatka (C∞) tada za svako a = (a1, . . . , an) ∈
Rn posotji C∞ funkcija Hµ takva da za svako x ∈ Rn imamo:

F (x) = F (a) +
n∑

µ=1

(xµ − aµ)Hµ(x)

Dokaz. Poqnimo sa osnovnom teoremom integralnog raquna:

F (x)− F (a) =

∫ x

a

F ′(s)ds

Sada �emo da uradimo skaliraǌe intervala [a, x] −→ [0, 1] smenom s =
t(x− a) + a. Tada je ds = dt(x− a), pa imamo:

F (x)− F (a) = (x− a)

∫ 1

0

F ′(t(x− a) + a)dt

Xto je tra�eno tvr�eǌe za n = 1. Za n > 1, funkciju F mo�emo da
predstavimo kao F = (F 1, . . . , F n), gde je svako F i : R −→ R. Primenom na
svako F i dobijamo �eǉeni rezultat.

Primetite kako u gorǌem tvr�eǌu nismo zahtevali da funkcija ima
Tejlorov razvoj u nekoj taqki. Ovo nam daje matematiqku mo� i slobodu
jer je tako tvr�eǌe opxtije. Me�utim, kao mentalno olakxaǌe o gorǌoj
lemi mo�ete da razmixǉate kao da funkcija ima Tejlorov razvoj, pa je
sve dosta intuitivnije.

Teorema 1. Skup svih tangentnih vektora u taqki p formira n-dimenzioni
vektorski prostor koji nazivamo Tangentni prostor. Tangentni vek-
tori ∂µ

∣∣
p
prave bazis ovog prostora, tj. svaki vektor Xp ∈ Tp mo�emo

predstaviti kao:

Xp = Xµ∂µ

∣∣∣∣
p

gde su Xµ = Xp(x
µ) komponente tangentnog vektora u tom bazisu.

Dokaz. Definixemo funkciju F = f ◦ϕ−1 : U −→ R sa mapom ϕ = (x1, . . . , xn)
u okolini p. Tada, po prethodnoj lemi, funkciju F u nekoj okolini
(mo�da maǌoj) taqke p mo�emo predstaviti kao:

F (x) = F (xµ(p)) + (xµ − xµ(p))Fµ(x)
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Udarimo operator ∂µ na obe strane prethodne jednaqine, primetimo
da su qlanovi F (xµ(p)) i −xµ(p)Fµ(x) konstantni, dok u qlanu xµFµ(x)
pre�ivi samo prvi qlan u Lajbnicovom pravilu, pa imamo:

∂F

∂xµ

∣∣∣∣
x(p)

= Fµ(x(p))

Sliqnu stvar mo�emo da uradimo i za funkciju f . Prisetimo se kako
smo definisali F = f ◦ ϕ−1, delovaǌem desne kompozicije sa ϕ na obe
strane jednaqine vidimo da dobijamo n funkcija na M , i to fµ = Fµ ◦ ϕ.
Onda za proizvoǉnu taqku q koja je bliska taqki p po lemi imamo:

f ◦ ϕ−1(xµ(q)) = f ◦ ϕ−1(xµ(p)) + (xµ(q)− xµ(p))[fµ ◦ ϕ−1(xµ(q))]

Znamo da je ϕ−1(xµ(q)) = q, pa imamo:

f(q) = f(p) + (xµ(q)− xµ(p))fµ(q)

Za taqke q = p mo�emo da dobijemmo:

fµ(p) = Fµ ◦ ϕ(p) = Fµ(x(p)) =
∂F

∂xµ

∣∣∣∣
x(p)

=
∂f

∂xµ

∣∣∣∣
p

Sada �emo da pogledamo dejstvo vektora Xp. On na fukciju f deluje kao:

Xp(f) = Xp(f(p) + (xµ − xµ(p))fµ)

Koriste�i osnovna pravila o manipulisaǌu tangentnih vektora nalaz-
imo:

Xp(f) = Xp(f(p)) +Xp ((x
µ − xµ(p))) fµ + (xµ(p)− xµ(p))Xp (fµ)

Prvi qlan umire jer je f(p) konstantno. Posledǌi qlan umire jer po
Lajbnicovom pravilu treba da na�emo vrednost ’neizvedene’ funkcije u
istoj taqki, xto je ovde identiqki 0. Dakle, ostaje nam samo sredǌi
qlan od koga pre�ivi:

Xp(f) = Xp(x
µ)
∂f

∂xµ

∣∣∣∣
p

Odakle sledi da se tangentni vektor Xp mo�e napisati kao:

Xp = Xµ∂µ
∣∣
p

sa Xµ = Xp(x
µ) kao i ranije.

Da bismo pokazali da je ∂µ
∣∣
p
bazis, treba pokazati da je linearno neza-

visan i da pokriva prostor. Odozgo vidimo da pokriva prostor. Da
bismo pokazali linearnu nezavisnost, neka je α = αµ∂µ

∣∣
p
= 0. Delovaǌe

ovog vektora na funkciju f = xν dobijamo α(xν) = αµ(∂µx
ν)
∣∣
p
= αν = 0. ovo

zavrxava dokaz.
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Meǌaǌe koordinata

Koordinate su nam potrebne da bismo mogli da radimo matematiku na
mnogostrukostima. Ali da bi naxa teorija bila od neke dubǉe va�-
nosti �elimo da budemo sigurni da nixta fiziqki ne zavisi od naxeg
izbora koordinata i da nijedan koordinatni sistem s kojim radimo nije
nixta drugo do matematiqka olakxica.

Dakle, kǉuqna ideja jeste da tangentni vektor Xp postoji kao objekat
nezavisno od koordinata u kojima ga izra�avamo. S druge strane, jasno
vidimo da bazis za tangentni prostor u taqki p dat kao ∂µ|p zavisi od
koordinata. Da bismo ga definisali potrebna nam je mapa ϕ i koordi-
nate xµ, pa ovakav bazis jox nazivamo i koordinatni bazis.
Hajde da odaberemo jox jednu mapu u okolini taqke p obele�enu kao
ϕ̃ i koordinate x̃µ. Tada proizvoǉan tangentni vektor Xp mo�emo da
predstavimo kao:

Xp = Xµ ∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

= X̃µ ∂

∂x̃µ

∣∣∣∣
p

Vidimo da je sam vektor isti ali da su mu se komponente prome-
nile. Da bismo naxli vezu izme�u ove dve reprezentacije mo�emo da
pogledamo dejstvo ovog vektora na neku funkciju f :

Xp(f) = Xµ ∂f

∂xµ

∣∣∣∣
p

= X̃µ ∂x̃
ν

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(p)

∂f

∂x̃ν

∣∣∣∣
p

Gde smo u drugoj jednakosti koristili pravilo kompozitnog izvoda.
Mo�emo da gledamo ovu jednaqinu na dva naqina, prvo kao promenu
bazisa:

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

=
∂x̃ν

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(p)

∂

∂x̃ν

∣∣∣∣
p

(A.2)

Tako�e, na ovo mo�emo gledati kao promenu komponenti vektora:

X̃ν = Xµ ∂x̃
ν

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(p)

(A.3)

Malo arhaiqan naziv za komponente vektora koje poxtuju transfor-
maciju iznad jeste kontravarijantne komponente.
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TpM

MM

pp

TpM

Slika A.2: Tangentni prostor u taqki p

Geometrijska interpretacija

Posmatrajmo glatku krivu na mnogostrukosti M koja sadr�i taqku p.
Suxtinski ona je preslikavaǌe σ : I −→ M gde je I ⊂ R, mi �emo je
parametrizovati kao σ(t) tako da je σ(0) = p.
Sa datom mapom ova kriva postaje ϕ ◦ σ : R −→ Rn parametrizovana sa
xµ(t). Bez predznaǌa o diferencijalnoj geometriji rekli bismo da je
tangenta na krivu u trenutku t = 0 data kao:

Xµ =
dxµ(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

Ovo mo�emo da usmemo kao komponente tangentnog vektora Xp, pa dobi-
jamo:

Xp =
dxµ(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

Kada ovim vektorom delujemo na funkciju f ∈ C∞(M) on nam govori
koliko brzo se u odnosu na nas meǌa ta funkcija dok mi idemo du� naxe
krive.
Ovo daje znaqeǌe terminu tangentni prostoru Tp(M). On predstavǉa
prostor svih mogu�ih tangenti na sve krive koje prolaze kroz datu taqku
p.

A.3.2 Vektorska poǉa

Do sada sva priqa o vektorima bila je vezana za jednu taqku na mno-
gostrukosti. Kao xto mo�ete pretpostaviti sada �emo da uspostavimo
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naqin da odaberemo tangentni vektor za svaku taqku p ∈M i tako dobi-
jemo vektorski prostor.
Vektorsko poǉe je glatko pripisivaǌe tangentnog vektora Xp svakoj
taqki p na mnogostrukosti. To znaqi da kada vektorskim poǉem na-
padnemo funkciju ono nam kao rezultat da jox jednu glatku funkciju
koja opisuje kako se originalna funkcija meǌa u svakoj taqki koju ona
sadr�i. Dakle, vektorsko poǉe X (sada bez indeksa jer je slobodno da
xeta) je preslikavaǌe X : C∞(M) −→ C∞(M). Funkcija X(f) je data kao:

X(f)(p) = Xp(f)

Prostor svih vektorskih poǉa na M se obele�ava kao X(M). Za dati
bazis na M bilo koje vektorsko poǉe mo�emo da predstavimo kao:

X = Xµ ∂

∂xµ

Gde su sada Xµ glatke funkcije.

Komutator

Kada smo uveli pojam vektorskog poǉa lepo bi bilo da vidimo u kakvom
su ona odnosu me�usobno. Ispostavǉa se da ne postoji naqin da smis-
leno uvedemo pojmove kao xto su ’proizvod dva vektorska poǉa’ koji bi
i daǉe bili vektorsko poǉe. Da bismo ovo videli malo jasnije, neka su
X, Y ∈ X i neka je f, g ∈ C∞:

XY (fg) = X(fY (g) + Y (f)g) = X(f)Y (g) + fXY (g) + gXY (f) + Y (f)X(g)

kao xto vidimo ovo nije fXY (g) + gXY (f) xto bi po va�ilo po Lajbni-
covom pravilu da XY ∈ X.
Jedna korisna matematiqka konstrukcija koja kao argument uzima dva
vektorska poǉa, a kao rezultat daje tako�e vektorsko poǉe jeste komu-
tator definisan svojim dejstvom na proizvoǉnu funkciju f :

[X, Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f))

Ovakva konstrukcija poznata je i kao Lijeva zagrada. U koordinatnom
bazisu komutator izgleda ovako:

[X, Y ](f) = Xµ ∂

∂xµ

(
Y ν ∂f

∂xν

)
− Y µ ∂

∂xµ

(
Xν ∂f

∂xν

)
=

(
Xµ∂Y

ν

∂xµ
− Y µ∂X

ν

∂xµ

)
∂f

∂xν

(A.4)
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Vidimo da ovo dr�i za proizvoǉnu funkciju f , pa je zgodno zapisati
ga i u operatorskom obliku:

[X, Y ] =

(
Xµ∂Y

ν

∂xµ
− Y µ∂X

ν

∂xµ

)
∂

∂xν

Primer A.4.

Sada �emo da poka�emo da va�i tzv. Jakobijev identitet:

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0

Posmatrajmo prvi qlan ovog izraza gde �emo radi lakxeg zapisa
primeniti ’skra�enice’ ∂ nexto

∂xµ = (nexto)′. Dobijamo:

[Y, Z] = Y Z ′ − ZY ′ =⇒ [X, [Y, Z]] = X(Y Z ′′ − ZY ′′)− (Y Z ′ − ZY ′)X ′

Gde smo u drugom delu koristili Lajbnicovo pravilo. Sliqnim
zapisom ostale dve zagrade vidimo da se svaki qlan krati i da
zaista va�i identitet.
Ovo nam obezbe�uje uslov da skup svih vektorskih poǉa na mno-
gostrukosti M qini Lijevu algebru.

A.3.3 Integralne krive
Ovaj deo daje jox jednu vizuelnu pomo� za vektorska poǉa. Tok na
mnogostrukosti M je jedno-parametarska familija difeomorfizama σt :
M −→ M gde parametar t ∈ R. Ova preslikavaǌa imaju osobinu da je
σ0 = IdM i da za proizvoǉne s, t va�i σs+t = σs ◦ σt, odakle lako vidimo
da va�i σ−t = 1/σt. Zbog ovakvog toka se pojavǉuju strujne linije od
kojih �emo jox zahtevati da budu glatke.

Mo�emo definisati vektorsko poǉe tako xto uzmemo tangentu na
strujne linije u svakoj taqki. U datom koordinatnom sistemu imamo:

Xµ(xµ(t)) =
dxµ(t)

dt

S druge strane, ako nam je dato vektorsko poǉe na mnogostrukosti mo�emo
da integralimo prethodnu diferencijalnu jednaqinu da dobijemo stru-
jne linije asocirane s tim vektorskim poǉem. Ovakve linije nazivamo
integralne krive nastale od poǉa X.
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Slika A.3: Integralna kriva nekog 2D vektorskog poǉa

U nastavku �e nam trebati samo infinitezimalni tok koji nastaje od
datog poǉa, pa �e nam koristiti aproksimacija:

xµ(t) = xµ(0) + tXµ(x) +O(t2) (A.5)

Vidimo da izvod prethodne jednaqine konzistentan sa jednaqinom pre.

A.3.4 Lijev izvod

Naxe1 trenutno znaǌe je priliqno svedeno. Znamo kako da uzmemo izvod
funkcije uvo�eǌem vektorskog poǉa X gde je X(f) upravo taj izvod.
Slede�a stvar koju �elimo da radimo jeste da uzmemo izvod vektorskog
poǉa Y u smeru nekog drugog vektorskog poǉa X.

Da bismo mogli da oduzmemo dva vektora koji se nalaze u razliqitim
taqkama mnogostrukosti treba nam naqin da identifikujemo (u smislu
uspostavimo korespodenciju ne u smislu prona�emo) tangentne prostore
kojima oni pripadaju. Sada �emo da uvedemo dva pojma koji �e nam
omogu�iti da ovo uradimo.

1Marius Sophus Lie je bio norvexki matematiqar koji je krunisan otkri�em objekata
koji se zovu Lijeve grupe. ’Lijev’, dakle, nije ijekavski izgovor za levi...
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Guraǌe i povlaqeǌe

Uzmimo u obzir difeomorfno preslikavaǌe izme�u dve mnogostrukosti
φ : M −→ N . Recimo da pored ovoga imao i funkciju f : N −→ R. Tada
mo�emo da napravimo novu funkciju koju obele�avamo kao (φ∗f) :M −→ R:

(φ∗f)(p) = f ◦ φ(p)

Korixteǌe preslikavaǌa da objekte originalno definisane na N povuqemo
na M nazivamo povlaqeǌe. Uvo�eǌem koordinatnog bazisa xµ na M i
yα na N preslikavaǌe postaje φ = yα(x). Tada povlaqeǌe ima oblik:

(φ∗f)(p) = f(yα(p))

S druge strane, vektorska poǉa imaju prirodniji oblik kada prelaze
sa mnogostrukosti u drugom smeru. Za dato vektorsko poǉe Y na M
mo�emo konstruisati guraǌe vektorskog poǉa na N u oznaci (φ∗Y ) koje
na proizvoǉnu funkciju f : N −→ R deluje kao:

[(φ∗Y )(f)](φ(p)) = [Y (φ∗f)](p)

Dakle, funkcije vuqemo, a poǉa guramo. U indeksnoj notaciji je
Y = Y µ∂/∂xµ, pa jednaqina iznad postaje:

(φ∗Y )(f) = Y µ∂y
α

∂xµ
∂f(y)

∂yα

U komponentama:

(φ∗Y )α = Y µ∂y
α

∂xµ
(A.6)

Konstrukcija Lijevog izvoda

Sada �emo koriste�i ove ideje napraviti izvod. Posmatrajmo vektorsko
poǉe X na mnogostrukosti M . Ono proizvodi neki tok σt : M −→ M .
Poxto je ovo legitimno preslikavaǌe mo�emo ga koristiti da naprav-
imo guraǌe iz Tp(M) u Tσt(M). Ovo je upravo ono xto nam treba ako �e-
limo da poredimo tangentne vektore u susednim taqkama. Rezultuju�i
diferencijalni operator se zove Lijev izvod u oznaci LX.
Pogledajmo Lijev izvod obiqne funkcije f :

LX(f) = lim
t→0

f(σt(x))− f(x)

t
=
df(σt(x))

dt

∣∣∣∣
t=0

=
∂f

∂xµ
dxµ

dt

∣∣∣∣
t=0
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Yp

Y(σt)(p)

σt(p)p

(σ−t)∗

Slika A.4: Konstrukcija Lijevog izvoda

Me�utim znamo da je Xµ = dxµ/dt, pa dobijamo:

LX(f) = Xµ(x)
∂f

∂xµ
= X(f) (A.7)

Odavde zakǉuqujemo da je dejstvo Lijevog izvoda na funkcije upravo de-
jstvo vektorskog poǉa na funkciju.

Pogledajmo sada dejstvo Lijevog izvoda na vektorsko poǉe Y :

LX(Y ) = lim
t→0

((σ−t)∗Y )p − Yp
t

Obratimo pa�ǌu na minus u σ−t. Razlog ovome je upravo to da poǉa
guramo. Preslikavaǌe σt nas iz taqke p dovodi u taqku σt(p). Da bismo
tangentni vektor Yσt(p) ∈ Tσt gurnuli u tangentni prostor Tp treba da se
vratimo u vremenu, pa koristimo inverzno preslikavaǌe (σ−t)∗.

Kao olakxicu prvo �emo na�i izvod bazisnih vektora ∂µ:

LX = lim
t→0

(σ−t)∗∂µ − ∂µ
t

Iz jednaqine A.6 znamo dejstvo guraǌa na koordinatni bazis samo treba
da zamenimo yα sa infinitezimalnim proticaǌem iz A.5 dato sa xµ(t) =
xµ(0)− tXµ(x) + . . ., pa imamo:

(σ−t)∗∂µ =

(
δνµ − t

∂Xν

∂xµ
+ . . .

)
∂ν

Konaqno vidimo da Lijev izvod deluje na bazis kao:

LX∂µ = −∂X
ν

∂xµ
∂ν
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Da bismo naxli dejstvo na poqetno poǉe Y koristimo standardne os-
obine izvoda:

LX(Y
µ∂µ) = (LXY

µ)∂µ + Y µ(LX∂µ)

Gde �emo Y µ(x) prosto posmatrati kao n funkcija, pa uz pomo� A.7 do-
bijamo:

LX(Y
µ∂µ) = Xν ∂Y

µ

∂xν
∂ν − Y µ∂X

ν

∂xµ
∂µ

Dovitǉiv qitalac ve� mo�da vidi koliko je sati. Naime, ovo je upravo
struktura komutatora, pa na kraju dobijamo:

LXY = [X, Y ] (A.8)

Lijevi izvodi nam ne�e trebati mnogo u ovom radu ali ǌihovo uvo�eǌe
dobro oslikava neke tehnike i naqin razmisǉaǌa u diferencijalnoj ge-
ometriji.

A.4 Tenzori

Objekat koji �e da zauzme centralno mesto u naxoj daǉoj diskusiji jeste
tenzor. ǋega �emo da uvedemo na donekle apstraktan naqin kao multi-
linearno preslikavaǌe koje za argument uzima odre�en broj vektora i
kovektora. Da bismo boǉe razumeli suxtinu tenzora od pomo�i nam je
da u ovom momentu opet posetimo dualne vektore (kovektore).

A.4.1 Dualni vektori
Za svaku taqku p ∈M imamo vezan tangentni prostor Tp. Dualni prostor
ovome jeste kotangentni prostor T ∗

p , a ǌegovi elementi su kotangentni
vektori ili kra�e kovektori.
Kao i ranije, svakoj taqki na mnogostrukosti mo�emo da pripixemo
kovektor i ako ovo uradimo na gladak naqin dobi�emo kovektorsko poǉe
koje nazivamo i jedan-forma, u oznaci Λ1(M).

Kao xto smo videli u poqetnom poglavǉu dejstvo dualnog vektora
na obiqan vektor daje realan broj u vidu unutraxǌeg proizvoda. Ovo
u neku ruku mo�e da poslu�i kao motivacija da uvedemo intuitivnu
jedan-formu koja bi pri dejstvu na vektorsko poǉe dala funkciju (neku
brojnu vrednost u svakoj taqki, xto je upravo funkcja). S ovim na umu
pogledajmo slede�i objekat definisan za proizvoǉnu funkciju f ∈ C∞:

df(X) = X(f)
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Vidimo da ovako definisan objekat df kao argument uzima vektorsko
poǉe X i daje realnu funkciju, pa mo�emo da proglasimo df ∈ Λ1(M).
Ovaj metod mo�emo koristiti da na�emo bazis za Λ1, tako xto �emo
umesto proizvoǉne funkcije f odabrati koordinatne funkcije xµ:

dxµ(∂ν) = ∂ν(x
µ) = δνµ

Gde smo vektorsko poǉe X zamenili bazisom ∂µ. Ovo znaqi da dxµ pred-
stavǉa bazis za Λ1(M), dualan koordinatnom bazisu ∂µ. Bilo koji kovek-
tor mo�emo da napixemo u obliku:

ω = ωµdx
µ

Pogledajmo sada xta se desi kada promenimo mapu ϕ na ϕ̃. Qitalac je
podstaknut da se podseti priqe o promeni koordinata za obiqne vektore,
pa da sam nasluti oblik transformacije. U svakom sluqaju, znamo da se
bazis za vektore meǌa kao:

∂

∂x̃µ
=
∂xν

∂x̃µ
∂

∂xν

Dualni bazis bi trebao da se meǌa u inverznom obliku, pa imamo:

dx̃µ =
∂x̃µ

∂xν
dxν

Odavde onda imamo:

dx̃µ
(

∂

∂x̃ν

)
=
∂x̃µ

∂xρ
dxρ

(
∂xσ

∂x̃ν
∂

∂xσ

)
=
∂x̃µ

∂xρ
∂xσ

∂x̃ν
dxρ

(
∂

∂xσ

)
=
∂x̃µ

∂xρ
∂xσ

∂x̃ν
δρσ

Nakon xto u krajǌem qlanu uvedemo zamenu σ → ρ (da bismo se otarasili
δρσ) dobijamo:

∂x̃µ

∂xρ
∂xρ

∂x̃ν
=
∂x̃ν

∂x̃ν
= δµν

Odavde mo�emo da uzmemo prvi qlan s leve strane monstruozne jednaqine
iznad i da ga uporedimo s posledǌim:

dx̃µ
(

∂

∂x̃ν

)
= δµν

Kao xto bismo i oqekivali za matricu i ǌen inverz... Proizvoǉnu
jedan-formu ω mo�emo da zapixemo u ovim mapama kao:

ω = ωµdx
µ = ω̃µdx̃

µ gde je ω̃µ =
∂xν

∂x̃µ
ων

Komponente vektora koji se transformixu na ovaj naqin se nazivaju
kovarijantne.
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A.4.2 Lijev izvod jedan-formi
Metod koji �emo koristiti da na�emo ovaj izvod nije drugaqiji od onoga
kojoi smo koristili za nala�eǌe izvoda vektorskog poǉa. Osnovna ideja
koju koristimo jeste da preselimo dualni vektor is jednog kotangentnog
protora T ∗

p u drugi.

Jedina razlika na koju treba obratiti pa�ǌu jeste qiǌenica da se
forme sa jedne na drugu mnogostrukost povlaqe, za razliku od vek-
torskih poǉa koja se guraju.
Razmatrajmo preslikavaǌe φ : M −→ N i 1-formu ω : T (N) −→ R. Kako
mo�emo da spojimo ova dva koncepta? Vrlo prosto, ako gurnemo vek-
torsko poǉe X sa M na N dobijamo poǉe (φ∗X). Ako na taj novi objekat
delujemo 1-formom ω(φ∗X) dobijamo preslikavaǌe koje kao argument uz-
ima objekat defnisan na M i slika ga u realne brojeve. Ovo je isto
kao da smo povukli ω na M , pa tu delovali na X. Takvo zapa�aǌe nas
motivixe da defnixemo povlaqeǌe jedan-forme ω kao:

(φ∗ω)(X) = ω(φ∗X)

Uvo�eǌem koordinata xµ na M i yα na N dobijamo:

(φ∗ω)µ = ωα
∂yα

∂xµ

Pre�imo sada na posao. Da bismo definisali Lijev izvod LX potre-
ban nam je tok koji se javǉa usled postojaǌa vektorskog poǉa X koji
obele�avamo sa σt :M −→M , odakle dobijamo:

LXω = lim
t→0

(σ∗ω)p − ωp

t

Primetimo da sada vuqemo sa σ(+)t za razliku od σ−t koje smo imali
kod vektorskih poǉa. Razlog ovome je promena smera ’prebacivaǌa’ ob-
jekata (vektroska poǉa se guraju ⇐⇒ u smeru preslsikavaǌa, a forme
u suprotnom smeru). Infinitezimalan tok koji deluje na koordinate ih
meǌa kao xµ(t) = xµ(0) + tXµ + . . ., pa je povlaqeǌe bazisnih vektora dxµ:

σ∗
t dx

µ =

(
δµν + t

∂Xµ

∂xν
+ . . .

)
dxν

Dakle, onda je:

LX(dx
µ) =

∂Xµ

∂xν
dxν
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Uz Lajbnicovo pravilo i zapis ω = ωµdx
µ dobijamo:

LXω = (LXωµ)dx
µ + ωνLXdx

ν)

= (Xν∂νωµ + ων∂µX
ν)dxµ

(A.9)

Gde smo na ωµ gledali kao na n funkcija iz realnih u realne, pa smo ih
u drugoj liniji napali samo poǉem X.

A.4.3 Tenzorska poǉa

Definicija 8. Tenzor ranga (r, s) u taqki p je multilinearno pres-
likavaǌe:

T : T ∗
p (M)× . . .× T ∗

p (M)︸ ︷︷ ︸
r

×
s︷ ︸︸ ︷

Tp(M)× . . .× Tp(M) −→ R

Tenzor ranga (r, s) u taqki p je multilinearno preslikavaǌe:
Primer tenzora koje ve� znamo su: dualni vektori - tenzori ranga

(0, 1) (potreban im je jedan vektor u argumentu da bi dali realan broj!),
vektori - tenzori ranka (1, 0), skalari - tenzori ranga (0, 0).
Kao i ranije, tenzorsko poǉe je pripisivaǌe tenzora svakoj taqki mno-
gostrukosti na gladak naqin.

Za dati vektorski bazis eµ i dualni bazis f ν komponente tenzora su:

T ν1...νr
µ1...µs = T (f ν1 , . . . , f νr , eµ1 , . . . , eµs)

Operacije sa tenzorskim poǉima

Za dva tenzora T i S koji su respektivno ranga (r, s) i (p, q) tenzorski
proizvod se definixe krajǌe intuitivno:

S ⊗ T (ω1, . . . ,ωp, η1, . . . , ηr, X1, . . . , Xq, Y1, . . . , Ys)

=S(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)T (η1, . . . , ηr, Y1, . . . , Ys)
(A.10)

Ovo �e biti novi tenzor ranga (r + p, s+ q). U komponentama ovo je:

(S ⊗ T )µ1,...,µp,ν1,...,νr
ρ1,...,ρq ,σ1,...,σs

= Sµ1,...,µp
ρ1,...,ρqT

ν1,...,νr
σ1,...,σs

Jox jedna operacija koju mo�emo da radimo nad tenzorima jeste kon-
trakcija indeksa. Od tenzora T ranga (r, s) dobijamo tenzor ranga
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(r − 1, s − 1). Da bismo ovo uradili jedan argument zamenimo sa fµ,
a drugi sa eµ, odakle mno�eǌem da dva posvim µ = 0, 1, . . . , n dobijamo
jedinice. Na primer, za tenzor T ranga (2, 1) kontrakcijom dobijamo
tenzor S ranga (1, 0):

S(ω) = T (ω, fµ, eµ)

Alternativno bismo mogli da dobijemo tenzor S ′(ω) = T (fµ, ω, eµ). Gledaju�i
na ovo sa strane indeksa dobijamo:

Sν(ω) = T νµ
µ ili S ′ν(ω) = T µν

µ

Slede�a operacija je simetrizacija i antisimetrizacija. Na primer,
za dati tenzor T ranga (0, 2) mo�emo da ga simetrizujemo ili anti-
simetrizujemo na slede�i naqin:

S(X, Y ) =
1

2
(T (X, Y ) + T (Y,X))

A(X, Y ) =
1

2
(T (X, Y )− T (Y,X))

(A.11)

U indeksima ovo postaje:

Sµν =
1

2
(Tµν + Tνµ) i Aµν =

1

2
(Tµν − Tνµ)

Druga notaciju koju �emo qesto da koristimo je:

T(µν) =
1

2
(Tµν + Tνµ) i T[µν] =

1

2
(Tµν − Tνµ)

Ovo proceduru mo�emo da odradimo nad p indeksa uz uslov da su ili
svi gore ili svi dole. Tada �emo ǌihov zbir da delimo sa p! jer je
to broj permutacija p objekata. Tako�e, kod antisimetrizacije svaki
qlan �e imati predznak + ili − u zavisnosti od parnosti permutacije
indeksa.

T µ
(νρσ) =

1

3!
(T µ

νρσ + T µ
ρνσ + T µ

ρσν + T µ
σρν + T µ

σνρ + T µ
νσρ)

T µ
[νρσ] =

1

3!
(T µ

νρσ − T µ
ρνσ + T µ

ρσν − T µ
σρν + T µ

σνρ − T µ
νσρ)

(A.12)

Napomena o parnosti permutacije

Parnost permutacije p brojeva je broj zamena izme�u dva broja u
nizu koje treba da uradimo na poqetnoj konfiguraciji da bismo
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dobili neku drugu. Bitno tvr�eǌe koje ne�u dokazati jeste da
je parnost permutacije jednoznaqna. Recimo, niz 25431 je neparna
permutacija niza 12345 jer su nam potrebne 3 zamene da bismo od
poqetne konfiguracije doxli do krajǌe (2 → 1, 1 → 5, 3 → 4).

Da bismo simetrizovali ili antisimetrizovali dva indeksa koji
nisu susedna koristimo vertikalne linije da razdvojimo ostatak in-
deksa od ǌih:

T[µ|ν|ρ] =
1

2
(Tµνρ − Tρνµ)

A.5 Diferencijalne forme

Tenzorska poǉa koja su nam od posebnog znaqaja su potpuno antisimet-
riqna (0, p) tenzorska poǉa koja nazivamo i p-forme. skup svih p-formi
na mnogostrukosti M se obele�ava kao Λp(M).

Za datu p-formu ω i q-formu η mo�emo da uzmemo tenzorski proizvod
koji antisimetrizujemo da bismo dobili p+ q-formu. Ovakav objekat se
zove spoǉaxǌi proizvod (negde i ve
 proizvod):

(ω ∧ η)µ1...µpν1...νq =
(p+ q)!

p!q!
ω[µ1...µpην1...νq ]

Ovaj misteriozni koeficjent je tu jer se ispostavǉa da se za neke op-
eracija sa formama on vrlo lepo pokrati. U slede�em tvr�eǌu ovo
dokazujem. Tvr�eǌe je malo nasilno, pa ga na prvo qitaǌe mo�ete
preskoqiti.

Teorema 2. Neka je (ϵ1, . . . , ϵn) bazis za T ∗
p . Za bilo koja dva multiindeksa

I = (i1, . . . , ik) i J = (j1, . . . , jl) va�i:

ϵI ∧ ϵJ = ϵIJ

Gde je IJ = (i1, . . . , ik, j1, . . . , jl) konkatinacija ova dva indeksa.

Dokaz. Iz multilinearnosti dovoǉno je da poka�emo:

ϵI ∧ ϵJ(Ep1 , . . . , Epk+l
) = ϵIJ(Ep1 , . . . , Epk+l

)

za bilo koji niz bazisnih vektora (Ep1 , . . . , Epk+l
). Izbegavaju�i dokaz za

sluqajeve gde se indeksi p ponavǉaju ili ih nema na jednoj od dve strane,
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prelazim na sluqaj gde nema ovih problema. Neka je P = (p1, . . . , pk+l) i
neka je P = IJ. Po definiciji:

ϵI ∧ ϵJ(Ep1 , . . . , Epk+l
)

=
(k + l)!

k!l!
Alt (ϵI ⊗ ϵJ)(Ep1 , . . . , Epk+l

)

=
1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

(sgn σ)ϵI(Epσ(1)
, . . . , Epσ(k)

)ϵJ(Epσ(k+1)
, . . . , Epσ(k+l)

)

(A.13)

Jedini nenulti qlanovi koji pre�ivǉavaju u gorǌoj sumi jesu qlanovi
gde σ permutuje prvih k indeksa i posledǌih l indeksa iz P odvojeno.
Drugim reqima σ = τη gde su τ ∈ Sk permutuje (1, . . . , k) i η ∈ Sl permutuje
(k + 1, . . . , k + l). Kako je sgn (τη) = (sgn τ)(sgn η), imamo:

ϵI ∧ ϵJ(Ep1 , . . . , Epk+l
)

=
1

k!l!

∑
τ∈Sk,η∈Sl

(sgn τ)(sgn η)ϵI(Epτ(1) , . . . , Epτ(k))ϵ
J(Epk+η(1)

, . . . , Epk+η(l)
)

=

(
1

k!

∑
τ∈Sk

(sgn τ)ϵI(Epτ(1) , . . . , Epτ(k))

)

×

(
1

l!

∑
η∈Sl

(sgn η)ϵJ(Epk+η(1)
, . . . , Epk+η(l)

)

)
= (Alt ϵI)(Ep1 , . . . , Epk)(Alt ϵ

J)(Epk+1
, . . . , Epk+l

)

= ϵI(Ep1 , . . . , Epk)ϵ
J(Epk+1

, . . . , Epk+l
) = 1

(A.14)

Ve
 proizvod je antikomutativan u smislu da je ω ∧ η = −η ∧ ω.
Proizvod dve 1-forme je:

ω ∧ π =
1

2
(ωµπνdx

µ ∧ dxν + ωνπµdx
ν ∧ dxµ) = 1

2
(ωµπν − ωνπµ)dx

µ ∧ dxν

Ovo predstavǉa 2-formu. Najopxtija 2-forma je oblika τ = 1
2
Aijdx

i ∧
dxj. S tim u vezi lako vidimo kako opxtu p-formu lokalno mo�emo da
zapixemo kao ω = 1

p!
Aµ1...µpdx

µ1 ∧ . . . ∧ dxµp.2

Za ω ∈ Λp(M) i η ∈ Λq(M) imamo slede�e tvr�eǌe:

ω ∧ η = (−1)pqη ∧ ω
2Ovo va�i samo lokalno. Nije taqno i globalno. Ne mo�emo bax svaku formu da

rastavimo ovako. U fizici forme su dovoǉno zdravorazumne da se mogu rastaviti
ovako. Taqno tvr�eǌe jeste da se svaka k-forma mo�e napisati kao linearna kombi-
nacija formi koje su rastavǉive.
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Ako obe ove forme zapixemo kao proizvod respektivnih dxµ vidimo kako
zamenom parova u tom proizvodu dobijamo eksponent pq.

Primer A.5.

Da bismo stekli malo boǉu intuiciju o znaqeǌu ve
 proizvoda,
posmatrajmo dva vektora koji �ive u M = R3. Neka je ω = ωµdx

µ i
η = ηµdx

µ:

ω ∧ η = (ω1dx
1 + ω2dx

2 + ω3dx
3) ∧ (η1dx

1 + η2dx
2 + η3dx

3)

= (ω1η2 − ω2η1)dx
1 ∧ dx2 + (ω2η3 − ω3η2)dx

2 ∧ dx3 + (ω3η1 − ω1η3)dx
3 ∧ dx1

(A.15)

Kao xto mo�ete da vidite, ve
 proizvod za dva 3-vektora jeste
upravo ǌivo vektorski proizvod u R3, xto predstavǉa povrxinu
paralelograma obrazovanog sa ω i η.

Iz prethodnog primera mo�emo da naslutimo zaxto je bitno da imamo
ve
 proizvod. Naime, ne postoji prirodna genralizacija vektorskog
proizvoda × u prostorima sa dimenzijom ve�om od 3. Jako nam je bitno
da imamo naqin da konstruixemo povrxine i zapremine u vixedimen-
zionim prostorima. S tim u vezi interpretacija ve
 proizvoda jeste
upravo vixedimenzioni ro�ak vektorskog proizvoda.
Kao xto �emo uskoro da vidimo, da bismo radili integrale na mno-
gostrukostima bi�e nam potrebna infinitezimalna zapremina tj. mera
po kojoj integralimo. ǋu �emo da defnixemo kao ve
 proizvod n bazis-
nih vektora.

A.5.1 Spoǉaxǌi izvod
Spoǉaxǌi ili eksterni izvod je generalizacija diferencijala. Kada
smo prvi put konstruisali 1-formu zapisali smo je kao:

df =
∂f

∂xµ
dxµ

Sada �emo da proxirimo ovo znaǌe na vixe dimenzija.

Definicija 9. Spoǉaxǌi izvod je preslikavaǌe:

d : Λp(M) −→ Λp+1(M)
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koje u lokalnim koordinatama deluje kao:

(dω) =
1

p!

∂ωµ1...µp

∂xν
dxν ∧ dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµp

Alternativno, delovaǌe ovog izvoda mo�emo i da zapixemo kao:

(dω)µ1...µp+1 = (p+ 1)∂[µ1ωµ2...µp+1]

Slede�a tvr�eǌa koja dokazujemo su standardna ali malo suvoparna.
Ako niste popili kafu jutros dokaze mo�ete da preskoqite za sada.

Prvo tvr�eǌe koje navodim bez dokaza jer sledi odmah iz defnicije
jeste da je operator d linearan.

Lema. Ako je ω glatka k-forma i η glatka l-forma definisana na otvorenom
skupu mnogostrukosti, tada va�i:

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη

Dokaz. Iz linearnosti dovoǉno je razmotriti qlanove oblika ω = udxI ∈
Λk i η = vdxJ ∈ Λl za glatke funkcije u i v. Prvo treba da poka�emo
da d zadovoǉava d(udxI) = du ∧ dxI za bilo koji multiindeks I, ne nu�no
rastu�i. Ako I ima ponovǉen indeks oqito va�i d(udxI) = 0 = du ∧ dxI
(jer je dx ∧ dx = 0). Ako se indeksi ne ponavǉaju, neka je σ permutacija
koja I xaǉe u rastu�i multiindeks J. Tada va�i:

d(u dxI) = (sgn σ)d(u dxJ) = (sgn σ)du ∧ dxJ = du ∧ dxI

Koriste�i ovo raqunamo:

d(ω ∧ η) = d
(
(u dxI) ∧ (v dxJ)

)
=
(
uv dxI ∧ dxJ

)
= (v du+ u dv) ∧ dxI ∧ dxJ

=
(
du ∧ dxI

)
∧
(
v dxJ

)
+ (−1)k

(
u dxI

)
∧
(
dv ∧ dxJ

)
= dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη

(A.16)

gde nam qlan (−1)k dolazi iz qiǌenice da je dv ∧ dxI = (−1)k dxI ∧ dv jer
je dv 1-forma, a dxI k-forma

Ovu lemu �emo da koristimo da poka�emo slede�u teoremu.
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Teorema 3. Za svaku formu ω va�i:

d(dω) = 0

Ovo jox pixemo kao d2 = 0

Dokaz. Prvo �emo da poka�emo da tvr�eǌe va�i za 0-formu ili u prizem-
nijim terminima glatku funkciju. U tom sluqaju:

d(du) = d

(
∂u

∂xj
dxj
)

=
∂2u

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj

=
∑
i<j

(
∂2u

∂xi∂xj
− ∂2u

∂xj∂xi

)
dxi ∧ dxj = 0

(A.17)

Posledǌa jednakost sledi iz Kleroovog pravila simetrije parcijalnih
izvoda koji su neprekidni. Za opxti sluqaj, koristimo k = 0 sluqaj i
prethodnu lemu:

d(dω) = d

(∑
J

′

dωJ ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk
)

=
∑
J

′

d(dωJ) ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk

+
∑
J

′ k∑
i=1

(−1)idωJ ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ d(dxji) ∧ . . . ∧ dxjk = 0

(A.18)

Jox neka tvr�eǌa qije dokaze zaobilazim su:

• d(φ∗ω) = φ∗(dω) gde je φ∗ povlaqeǌe.

• Iz prethodnog va�i d(LXω) = LX(dω)

p-forma je zatvorena ako svuda va�i dω = 0. Forma je taqna ako je
ω = dη svuda za neko η.

A.5.2 Integracija
Posledǌa stvar koju �elimo da radimo na mnogostrukostima jesu in-
tegrali. Kao xto sam rekao u prethodnom poglavǉu, koristi�emo ve

proizvod da definixemo meru za integral.
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Integracija na mnogostrukostima

Definicija 10. Zapreminska forma v je forma dimenzije n:

v = v(x)dx1 ∧ . . . ∧ dxn

Gde v(x) ̸= 0. Ako takva forma postoji svuda, mnogostrukost M je
orijentisana.

Ako je v(x) < 0 orijentacija je levoruka, a ako je v(x) > 0 orijentacija
je desnoruka.

Nije dovoǉno da definixemo v(x) samo lokalno. Treba da uxi-
jemo sve oblasti definisanosti tako da se orijentacija ne promeni. U
drugim koordinatama zapreminska forma postaje:

v = v(x)
∂x1

∂x̃µ1
dx̃µ1 ∧ . . . ∧ ∂xn

∂x̃µn
dx̃µn = v(x)det

(
∂xµ

∂x̃ν

)
dx̃1 ∧ . . . ∧ dx̃n

Xto odr�ava orijentaciju ako je :

det

(
∂xµ

∂x̃ν

)
> 0

Za datu zapreminsku formu na M mo�emo da integralimo bilo koju
funkciju f :M −→ R. U mapi ϕ : O −→ U , sa koordinatama xµ:∫

O
fv =

∫
U

dx1 . . . dxnf(x)v(x)

Integracija na podmnogostrukostima

Definicija 11. Mnogostrukost Σ dimenzije k je podmnogostrukost
od M ako postoji 1− 1 preslikavaǌe ϕ : Σ −→ M i 1− 1 preslikavaǌe
ϕ∗ : Tp(Σ) −→ Tϕ(p)(M)

Tada mo�emo da integralimo k-formu ω naM po k-dimenzionoj podmno-
gostrukosti Σ. Ovo radimo povlaqeǌem k-forme na Σ:∫

ϕ(Σ)

ω =

∫
Σ

ϕ∗ω
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A.5.3 Stoksova teorema
Mnogostrukost sa granicom defnixemo na sliqan naqin ako obiqnu mno-
gostrukost. Razlika je u tome da u mapama ϕ : O −→ U otvoren skup U
predstavǉa otvoren podskup od Rn+ = {{x1, . . . , xn}|xn ≥ 0}. Granica ima
kodimenziju 1 (1 maǌu dimenziju) i oznaqava se kao ∂M , predstavǉa
podmnogostrukost sa xn = 0. Za slede�e tvr�eǌe preskaqem suvoparan
dokaz.

Teorema 4 (Stoksova teorema). Posmatrajmo mnogostrukostiM sa grani-
com ∂M . Ako je dimenzija mngostrukosti n onda za bilo koju (n−1)-formu
ω va�i slede�e: ∫

M

dω =

∫
∂M

ω



A.5. Diferencijalne forme 85

Henri Poinkare (1854 -
1912)

Poinkare je bio Francuski
matematiqar, fiziqar i
prirodni filozof koji je
imao monumentalan doprinos
u raznim poǉima ukǉuquju�i:
matematiku, teorijsku fiziku,
nebesku mehaniku, optiku itd...

Poinkare je ro�en u Nan-
siju u Francuskoj i kao mali je
pokazao jak afinitet ka matem-
atici. Studirao je na Ekolu u
Parizu, a kasnije je doktorirao
na Univerzitetu Pariza.
Poinkareov najve� doprinos je
bio u topologiji, grani matem-
atike koja prouqava geometri-
jske osobine objekata koje su in-
varijantne pod dejstvom homeo-

morfizama. Tako�e je doprineo
i metodama za rexavaǌe difer-
encijalnih jednaqina i prob-
lemu kretaǌa sistema tri tela
pri gravitacionoj interakciji.

U teorijskoj fizici je bio
pionir u prouqavaǌu elektro-
magnetnih talasa i imao je
ogroman doprinos u teoriji
relativnosti posebno u oblasti
Lorencovih transformacija
i tumaqeǌu pojma istovre-
menosti.
Bio je jako zainteresovan u
filozofiju i pisao je o temama
poput prirode nauqnog pitaǌa,
odnosu matematike i fizike i
ulozi intuicijeu naqnom otkri-
vaǌu.

Poinkare je oki�en mnogim
priznaǌima za vreme svog �iv-
ota, ukǉuquju�i i primaǌe na
Francusku akademiju nauka i
u Kraǉevsko druxtvo Londona.
Bio je i predsednik Me�unar-
odnog kongresa matematiqara
1900.

Umro je 1912. u Parizu sa 58
godina, iza sebe ostavivxi bo-
gat i dubok doprinos u raznim
granama nauke, time zauvek uk-
lesavxi svoje ime u velelepnu
istoriju nauke.
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B Uvod u Rimanovu geometriju

Objekat koji �elimo da uvedemo u ovom poglavǉu je upravo i najbitniji
za naxu diskusiju o relativnosti. Taj objekat je naravno metrika.
Iako se poglavǉe zove ,,Uvod u Rimanovu geometriju” naxa metrika �e,
kao metrika Minkovskog, imati jedan minus. Zbog ǌega precizniji naziv
onoga xto izuqavamo je Lorencova geometrija. U suxtini - nebitno,
pre�imo na stvar.

B.1 Metrika

U prvom poglavǉu sam uveo metriku ηµν koju smo defnisali kao ob-
jekat koji nam daje pojam o udaǉenosti objekata u ravnom prostoru.
Na sliqan naqin �emo da uvedemo naxu opxtiju metriku. Specifiqno,
defnisa�emo unutraxǌi proizvod na Tp(M) pomo�u ǌe.

Definicija 1. Metrika je (0, 2) tenzorsko poǉe koje ispuǌava
slede�e uslove:

• Simetriqna je: g(X, Y ) = g(Y,X)

• Nije degenerisana: Ako je za bilo koje p ∈M i za svako Y ∈ Tp(M)
g(X, Y )|p = 0 onda je Xp = 0

U datim koordinatama mo�emo da zapixemo metriku kao:

g = gµν(x)dx
µ ⊗ dxν

Standardnija notacija je da g → ds2, a da simbol tenzorskog proizvoda
samo izbrixemo, pa imamo ds2 = gµν(x)dx

µdxν. Komponente metrike gµν
mo�emo da dobijemo tako xto metrikom delujemo na par bazisnih vek-
tora:

gµν = g

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)
87
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Metrika je simetiqna matrica koju pogodnim izborom bazisa za Tp
mo�emo dijagonalizovati. Nedegenerisanost nam garantuje nenulte di-
jagonalne elemente. Broj minusa i pluseva u metrici je konstantan.
Broj minusa nazivamo signatura (ili potpis) metrike.

B.1.1 Rimanova mnogostrukost
Mnogostrukost koja ima metriku sa svim pozitivnim dijagonalnim ele-
mentima se naziva Rimanova mnogostrukost. Lak primer ovakve mno-
gostrukosti jeste Rn sa metrikom:

g = dx1 ⊗ dx1 + . . .+ dxn ⊗ dxn

Komponente ove metrike su date kroneker deltom gµν = δµν.
Uopxteno, Rimanovom metrikom mo�emo da merimo du�inu vektora (normu)
kao:

|X| =
√
g(X,X)

Koriste�i metriku tako�e mo�emo da merimo udaǉenost izme�u dve
taqke du� neke krive na mnogostrukosti. Neka su p i q i neka je σ :
[a, b] −→ M parametrizovana kriva sa osobinom σ(a) = p i σ(b) = q. Tada
je udaǉenost data kao:

s =

∫ b

a

dt
√
g(X,X)|σ(t)

B.1.2 Operacije sa metrikom
Sada �emo da bacimo oko na neke osnovne upotrebe metrike.

Metrika kao izomorfizam

Prvo tvr�eǌe koje posmatramo jeste da metrika daje prirodan izomor-
fizam izme�u vektora i kovektora.
Neka je X = Xµ∂µ. Sada mo�emo da koristimo metriku da spustimo in-
deks sa gorǌeg na doǌi, pa samim tim i da prevratimo vektor u ǌegov
dual koji �emo isto obele�avati sa X:

Xµ = gµνX
ν

Kako je metrika nedegenerisana lako mo�emo da na�emo ǌen inverz iz
relacije gµρg

ρν = δνµ. Na inverznu metriku mo�emo da gledamo kao si-
metriqno (2, 0) tenzorsko poǉe koje mo�emo zapisati kao ĝ = gµν∂µ ⊗ ∂ν.
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S ovim u vidu, nije texko zakǉuqiti da metrikom tako�e mo�emo da
podignemo indeks i to na slede�i naqin:

Xµ = gµνXν

U Rn standardna metrika δνµ je toliko prosta da je izomorfizam triv-
ijalan, pa samim tim i ne vidimo razliku izme�u vektora i dualnih
vektora u uobiqajenim razmatraǌima.

Zapreminska forma

Na kraju prvog poglavǉa apendiska smo se upoznali za integracijom na
mnogostrukostima za koju nam je bila potrebna zapreminska forma kao
mera integracije.

Na Rimanovoj mnogostrukosti zapreminsku formu definixemo kao:

v =
√
detgµν dx

1 ∧ . . . ∧ dxn

Determinantu obiqno kra�e pixemo kao
√
g =

√
detgµν. Na Loren-

covoj mnogostrukosti zbog signature metrike uzimamo da je zapreminska
forma:

v =
√
−g dx0 ∧ . . . ∧ dxn−1

Teorema 1. Zapreminska forma je nezavisna od odabira koordinata.

Dokaz. Posmatrajmo drugi skup bazisnih vektora x̃µ, pa onda imamo:

dxµ = Aµ
νdx̃

ν gde je Aµ
ν =

∂xµ

∂x̃ν

U novim koordinatam ve
 proizvod postaje:

dx1 ∧ . . . ∧ dxn = A1
µ1 . . . A

n
µndx̃

µ1 ∧ . . . ∧ dx̃µn

Desnu stranu jednaqine mo�emo da poredamo u dx̃1 ∧ . . . ∧ dx̃n uz to da
treba da uzmemo u obzir znak u zavisnosti od permutacije indeksa.

dx1 ∧ . . . ∧ dxn =
∑
π

sgn(π)A1
π(1) . . . A

n
π(n)dx̃

1 ∧ . . . ∧ dx̃n

= det(A)dx̃1 ∧ . . . ∧ dx̃n

Gde su π sve permutacije {1, . . . , n}. Kako je det(A) > 0 odr�ana ori-
jentacija. Ovaj faktor je uobiqajen Jakobijan koji imamo pri promeni
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mere u integralu.
Komponente metrike se meǌaju kao:

gµν =
∂x̃ρ

∂xµ
∂x̃σ

∂xν
g̃ρσ = (A−1)ρµ(A

−1)σν g̃ρσ

Odakle joj je determinanta:

det gµν = (det A−1)2det g̃µν =
det g̃µν
(det A)2

Primetimo da se determinante A skrate, pa zaista mo�emo da pixemo
zapreminsku formu kao:

v =
√

|g̃| dx̃1 ∧ . . . ∧ dx̃n

Zapreminsku formu mo�emo da zapixemo i u drugaqijem obliku:

v =
1

n!
vµ1...µndx

µ1 ∧ . . . ∧ dxµn

Gde je tenzor vµ1...µn odre�en pomo�u potpuno antisimetriqnog objekta
ϵµ1...µn gde je ϵ1...n = +1, a ostali znakovi su odre�eni parno71u per-
mutacije.

vµ1...µn =
√
|g|ϵµ1...µn

Kako je vµ1...µn znamo da ϵµ1...µn nije bax tenzor, nego tenzor podeǉen
determinantom. Negde se to zove tenzorska gustina.

Zbog postojaǌa prirodne zapreminske forme, kada imamo metriku na
mnogostrukosti mo�emo da integralimo funkcije koriste�i metriku kao
meru: ∫

M

fv =

∫
M

dxn
√
±gf

Ho
ov dual

Slede�i objekat koji �emo da posmatramo je meni iz nepoznatih razloga
pravio dosta muke dok sam uqio opxtu relativnost. Mogu da ka�em da
nije od neizostavne va�nosti za daǉi napredak teksta ali opet treba
da se prokǉuvi suxtinu onoga xto on govori.
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Na orijentisanoj mnogostrukosti M mo�emo da koristimo potpuno
antisimetriqan tenzor ϵµ1...µn da bismo definisali preslikavaǌe koje
p-forme xaǉe u (n− p)-forme u oznaci (⋆ω) ∈ Λn−p(M) definisan kao:

(⋆ω)µ1...µn−p =
1

p!

√
|g| ϵµ1...µn−pν1...νpω

ν1...νp

Ovo preslikavaǌe ⋆ : Λp −→ Λn−p se zove Ho
ov zvezda operator.

B.2 Koneksija i zakrivǉenost

Ve� smo se upoznali sa nekim naqinima da uzmemo izvod na mnogostrukos-
tima. Vektorsko poǉe je u suxtini izvod za svaku datu taqku na mno-
gostrukosti. Upoznali smo i Lijev izvod gde smo morali malo mudrije
da pristupimo problemu. Tada smo koristili tok koji nastaje pri pos-
tojaǌu vektorskog poǉa da bismo identifikovali dva vektorska pros-
tora u razliqitim taqkama mnogostrukosti.
Me�utim, postoji jox jedan korisniji naqin da uzimamo izvode objekata
na mnogostrukostima i on �e nam biti tema nekoliko predstoje�ih poglavǉa.
Taj objekat se zove kovarijantni izvod.

B.2.1 Kovarijantni izvod

Definicija 2. Koneksija je preslikavaǌe ∇ : X(M)× X(M) −→ X(M).
Obiqno zapisujemo ∇(X, Y ) kao ∇XY i objekat ∇X se zove kovari-
jantni izvod. On zadovoǉava slede�e osobine za sva vektorska poǉa
X, Y, Z:

• ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

• ∇(fX+gY )Z = f∇XZ + g∇YZ za sve funkcije f i g,

• ∇X(fY ) = f∇XY + (∇Xf)Y gde definixemo ∇Xf = X(f).

Mo�emo da na�emo vrednost kovarijantnog izvoda u bazisu {eµ} od
X(M):

∇eρeν = Γµ
ρνeµ

gde su Γµ
ρν komponente koneksije. Obele�avamo ih isto kao Kristofelove

simbole iz prvog poglavǉa. Kasnije �emo da vidimo me�uodnos ova dva
objekta. Koristi�emo notaciju ∇eµ = ∇µ. Pogledajmo sada oblik dejstva
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koneksije na opxte vektorsko poǉe:

∇XY = ∇X(Y
µeµ)

= X(Y µ)eµ + Y µ∇X(eµ)

= Xνeν(Y
µ)eµ +XνY µ∇νeµ

= Xν
(
eν(Y

µ) + Γµ
νρY

ρ
)
eµ

Vidimo da mo�emo da izvuqemo qitav qlan Xν, pa ima smisla pisati
komponente kovarijantnog izvoda kao:

∇νY =
(
eν(Y

µ) + Γµ
νρY

ρ
)
eµ

Koneksija nije tenzor

Da bismo pokazali tvr�eǌe u naslovu ovog poglavǉa treba da pogledamo
koneksiju u nekom drugom bazisu:

ẽν = Aµ
νeµ

Ako su ẽν i eµ koordinatni bazisi onda je:

Aµ
ν =

∂xµ

∂x̃ν

Iz prethodne glave znamo kako oqekujemo da se meǌaju komponente
(1, 2) tenzora:

T̃ µ
νρ = (A−1)µτA

λ
νA

σ
ρT

τ
λσ

Pogledajmo sada kompenente koneksije Γµ
ρν:

∇ẽρ ẽν = Γ̃µ
ρν ẽµ

Uvrxtavaǌe relacije izme�u dva bazisa, prethodna jednaqina postaje:

Γ̃µ
ρν ẽµ = ∇(Aσ

ρeσ)(A
λ
νeλ) = Aσ

ρ∇eσ(A
λ
νeλ) = Aσ

ρA
λ
νΓ

τ
σλeτ + Aσ

ρeλ∂σA
λ
ν

Xto mo�emo da zapixemo kao:

Γ̃µ
ρν ẽµ = (Aσ

ρA
λ
νΓ

τ
σλ + Aσ

ρ∂σA
τ
ν)eτ

= (Aσ
ρA

λ
νΓ

τ
σλ + Aσ

ρ∂σA
τ
ν)(A

−1)µτ ẽµ

Skidaǌem qlana sa bazisom vidimo da se koneksija transformixe
kao:

Γ̃µ
ρν = (A−1)µτA

σ
ρA

λ
νΓ

τ
σλ + (A−1)µτA

σ
ρ∂σA

τ
ν

Prvi qlan jeste ono xto bismo oqekivali ali drugi qlan je vixak koji
je karakteristiqan za koneksiju, pa samim tim zakǉuqujemo da koneksija
nije tenzor.
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Izvodi tenzora

Da bismo stekli ose�aj, pogledajmo prvo dejstvo kovarijantnog izvoda
na jedan-formu. Koriste�i Lajbnicovo pravilo dobijamo:

∇X(ω(Y )) = (∇Xω)(Y ) + ω(∇XY )

Gde posmatramo dejstvo forme na neko vektorsko poǉe kao ǌenu defin-
ixu�u karakteristiku. Uzimaju�i u obzir da je ω(Y ) zapravo samo
funkcija, dobijamo:

∇X(ω(Y )) = X(ω(Y ))

Na kraju imamo:
(∇Xω)(Y ) = X(ω(Y ))− ω(∇XY )

U koordinatama imamo:

Xµ(∇µω)νY
ν = Xµ∂µ(ωνY

ν)− ωνX
µ(∂µY

ν + Γν
µρY

ρ)

= Xµ(∂µωρ − Γν
µρων)Y

ρ

Gde prime�ujemo da se qlanovi za izvodima po Y skrate pri prelasku
iz prve u drugu liniju. Qitav rezultat je linearan, pa mo�emo da
definixemo dejstvo kovarijantnog izvoda na formu bez oslonca na neko
spoǉasǌe poǉe Y . Dakle, va�i:

(∇µω)ρ = ∂µωρ − Γν
µρων

Na sliqan naqin mo�emo da proxirimo ovaj argument na proizvoǉan
(p, q) tenzor:

∇ρT
µ1...µp

ν1...νq =∂ρT
µ1...µp

ν1...νq + Γµ1
ρσT

σµ2...µp
ν1...νq + . . .+ Γµp

ρσT
µ1...µp−1σ

ν1...νq

− Γσ
ρν1
T µ1...µp

σν2...νq − . . .− Γσ
ρνqT

µ1...µp
ν1...νq−1σ

Gde je postupak oqigledan, za svaki gorǌi indeks dobijamo +ΓT qlan,
a za svaki doǌi −ΓT qlan.

B.2.2 Torzija i zakrivǉenost

Iako koneksija nije tenzor, sada �emo da vidimo kako mo�emo da koris-
timo operacije koje smo do sada nauqili kako bismo je izmasirali u
tenzor.
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Definicija 3. Torzija je (1, 2) tenzor T koji na poǉa X, Y ∈ X(M)
i formu ω ∈ Λ1(M) deluje na slede�i naqin:

T (ω;X, Y ) = ω(∇XY −∇YX − [X, Y ])

Slede�i tenzor koji definixemo je od vitalnog znaqaja za rad u
zakrivǉenom vreme-prostoru.

Definicija 4. Zakrivǉenost je (1, 3) tenzor R koji na poǉa
X, Y, Z ∈ X(M) i formu ω ∈ Λ1(M) deluje na slede�i naqin:

R(ω;X, Y, Z) = ω(∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z)

Zakrivǉenost jox nazivamo i Rimanov tenzor.

Linearnost

Da bismo se uverili da su tenzori koje smo iznad defnisali zapravo
tenzori, treba da proverimo da su linearni u svojim argumentima.
Linearnost je popriliqno oqigleda za ω. Za poǉa treba malo posla.
Dokazi su pravolinijski i zahtevaju samo primenu Lajbnicovog prav-
ila i definicije raznih objekata.

Teorema 2. Za torziju T va�i: T (ω; fX, Y ) = fT (ω;X, Y ).

Dokaz. Direktnim raqunom imamo:

T (ω; fX, Y ) = ω (∇fXY −∇Y (fX)− [fX, Y ])

= ω

(
f∇XY − f∇YX −Y (f)X

:::::::::
− f [X, Y ] +Y (f)X

:::::::::

)
= fT (ω;X, Y )

Sliqno tvr�eǌe va�i i za Rimanov tenzor.

Teorema 3. Za zakrivǉenost R va�i: R(ω; fX, Y, Z) = fR(ω;X, Y, Z)
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Dokaz. Koriste�i defniciju zakrivǉenosti i onsovna tvr�eǌa dobi-
jamo:

R(ω; fX, Y, Z) = ω(∇fX∇YZ −∇Y∇fXZ −∇[fX,Y ]Z)

= ω
(
f∇X∇YZ −∇Y (f∇XZ)−∇(f [X,Y ]−Y (f)X)Z

)
= ω

(
f∇X∇YZ − f∇Y∇XZ − Y (f)∇XZ −∇f [X,Y ]Z +∇Y (f)XZ

)
= ω

(
f∇X∇YZ − f∇Y∇XZ −Y (f)∇XZ

::::::::::::
− f∇[X,Y ]Z +Y (f)∇XZ

::::::::::::

)
= fω(∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z)

= fR(ω;X, Y, Z)

Lineranost u Y je identiqna sa X. Linearnost po Z se sliqno
dokazuje.

Teorema 4. Za zakrivǉenost R va�i: R(ω;X, Y, fZ) = fR(ω;X, Y, Z)

Dokaz. Dokaz prepuxtam qitaocu kao laku ve�bu.

Ovim smo se uverili da su i torzija i zakrivǉenost novi tenzor na
naxoj mnogostrukosti.

Komponente

Pogledajmo xta dobijamo kad naxi novi tenzori napadnu bazisne vek-
tore i kovektore:

T ρ
µν = T (fρ; eµ, eν)

= fρ(∇µeν −∇νeµ − [eµ, eν ])

= fρ(Γσ
µνeσ − Γσ

νµeσ)

= Γρ
µν − Γρ

νµ

= Γρ
[µν]

Gde posledǌi qlan u drugom redu identiqki nestaje. Torzija je oqigledno
antisimetriqna u doǌa dva indeksa T ρ

µν = −T ρ
νµ. Koneksije koje su si-

metriqne u doǌem indeksu tj. za koje je T ρ
µν = 0 se nazivaju koneksije

bez torzije.

Komponente zakrivǉenosti su date kao:

Rσ
ρµν = R(fσ; eρ, eµ, eν)
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Nakaradan redosled indeksa u tenzoru se objaxǌava pojavom da su in-
deksi µ i ν asocirani sa kovarijantnim izvodom, pa ih tako grupixemo.

Rσ
ρµν = fσ

(
∇µ∇νeρ −∇ν∇µeρ −∇[eµ,eν ]eρ

)
= fσ (∇µ∇νeρ −∇ν∇µeρ)

= fσ
(
∇µ(Γ

λ
νρeλ)−∇ν(Γ

λ
µρeλ)

)
= fσ

(
(∂µΓ

λ
νρ)eλ + Γλ

νρΓ
τ
µλeτ − (∂νΓ

λ
µρ)eλ − Γλ

µρΓ
τ
νλeτ

)
= ∂µΓ

σ
νρ − ∂νΓ

σ
µρ + Γλ

νρΓ
σ
µλ − Γλ

µρΓ
σ
νλ

Iz prethodne jednaqine vidimo da je Rimanov tenzor antisimetriqan u
posledǌa dva indeksa.

Riqijev identitet

Slede�e tvr�eǌe je vixe matematiqka virtuoznost nego neka neverovatna
ideja. Korisno je u jednom delu drugog poglavǉa, pa ne zameram qitaocu
ako preskoqi ovaj monstruozan izraz.

Teorema 5. Va�i Riqijev identitet:

2∇[µ∇ν]Z
σ = Rσ

ρµνZ
ρ − T ρ

µν∇ρZ
σ

Dokaz. Pogledajmo komutator kovarijantnih izvoda koji deluju na poǉe
Z:

∇[µ∇ν]Z
σ = ∂[µ(∇ν]Z

σ) + Γσ
[µ|λ|∇ν]Z

λ − Γρ
[µν]∇ρZ

σ

= ∂[µ∂ν]Z
σ + (∂[µΓ

σ
ν]ρ)Z

ρ + (∂[µZ
ρ)Γσ

ν]ρ + Γσ
[µ|λ|∂ν]Z

λ

+ Γσ
[µ|λ|Γ

λ
ν]ρZ

ρ − Γρ
[µν]∇ρZ

σ

Prvi qlan odumire, dok se tre�i i qetvrti skrate, odakle nam sledi
tvr�eǌe. Napomena:

Rσ
ρµν = 2∂[µΓ

σ
ν]ρ + 2Γσ

[µ|λ|Γ
λ
ν]ρ

B.2.3 Levi-Qivita koneksija
Diskusija o kenksiji ∇ do sada nam je bila nevezana za metriku na
mnogostrukosti. Ako dodamo i metriku u igru dobijamo osnovnu teoremu
o Rimanovoj geomtriji.
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Teorema 6. Postoji jedinstvena koneksija bez torzije koja je saglasna za
metrikom g u smislu da va�i:

∇Xg = 0

Za svako vektorsko poǉe X.

Dokaz. Poka�imo jedinstvenost. Neka postoji takva koneksija, uz Lajb-
nicovo pravilo (i imaju�i u vidu da je metrika esencijalno funkcija)
dobijamo:

X(g(Y, Z)) = ∇Xg(Y, Z) = (∇Xg)(Y, Z) + g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

Kako je ∇Xg = 0, imamo:

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(∇XZ, Y )

Cikliqnim permutacijama imamo:

Y (g(Z,X)) = g(∇YZ,X) + g(∇YX,Z)

Z(g(X, Y )) = g(∇ZX, Y ) + g(∇ZY,X)

Kako nema torzije va�i i relacija:

[X, Y ] = ∇XY −∇YX

Uz ovo imamo:

X(g(Y, Z)) = g(∇YX,Z) + g(∇XZ, Y ) + g([X, Y ], Z)

Y (g(Z,X)) = g(∇ZY,X) + g(∇YX,Z) + g([Y, Z], X)

Z(g(X, Y )) = g(∇XZ, Y ) + g(∇ZY,X) + g([Z,X], Y )

Sabiraǌem prve dve i oduzimaǌem trece dobijamo:

g(∇YX,Z) =
1

2
[X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y ))

− g([X, Y ], Z)− g([Y, Z], X) + g([Z,X], Y )

Ovo, uz uslov da je metrika nedegenerisana, odre�uje koneksiju jednoz-
naqo. Jox treba pokazati da ovako odre�ena koneksija poxtuje ǌene
definixu�e karakteristike. Prepuxtam qitaocu ostatak posla.



98 Apendiks B. Uvod u Rimanovu geometriju

Ovako definisana koneksija saglasna sa metrikom se naziva Levi-
Qivita koneksija. Pogledajmo kako izgleda u komponentama. Uzimaju�i
u obzir [∂µ, ∂ν ] = 0 imamo:

g(∇νeµ, eρ) = Γλ
νµgλρ =

1

2
(∂µgνρ + ∂νgµρ − ∂ρgµν)

Mno�eǌem inverznom metrikom dobijamo:

Γλ
µν =

1

2
gλρ (∂µgνρ + ∂νgµρ − ∂ρgµν)

Komponente Levi-Qivita koneksije se zovu Kristofelovi simboli.
ǋu smo upoznali u prvom poglavǉu kada smo posmatrali geodesike u
vreme-prostoru.

B.2.4 Teorema o divergenciji
Teorema o divergenciji poznata i kao Gausova teorema govori o tome da
je integral potpunog izvoda jednak graniqnom qlanu.

Lema. Kontrakcija Kristofelovog simbola se mo�e zapisati kao:

Γµ
µν =

1
√
g
∂ν
√
g

Dokaz. Direktnim uvrxtavaǌem u jednaqinu Kristofelovog simbola imamo:

Γµ
µν =

1

2
gµρ∂νgµρ =

1

2
tr(g−1∂νg) =

1

2
tr(∂νlog(g))

Koriste�i poznat indentitet tr(log(A)) = log(det(A)) imamo:

Γµ
µν =

1

2
tr(∂νlog(g)) =

1

2
∂ν log det g = ∂νlog(det g)

1/2 = ∂νlog(
√
det g) =

1
√
g
∂ν
√
g

S ovim na umu mo�emo da doka�emo teoremu po kojoj je ovo poglavǉe
dobilo ime.

Teorema 7 (Gausova teorema). Posmatrajmo deo mnogostrukosti M sa
granicom ∂M . Neka je nµ jediniqni vektor koji pokazuje ka napoǉe ortog-
onalan na granicu mnogostrukosti ∂M . Tada za bilo koje vektorsko poǉe
Xµ na M va�i: ∫

M

dnx
√
g ∇µX

µ =

∫
∂M

dn−1x
√
γ nµX

µ

Gde je γij povlaqeǌe metrike ne granicu ∂M i γ = det γij.
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Dokaz. Uz pomo� prethodne leme mo�emo da izmasiramo podintegralnu
funkciju u prvom integralu na slede�i naqin:

√
g ∇µX

µ =
√
g(∂µX

µ + Γµ
µνX

ν) =
√
g

(
∂µX

µ +Xν 1
√
g
∂ν

√
g

)
= ∂µ(

√
gXµ)

Tada integral postaje:∫
M

dnx
√
g ∇µX

µ =

∫
M

dnx ∂µ(
√
gXµ)

Sada je ovo integral obiqnog parcijalnog izvoda, pa mo�emo da pri-
menimo regularnu Gausovu teoremu. Treba da pogledamo xta se doga�a
na granici. Ispostavǉa se da nam je korisno da odaberemo granicu ∂M
takvu da je ona povrx konstantne koordinate xn. Nadaǉe metrike koje
posmatramo su oblika:

gµν =

(
γij 0
0 N2

)
Tada dobijamo: ∫

M

dnx ∂µ(
√
gXµ) =

∫
∂M

dn−1x
√
N2γ Xn

Jediniqni vektor normale nµ je jednak nµ = (0, . . . , 1/N), xto zadovoǉava
gµνn

µnν = 1. Tada je nµ = gµνn
ν = (0, . . . , N), pa mo�emo da zapixemo:∫

M

dnx
√
g ∇µX

µ =

∫
∂M

dn−1x
√
γ nµX

µ

Xto je tvr�eǌe teoreme. Kako je ovaj izraz kovarijantan, va�i�e uop-
xteno.

B.3 Paralelni prenos

Sada �emo da se upoznamo sa suxtinom onoga xto nam koneksija omogu�ava.
Preslikavaǌe koje nam spaja vektorske prostore (odnosno tenzorske vek-
torske prostore) razliqitih taqaka na mnogostrukosti se zove par-
alelni prenos.
Posmatrajmo vektorsko poǉe X i neku ǌegovu integralnu krivu C sa
koordinatama xµ:

Xµ
∣∣∣
C
=
dxµ(τ)

dτ
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Ka�emo da je tenzorsko poǉe T paralelno preneseno du� C ako va�i:

∇XT = 0

Pogledajmo kao ilustraciju paralelan prenos nekog drugog vektorskog
poǉa Y :

Xν(∂νY
µ + Γµ

νρY
ρ) = 0

Gledaǌem vrednosti ovog izraz na integralnoj krivoj C i uzimaju�i
u obzir Y µ = Y µ(x(τ)):

dY µ

dτ
+XνΓµ

νρY
ρ = 0

Uz dati poqetni uslov mo�emo da reximo ovaj sistem spregnutih difer-
encijalnih jednaqina da bismo dobili vektor u svakoj taqki oblasti
koja nas zanima.
Jasno je da je ovo zavisno i od koneksije i od krive koje koristimo u
ovim jednaqinama.

B.3.1 Geodezici

Definicija 5. Geodesika je kriva tangentna na vektorsko poǉe X
koje poxtuje:

∇XX = 0

Jednaqina koja iz ovoga proizilazi je:

d2x

dτ 2
+ Γµ

ρν

dxρ

dτ

dxν

dτ
= 0

Ovo je upravo jednaqina koju smo izveli u prvom poglavǉu posma-
traǌem dejstvo qestice koja se kre�e u vreme-prostoru.

B.3.2 Normalne koordinate
Na Rimanovoj mnogostrukosti mo�emo da na�emo takve koordinate u
okolini taqke p da va�i:

gµν(p) = δµν (B.1)

Isto va�i za Lorencovu mnogostrukost uz smenu δµν → ηµν. Ove koor-
dinate se nazivaju normalne. Kako izvod metrike u normalnim koor-
dinatama nestaje, one imaju osobinu i da Kristofelovi simboli imaju
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vrednost Γµ
νρ(p) = 0. Uopxteno daǉe od p va�i Γµ

νρ(p) ̸= 0. Tako�e prime-
timo da nije ispuǌeno da uopxteno nestaje i drugi izvod metriku u
normalnim koordinatama, pa samim tim ne mo�emo garantovati da �e i
Rimanov tenzor da nestane.

Teorema 8. Postoje koordinate takve da va�i jednaqina B.1.

Dokaz. Neka je g̃µν metrika u koordinatama x̃. Potra�imo smenu koordi-
nata x(x̃) koja �e da ispuni jednaqinu.

∂x̃ρ

∂xµ
∂x̃σ

∂xν
g̃ρσ = gµν

Neka je taqka oko koje tra�imo normalne koordinate upravo koordi-
natni poqetak da bismo smaǌili patǌu. Tada je Tejlorov ravoj dat
kao:

x̃ρ =
∂x̃ρ

∂xµ

∣∣∣∣
x=0

xµ +
1

2

∂2x̃ρ

∂xµ∂xν

∣∣∣∣
x=0

xµxν + . . .

Uvrxtavaǌem ovog rezultata u poqetnu jednaqinu zajedno sa razvojem
g̃ρσ dobijamo sisteme parcijalnih diferencijalnih jednaqine iz kojih
mo�emo da dobijemo ∂x̃/∂x i ∂2x̃/∂x2 za koje �e biti zadovoǉena koordi-
natna transformacija.

∂x̃ρ

∂xµ

∣∣∣∣
x=0

∂x̃σ

∂xν

∣∣∣∣
x=0

g̃ρσ(p) = δµν

Eksponencijalno preslikavaǌe

Postoji direktan i lep naqin da se konstruixu koordinate B.1 ko-
riste�i geodesike.
Xta pokuxavamo jeste da za dati tangentni vektor Xp ∈ Tp(M) postoji
jedinstvena afino parametrizovana geodesika koja prolazi kroz p qiji
je tangentni vektor jednak Xp u toj taqki. Onda mo�emo da obele�imo
bilo koju taqku q u okolini koordinatama geodesike koje nas vode do q
za neko fiksno vreme.
Pogledajmo malo konkretnije o qemu govorim. Uvedimo bilo kakav koor-
dinatni sistem x̃µ u okolini taqke p. Onda kriva koju tra�imo ispuǌava
jednaqinu geodesike uz uslov:

dx̃µ

dτ

∣∣∣∣
τ=0

= X̃µ
p zajedno sa x̃µ(τ = 0) = 0
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p
q

Slika B.1: Eksponencijalno preslikavaǌe: poqnemo sa tangentnim vektorom,
pa odemo u okolinu.

Za ovo postoji jedinstveno rexeǌe.
Ovo nas navodi da definixemo preslikavaǌe:

Exp : Tp(M) →M

Za dato Xp konstruixemo geodesiku i pratimo je za neku afinu distancu
koju uzimamo da je τ = 1. Ovo daje taqku q ∈ M . Ovo je poznato kao
eksponencijalno preslikavaǌe.
Nije nu�no mogu�e pokriti qiatvu monogostrukost ovako defnisanim
preslikavaǌem. Mogu�e je da ne postoji dobro definisana geodesika za
dati tangentni vektor ili da u neku taqku nije mogu�e sti�i geodesikom.
Ovakve situacije u OTR izazivaju singulartieti (centar crne rupe) u
vreme-prostoru.
Neka je bazis za Tp(M) dat kao {eµ}. Eksponencijalno preslikavaǌe nam
za vektor Xp = Xµeµ definixe taqku q u okolini taqke p. Ovoj taqki
�emo da pripixemo koordinate:

xµ(q) = Xµ

Ovo su normalne koordinate.
Ako odaberemo ortonormalan bazis {eµ} geodesike kroz datu taqku �e
biti normalne jedna na drugu xto obezbe�uje gµν = δµν.

Da bismo se uverili da prvi izvod metrike nestaje, fiksirajmo taqku
q asociranu sa datim vektorom X. Ovo nam govori da taqka q le�i na
distanci τ = 1 du� geodesike. Koji tangentni vektor �e nas odvesti
drugu distancu du� iste geodesike? Kako je jednaqina geodesike ho-
mogena po τ ako upolovimo du�inu X do�i �emo na pola puta du� geode-
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sike, tj. u τ = 1/2. Generalno vektor τX �e nas, kao xto mo�ete pret-
postaviti, odvesti ne mesto τ du� geodesike:

Exp : τXp → xµ(τ) = τXµ

Ovo znaqi da geodesike u tim koordinatama uzimaju oblik:

xµ(τ) = τXµ

Ovo treba da nam rexava jednaqinu geodesike, ali za putaǌe linearne
po τ imamo:

Γµ
ρν(x(τ))X

ρXν = 0

U taqki preseka geodesika, tj. u taqki xµ(τ) = 0 koja je upravo taqka p,
imamo da je Γµ

(ρν)(p) = 0 xto za koneksiju bez torzije implicira Γµ
ρν(p) = 0.

Nestajaǌe Kristofelovih simbola implicira da prvi izvod metrike
tako�e nestaje.

Princip ekvivalencije

Normalne koordinate igraju va�nu konceptualnu ulogu u opxtoj rel-
ativnosti. Bilo koji posmatraq u taqki p koji parametrizuje svoje
neposredno okur�eǌe koordinatama koje su nastale geodesikama �e imati
iskustvo lokalno ravne metrike.
Ovo je matematiqka predstava Ajnxtajnovog principa ekvivalencije. On
ka�e da bilo koji posmatraq u slobodnom padu, koji vrxi eksperimente
lokalno, ne�e osetiti gravitaciono poǉe. Slobodno pada u smislu
prati geodecku putaǌu. U ovom kontekstu ǌegove koordinate jox nazi-
vamo i lokalno inercijalne sistem. Odsustvo gravitacije je tvr�eǌe da
je gµν(p) = ηµν.

B.3.3 Zavisnost od putaǌe
Ako uzmemo tangentni vektor Zp ∈ Tp(M) i paralelno ga prenesemo du�
neke krive C u taqku r. Ako ga opet paralelno prenesemo iz p u r du�
neke druge krive C ′, kako se razlikuju ta dva vektora u r?
Da bismo odgovorili na ovo, konstruiximo svaku od ove dve krive C i
C ′ iz dva segmenta generisana linearno nezavisnim vektorskim poǉlima
X i Y za koje je [X, Y ] = 0. Tako�e �emo uzeti r koje je blizu p.

Biramo normalne koordinate xµ = (τ, σ, 0 . . .) takve da je xµ(p) = 0 i
da su tangentni vektori du� ǌih X = ∂/∂τ i Y = ∂/∂σ. Tada drugi
uglovi imaju koordinate xµ(q) = (δτ, 0, 0 . . .), xµ(r) = (δτ, δσ, 0 . . .) i xµ(s) =
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(0, δσ, 0 . . .) gde su δτ i δσ mali pomeraji.
Prvo paralelno prenesemo Zp du� X u Zq. Du� te krive Zµ rexava:

dZµ

dτ
+XµΓµ

ρνZ
ρ = 0 (B.2)

Tejlorov razvoj rexeǌa je:

Zµ
q = Zµ

p +
dZµ

dτ

∣∣∣∣
τ=0

δτ +
1

2

d2Zµ

dτ 2

∣∣∣∣
τ=0

δτ 2 +O(δτ 3) (B.3)

Kako u normalnim koordinatama Kristofelovi simboli odumiru imamo
da iz B.2 odumire prvi izvod Zµ. Mo�emo na�i drugi izvod tako xto
diferenciramo B.3:

d2Zµ

dτ 2

∣∣∣∣
τ=0

= −
(
XνZρ

dΓµ
ρν

dτ
+
dXν

dτ
ZρΓµ

ρν +Xν dZ
ρ

dτ
Γµ
ρν

) ∣∣∣∣
p

= −XνZρ
dΓµ

ρν

dτ

∣∣∣∣
p

= −
(
XνXσZρ

∂Γµ
ρν

∂xσ

)
p

(B.4)

Tr��a linija dolazi iz qiǌenice da je τ parametar du� integralne
krive nastale zbog X,pa je d/dτ = Xσ∂σ. Odavde imamo:

Zµ
q = Zµ

p − 1

2

(
XνXσZρ

∂Γµ
ρν

∂xσ

)
p

δτ 2 + . . . (B.5)

Sada uradimo paralelan prenos jox jednom ali sada du� Y da bismo
dobili Zµ

r . Tejlorov razvoj je:

Zµ
r = Zµ

q +
dZµ

dσ

∣∣∣∣
q

δσ +
1

2

d2Zµ

dσ2

∣∣∣∣
q

δσ2 +O(δσ3) (B.6)

Analogno jednaqini B.2 mo�emo na�i izraza za prvi izvod:

dZµ

dσ

∣∣∣∣
q

= −(Y νZρΓµ
ρν)q

Imajte u vidu da su normalne koordinate u taqki p, pa ne mo�emo da
ka�emo da ovaj qlan nestaje. Ako jednaqinu iznad razvijemo oko p dobi-
jamo:

(Y νZρΓµ
ρν)q =

(
Y νZρXσ

∂Γµ
ρν

∂xσ

)
p

δτ + . . . (B.7)
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X

YY

X

Zp Zq

Zr

Z ′
rZs

p : (0, 0) q : (δτ, 0)

r : (δτ, δθ)r : (0, δθ)

Slika B.2: Xema paralelnog prenosa

U teoriji bismo trebali da razvijemo i qlanove Y ν i Zρ ali ovi
qlanovi do na prvi red mno�e Γµ

ρν(p) = 0, pa zbog toga imaju doprinos
samo u narednom redu. Qlan drugog reda u jednaqini B.6 �e sadr�ati
nexto oblika d2Zµ/dσ2|q xto �e biti izraz sliqan B.4. To vode�eg reda
qlanovi oblika dXν/dσ i dZρ/dσ su odsutni jer opet mno�e koneksiju.
Prema tome imamo:

d2Zµ

dσ2

∣∣∣∣
q

= −
(
Y νY σZρ

∂Γµ
ρν

∂xσ

)
q

+ . . .

= −
(
Y νY σZρ

∂Γµ
ρν

∂xσ

)
p

+ . . .

(B.8)

Gde smo zamenili taqke p i q jer se razlikuju samo u vode�im qlanovima
proporcionalnim sa δτ . Ovaj put razlika izme�u Zµ

r i Zµ
q ima dva qlana:

Zµ
r = Zµ

q −
(
Y νZρXσ

∂Γµ
ρν

∂xσ

)
p

δτδσ − 1

2

(
Y νY σZρ

∂Γµ
ρν

∂xσ

)
p

δσ2 + . . .

Sada mo�emo da pove�emo Zµ
q i Zµ

p koriste�i B.5:

Zµ
r = Zµ

q − 1

2

(
∂Γµ

ρν

∂xσ

)
p

[XνXσZρδτ 2 + 2Y νZρXσδσδτ + Y νY σZρδσ2]p + . . .

Pretpostavimo sada idemo prvo po krivoj C ′, do taqke s, pa do r. Iz
prethodne jednaqine lako vidimo kako nam se odgovor meǌa, samo treba
da zamenimo X i Y samim tim meǌaju�i samo sredǌi qlan:

Z ′µ
r = Zµ

q − 1

2

(
∂Γµ

ρν

∂xσ

)
p

[XνXσZρδτ 2 + 2XνZρY σδσδτ + Y νY σZρδσ2]p + . . .
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Nalazimo da je:

∆Zµ
r = Zµ

r − Z ′µ
r = −

(
∂Γµ

ρν

∂xσ
−
∂Γµ

ρσ

∂xν

)
p

(Y νZρXσ)pδσδτ + . . .

= (Rµ
ρσνY

νZρXσ)pδσδτ + . . .

(B.9)

Gde smo pri prelasku iz prvog u drugi red iskoristili naroqito prost
izraz za Rimanov tenzor u normalnim koodrinatama.
Iako je nax raqun odra�en u koordinatama koje smo mi odabrali, konaqan
rezultat je relacije me�u tenzorima, pa s tim u vezi mora da va�i u
bilo kom koordinatnom sistemu. Ovo je standardna forica u kojoj kor-
i71eǌem normalnih koordinata uprostimo raqun, pa na kraju dobijemo
nexto tenzorsko, te samim tim opxte validno.

Naxli smo lepu interpretaciju Rimanovog tenzora - on nam govori
o zavisnosti paralelnog transporta od putaǌe. Raqun iznad je usko
povezan sa pojmom holonomije. Jednostavan primer za ovo poglavǉe
jeste paralelan prenos vektora na sferi. Smer u kom �e strelica da
pokazuje zavisi od putaǌe.

B.3.4 Osobine Rimanovog tenzora
Podsetimo se da su komoponente Rimanovog tenzora date kao:

Rσ
ρµν = ∂µΓ

σ
νρ − ∂νΓ

σ
µρ + Γλ

νρΓ
σ
µλ − Γλ

µρΓ
σ
νλ

Odmah vidimo da je Rimanov tenzor antisimetriqan u posledǌa dva
indeksa:

Rσ
ρµν = −Rσ

ρνµ

Sada �emo koriste�i normalne koordinate dokazati jox neke simetrije
Rimanovog tenzora.

Teorema 9. Spuxtaǌem indeksa na Rimanovom tenzoru Rσρµν = gσλR
λ
ρµν

dobijamo objekat koji poxtuje slede�a tvr�eǌa:

• Rσρµν = −Rσρνµ.

• Rσρµν = −Rρσµν.

• Rσρµν = Rµνσρ.

• Rσ[ρµν] = 0
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Dokaz. Radimo u normalnim koordinatama gde je Γλ
µν = 0. Tada Rimanov

tenzor mo�emo da zapixemo kao:

Rσρµν = gσλ(∂µΓ
λ
νρ − ∂νΓ

λ
µρ)

=
1

2
(∂µ(∂νgσρ + ∂ρgνσ − ∂σgνρ)− ∂ν(∂µgσρ + ∂ρgµσ − ∂σgµρ))

=
1

2
(∂µ∂ρgνσ − ∂µ∂σgνρ − ∂ν∂ρgµσ + ∂ν∂σgµρ)

(B.10)

Gde pri prelasku u drugu liniju koristimo qiǌenicu da je ∂µg
λσ = 0

u normalnim koordinatama. Prva tri tvr�eǌa idu lako. Za posledǌe
qitalac mora da masira.

Teorema 10. Rimanov tenzor ispuǌava Biankijev1 identitet:

∇[λRσρ]µν = 0

Dokaz. Opet koristimo normalne koordinate, pa nam je prethodna jed-
naqina data kao ∇λRσρµν = ∂λRσρµν u taqki p. Xemacki Rimanov tenzor
ima oblik R = ∂Γ+ ΓΓ, pa je ∂R = ∂2Γ+ Γ∂Γ gde posledǌi qlan odumire
u normalnim koordinatama. Odavde imamo samo ∂R = ∂2Γ xto je:

∂λRσρµν =
1

2
∂λ(∂µ∂ρgνσ − ∂µ∂σgνρ − ∂ν∂ρgµσ + ∂ν∂σgµρ)

Odavde antisimetrizacijom po datim indeksima dobijamo �eǉeni rezul-
tat.

B.3.5 Riqijev i Ajnxtajnov tenzor
Sada �emo da upoznamo jox dva tenzora koja dobijamo raznim igraǌem
sa Rimanovim tenzorom.
Rimanov tenzor ima rang (1, 3), pa konrtakcijom mo�emo da dobijemo (0, 2)
tenzor koji nazivamo Riqijev tenzor:

Rµν = Rλ
µλν

Od ovoga mo�emo da napravimo funkciju ralne vrednosti na mnogostrukosti
koju jox zovemo i Riqijev skalar:

R = gµνRµν

1Lui�i Bianki bio je poznati italijanski matematiqar.
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Koriste�i Biankijev identitet mo�emo da izvedemo jox jedno svojstvo
Riqijev tenzora:

∇λRσρµν +∇σRλρµν +∇ρRσλµν = 0 × gµλgρν

=⇒ ∇µRµσ +∇σR +∇νRνσ = 0

Odakle je:

∇µRµν =
1

2
∇νR

Iz ove relacije mo�emo da definixemo Ajnxtajnov tenzor:

G = Rµν −
1

2
Rgµν

Koji ima osobinu da je kovarijantno konstantan:

∇µGµν = 0
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Bernard Riman (1826 -
1866)

Georg Fridrih Bernard Ri-
man ro�en je u Breselenzu u
Nemaqkoj. Bio je drugi od
xestoro dece protestanckog
ministra. Svoje osnovno obra-
zovaǌe dobio je od oca, kasnije
uz pomo� lokalnog uqiteǉa. Na
Uskrs 1840. preselio se kod
bake u Hanover da bi otixao
na Licej. Kada mu je baka um-
rla nakon dve godine preselio
se u Linerburg i upisao Joha-
neum. Bio je jako zainteresovan
za matemaiku, pa mu je direk-
tor xkole gospodin Xmalfus
pozajmiǉivao kǌige o matem-
atici iz kojih bi Riman radio
i diskutovao sa direktorom.

Na prole�e 1846 upisao je
fakultet u Getingenu gde je
poqeo da studira teologiju i

filologiju. Ovo je prete�no
uradio zbog oca, mada je nas-
tavio da poha�a predavaǌa
iz matematike. Kasnije, uz
oqev blagoslov, prebacio se na
studije matematike. U to vreme
matematika u Getingenu nije
bila nexto naroqito razvijena,
pa se 1847. prebacio u Berlin.
Tu je upoznao Jakobija, Xtajn-
era i Dirihlea koji su imali
veliki uticaj na ǌega.

U Getingenu se s povratkom
Vebera situacija popravila,
pa se 1849. i Riman vratio.
Poha�ao je neka predavaǌa iz
fizike, filozofije i obrazo-
vaǌa. Tu je 1851. napisao svoju
doktorsku disertaciju na temu
kompleksnih funkcija.

Nakon ovoga, Riman je
postao Veberov asistent kada
je odr�ao svoju prvo predavaǌe
na temu parcijalnih difer-
encijalnih jednaqina i ǌi-
hovim primenama u fizici. Bio
je jako stidan, pa je u pis-
mima iz tog vremena otkrivao
potexko�e koje je imao dok je
predavao. Imao je naviku da
razmixǉa u velikim koracima,
pa mu je bio problem da se pri-
lagodi svom auditorijumu.

O�enio se 3. juna 1862.
za Eliz Koh s kojom je dobio
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�erku. Ali u junu 1862 je do-
bio pleuritis od kog se prak-
tiqno nikada nije oporavio do
kraja. Proveo je posledǌe go-
dine u Italiji i u Getingenu.
Dobio je finansijsku podrxku
da ostane u Italiji gde je

pose�ivao poznate matemtiqare
kao na primer Betija, kog je ve�
upoznao u Getingenu. U junu
1866. obavio je posledǌe puto-
vaǌe u jezero Ma�ore u Italiji
gde je umro 20. jula 1866.



C Kovarijantne Maksvelove jed-
naqine

U ovom poglavǉu �emo da napixemo Maksvelove jednaqine u obliku
koji je najvixe kompatibilan sa naxim do sada nauqenim matematiqkim
aparatom. Do sada smo navikli na maksvelove jednaqine u ovom obliku:

∇ · E =
ρ

ϵ0
∇× E+

∂B

∂t
= 0

∇ ·B = 0 ∇×B− µ0ϵ0
∂E

∂t
= µ0J

C.1 Elektromagnetno poǉe

Elektromagnetno gej
 (engl. gauge) poǉe Aµ = (ϕ,A) mo�emo da gledamo
kao komponente jedan-forme u vreme-prostoru R4. ǋega zapisujemo kao:

A = Aµ(x)dx
µ

Uzimaǌem spoǉaxǌeg izvoda dobijamo dva formu F = dA:

F =
1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν =
1

2
(∂µAν − ∂νAµ)dx

µ ∧ dxν

Gde su komponente Fµν date kao:

Fµν =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B3 0 B1

E3 B2 −B1 0


Tako�e �emo da konstruixemo ’dualni’ tenzor F na slede�i naqin:

111
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Fαβ =
1

2
ϵαβγδFγδ =


0 −B1 −B2 −B3

B1 0 E3 −E2

B2 −E3 0 E1

B3 E2 −E1 0

 (C.1)

Gej
 poǉe nije jedinstveno. Za datu funkciju α uvek mo�emo da ga
transliramo za gej
 transformaciju:

A→ A+ dα =⇒ Aµ → Aµ + ∂µα

Ovo ne utiqe na jaqinu poǉa F → F + d(dα) = F .

C.2 Maksvelovo dejstvo
U ovom poglavǉu �elimo da zapixemo dejstvo koje reprodukuje Maksvelove
jednaqine. Ispostavǉa se da dejstvo koje zadovoǉava ovaj uslov ima
prelep i jednostavan oblik:

S[Aµ] = −1

4

∫
d4x FµνF

µν (C.2)

Varirajmo ovo dejstvo posmatraǌem Aµ → Aµ + δAµ i koristimo defni-
ciju Fµν = ∂µAν − ∂νAµ:

δS = −1

4

∫
d4x 2 (∂µδAν − ∂νδAµ)F

µν

= −
∫
d4xF µν∂µδAν

=

∫
d4x (∂µF

µν) δAν

Iz ovoga uz uslov δS = 0 dobijamo Maksvelove jednaqine u vakuumu:

∂µF
µν = 0

Treba naglasiti da su ovo samo dve od qetiri jednaqine. Ostale dve
∂µF µν = 0 dobijamo pri radu sa gej
 potencijalom Aµ.

Ako imamo neku fiksnu struju u prostoru Jµ mo�emo da modifikujemo
dejstvo:

S[Aµ] =

∫
d4x

(
−1

4
F µνFµν − AµJ

µ

)
(C.3)

Istim pritupom dobijamo jednaqine:

∂µF
µν = Jµ
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