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Y BOoI

Kpajem tpehe romume cpenme mrosie cam omabpao MOJbEe M3 KOT KEJIUM Ia
HayuyuM Bume. Kao mere Me ¢acnuHMpasia ONITa PEJIATUBHOCTU U H>€HE POp-
science memonctpamuje. C TuMm y Be3m OMIO je HEYOUTHO KOjy TeMy Ny ma
obpaaumM.

Tex racumje cam ce ycko omnpenenuno 3a Ranyna-Ruaajr Teopujy. Ws-
rienaja MU je HOBOJLHO MOJEPHO Ha O ce ryiaBe 3a H,OM OKpeTaJia, a WIaK
JOOBOJHHO apXawyHO Jla MOT'Y Mla je caBJianaM Ha HEKOM 0a3UdYHOM HUBOY.

OBaj MaTypckmu pajn caMm mucao Tako na OynIe MpPUCTyladvyaH OMI0 KOMe ca
OCHOBHUM IIO3HaBam-eM MaTeMaTuke u ¢usuke. [Ipum ydemy 3a oBaj monasur
caM KOPHCTHO nI0ocCTa pecypca yHakpcHo. Hekwm cy objammaBasau onpebene
cTBapu Oosbe on apyrux. Ilokymao cam na HamumeM cJael MUCIU KOJU je
MeHU OMo moTpebaH Aa MU Teopuja ~ KJIUKHE .

IIpBa mBa mormaBJ/ba IpeAcTaBibajy Iperyien (U3NKe N0 TadkKe Y BPEMEHY
e ce HaJia3W TeMa OBOI pana. Takobe, mammcao cam m 3 ameHAMKCA KOja
Ou mHAYe rymmia pai da HUCY Ha Kpajy. AKO HEKO Keyiu 1a HAaydu OIIITY
PEeNIATMBHOCT NPeUIaKkeM My PYTY: IPBO IOIVIABJEE — ANEHIUKCU — APYTO
mornaBsbe. Ako Heko Beh 3Ha ommTy pesaTUBHOCT, He OM OMIO JOIIEe Oa
OlleT MPOYUTA MPBa OBaA IMOTJaBJ/ha jep y HBUMa ycBajaM HEKe KOHBEHIUje O
HOTAIWjN.

sRemuMm na ce 3axBasmM mpe cBera cBoM MeHTOPY ap paromydy ['ouan-
VHY, Ha BHEerOBUM npuMmenbdama, CyrecTujaMa U HEMPOIEHUBUM IUCKYCHjaMa.
Taxkobe 6ux sxenauno na ce 3axBamuMm Vpany Cramuhy, np Ilejany bHoxuhy
u np Uropy Camomy, Koju cy Ha jefaH WM APYTY HAYWH UMAJIU yTULAj] HA
MOje pasyMeBame (pU3UKe.



1 <Pusumka y paBHOM OIPOCTOP-BPEMEHY

1.1 IIITa mokymaBaMoO Oa HAYYUMO

Ommra Teopuja pesaTUBHOCTHU je HajJIeIIna TeOPHrja KOjy je JbYIACKA YM CMUC-
auo. Y CymTUHUA uaeja Koja Mmokpehe uuTaBy TEOpHUjy je BeoMma MpocTa:
rpaBuTanyja je MaHU(pecTalnuja 3aKpPUBJHEHOr HpocTop-BpemeHa. Ausm, (u
OBO j€e jeIHO TJIOMAa3HO ajM) Ja OMCMO pasyMesd TeOMTPUjy TPOCTOpa KOju
HAIUJIA31 HAII TPOAMMEH3MOHAJNHN MOTpebHA HAM je HaIpegHa MaTeMaTUYKa
MAaITUHEPU]a.

Y oBOM IpPBOM TOTJIABJBIY NeMO ma ce OCBPHEMO Ha IJIaBHE IOjaBe Y PABHOM
IPOCTOP-BPEMEHY U HAUWH Ha KOJU UX OIHUCYjEMO.

Onmra penaruBHOCT (y maJbeM TEKCTY MOHEKA je Has3uBaM CKpalieHumom
OTP) je pasnuumra o OCTAIUX TeOpUja MOba (HyKIeapHe CUIe, eJIEKTPO-
MArHeTU3aM...) KOje Cy me(UHUCAHe Ha CaMOM IPOCTOP-BPEMeHy 360r Tora
IITO OHA jecTe Oam MaHUpecTanuja TUHAMUYHOCTU CaMe CIeHe Ha KO0jo] ce
ocTaTak (PU3UKe OIBHUjA.

[Tounmmo npBO ca ocBpTOoM Ha HbyTHOBY Teopujy rpaBuUTaluje Koja je BPJO
npenu3Ha y ONUCUBaBy BEJIUKOr Opoja mojaBa y yauBepdymy. Cuia koja ce
jaBpa m3aMeby nBa Tesma Mace mi U My KOja ce HaJa3e HA YIOAJLEHOCTH T" = T'€,

jemHakxa jeE]:
1My

2 Er

F=—y "

3ajenno ca apyrum IbyrtHoBuM 3akonoM F' = ma nobujamo mnudpepeHnmjaany
jemHauUmMHy HAKOH YMjer penaBama MMaMO jeTHAUYWHY KpeTama MaTepujalrHe
tauke. OBy jeqHAUYMHY €KBUBAJEHTHO MOKEMO Ia IpeacTaBuMo u mpeko Iloa-
COHOBE jemHauuHE:

V20 = 47Gp

rIe je p TycTuHa Mace. 3ajenHo ca penaamujom VO = a nobujamo jennauynne
KpeTama Kao U pPaHuje.

'Y 0BOj jenHAuUMHM caM CEeHTUMEHTAJHOCTU PaId OCTABUO TPAMUIMOHAJNHO Y KAaO I'DaB-
UTAIUOHY KOHCTAHTY, V JaJbeM TEKCTY Ipey3uMaM CTaHgapaHy Hortauujy G.



2 1. Pusmka y paBHOM IIPOCTOP-BPEMEHY

Osge jemnaunne hemo 3aMeHUTH j€THOM je,ZIHaLII/IHOME] KO]Y KOJIOKBHUjAJIHO 30BEMO
AjuimrajHoBe jemHAUMWHE IIOJBA:

1
R, — §R9;w =81GT,,

Anu o Tom morom. OBa jegHauynHa M3TJIEA MOCTA HAMYHEHO ajy camo 300r
I'PUYKMUX CJIOBA KOja Ce y 0] MOjaBJbyjy, caM caap:kaj jeTHAUYWHE U HUje HapOo-
YUTO JbYT.

JleBa cTpaHa jemHauwHe je Mepa 3aKPUBJHLEHOCTHU IOK je HeCHa CTPaHa Mepa
VMIIyJICa U €HePruje KOju ce KPHUjy y TEeH30py eHepruje-ummyica 1,,.
Oarosop vectuia Ha MOjaBy 3aKPUBJLEHOCTHU j€ HEIITO JAKIIA A3 Ce CBAPU.
Haume, gectune sxesne na ce kpehy myreMm HajMamer ormopa (aHajgoruja ca
crpyjom). TakBe myTeBe HA3WBAMO T'eOJE3UjCKUM IyTamaMa, WM j€IHOC-
TaABHO reoe3munuMa. Y PaBHOM IIPOCTOP-BPEMEHY TO CY HapaBHO IPaBOJIUH-
UjCKU IIyT€BU, aJil KAKO TAaKBU IIYTEBU I'€HEPAJIHO HE IOCTOj€ Y 3aKPUBJLEHUM
IIPOCTOPUMA YEeCTHUIa ce onpenenn 3a ciaenehy Hajoosmy crBap. Ilapamerpn-
30BaHa myTama yectuie r*(\) mparu TAKO3BaHY 2e00€3UjCKY jeOHAUUNY:

Azt dz? dx°
N R
d\? PTdN\ d\

HapaBHO na HUje OUeKMBAHO Ia OBe jeTHAUYWHE MMAajy WKAKBOI CMMCJA IOII-
TOBaHU YMTAO4Ye ajy jOIl MaJjo, IIa he cBe na KiukHe. KpeHMMO ca mpaBuM
cTBapumal

1.2 IlpmHIUNO cTaImMOHAPHOT IOEjCTBA

Hauwuu ma xoju omucyjemMo QU3MKY je IPEKO Hedera ImTO ce 30Be Jlarpamxu-

jar. JlarpamxmjaH je o0jekaT KOjU Ce Yy KJIACUYHO] MEXAHUIU Je(UHUIIE

ka0 L = K —V rme cy K m V KuHeTWUYKa M NOTEHNIMjaJIHA €Hepruja pe-

cnekTuBHO. [IpuHIUT KOju OBakaB Jarpamwiujad Tpeba oa UCIHyHaBa MOTUYE

nyOOKO M3 KBAHTHE TEOPUje MOJba U 30BE CE NPUHUUN CMAUUOHAPHO2Z 0ejcmEa

unu Xamuasmoros npuryun.

Koucrpyumumo ¢ysrmuonan (GyHKIMjy YUju je apryMeHT jouI jenHa (yHKIMja,
a pesyJarar peajaH 0poj) Koju hemo na obeneskuMo ca S:

St = [ dt L'(0),5°)

1

2TeXHUYKM TO je BUIIE jeJHAUMHA KAJA Ce OHA PACIAKYje y CBe KOMIIOHEHTE.



1.2. IlpuHIuUnD cramuoHAPHOT O€jcTBA 3

Y jemHauMHU xl(t) Cy caMoO IIPOCTOPHE KOODAMHATE Ca KOHBEHIMjOM Il =

x,7% =y, 13 = 2z, JaKje HUCY CTEIeHHU O T.

XaMuITOHOB TPUHIMT Kajke Aa O] CBUX IyTeBa r'(l) KOje JecTuna Moke Ia
y3Me, OHaj 1Mo KojeMm ce oHa kpehe je TtakaB ma je mejcTBo S cranmoHapHO,
Tj. 05 = 0. Yecro ayTopu KasKy NPUHIUI MUHUMAJIHOT I€jCTBA, AJU OBO
TeHepaJIHO HUje TAYHO 3a MEJIOKYIHY IIyTamy JeCTUIE.

Ila bucMo mOOMIM HEMITO KOPUCHO MOTJIeNajMO YOIIITEHY BAPUjalldjy MY Takhe
z'(t) = 2'(t) + 62'(t). Tarkobe, ma 6u uectuna Gupamna myT usmeby nBa Quk-
CHa MecTa HOTpebHO je ma HaM Bapujanyja IIyTame HecTaHe Yy IMOYEeTHOM U
KpajmeM TpeHyTKy 0z'(t;) = dx'(ty) = 0. Tama Bapujamujy nejcrsa 0S mpen-
CTaBJ/baMO Kao:

to to
58 = / dt 6L = / dt <8—L.6x" + 8—,L.5:ti>
¢ ' ox’ o’

1 1

b oL d (0L . [oL . 1"
- [ (- () o - oo,

['me cMo mo mpyre nuHMje MONLIM MAPIUjaJTHOM WHTEeTpanujoM. YiaH BaH
WHTErpaJja ymmpe, na y3 ycaos 05 = 0 mobujamo:

oL _d (0L _ .
ort  dt \oit)

OBo cy 13B. Ojaep - JlarpamoBe jemmaumHe (MHOKUHA jep 3a CBaKy
He3aBUCHY KoopauHaty z'(t) mobujamo jemny). BaumMo oko Ha jemaH TpuBu-
jajiaH mpuMep YMCTO KOMIIETHOCTU PaJu.

[Ipumep 1

[TocmaTpajMo KJIaCUUYHY YECTUIy Mace m Koja cjaobomuo nebau BaH
OnI0 KAKBOI MOTEHNMjaJsia. lajga HAII JarpamKWjaH WMa CaMO KU-
HeTHYKY unaH, na nmamo L = im(i')?. Kopucrehn (1.2) moGmjamo:

(1.1)

oL

ort
oL d (0L
o5 = M — pr (ax’) =mi

Ha kpajy 3apy:xmBameM BUANMO:
mit =0

[Ito je ympaso mpBu HbyTHOB 3akOoH, TeJIO Ha KOje He Oejyje cuia
uehe ybp3aBaru.
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1. Pusmka y paBHOM IIPOCTOP-BPEMEHY

Ha npBy nonty oBaj mpuctyn usriena 6ecnorpedbHO HabaaH U KOMIIIEK-
caH, aJy ToMOhy mera MOXeMO C PeJaTUBHOM JakKohoM na m3BenemMo mudep-
eHUUjATHY jenHauwHy (IOZyIle HEPEIUBY) KOja, Ha NPUMED, OIMUCYje Kpe-
Tame ABOCTPYKOr kiaaTHa. O TeRuHM pemaBama TOr npobiema camo Hbyr-
HOBUM 3aKOHUMA CBEIOYM UMI-EHUIA na ra HU caMm IbyTH Huje pemwmo...

1.3 T'eome3mjcka jeHODaumHAa

Cana eauMo Ia YOHIITUMO HaIly IPpUYy Ha IPOCTOpE KOjU Cy 3aKPUBJLEHMU.
HamoMumeM Oa joIl paguMo ca HepeJaTUBUCTUUKUM YecTUIaMa, U OBJe je
Behn (oryc craBmen Ha camy (pusmky. MaTeMaTUKy DEJEBAHTHY 34 OIMCH-
Bame OBUX mojMoBa pa3pabyjemo y amemmukcy A u B.

3aKpUBILEH MPOCTOP OMKCYjEMO TAKO IITO TOBOPUMO O UNGUHUMESUMAAHUM
pactojamuma Mmeby nse Tauke ' u z' + dz'. OBo pacTojame MoOEEMO Ha
ONIUIIEMO Kao:

ds® = g;j(z)dx'dz’ (1.2)

& Hanomena

CrBap KOjy CMO WMINIMIUTHO AepuHuMcaan y jemHauwaun (1.2) jecre
T3B. AjHIITajHOBA KOHBEHIUja O cymanuju. Hawme, mumra croeru-
jamo, AjHmTAajH je TPUMETHO Oa Kaa TOJ WUMaMO II0jaB/LUBAHE€ WH-
IeKca y mapoBuMa 'jemaH rope jeman gosie’ (Kao @ U j WM3HAKL) YBEK
BpmuMo cyMmanujy. Jla 6mcMO cauyBaJgu Tamudp He IuumeMo ds? =
Yoo Z?:o gij(x)dz'dr? mero mpocro ds* = g;;(x)dx'dx?. Y npumepy wnc-
mox ce ocBpheMo Ha 0BO.

Unan g¢;;(r) masuBamo merpuka. MeTpuka je mMarpuma Koja je CUMeT-
pUUHA W HelereHepucaHa (MMa HEHYJITY IEeTEPMUHAHTY, IITO jeé MIOBOJbAH
YCJIOB 3a TOCTOjame muHBep3He Merpuke ¢“(z)). Taxobe Bpemum HamomenyTu
a OHA 3aBUCHU OJ JIOKANMje, Ia 3aTO obeseskaBaMO Kao (QYHKIU]Y Ox T. Y
npuMepy uCIon NeMo BUAETH KaKO Ce OBO UCIIOJLABA.

1. IIpBa MeTpuka kojy hemo moriemaTu jecte oHa Koja omucyje R3 -
Kporekep nenra o;. Kponekep menra cumbon je medpurucan Kao:

. 0 i
=)0 17
J 1 1=




1.3. Teome3ujcka jemmaummHa 5

Y ¢BOj cBOjoj ’eseranTHOCTU OHIa M0OMjaMO:
ds® = 6;dz'dxt + 5dx*da® + SidaPdx®
= (dz')? + (dz?)* + (dz®)?
= dz? + dy? + d2?

2. Jlako je mokasaru ([IluraropmHoM TEOpeMOM M ypeTHOM CKUIIOM )
na je menuh myTa y ceprum KoopouHamama HAT KAO:

ds? = dr® + r2d6? + r?sin® 9dy?

Opatie BUOUMO na je MTEpPUKa yIpPaBO AUjarOHAJHA MATPUIA Ca
eleMeHTUMa Koju cToje y3 (dz')? (HeMaMo MemoBUTe UJaHOBE TUTA

dfdy):
1 0 0
g =10 r? 0
0 0 r%sin%6

Iakne, BuAMMO na METpPUKA M3HA Y3UMa PAa3JIUYUUTE BPETHOCTU
3a pas3He r u #, ma mMa CMHCJIa TPUYATH O BPEIHOCTU METPUKE
caMO Yy OKOJIMHU HEKE TAaUKe.

Bp3uny matepujasne Tauyke y 0BOj MAJIO allCTPAKTHU]O] HOTAIU]U 3AIUCY-
jeMO Kao:

ds o
V= = = U2 = giszl']
dt
Huje 3a menoBepoBatu na he u mam Jlarpamiujan u3riaenaT CINYHO:
m .
_ XN
L= 5 Jig '

Cama, jemuao mTO OcTaje jecte ma HaheMo pesieBaHTHE M3BOME IO KOOP-
OWHATaMa ¥ [0 M3BOAVMMA KOOPIAWHATA. Y3 TO Tpeba obpaTuTé MaKmy aa
NCTU MHOEKC HE KOPDUCTUMO [OBa IIyTa.

oL o m@gjk .ok
- = ———1%
ort 2 Ozt
Bpenu 3acraru m o6paTuTy asKmy KaKO je IPOMEH,€H MHIEKC Ha METPUIN i —
k . Taxkobe obparuTe maskmby Kako MHIEKC ¢ MMaMO Ha obe cTpaHe jeqHauuHe,
a Mo HmeMy He BPHIMMO CyMallljy Ha IOeCHO] CTpaHu (HeMaMoO WHIEKC i 'Ha




6 1. Pusmka y paBHOM IPOCTOP-BPEMEHY

cupaty’). OBo Basku remepasno. VIHIekcH MO KOjuMa HE BPIIMMO CYMAIU]y
Mopajy Outu uzjenHadenu Ha obe crpane. AKO HEKUM WHIEKC BUCU 3HAMO I
CMO TIOTPEeIIUJIN.

Haname, nobujamo:

oL " d (OL\ gy 02!
it IR = g (agz;i) -

Konauno, ybamuBamem oBa aBa uzpasa y Ojnep-JlarpamkoBy jenHauuay
nobujamo:

ik ((%"j 2 0zt v 0

Kako BpmmMO KOHTpakumjy mo mHaekcuma j u k (cabupamo mo muma), Ta

: dgit, o, 99ij
NB& WHIEKCA Cy HAM €KBUBAJICHTHA, Na Cy JeJHAKU U3Pa3u 54 U &, caMuM

TUM MOKEMO Oa oApaauMo cienehy axkpobOanujy:

. 0gir. 1 (Ogjr  Ogir  Ogij i
k j j k_
et (&Bj "2 (8$i "o ek ) )T =0 (13)
. 1 agik agz" 09 ik \ .i.
k k _
g + 5 (8:Uj + 81’2 - &;" " =0 (1.4)

Maao hemo ma cpemumo THOCJHEOHY pejalrjy TaKo IITO heMOo ma IoM-
HOKMMO 00€ CcTpaHe MHBEP3HOM METPUKOM, KOjy y HPAKCU JIAKO HAJIA3UMO
npeko peramuje ¢ g, = 0. Muoxkemewm jemnaunse (1.4) ca g~! mobujamo:

i+ Il =0 (1.5)

I'me cmo ycmytT yBenu Kpucmodenose cumbose (MHOKUHA jep KAO U PaHIUje
3a paszauunTe BpemaHocTH ijk nobujaMo pasHe KOMIIOHEHTE), ne@UHUCAHE KAO:

i _ 1 il 8913’ dguk _ agjk:
@) =39 <8:Ek 90 T

Jemnauuna (1.5) je reonmesmjcka jemmaumua, a myTame T’ Koje mobujeMo
Cy TeOne3UIIn.
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[Tpumep 3

[Ipucernmo ce MeTpuke y cPepHUM KOOpAMHATAMA:

1 0 0 B 1 0 0
gi; =10 7r? 0 u urBepsue ¢¥¢ = [0 772 0
0 0 r%sin®f 0 0 (r’sin?6)7?

Jlako je mpoBepuTH na je mypra MeTPUKa 3alCTa WHBeP3 npBe. VHnekcn
Bapupajy kao i,j = {r,0,¢}. Axro ce ocehare eHTy3njacTUUHO MOMKETE
kopuctehn jennaunny 3a Kpucrogpenose cumbOone norBpautu cienehe:

1
e = —T 7F:;w:—rsin20 ,Fzr:F%:; (1.6)
1 0
Figﬂz—sinecose ,Fﬁr:Ff‘pZ; ,erzrg(p:z;)je (1.7)

Kao mro moskere BUIOETU, PpavyHalkh€ OBUX cumboiia je IIpaBa IIaTka...

1.4 CroenujasHa pejIATUBHOCT

1.4.1 Yectumne y npocropy MMHKOBCKOT

[Tounumo mpBO pazMaTpameM YecTUuIe Koja ce kpehe y mpocropy MuHKOBCKOT,
Koju obenexaBamo kao R*> . PamuMo y mpaBoyramM KOOpIMHATAMA, Y KOjAMA
je a* = (ct,x,y,2) ,;u=40,1,2,3} rme cmo npemun Ha ['pure cumGore jep cy
KyJ U 6obe miam He-pusndape (mary Ha CTpaHy KOHBEHIUja je Ja ce CI0oBa
ajnpabera KOpUCTe 3a €yKINICKEe IpOCcTOpe, a ['puka cioBa 3a He-eyKIUICKE
npocrope). MeTpuka je nara kao:

N = diag(—1, 1, 1, 1)
Camum TuM je pacrojame usmeby nBe cycenne tauke z# u x4 dr* mara xao:
ds® = N dx dx”

Tauke 3a koje je ds? < 0 cy epemencku pazdeojene, ds*> =0 cy ceemaocho
pazdeojene u ds®> > 0 cy npocmopHo pasdsojere.
N3 npebamme nedunmMje npruMaM/bUBO M3LJena & Y3MEMO KODEH U WHTe-
rpaguMo ds kako bucmo mobusm camo As m3ameby mBa morabaja koja HucCy
HY:KHO Onmucka. Mebhyrtum, oBa mpouenypa Huje Oair onTUMaJHA jep U3Pasu
oyt [ \/Mudrtdr’ memajy Gam Hekm cmumcao... Ha mobpom cmo myTy,
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jemnmHO mMTO HaM (ayim je OmeT jemaH MaTeMaTUYKM MaHeBap KOJU ce 30Be
napamempu3auuja.

Haume, axo cte Beh pamuim aHAJIUTUYKY TE€OMETPUjy 3HATE 3a OBO aJiu
aKoO HHUCTe, mapaMeTpusaluja 3HAUYU Oa Y3MEMO HEKY KPUBY Yy IPOCTOPY U
ONMIIEMO je HEeKMM (YHKIMjaMa KOje ce JIeIO IMOHAIllajy U KOje 3a apryMeHT
y3UMajy UCTY IPOMeHJ/bUBY. MaTeMaTnyku 3aImcaHo KPUBY 7Y IPEACTABHAMO
kao 7 : I — R" rue je I C R unrepBaJ.

[Tpumep 4

Kanonckun mpumep mapamerpusaluje KpUBE je KpY:KHUIA. Y PpPaBHWU,
KPY/KHUILy IEHTPUPAHY OKO KOODIAWHATHOI IIOYETKA 3alUCyjeMo y 00-
JIIVKY:

22 4 y? = 12
I[TocmaTpajmo cmeny x — rcost m y — rsint roe HaM ¢ meTa MO UHTEP-
Bauy [0,27]. Tanma nperxonna jenHadwna mocraje:

cos’t +sin’t =1

Tarobe, oBaj eperar cMO MOTJIU na MOCTUTHEMO M IIapaMeTPU3AINjoM
x — rcos2mv m y — rsin27v roe HaM cazma v uae mo uaTepsaday [0, 1].
Iakae, 3akpydyjeMo na mapaMeTpU3aluja HUje jeIUHCTBEHA, MOCTOjU
6pao (beckoHAUHO) mapameTpusanuja 3a jeqHy ucrty kpusy y R".

. J

[IIra hemo ma ypammMo jecre ma mapameTpusyjeMo KpuBy z/(\) Herum
mapamerpoMm jgamOma. Cana HAmM MaJu eJeMeHTH MyTame Hucy camo drh
Hero (dzt/d\)d)\, ma MOxkeMO ma HAMUIIEMO HAII yKeJbeHU MHTErPAJ Kao:

2 dah dzv
€Xr ua
As = / i )\
) dX d\
roe MHTErpaJruMoO O HEKE IIPpBE 40 ApPpYyTre n031/1u1/1je T€HECPUYIKU O6eﬂeH{eHO.

3a BpeMeHCKU pa3nBojeHe norabaje ucnana ga y3uMaMoO KODEH U3 HETATUBHE
BPEAHOCTH IIITO j€ BEJIUKU HO-HO, ITa heMo caMo na noae(pUHUIIEMO COIICTBEHO

BpeMe Kao:
2 dx* dzv
At = e O
T /1 X Td

Bpemu manomenyTu ma wmcnpen uHTerpasia 3a AT Tpeba ma croju umaH 1/c
aJii y HallleM CBETY IIporJjamiaBaMo Ja Baxku € = 1.

OBakBuUM gmepUHUCAEKEM MAJO je YyAHO Oa MOPEeInMO IIyTame Koje Cy Ha
HEKUM IeJIOBUMa BPEMEHCKOI, a Ha HEKMM IPOCTOPHOI KapakTepa, aju y
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Ipakcu OBO je pelaK Ciaydaj jep CBe MaceHe YeCTUIlle MOy IO BPEMEHCKUM
myTamaMa, a 6e3MaceHe YeCTUIE ULy 110 CBETIOCHUM Iy TeBUMA (IITO je TOCAIHO
jep uMm je cBe HyIA...).

& ComcrBeHo BpeMme

Cama hemo 3acTaTu U OCBPHYTH C€ HA HEKa OJ CBOjCTABA COICTBEHOT
Bpemena. llemmm na je Behwmua ymTasamna gyia 3a oBaj mojaM y KypCy
KJIACUYHEe MeXaHUKe WM 4YakK y cpelwmoj mronau. VI3Han je mepunucan
y HEKy PYKY TpaJbaBO, ajM 3allPaBO (PU3WUYKA CMUCAO COICTBEHOT Bpe-
MEHa je TO M1a je OHO Mepa MPOTUIlama BpeMeHa KOjy MOKa3yje YaCOBHUK
objexra Koju ce kpehe. Paszpanumumo oBo MaJio maJne.

3aMUCIMMO Oa MoCMaTpaMO XPIy YaCOBHUKA Koja ce kpehe y mpoc-
TOPY TPOU3BOJHHUM IIyTamaMa. ¥ CBaKOM AeJauhy BpeMeHa OBO Kpe-
Tame MOKEMO M1a CMaTpaMO PaBHOMEPHWM, Ia CAMUM TUM MOYKEMO 14
neuHAIIEeMO KOOPAMHATHA CUCTEM Be3aH 3a YACOBHUKE KOjU 3ajeTHO ca
BUMa YUHU WHEPUUjaJIHU peQepPEHTHU CUCTEM.

Kana nporekne nHdrHUTECMMATHN MHTEDPBAJ df (MEPEHO y HAIIEM CHC-

Temy), catosu mpeby myT \/dr?+dy? +dz2. Xajme ma mabemo Bpe-
MEHCKU WHTepBJa df’ KOju MpOTEeKHe Ha caToBUMa Koju ce kpehy. Y
cuCTEeMy BE3aHOM 34 CaToBe OHU MUDPY]jy, ma je dx’ = dy = dz’ = 0, na
VHABAPUjaHTHU MHTEPBAJ 3aIMCYjeMO Kao:

—ds® = dt? — dz® — dy® — d2® = dt” (1.8)
dz? + dy? + dz?
dt’:dt\/l— ’ +d§2+ S PV (1.9)

[me je v 6psuma rojom ce kpehy caroBu. Kopucrehu nperxonmy
penanujy mMoxkeMo na HahemMo BpeMe KOoje MPOTEKHE Ha CATOBUMAa KOjU
ce kpehy kama Ha HameMm caty npobhe uHTEpBAJ ty — ty:

t2
0ot :/ AT =02

t1
Kao mTo BuamMo BpeMe Koje MpOTEKHEe 3a mocMaTpadva Koju ce kpehe
je yBek Kpahe y omHOCY Ha BpeMe KOje MPOTEKHEe 3a MmocMaTpada KOoju
mupyje (jep je v1 —v? < 1...). Ha kpajy 3akmyuyjemo mna:

b
/ds

y3uMa MaKCUMAaJIHy BpEeTHOCT M3MeDy nBe Tauke y BpeMe-IPDOCTOPY aKo
je cBelka JUHUja KOja WX IOBe3yje mpasa.
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1.4.2 JlopeHmoBe TpaHcopMaIije

omno je Bpeme ma ce yXBaTUMO y KOIITAIl ca PeepPEeHTHUM CUCTEMUMA U
IBUXOBUM YTUIAjeM Ha M3TJel IyTama dectuna. Jla Ou Hamm pedepeHTHU
CUCTEMM UMAJIU JIEN (U3NYKU CMUCAO 3aXTE€BaMO Ja WHBAPWjaHTHU WHTEP-
BaJI ds Oyme mocjienaH CBOI MMEHA.

Jenna onmnuja jecy TpaHcaanuje y Bpeme-npoctopy. Hbux moskeMo ma omummeMo
kao o' — M = 55’(I“+a“) rue cy a yeTupu KOHCTaHTHA Opoja. Tpancramnuje
OoCTaBJ/bajy caM MHTEPBaJ Ar KOHCTAHTHUM, Ia HUje HU dyno na je As He-
IPOMEHEHO.

Cana hemo ma mpebemo Ha MaJio er3oTUYHUje TpaHCHOPMaIUje - POTAIA]E.
IMomro pamumo y R*! mucy 6am knacudme poranmje Hero cy MaJjo IAIABHU]e.
Y oBaj ckyn ymaznajy M IpoMeHa pPe(depeHTHOr CHUCTeEMa 3a KOHCTAHTAH BEK-
Top 6p3une unu Oyct (engl. boost). OBaKBe MPOMEHE OMUCYjEMO MATPUYHOM
jeqIHAUMHOM THe je Afj/ UHBapHWjaHTHA Y OJNHOCY Ha BPEMe-IIPOCTOP:

!/ /
= A0 x”
niu MaJio kpahe:
¥ = Ax

/ .
TperyTHO HEMAMO HUKAKaB yCJIOB 3a 00nuk Mmarpure A | mTo je mano nabasa
nepununuja. Ajme ma y3memMo y 003Up yCIJIOB MHBAPUjaHTHOCTU MHTEPBAJIA:

(As)* = (Az)Tn(Ax) = (Az")'n(Az") (1.10)
= (Ax)TATnA(Ax) (1.11)

Haxrne:
n=ATnA (1.12)

Y WHIOEKCHOj HOTallMju penociiel 4IaHOBa HUje OUTaH jep Cy y CYMTUHU pe-
anau (pebe KoMmuekcHu) GpojeBu, ma je pemocien APYTradvuju O] MATPUUHE
jemHauvmHe M3HAI:

oAl Vo oA A
Tlpo = Ap Nuw Ny = Ap AG My

Ilakne Tpa:kuMoO MaTpuile kKoje ucnymanajy (1.12), marpune koje 3a,10-
BOJbaBajy Ty jemHaumHy 30BYy ce JlopeHmoBe TpaHcpopMamuje. 3ajenHo ca
oIepanmujoM MaTPUYHOI MHOMkema JlopeHmoBe TpaHchopMmaluje popMupajy
JlopenuoBy rpymny. Ilocroju tecua Besa usmeby ose rpyme u SO(3) rpymne
poranuja v R®. T'pyny poraunuja unte 3 X 3 Marpurie Koje MOWTY]y jeIHAUMHY
RTR =1, rze je 1 jenuamuna MaTpuna. TakBe MaTPHUIE ce HA3WUBA]y 0pmozo-
HaaKe Mampuye U Kana UM je mumensuja 3 dopmupajy rpmy O(3). Osa rpyna
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VKJBYUyje U mMpoMeHe CcMepa, KOje 30BeMO TpaHchopMmalnuje mapHOCTA. AKO
’KEeJIMMO Ja OJcedeMO TPaHC(PopMallije IapHOCTU MOXKEMO na 3aXTeBaMo je-
nuHNYHy nerepMmunanTy |R| = 1. TakBe mMarpuie ce Ha3UBajy CIENNjATHUIM,
na je rpyma kKojy oHe ¢opMupajy cmemmjasiHa oproroHasHa rpymna SO(3).
Rako y JlopeHmnoBoj rpynu mMaMo U BPEMEHCKY MOPEeN TPU MPOCTOPHE KOM-
MMOHEHTe HOTAallja je HemTO Apyraduja, [a TakBy TPYIy obesekaBaMO Kao
0(1,3).

BycroBe MoskeMo ma mocMarpaMo Kao poTanujy m3dMehy mpocTOpHe U Bpe-
MEHCKe Oce, Ia je PeruMo OYCT Oy:K T OCe HaT Kao:

cosh¢ —sinh¢ 0 0O
U sinh¢p cosh¢ 0 O

v 0 0 10
1

0 0 0

I'ne mapamerap ¢ mera mo (—oo,00). Y ommreMm cayuajy Jlopenmose
TpaHcopMalrje HICY KOMYTAaTUBHE, ITa ogaTie BuauMo na Jlopenmnosa rpyna
Huje AbGenoBa. Ckyn tpancinamuja m JlopennmoBux TpanchopMmanuja je He-
AbGesoBa rpymna, 138. IloenkapeoBa rpymna.

[Tornenajmo mra mobujamo U3 rope geguHUCAHE MATPUIE:

t' = tcosh ¢ — xsinh ¢ (1.13)
x' = —tsinh ¢ + x cosh ¢ (1.14)
Onasne BumuMo na ce Tauka gepunucana ca r’ = 0 kpehe Gp3unoM:
xr  sinh¢
! t cosho anh¢

Y maio mpusemumnjoj HoTanmjn ¢ = tanh™ ' v mobujamo:

t'=~(t —vx) (1.15)
' =~z — vt) (1.16)

Ine je v = 1/4/1 — v? mama npara koucranra. Ham amcrpakrad npucrymn
je ouyBao crapmapaae JlopenmoBe tpanchopmanuje. IIpumenom oBux jen-
HAUYWHA JOJIA3UMO [0 CTAaHAAPAHUX edekaTa CIeNrjasHe PEeJIATUBHOCTU: KOH-
TpakKnurja Oy:KUHE, NUJIaTallija BPEMEHA M PEJATUBHOCT MCTOBPEMEHOCTH.

1.4.3 PesaTUBUCTUYKO NEjCTBO

Ia OucMo onpemuam PeNaTUBUCTUYKO NEjCTBO 3a CJIOOOMHY UYECTUIly IpPBa
CcTBap KOjy Tpeba ma youmMo jecTe ma TaKBO NejCTBO Mopa na Oymne MHBapU-
jauTHO y omHocy Ha Jlopennose tpancpopmanuje (jep y CympOTHOM HEMAMO
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rI00aJHU MUHUMYM O€jCTBA aKO MPEeJacKOM y APYTU pedepeHTHU CUCTEM
“MaMo IIyTamy 3a KOjy HUje HyJTa Bapujauuja nejcrsa). lakie nejcTBo Mopa
na 3aBucu on Hekor JlopenmoBor ckanapa. lame, momuuTerpasHa QyHKITja
Mopa na 6yme qudpepeHnujas npor pena (Kako OucMo nobuau peasas 6poj).
Asu jenuHu OBakaB CKaJiap KOjU MOMKEMO Ma KOHCTPYUIIEMO 3a CJI000IHY
YeCTUIly jecTe ynpaBO MHBAPUjaAHTHU UHTEPBAJ ds MU HEKU PECKAJUPAH WH-
TepBas ads, rae je a roHctanTHO. Jlakie, 3a ciobOmHY YeCTHUIy 1I€jCTBO

b
S:—a/ ds

1€ UHTErPAJIUMO 10 CBEIKOj JIMHUjU YecTulle (IIyTama KOjy YeCTUIA IPABU
y npocrtopy Munkosckor mok ce kpehe). Penarusuctuuko nejcrso nma ey
reoOMeTpUjCKy MHTeprnpeTanujy (IorienaT HAIIOMEHY O COICTBEHOM BPEMEHY
M3HAN): OHO eKcmpemusyje nymawy usmehy dse mawke y npocmopy Munkoeckoe.
Ila 6y mejcTBO OMIO OWMEH3MOHO KOH3UCTEHTHO MOPAMO Oa MPUKAUUMO MC :

b
S = —mc/ vV —ds?

Muwunyc ucnpen mejctBa je Ty ma 6mcMo mmanau nodap 3HAK KUCIPEN UM-
nyica u enepruje. llakme mam Jlarpamxujan je:

L = —mevVddt? — x2

N3 Ojaep-Jlarpamxose jennaunae nooOmjamo:

Mopa Aa uMa OOJIUK:

d mex _0
dt \ v/c2dt? — %2
Unan y 3arpaam MOKEMO [1a 3alUIIeMO Kao:

.

Px = —— = ymv
%2

C2
[IITo je mo3HaTa penamnuja 3a peIaTUBUCTUYKUA UMIyJIc. Hanomena: y penanm-
jaMa m3Had caM OCTaBMO C jep ra MHOTU ayTOPU OCTABJHA]Y...

1.4.4 T'eonme3unu y mpocTop-BpeMeHY

Y oBOM moOTJIaBJbY CaMO heMoO ma OJOpadrMO T'eONe3UjCKY jeTHAUYNHY KOjy CMO
Beh u3Besu Tako ma oHA (O YHKOVOHUIIE 38 PEJIATUBUCTUYKE UCCTUIE. Pamnmo
ca peJIATUBUCTUYKUM I€jCTBOM WM3HAJI, ITa MMaMO 1a je:

02
S:—mc/ doL ca L=/—gu(x)triv

1
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'me cMo omabpasu TpoOU3BOJBHY MapaMeTPU3AIjy CBEIKe JUHUje YECTUIe
x#(0), na je i* = dx*/do. Cana, na 6ucmo Bumenu mra zam Ojiep-Jlarpakosa
jemHaunHa TOBOPU M3PadyHA]MO HeHE YJIaHOBE:

oL 1 O .. oL 1
- = K - =
ozr 2L oxr T T TAOM 5, T L

Je,Z[Ha‘II/IHe KpeTama Cy Taﬂaﬁi
d (oL oL d (1 1 99 .0
%(37) Tow 0T %(zgﬂ” ) 5L oae 0 =0

BO ] A0 jeoHAUNHA KOj]Yy CMO W paHuje moduau, jeAuHu I JeMyun
OBo je zamano jemua a KOjy CMO aHuje moo , je obute h
je mTo HaM m3Box mo ¢ moraba m L, ma cpebhuBameMm HaJIa3UMO:

. 1 (0g dg dg . 1dL
o= wp w Y9up vap 0L
Gup™ 2 (6x” * oxr oar )T

_Ldagﬂpx'

OBo je penarmBuctuuku ob6iuk jemHauwmse (1.4), BuamMo ma 360r KOpeHa
y Jlarpamkujany mMamMo OONATHU WiaH ca mgecHe crtpame. Ilpucermmo ce
npumMmepa 4, rjie cMO BUIEJU & TOCTOjU MHOTO MapaMeTpU3allrja UCTe KPUBE.
Can 6um Oumo seno na Habhemo mapamerpusanujy koja he ma yOuje uiaH ca
necHe crpane. /lakjie, Tpa)KUMO 0 TAKBO OAa:

dL -

— =0
do

IIpucerumo ce Kako cMO He(PUHUCAIN COINCTBEHO BpPEME:

7 dx* dzv 7
et (o) :/0 \/_g“”(x)Wda’ da’:/o L(c")do’

[Io KOHCTPYKIMjU OBOT MHTErpAJIa BayKU:

dr L(0)

C%—

Axo omabepemo napamerpuszanujy L(7) mobujamo:

10 =\l o = 1 0) = L r0) =

306paruTe naxmy na cmo npu usBobhemy O-JI jenmaunmua MMaay myTame y GYHKIAJA OX
BpeMeHa t, Ia cala TAe roJ je IPUMePeHO BPIMMO TpaHchopManujy t — o.
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Iakne, moeHnTa je ma axko mapamerpusyjemo L ca 7 mobujamo L = ¢ u ryaBHO
dL/dr = 0. Mebyrum, unranam Moke na IpOBEPU Oa OBaj TPUK PAIU 38 ODUIIO
KOjy mapaMeMTPU3aInjy ODJIUKA:

T=ar+b

OsBaxkBe mpameTpu3saiuje join Ha3uBaMoO U a¢uHE HapaMeTpu3anuje.
Hama reonesujcka jemHauyunHa cama mocTaje:

A2t dx” dx”
I~ =0 1.17
a2 v g dr (1.17)

['ne cy KpucrodenoBu cumbonm natm Kao:

1 0Gov  0Gsp  O0Gu,
n _ o _
Fop() 29 (8xﬁ * oxv  O0z°

1.5 Teopuja KIacCUUYHUX IIOJBA

OBo moraaBsbe Tpeba ma HAM MOCIHY:KM Kao moOpa BekOa 3a OHO IITO TEK
Tpeba ma ypamumo. Ommra pesaTUBHOCT je Teopuja KIACUUYHUX IT0Jba, 14
caMUM TUM MMa CMUCJIa & TOrJIenaMO KaKO KJIAaCUYHA IOJba U3TJIENA)y Y
paBHOM BpeMme npocTopy ca meTpukom Mwunakosckor. Takobe, ciauuan npuctyn
¢puzunm hemo mmaTu 1 y riaaBHOM TOTJIaBJbY OBOT paja rae heMo JOAaTHO 1a
yBeIeMO Ol jeIHy MPOCTOPHY KOOPIAWHATY KOja he ma HamM oboraTu CTPYK-
TYypPy METPUKE HA MHOTOCTPYKOCTH.

Y Teopuju KIaCUYHUX TOJba, Jlarpamkujan L MOKeMO na IpencTaBUMO
Kao mHTerpasa T3B. rycrtmHe Jlarpamkwmjana L£. OBa ryctuHa je ¢GyHKIUja
nosba ' m muxosux mssona d,P":

L :/ &z L(D',0,P") (1.18)
Ilakne, mejctBo S cama ysuma OOJIUK:
S = /dtL = /d% L(d",0,9") (1.19)

Kao u panuje noouhemo Ojunep-Jlarpamkose je qHAUYNHE 3aXTEBOM I I€jCTBO
OyIe MHBapWjaHTHO y OOHOCY Ha MaJie Bepujallrje MoJjba KOoje MpeacTaBibaMo
Kao: . : ,
' — O+ §P°
9,0 — 0,®" + 6 (9,2") = 9,9" + 9, (09)
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I'ne je y npyroj nuHMjm jacHa JIETUTUMHOCT 3aMeHe Bapujallrje W M3BOIA.
[Toranenajmo Tejnopos paassoj Jlarpamsujana (rycrune Jlarpamkujana anu
CMO JIeHU Ka0 U MHAYe):

L(9,0,9") — L (D' + 69,9, + ,69")

; - oL __. oL A

= q)z (I)Z A (I)Z P e———— (DZ

L (2,0, )+8®15 +a(au<1>@)a“ (607

OpmaBme je Bapujamnuja mejcTBa jaCHO OATa Ca:
oL __. oL A
= [ d'z | =60 + ——— P 1.9
o5 = [t {6@5 + .70 0 )} (1.20)

CrapmapmoHa cTpaTeruja mapiujajHe uHTerpanuje IPyror djiaHa Bapujanuje
IejcTBa U OBJE YUHU Uya, IIa AOOUjaMo:

oL oL .
_ 4 _ 7
55_/dz{w 9, (—a(w))}a@ (1.21)
Opnasne cienu:
0S oL oL
501 g O (m) =0 (1.22)

OsBo cy Ojnep-JlarpankoBe jennaunHe 3a KIACUYHY T€OPHUjY MOJbA Y PABHOM
IIPOCTOP-BPEMEHY.

[TocToje Tpu eHepruje Koje OOMYHO ACOIUPAMO Ca CKAJAPHUM IOJHEM, a
TO Cy:

1 .
KUHETUYKA eHepruja: 3 o?

1
rpaaijeHTHa eHepruja: 5 (VP)?
noreHnujansa emepruja: V(D)

Nako morennmjan jecte JlopeHn-uHBapujaHTaH, KMHETWYKA W TPaIUjeHTHA
eHepruja HuCy. MokeMO A MCKOPUCTUMO METPUKY KAKO OUCMO CKYBaJIU
BEJIUYUHY KOja jecTe:
1 1. 1
2 2
—S " (0,9)(0,8) = 5 B — (V)
2 2 2
OnmaBne HaMm je mouekse ouursenan n3bop Jlarpamwkujana mo aHAJIOTUjU KU-
HETUYKA — IOTEHIVjaJIHA €Hepruja:

L=~ 1" (0,2)(0,%) ~ V(@) (1.23)
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& Kaaju-I'opmonosa jemnaumna

N3 manonpebamme auckycuje jJako qoOMjaMO KOMIIOHEHTE KOje UAY Yy
Ojnep-JlarpamkoBy jeHAYUHY, HAMME:

oL v oL

= — v
5~ d@ " a@m) "o (1.24)

BpahameMm y jennauuny nobujamo:

oo — v =0
dd
rae cmo ysenu 1 AnamGepros (d’Alembertian) omeparop O = 9*0,0,.
Canma hiemo ma mocMaTpaMo mojbe ocmmuaropa maTo ca V = im2@2
OBze je m T3B. Maca mosba (Kaga KBAHTU3YjeMO HOJbe HOOMjaMo aj-
TEeHBEKTOpPe UMITYJICa KOjU IpeNcTaBibajy dectune mace m). Onasue
“MaMo:

O® — m?® =0 (1.25)

[MIto jom mazuBamo m Kaaja-I'opmoHoBa jemmaumHa.




1.5. Teopuja KIaCUYHUX MOJHA

17

]

Xepman Mwunkoscku (1864 -
1909)

Xepman MwuHKOBCKU poben je
22. Jyna 1864. y mamammoj Jlur
BAHWUjU (Tanamme Pycko
napcrso), a ympo je 12. Jam-
yapa 1909. y Hewmaukoj. Dbwuo
je Hemaukm wmaremaTuyap KoOju
je nompuHeO TIeOMETPUjCKOj WH-
Tepnperanuju Opojesa. Nmao
je 3aBUOHE MOONMPUHOCE y TEOPUju
OpojeBa, MaTEMATUUKO] (U3UIU U
y Teopuju penaatuBHOCTU. Ihe-
roBa maeja na COOjU TPU IPOC-
TOpDHE U jeHYy BPEMEHCKY IUMEH-
3Ujy Y jedaH MPOCTOP - IPOCTOP
MuUHKOBCKOT - TOIJIOYaJia je MyT
3a Aunbepra AjHmrajua ma yseme
CTIETU]aJTHY PEJIATUBHOCT.

Cun Hemama &koju cy &usesm

y Pycuju, MunkoBcku ce ca
ponuTamsuMma Bpatuo y Hemaury
1872. wm mpoBeO CBOjy MJIAIOCT
y Ilpyckom rpany KenurcGepr.
Bwuo je maremarnykm BUPTYO3 OX
MaJuxX HOTY, Te je ymmcao Y Hu-
Bep3uTeT vy Kenurcbepry ca camo
15 roguua. Tpu roamHe KacHuUje
marpaben je on crpane Ppan-
IIYCKe aKaleMuje HayKa 3a HEeroB
pan o mpeacTaBbamy OpPOjeBa Kao
30upa meT KBaapara.

3a BpeMme cryaupama y Kenurc-
Oepry ymo3Hao je jom jemHOr
TAJIEHTOBAHOT MaTeMaTuJyapa,
HaBunga Xwunbepra, ca KOjuM
je Oaucko capabuBao EKako y
Kenurcbepry tako m KacHUje Ha
YuuBep3urery y l'eTunreny.
Hakon mTo je moxkTtopupao 1885
MwuHKOBCKM je mpenaBao MaTeM-
aTuky Ha Y HuBep3urtery y bBomy
(1885 - 94), KenurcGepry (1894
- 96), HMupuxy (1896 - 1902) u
letnareny (1902 - 09).

3ajemno ca XwuabepTroMm — mcC-
TPa)KUBaO je TEOPUjy eJNeKTPOHA
Ilanckor ¢usumdapa XeHIPUKA
Jloperna, u Momudumranuje Te
Teopuje y AjJHIITAjHOBO] CIeIu-
jaJIHO] peNaTUBHOCTU. Y HAYU-
HOM pany mnon uMeHoM ~ Bpewme
u npoctop” 1907 MuuroBcku je
YyBEO CBOJy IIO3HATYy YeTBOPO-
IUMEH3UOHY  TeOMeTpujy  3ac-
HOoBaHy Ha rpynu JlopeHmoBux
TpaHC(oOpManmja y CIEUjallHO]j
peraTuBHOCTUA. JOII jenmaH 3HAYA-
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ja panm y Teopuju OpojeBa jecte cy cabpaHm on crpane [laBuna
”T'eomerpuja 6pojeBa” Koju je 06- Xunbepra y rwmusu ~ Cabpanu
jaBmmen 1896. IberoBu pamoBu pamoBu”’ Koja je objaBmmena 1911.



2 AjmmTajHOBE je THAUMHE MOJba

[Ipe HETO MITO KPEHEM KEJIUM Ja MPENoPYUNM YUTAOIY Ja MOTJIeNa alleHAnKCe
A m B ako HuMje MOTIyHO CUTrypaH ca MaTeMATHWKOM KOja HaM je moTpebHa.
Axko jecre, omeT MOMKe ma TOTJeNa KAaOo HAUWH 1A MOHOBU OCHOBE U yCBOjU
KOBEHIIN]Y 3ammca.

[Inan 3a 0BO morJyiaBJbe jecTe ma IMPBO MOrJIenaMo u3Bobheme AjHmTajHOBE
jemHauYrHE MOoJba 3a CUTyalujy rae Hema marepuje. Jlobumhemo Heky jemHad-
UHY ca KOojoM heMoO naJjhe na ce MrpaMo U IorjenaMo Heka pemema. llocie
Tora hemo ma ce GaBUMO jOII HEKMM MaTeMaTUYKuM mpobaemuma. Ha kpajy
CTaBJ/haMO U MATEPHUjy HA CIEHY U yBOIAVMMO TEH30D €HEPTUje-UMITYJICA.

2.1 AjamrajH-Xwmji0epToBO II€jCTBO

Kao mro Beh 3mamo0, :KeauMo na pesaTUBHOCT Oyie MaHU(peCTAIja FeOMEeTPH]je
BpeMe-pocTopa. Kao m cBaka ¢usnuka Teopuja, jegHAUMHE OIIITE peJla-
TUBHOCTM TPOW3WJIa3€ U3 Bapujallrje AejcTBa - KaO MITO CMO TO BUIENU Y
npBoM noriamy. Cana je murame KakaB 0OJMuK Tpeba ma HAM y3Me IejCTBO
Kako OmcMo mobusm mobpy teopujy. To mejcrBo O6m Tpebaso ma mam Oyme
3aBUCHO O CaMMX MHTPH3WUYHUX OCO6I/IHa MHOT'OCTPYKOCTH.

I[IpocTop-Bpeme je muoroctpykoct M 3ajemuo ca JIopeHIIOBOM METPUKOM.
IejctBo je muterpas wa M. Jla OucMO MHTErpaJiMid MO MHOTOCTPYKOCTU
norpebHa HAM je 3anmpeMuHCEKa popma (Mepa unTerpamuje). Kao mro mosxkere
BUIETU y alleHIWKCY, MeTpUKa HaM Beh maje 3ampemuHCKy popMmy. Jom Ham
mpeocTaje na KaHAUILyjeMO (YHKIU]y Yy OejCTBY KOjy heMo na MHTerpaJimMo.
Jenmna TakBa (pyHKNUja KOja MO:Ke Ha HaM IaHe Ha IIaMeT jecTe na TO Oyne
camo Puuwmjes cranap R. C oBoM moTmBammjoMm, pasMorpumo ciaenehe me-
jcTBO:

19
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S = /d% vV—gR (2.1)

OsBo je Ajnwmajn-Xusbepmoso dejcmeo. He 3abopaBumo ma je MUHYyC Yy
KOPEHY Ca METPUKOM 3aTO MITO paguMo ca JIOpeHIoBOM MEeTPUKOM KOja MMa
jeIHy HEraTWBHY CBOjCTBEHY BPeNHOCT, ma je g = det(g,,) HeraTuBHO.

& /[MEeH3MOHATHOCT

Jemnaunna HUje AUMEH3UMOHO KOH3UCTEHTHA. PakTOp KOjuUM je
OOUYHO YHOPMAJMMO jecTe:

C3

I= 167G

/ d*z \/—gR

OsBaj ¢arkTop HaM je TakaB ma Ou maBao HOOPY jaumHy 3a BE3UBAHE
MaTepuje KacHUje.

Bapujamuja nejcrBa

[Toraenajmo canma Bapujamujy oBor mejcrBa. OBo hemo ma ypaammo u3 HEKO-
JWKO Kopaka. IlormemajMo Kako ce AejCcTBO Mema Kalda BapupaMO METPUKY
G — Guv + 09 Axro 3ammmemo Puumjes ckanap kao R = g"” R, nobujamo:

5S = / d*z ((6v/=9)9" Ruy + /=9(69" ) Ry + V—09" 5 Ry (2.2)

Cama hemo wnan mo ujgaH ga IpJbaMO OBe M3pa3e KaKo OMCMO MX CBEJU Ha
HEIITO KPIITEHO.

Tepbeme 1. Bapujauuja /—g je dama xao:

1
5V=9 = 5V G

Zloxas. Kopuctuhemo tBpheme ma mujaronaJsHa marpuna A mcmymaBa CBO-

JjCTBO:
logdet A = trlog A

OBo je ounraeaHo TaYHO 3a AUjaroHAJHE MATPUIE, JeTEPMUHAHTA je TPOU3BO I
CBOjCTBEHUX BPEIHOCTU MOK je Tpar BUXOB 30Up, 3ajeIHO ca MPaBUJIMMAa, JOT-
apuraMa mMaMo KeJbeHO TBpheme. Y3 0BO mobujamo:

1 _ -1
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[Ipumemyjyhu oBO HA MeTpPUKy T00UjaMoO:
1 1 1 1 1
0N/—9g==——=0(—9) = =——(—9)9""09,, = =/—99"" g9,
Kopucrehn ¢"0g,, = —9u 09" cnenn tBpheme. [
Tepbeme 2. Bapujauuja Puvujesoe menzopa je dama xao:
R, = VpcSFZV — Vyéf‘fw

Ioe je:

1
6FZV = §gpg (V,udgcw + V090, — vaégm/)

Aokasz. 1Ipso hemo ma morsenamo Bapujanmjy Kpucrodenosor cumbona 17,
Hanomenumo na mako cam cuMOOJI HUje TEH30D, HEroBa Bapujaluja jecte.
[Tornemajmo Kako Ta Bapujanuja m3raena y HOPMaJHUM KOOPAWMHATAMA, TIIE
HaM NPBU WU3BOJ METPUKE HECTaje:

1
6FZV = §gp0 (a,uégm/ + alléga,u - 80'59,uy>
1
= égpg (vudgou + Vu5gau - voég;w)

I'me cmo y mocnenwm0j IMHUjM 3aMEHUIN IapOujaJHe U3BOAEe KOBAPUjaHTHUM
U3BOAMMA KOjU Ce O BUX Pa3iuKyjy n0 Ha KpucrodenoB cumboi, Koju y
HOpMAaJIHUM KOOpOuHaTaMa HecTaje. Rako HaM mociienma pesaluja moBesyje
OBa TEH30pa, MOKEMO Ha 3aKBbYUYMMO A& he OHAa Aa BajKMW y OMJIO KOM KOOP-
OUHATHOM CUCTEMY.

Cama hemo ga mormenamo Bapujanujy Pumanosor terzopa. O y3uma ciaenehu
00JIMK Yy HOPMAJIHUM KOOPAWHATAMA:

RO’p/.Ll/ = aﬂrzp - al,rzp
Onakie My je Bapujamnuja:
0R;,, = 0,00y, — 0,017, =V,0Iy —V, 7

Kao u panuje, 3ameHnsmn cMO mapiujaJjHe U3BOME, T€ CMO OOOIU pesaIunjy
TEH30pa KOja MOpa YOIINTEHO Ma Bayku. KOHTpakmujoMmM mHIEKCa T00ujamMo:

0R,, = VoI, — V0l

IITO CMO M XTCEJIM Ja IIOKaKEMO. D
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[ToenTa nperxonuor TBphema jecre na 3aKbyUINMO 14 BAPUjal]y MOKEMO
[a 3amIumeMo Yy OOJIUKY:

g"SR,, = 0,X"

I'me cmo y X cmakoBaJiu CBe 4ilaHOBE Ca MHBEP3HOM MeTpukoM u KpucrogpenoBum
cumbonuma. Hame mejcTBo cama mMma 00JIUK:

1

08 = /d4x\/—g [(RW — 2Rg,w) ogh” + VNX“]

[Tocnenmu yiaH je MOTIYH M3BOM, IIa IO TEOPEMMU O AUBEPrEHIUjU MOKEMO
na ra urmopumiemo. M3jennavaBamem 05 = 0 mobujamo:

1
Gl“’ = R/u/ — §ng/ =0 (23)

rae je G, AjamrajroB Tenzop. OBo cy AjHmTajHOBE jeHAUMHE IIOJBA
3a CJydyaj rae HeMaMO MaTepujy. AKO M3BPIIMMO KOHTPAKIN)y ca g"
nobujamo (nmamo y Bumy na je g"g,, =4):

Ry =0

3a OoBaKBe MeTPUKe KaskeMo na cy Puuwu pasne.

2.1.1 KocmMoJionika KOHCTaHTA

Ajumraju-XunbepToBO M€jCTBO 3amCTa jecTe HajjeqHOCTAaBHUja CTBAP KOja
HaM je MOTJia MacTW Ha yM Kao KaHaumaaT 3a mejcTtBo. Mebhyrtum, ako joj
Oy3MeMO KOHCTAaHTY mobujamo cienehe:

63

5= 167G

/d% V—g(R —2A)

I'me je A Kocmousiomka KoHcTaHTHA. Bapujamujojm mejcTtBa cama mobu-
jaMo jemHaYUHY:

1
Ry — §R9W = —Agu

KRana ypamumo rkonTpakmujy ca g'” osor myta mobujamo R = 4A. Kama oso
BPATUMO y jeTHAUMHY Ca KOCMOJIOIIKOM KOHCTAHTOM, HOOMjaMo:

Ruu = Agw/ (24)

Ycropo hemo ma pemaBaMo OBY jeqHAUNHY.
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2.2 Heka pemema jeqHAUMHE

Canma hemo ma mormemamo Heka on pemema jemnauwse [2.4] Ilormemahemo
pasHe clieHApUje U BUAETU M4 CE PEellema MOCTa PA3JIUKY]y V 3aBUCHOCTU O
3HAKA KOCMOJIOIIKE KOHCTAHTE.

2.2.1 IIpoctrop MwuHKOBCKOT

[MTounumo ca cayuajem rae je A = 0. OBme ce AjumrajHoBa jeqHAUMHA CBOIU
Ha [}, = 0. 3a pememe He MOXeMO Ha KaHAAAYjeMO ¢, = 0 jep mMeTpuka
MOpa OWUTU HeAereHepUCaHa.

Orpanuueme na je det g # 0 3uaun ja je majupoctuja Puum paBua MmeTpura
yapaBo npoctop MUHKOBCKOT:

ds® = —dt* + dx?

Jomr jenna mo3nara mMeTpuka Koja je Puum pasua jectre IIBapimmimoBa
MeTpUKAa:

2GM 2GM\
d52:_(1_ G )dt2+<1— G ) dr* 4+ r* (d6* + sin® 6d¢®)  (2.5)
r r

2.2.2 ne CurepoB mpocTop

Cana hemo ma moraemamo de Cumepod!| mpocrop 3a koju je A > 0. IIper-
IOCTABUMO 14 TPaKUMO METPUKY OOJJIUKA:

ds® = — [ (r)?dt* + f(r)2dr® + 1* (d6” + sin® 0dg?) (2.6)

Moskemo na Habemo kommonenTe PumanoBOr TeH30pa 13 OBaKO 3a1aTe METPUKE.
N3 Tora moxxkemo na HabhemMo koMmoHeHTe PuumjeBor TeH30pa KOju je aumjar-
OHAJIAH Ca KOMIOHCHTAMA:

Rtt = _f4R7“r f3 (f” +— f f]i-z)

Jom je:
Rgg = sin® ORgg = (1 — f? — 2f f'r) sin* 0

! Willem de Sitter, holandski matematichar, fizichar i astronom.
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OsBako 3amar PuumjeB TeH30p 3amcra MOKe Oa ce M3Macupa TaKo naa Oyme
IPOIOPUMOHAJIAH MeTpul. JenHaumue Koje QyHKIMja [ MOpa Ja 3a10BOJbaBa

cy :
w2 S A
e
1—f2=2ff'r=Ar?

Jlako MOkeMO ma IpOBEPUMO na Cy JaTW yCJIOBU 33aBOJLEHU 3a (YHKIUjY:

72 . 3
f(r):wl—ﬁ rae je R:K

MeTpuka koja onroBapa OBOME je:

Kao H’:

2 2\ 1L
ds® = — (1 — %) dt? + (1 — %) dr? + r? (d92 + sin? 9d¢2) (2.7)

OsBo je de Cumepos npocmop.

I'eone3unu y ne CurepoBoM mpocCTOpy

[Tornenajmo mejctBO 3a uvectuny y nme CurepoBoMm mpoctopy. Obenexumo
COIICTBEHO BpeMe udectulle ca o. Tana je mejcTBo:

Sus = [ do [0 4 1024 5 (1 0| 9)
Cne je i# = dx*/do.

Csaru crenen ciobone y ropmeM Jlarpamkujany KOju ce mojaBibyje caMo
ca BPEMEHCKMM M3BOJOM BOIM Ka OUYyBAaHUM BeJInuunHaMma. JlarpamxujaH mns-
HAJ MMa ABa TakBa cremeHa ciaobome ¢(o) u t(o). IlpBu BomM Ka ouyBamy
MOMEHTa UMITYJICA:

1dL .
|==-—==1r?sin%0¢
2 d¢
Ilok je ouyBaHa BpemHOCT acOIUpaHa Ca BPEMEHOM eHepruja:
1dL :
E = —=— = T 2t
s =)

Jemnaumnama Kperama Koje npousuniale us 2.8 Tpeba naTm m yCcJI0B KOjU HAM
TOBOPHU 1A JIM MOCMATPAMO MACUBHY WUIU Oe3MaCeHy YeCTUIly. 3a MaCUBHE
yecTulle, ycjaoB obezbebhyje ma je myrama BPEeMEHCKOT TUIIA:

—FEPE 4 )22 4 (682 4 sin 067 = -1
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Be3 ryburka ommrocTy y3mMuMo paBaH 0 = /2, Tama je 0 =0wusin’0 = 1.
Ham ycnoB mocraje:
i+ Vee(r) = E?

rae je epeKTWBHU MOTEHNMjaJ OAT Kao:

2 9
Vet = <1+§) f(r)

Omvax BUOMMO (PU3UYKA CMUCAO: IMOTEHNUjAJ T'ypa YECTUIly Ka BEJIUKUM
BPEIHOCTUMA T

3a reomecuke 6€3 MOMEHTA UMITYJICA, TOTEHIUjAJ je Ka0 KO UHBEPTOBAHOT
XapMOHM]CKOI ocuuiaTopa. AKO MMa HeKa IIOJeTHY Op3uHy, momepahe ce om
Tauke 7 = ( ca jeIHAUMHOM KpeTama:

(o) = RVE? — 1sinh (}%)

Metpuxka uMa cunryaapurer 3a r = R. Hemro ce noraba y Toj Taun,
aJI TPETXOTHO Pellenhe y H0j HeMa TpobJaeM jep ce OHO OOUCTUHY 38 KOHAUHO
conctBeHO Bpeme o = R. Pememe oBor 'mapamnokca’ je ma moriemnamo y Bpe-
MeHCKY koopaumuaTy. (OHa mMa WHTepIpeTranujy Kao BpeMe Koje MpoJjasu

Hekome y 17 = 0:
dt r2\ 7!
—~ _—F(1=- =
do ( RQ)

Jlako Bumumo nma t(o) — oo rako (o) — R. Ilakie, mako YOBEK KOjU WUIE IIO
0BOj myTamy Ipobhe kpo3 Tauky r = R 3a KOHAYHO COICTBEHO BPEMeE, HEerOBOM
apyrapy y r = 0 npobe 6eckoHauyHO BpeMeHA.

OBo moHamame je CIMYHO OHOME IITO Ce MeCU Ha XOPU30HTYy morabaja 3a
npuy pymny. Pazmuka je y tome na IlIBapimmiimoBo pememe nMa U CUHTYJIAP-
ureT 3a r = 0, mok me Curep Hema. 3a me CuUTepoB TIPOCTOP KAO A& UMaAMO
HEIITO MITO KOHCTAHTHO u3baiyje marepujy Ha r = R.

ne Curep ypamame

UNcnocrasma ce ma mocToju jen HauwH ga nocmarpamo Ha ge CutepoB mpoc-
TOp Kao moamuOrocTpykoct ox R' ca merpuxowm:

ds® = —(dX°)* + ) (dX')? (2.9)

=1
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[Torkazahemo ma je me CurepoBa MeTpuUKa METpUKa KOjy mobujaMo Ha
O AMHOTOCTPYKOCTH Ae(OUHUCAHOM XUMIEPOOJOUIOM BPEMEHCKOr THUIIa HTaTOT
ca:

4
(X4 (X)) =R (2.10)
i=1
Axo mpormacumo X*? Kao cmemmjasHy KOOpAMHATY, a 306Up ocTaje Tpu
namumemo kao 12 = (X1)? + (X?)? + (X?)?, onna ycnos nocraje:

R? —r? = —(X)2 + (X*)? (2.11)

MorkeMO mapamMeTpu30BaTU PeIIemha Kao:

X%=+VR?—r2sinh(t/R) u X*=+R2—r2cosh(t/R)

Tana je Bapujanumja:

0 / 72 r ,

dX" =4[1— 72 cosh(t/R)dt — T sinh(t/R)dr
s r2 . r

dX* = 1-— ﬁ smh(t/R)dt — \/ﬁ COSh(t/R)dT

IOK je Bapmjammja X' 3a i = 1,2,3 crapmapnar geanh nyxube y R® mar
ca Y20 (dX))? = dr? 4+ 29} toe je dQ3 merpuka ma jemmEMUHO] 2 Cdepu.
Kparak pauyH nokasyje na nosinademe Merpuxke [2.10] wa nospw [2.11] naje ne
CurepoBy METpPUKY.

OBakaB m300p KoopauHATa HUje uaeasaH. I[IpBo Haum3riaem HACYMUUIHO
nporiamaBaMo X? Kao cmenujajHy KOODIWHATY OOK YCJIOB He paju
mumra caunvao. OBo kpuje Heke cumerpuje ne CurepoBor npocropa. Takobe,
OBe KOOpAMHATE He NMOKPUBAjy umTaB xumepbomousn, jep je X4 >0
[TocmaTpajmo pemntema [2.10| obauka:

X" = Rsinh(7/R) m X'= Rcosh(t/R)y" (2.12)

roe 4 3a i = 1,2,3,4 ucoymanajy yCJIOB Z?zl(yi)Q = 1, ma camuMm TUM
nmapaMmerpusyjy jeauaudny 3 chepy. OBe KOOpAMHATE MMajy MPEIHOCTY jep
onp:kaBajy Bume cuMerpuje ge CuTepoBOr MpPOCTOpPa W MOKPUBAjY UYUTAB
npoctop. Bpahamem oBora y ba merpurky MwuHkoBCKOT (2.9 mobujamo mpy-
raunjy meTpury Ha me CUTepOoBOM IPOCTOPY:

ds® = —dr* + R? cosh®(1/R)d$23 (2.13)
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rie je dQ% MeTPUKa Ha je IMHUYHO] 3 chepu. OBe KOOpAVWHATE HA3UBAMO 2.400-
anre KoopouHame jep MOKPUBA]y YMTAB IPOCTOpP. Kako cy mcre Kao IO Ha
KOOPAUHATHY TpaHCHOpMAaImMjy U OHe Takohe Mopajy ma ucnymasajy AjHcr-
TajHOBE jeqHAYUHE.

OsBe koopauHaTe majy MHOTO Jjemiry wuHTyurnujy 3a mge CurepoB mpoc-
TOP: OH je BPEMEHCKM 3aBHCHO DeIeme y KOM ce IMpocTopHa S° ckymm To
nonynpeunHka R, ma ce HakoH Tora mupu. lIponec mmpema je commmHa
alpoKCUMallija HaIler YHUBEP3yMa Ha BEJIMKO)] CKAaJIU.

['1o6aHe KOOpIMHATE MOKA3yjy Ha HeMa HUYera CyMBBMBOT Kama je X4 =
0, ma moBpmwm Koja omrosapa r = K. OBo HaM roBOpHU Oa je TO CamMoO KOOPIU-
HaTHU cuHrymnapurer (kao mro je r = 2GM 3a lIBapummimnoBy MeTpUKY ).

2.2.3 Amnru-ne CurepoB mpocTop

[ToroBo TpaskmMo pemema AjJHIITAJHOBE jenHAUNHE:

R/.LIJ - AQW

OBaj myT TpakMMO peIIeHa Ca HEraTMBHOM KOCMOJIOIIKOM KOHCTaHTOM
A < 0. ITocrymak pemaBama je uctu kao u'y ne CurepoBOM MpPOCTOPY, C TUM
na HaM je morpebHa Giara mompaska Ha QYHKUMUjU f(r), KOjy JaKO HAJIA3UMO.
C TuMm y Be3u Merpuka y aHTu-ne CUTepoBOM IPOCTOPY je:

r2 r2 -1 ‘
ds? = — (1 + ﬁ) dt* + (1 + ﬁ) dr* 4 r* (d6? + sin® 0d¢?) (2.14)
e je R? = —3/A. Tlonekan xopuctumo ckpahenuBy AdS 3a oBaj mpocTop.

3a 0Baj IPOCTOP TaKOhe KOPUCTUMO TPAHCHOPMUCAHY METPUKY yBODemeM
cmere r = Rsinh p, ma ona Tama nmocraje:

ds* = — cosh? p dt* + R*dp® + R*sinh® p (d6” + sin® 6d¢”) (2.15)
Y oBOM cayuajy HEMaMO CUHTyJapurere y r kKoopauHatu. Takobhe hemo ma
BUIUMO J1a OB€ KOODJAWHATE MOKPUBAjy YUTAB IPOCTOP.
I'eone3unu y antu-nme CurepoBoM mpocTopy

Kako me Curep u antu-ne Curep cmamajy y reHepaJHy KJjiacy merpuka (2.6
MOKEMO Ia MCKOPUCTUMO pelllemha Koja ¢cMo Haumm 3a ge CurepoB mpocTop
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ca MaJuM IpoMeHama. PanujasiHa TpajeKTopHuja YecTHuIle ca MacOM Koja ce
kpehe o 6 = 7/2 je omer mara kKao:

7-,2 4+ Vef(’f’) — E2 (2.16)

Mebytnm, oBaj myT epeKTUBHU IOTEHIM]AI je:

Vae(r) = <1 + %) (1 + %)

[ToroBoO, | = 1?¢ je MoMeHT mMIIyIca decTume. JIako BUIMMO Ia akKo dec-
TUIA HEMa MOMEHT UMIyJca, OHAA je MOTEHIMjaJ XapMOHU]CKU KOjU Typa
yectully y kKoopauHatHa nodverak 7 = (. ['eome3unu ocrunyjy oko r = 0.

Ako decTHma MMa MOMEHT WMIIYJCA Tala MOTEHIUjaJ UMa MUHUMYM Y
r"? = Rl Teonesumnu ce okpehy oxo r'. Takobe, ca KOHAYHOM €HEPTrHUjoM, dec-
TUIIe HE MOTY Ha OLy y T — 0O.

Cauka xojy mobujamo y AdS je xapMoHMjCKa 3aMKa KOja r'ypa YecTHUle y
koopauHaTHU modyeTak. Mebhyrum AdS je xomoren mpocTop ~ cBaka Tauka je
ucra. Kako je omma moryhe ma je m xomoreHn m ma rypa vecture y 7 = 07
Axo ybemo y cucrem koju je y r = 0, Bugesu OMCMO KAKO UYECTHUIA UOE KA
HaMma u ocuuiyje. Kako je Ta dyecTuria Ha reone3ujCKOj My TambU, UMaMO IPABO
na ybemo m y men cucteM. VI y ToM cuctemy OMCMO BUAETU UCTY CTBAP, C
TUM Ja cada JUK W3 KOOPAWHATHOT MOYEeTKAa JEeTU Ka HaMa. 1akKo ma CBaky
gectuily y antu-gae CUTepoBOM IPOCTOPY MOKEMO Oa MPOTIACUMO 33 IMEeHTAP
YHUBEP3yMa Ka KOMe CBe Hmala.

Moskemo nma morsienamo 1 kperaime Oe3macene dyectuie. OBaj myT mejcTBO
MOpa Oa UMa YCJIOB:

—f(r)* 2+ f(r) 22 +r? <92 + sin? 9@52) =0
OBo HaM roBOpU Ja je reole3uk myTama cBeTyocHOr Tuna. Cana mobujamo:
7+ Vouta(r) = E?
['ne je morenmujaJr:

l2 7,2
Viula(r) = 2 (1 + ﬁ)

OBaj myT moTeHIjaJ je KOHAYaH 3a I' — 00, Ma C TUM y BE3U HEMa
orpaHrYena 3a CBETJIOCT aa one y OeckoHaunoct. Camo mro he mmaru 1p-
BEHU MIOMAaK YCJeI TPaBUTAIA]e.
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Ila 6bucmo pemuau je IHAUYMHY 3a O0e3MaceHy YeCTUIY MOKEeMO Oa TJIedaMO
r = Rsinh p. Ako decTuna HeMa MOMEHT UMITyJiCa HOOUjaMo:

Rp=+ =  Rsinhp = E(c — 0y)

cosh p

[ne je o aduna mapamerap reomecuke. Buanmo na p — oo kaga 0 — 00. AKO
ce CeTHMO KaKO CMO IOe(pUHUCAIU €HepPrujy, MOKEMO na IIorjenaMo IITa ce
nemaBa y KOOPIUHATHOM BPEMEHY:

E =cosh?pt
Cana mobujamo:
Rtan(t/R) = E(o — )

Kako 0 — oo roopamHaTHO Bpeme Texku t — Rm/2. Ilakme, He camo na
CBETJIOCT UME Y p = OO HEr0 TO OCTBAPY]y Yy KOHAYHOM KOOPAUHATHOM BpE-
Meny! To 3maum ma kama mocmarpamo muHaMuky AdS mpocropa Mopamo ma
IIOCTABMMO HEKV I'DAHWYHU YCJIOB y ODECKOHAYHOCTU 3a OecMaceHe UecTUule u
OJbA.

WNako wa npsu noraen autu-mae CUTepoB MPOCTOP U3TJIENa MOTILYHO OITEePUCAH
O PeaJIHOCTU OH Ce, 3allpaBO, KOPUCTU Y KBAHTHO] rpaBuTanuju. /laHac je
jako moImyJiapHa TeMa I/ICTpa}KI/IBaHaa.EI

Anrtu-ne Curep ypamame

Kao u me CutepoB mpocTop, MOsKeMO 1a nmocmaTpamo antu-mae Cutep mpocTop
KA0 yPOHEH y 51 IPOCTOp, 0Baj oyt je To R* ca merpuroM:

ds* = —(dX°)* — (dX*)* + i(dxif (2.17)

i=1
e TPOCTOP KUBU KAO XUMEPOOJIOUI:

—(dX°)? = (dX*)? + ) (dX')’ = —R? (2.18)

i=1
MosxkeMo ma pemmMoO OBaj yCJOB ca:

X% = Rcoshpsin(t/R) , X*= Rcoshpcos(t/R) , X'= Ry'sinhp (2.19)

2Juan Maldacena (1997), https://arxiv.org/pdf/hep-th/9711200.pdf
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rae y' 3a i = 1,2,3 ucnymasnajy Z?Zl(yi)2 = 1 mapaMeTpusyjy jeIMHUYIHY
2 cdepy. Bpahajyhu oo y naje AdS mMeTpuky y XxumnepOOJIUIKUM KOOP-
AUHATAMA.

[TocToj jom jemna mapamerpusalnuja xumnepbosonga Koja je KOpucHa:

. . R2 o
XZ:%xZ sa i=012X'"-X"=r | X4+X3:7+éniszx] (2.20)

rae je r € [0,00). IIpomena KoopauHaTa jecTte yKJIeTa, ajd METPUKA KOJY
nobujaMo je cacBUM OKej:

OBe koopmuHaTe He HMOKpuBajy umTaB AdS Hero camo oHaj meo xwuiep-
Gomonna orpammuen ca X! — X3 > 0. Oso je mosmar kao Iownkapeos’| meo
AdS-a. Iame, y [2.21] He MokeMO Ia HPOMUPUMO BPEMEHCKY KOODIUHATY
X0 ¢ (—00,00). To 3maum ma y BpeMe uae on —o0 M0 400 MOK y TJI00-
AJIHIM KOOD IMHATAMA BpeMme je y [0,27R).

[TocToje jom nBa yuyecrasa HaumHa Ha Koje 3amucyjemo llomHkapeoB mneo.
[IpBu cmenoMm z = R?/r:

., R, i 3 d
ds :;(dz + n;jdx'dz?)
Hpyru vauun ce nobuja cmeHom r = Re’:
ds® = R*dp* + e*n;;dz’dx?
Y cBakOM OJ ciyyajeBa MacCUBHE decTuie mnanajy ka r = 0, z = 0o uau
p = —00.
2.3 Cumerpuje

o canma cmo ymo3nanu Tpu mpocrtopa: MwuakoBcku, ne Cutep m aHTuU-I€
Curep. OBu npocropu cy no6pu npuMepu ynpaBo 300T cuMeTpurja Koje moce-

nyjy.

Cumerpuje y mpoctpy MUHKOBCKOT Cy HAM TOOPO MO3HATE - TO CY TPAHCJIAIN]E
¥ poranuje y IPOCTOpP-BpeMeHy (rae poTaiyje MOMKEMO NAJbe & II0IEIIMO

3Henri Poincaré, ¢panmyckn MaTeMaTudap 1 GU3MUap, BUIU KpPaj aleHIIKCA



2.3. Cumerpuje 31

Ha npase poramuje u Jlopuenose Gycrose). OBe cumerpuje Cy 01 OTPOMHOT
3HaYaja, y PaBHOM IPOCTOpy MMHKOBCKOT OHE Cy OATrOBOpDHE 3a OUYyBam€ €H-
epruje, UMIIyJICa M MOMEHTA MMITYJCA.

Cama kemmMoO ma HAYYMMO KAKO & TOBOPUMO O CHUMETPHjaMa YOIIITEHE
METPUKE.

2.3.1 W3ometrpuje

NuTyutusaO je oTrmpuiuke jacHo mra je cumerpuja. Cdepa mariena mcto
C KOje TOoH CTpaHe ma je morjenamo. AKO Ha H0j MMAMO HEKO yayOJhbee
cuMeTpuja poranuje He panu Bume. Jlakie, Ha riaaTekoj chepm MeTpUKaA je
HEKAKO YHU(OPMHA, He MOCTOju mocebHA Tauka Ha H0j. C apyre crpane
MeTpUKa chepe ca ynybibemeM HHje UCTa U3 CBaKe TadKe.

Ila ducMo omamMopuad PYKe OI CUJIHOT MJjaaTapama Tpebasu Oucmo ma
yTEMEJBVMO OBe muaeje y MaTeMmMarury. J[la O6mcMo mocTturiaym oBo HOTpebaH
HaM je koHment Toka. llomcermmo ce na je Tok damunauja mudeomMopduzama
o2 M — M. Tok MmoxeMO a UACHTUPUKYjeMO ca BEKTOPCKUM IIOJbeM Ha MHO-
TOCTPYKOCTU YUjU BEKTOPU y CBAKO] TAUKMU MPEACTABJbA]y TAHT€HTHE BEKTOPE

Ha TOK:
dzt

dt

OBaj TOk je m3omMeTpuja aKO METPUKA y CBAKO] TAYKU TOKA MMa UCTU OOJIVK.

K* =

Lrg=0 <<= V,K,+V,K, =0 (2.22)

[Ipenymram unraony ma mokaske eksusaseHiyjy y [2.221 Oso je Kuauweosa
jeaua%unaﬂ a cBako K koje je 3amoBosmaBa je Kuaunzos eexmop (BEKTOPCKO
[OJbE AJIA CMO JICEHH).

Herkana je mamnaskeme KuamHroBux BEKTOpa HAPOYUTO TPUBUjaTHO. AKO,
Ha TIpUMep, METPUKa He 3aBUCU EKCIUIMIUTHO OJ jelHEe KOODPIMWHATE, PEeIrMO
x'. Tanma je BekTopcko nome X = 0/0z' Kuaunros BekTOp.

Crpykrypa koja kapakrepume cumerpuje jecte JIujeBa amredopa. To
HaJa3UMO U3 pe3yaTaTa:

LxLy — LyLx = Lixy)

Iarne Runuarosu Bekropu Takobhe popmupajy JlujeBy anredpy rpyne nusomerpuja
Ha MHOTOCTPYKOCTH.

“Wilhelm Killing, memMauku MmaTeMarudap. Jako 4yIHO MCKYCTBO Kala Ce IPBU IyT CPeT-
HETe Ca OBUM MMEHOM Yy CTPAHO] JUTEPATYPHU.
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IIpumep 1 mpocTop MuUHKOBCKOT

[Tornemajmo KwunuaroBy jemmauwmny Ha mnpocTtopy MwuHKOBCKOT ca
METPUKOKM (. = Ny
oK, +0,K,=0

3a pememe NPBO MOxkeMo ysetu K, = c,. OBo mpencraBmba
Tpanciaamnuje. /Ipyro pememe Koje MokeMo ma Habemo je:

. v
Iy = @)y

rJe BaEU Wy, = —wy,. OBO HaMm nmaje poramumje m Jlopermnose Oycrose.
JacHuje BuaAuMoO CTPYKTypy ajareOpe ako ne¢puHMmemMo KniamHrose Bek-
TOpE Kao:

P,=0, rxaom M, =n,,2°0, —n,,2°0,

[Toctoju 10 rakBux Kunauarosmx Bekropa. Hwuje Temko mposeputu na
BaKU:

[Pu P1=0 [Mu, Pl = =10 Py + o P
[(Myws Mpo] = Mo Mup + NupMpus — MupMuo — Moo My

[Ito mpemosnajemo kao JlujeBy anre6py Iloummkapeose rpyme R* x
SO(1, 3).

N3omerpuje ne Curep u antu-ne Curep mpocropa

NzomeTpuje oBa mBa mpocTopa ce Hajlakiie yodaBajy Kala UX riaegaMo Kao
npocrope ypomene y R" u R*® pecmexkrumero. Komcrpyruuja m HAM
rosopu ma me Curepos mpocrop naciaebyje rpyny cumerpumja ox RY™ u To
SO(1,4). Cuwnuno, ycios nomymmra aHTu-1e CUTEPOBOM MPOCTOPY Ha
Haciaemu rpymy cumerpuje on R*? u to SO(2,3). O6e ose rpyne umajy 10 au-
MEH3Uja, Ta Cy OBU IPOCTOPU 'UCTO CUMETPUYHU KAO U MTPOCTOP MUHKOBCKOT.

[Ipocto je mamucatu 10 Kunmarosux cmxmopalﬂ:
Map =1acX 0 — npcX“0a
roe cy X2 3a A = 0,1,2,3,4 koopauHaTe y 51 IPOCTOPY, a 7Nap OMArO-

Bapajyha merpura ca curaarypowm (—, +, +, +, +) 3a ge CurepoB u (—, —, +, +, +)
3a autu-ge CurepoB mpocrtop. ¥ oba cayuaja JlujeBa anrebpa je oHa on

®ComHOp = BEKTOD HA CTEPOUAMMA, UMa KOMIUIEKCHY CTDYKTYyDy, morienaj https://en.
wikipedia.org/wiki/Spinor
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onrosapajyhe Jlopennose rpyme:

[Mag, Mcp| = napMpe + neMap — NacMpp — npMac

Ilobpa cTBap je mro cy oba xumepbosionaa MHBAPUjaHTHA Y OMHOCY HA OBE
KunuHrose BekTOpE, ¥ CMUCIY 14 HAC Taj TOK BOAMW HA APYTY TAUYKY Ha XUMEP-
Dosoumy.

[Tocmarpajmo me Curepos mpocTopy y cratudnoMm mpery 12 = (X1)? +
(X?)? 4+ (X?)? ca:
XY =+VR? —r2sinh(t/R) u X*=+VR?—r2cosh(t/R)

3HaAMO A je MeTpuKa He3aBUCHA OJ] BpeMeHa. 10 3Hauu na je K = 0
Kunnuaros sexrop. Kazma ra rypraemo Ha 51 IpocTOp OH HOCTaje:

o XA 0 1(X4a Xoa>

ot~ ot 9xA R\ ax0 " axi (2.23)
OBo HaM yka3yje Ha ocobuny ne CuTepoBOr IPOCTOPA Ja BaEM g, KXK' K"V <

0 3a cBe Kunuarose BexkTOope Bpemenckor tuma. Hbux hemo kacHuje xopuc-

TUTU Ja Oe(pUHUIIEMO eHeprujy.

Y amtu-me CurepoBOM HPOCTOPY HEMAMO MPOOJEM ca HaJa:KemeM KuauH-

TOBOT' BEKTOPA BPEMEHCKOT TUIIa, IPOCTO y3memo K = 0,

Mebytum y ne CurepoBoM IpOCTOPY 3HAMO [a CTATAYHU €0 HE MOKPUBA
yuTaB IPOCTOP. AKO MOKyIMIaMo Ja MPOMUPUMO KUIMHTOB BEKTOD uehe
cByaa 6uTtu BpeMmenckor tuna. Oso sBumamo jep v X? > 0 u X° = 0 Kumuaros
BekTOp Trypa Hampen v XY cmepy, a y X* < 0 u X° = 0 mac Byue Hazam y
cynpoTtHoM cmepy. To 3Haum na KuamHroBO BEKTOPCKO MOJbe HA HEKUM Ie-
JIOBUMa MHOTOCTPYKOCTU THOKa3yje y OyayhrocT, a y APYyruM y HPOIILIOCT.
Ilakne, akO HOKymaMoO Ja Ae(UHUIIEMO €HEeprujy OBUM KHIMHTOBMM Bek-
TOPOM OHa he y HEeKUM [eJOBUMAa OUTU MO3UTWUBHA TOK he y ApYyruM OuTu
HEraTUBHA.

[ToenTa oBe muckycuje jecte na Hema HOOPO mepUHMCAHE MO3UTWBHE €H-
epruje y me CurepoBoMm mpoctopy. OBO je moBe3aHo ca TUME Oa METPUKA Y
ra00aJTHIM KOOpAWHATAMAa 3aBUCH Ol BpEMEHa.

2.3.2 Hexke ouyBaHe BeJIMUWHE

[TocTaBuBmIL CBOjy maJieKO MO3HATY Teopemy, Emwn HeTepﬁ je yremesuia
nyOOKy MOBE3aHOCT CUMETPUja U OUYyBAHUX BEJIWYMHA. Y TPEHYTHOM CTamby

SEmmy Noether, memaura MaTeMaTHYaAPKA.
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OBO 3HAYM Ja Y IPOCTOPY Yy KOME MMaMO M30METPUje MMaMO U HEKEe OUyBaHe
BeJINYUHE.

[TocmaTpahemo MacuBHY uyecTuily Koja ce kpehe y BpeMe-mpocTOpy ca
merpuroMm ¢. Yecrtuna he ce kperaru no nmyrawu z#(T) rme je T CONCTBEHO
Bpeme uyectuiie. AKO TpoOCTOp-BpeMe mMa KuamuHroB BekTOp K KOHCTDY-
ncaheMo BeIUYUHY OYyBaHY AY/K [€OMIE3UKA Kao:

dz*

Q

Ila bucmo ce yBepunau na je () 3aMCTa MHBAPUjaHTHO MOMKEMO & y3MEMO
M3BOJ IO COIICTBEHOM BPEMEHY, Ila JoOmjaMo:

dQ dx? dz* d?xH
&y, S e
dr Mdr dr " dr?
dz¥ dx* dz? dx°
— 9, K, e OO
“dr dr Hopor dr dr
dz¥ dx*
—v, 5,2
Vil dr dr

rae y npejacky y ApYTY JUHU]Y KOPUCTUMO je THAUUHY Te0e3UKa, & Y TOCTIe -
B0j cuMeTpujy RKuauaroBor BekTOpa.

OBoO M3HA je MONMPUJINYHO Apyrauuje ox yobuuajenor m3Bohema Herep-
uHe Teopeme. KopucHo je ma moHOBO um3BeneMe KUIWHTOBY jeqHAUYUHY KOja
oarosapa ouyBaHoj BeauumHu y3 nmomoh Hetepune teopeme. Ilormemajmo
IejCTBO MaCUBHE YECTUIIE:

dat dx”

5= [ o @G

Pasmorpumo cana undpuauresumaany tpandpopmarujy ozt = K*(z). Tana ce
[ejCcTBO TpaHChopMHUIlle Kao:

dzt dzv dxt dK"
58 = [ dropg g G 2

dat dz” drt [ dK dg,u
:/dTa,,gW e ( “—K”i)

dr dr dr \ dr dr
dzt dz¥
pr— /dT (8pg;pr - 2Kpayg‘up + 2ay ,u) W?

dzt dx¥

== /dT2VVK'ud_d_
T T
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Tpancpopmanuja je cumerpuja gejcrBa ako je 05 = 0. U3 cumerpuje
de” dr” o6ujamo Kuamerosy jenmaummy:

YJIaHa i dr
VK, =0

V3 Herepure TeopeMe odyBaHa je€ BEJIUYNHA 13 CUMETpHje.

Panuje cmo Bumenu meke ouyBane Bejuuune y ne Curep u antu-ne Curep
IPOCTOPY TOIMYT €HEePTHUje M MOMEHTa MMITYJICa, MITO Cy YIPaBO IPUMEPHU OBe
Teopeme.

2.3.3 KomapoBu mHTErpaam

KOMapOBVIE] HaM 7ajy JIelm HAUMH Ja MOBEKEMO OYyBaHE BeJIMYUHE U BpeMe-
IIPOCTOP.

3a matu Kunuarosu BekTop K = K0, MO¥keMO na KOHCTPYUIIEMO l-popmy
K = K, dz". On ose 1-¢popme majbe MOKEMO Ja KOHCTPYHUIIEMO 2-(GopMmy:

F=dK
Y koMmoHeHTaMa HapaBHO mMaMo F' = %Fw,da:“ Adx¥ roe je:
F,=V,K,-V,K,
Cana hemo pa morasxkemo ciaenehe:

Tepbeme 3. Axo saxce Ajnwmajnose jednawune y eaxyymy R,, = 0 onda F
nowmyje Maxceenose jeonavwure y saxyymy:

d«F =0 < V"F,, =0
Zoxas. Tlornemajmo PuuujeB npenturer Ha Kunuarosom BekTopy K7:
(V,V, -V, V,)K° =R, K"
KouTpakmnujom mHOekca (1 0 ©MaMo:
(v,vV,-V,V, )K" =R, K*

3uamo na K momryje Kunuarosy jemmauwnny, na je V,K* = 0. Ilakne, Puan-
J€B MIOEHTUTET IOCTAaje:

V,V,K" = R, K"
Moxemo ma moranemamo VAF,,:
V*F,, =V*"V,K, - V'V, K, = -2V'V K, = 2R, K"

Kopucrehu ycnos tsepbema R, = 0 ciemu pesynarart. []

"Arthur Komar, amepuukn dusmgap.
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Kako oBa 2-popma ucnymaBa MakcBesloBe jefHAUMHE MOXKEMO Ia j€ MCKO-
pucTtumo y nedunncamy Komaposor narerpana. Muarerpananmo no 3d moamHo-
TOCTPYKOCTH X:

1 1 1
omar — &~ dxF = ——— F=———-
@ 8tG /z * 8rG az* 817G Jox

KoucranTa mcupen mHTerpajga je pykoM ybadyeHa paau KaCHUje IMOTOJHOCTH.
Kako je d x F = (0 nako npoBepaBaMo na je (JKomar 32MCTA OUYBAHO.
Komaposu mHTErpanu cy kopucHu y onpebmuBamy mMace IpHUX pyna Uy CJIu-
ymHUM akpobammjama. Hehemo ce 6aButy TmMe y oBOM pany.

*dK (2.25)

2.4 Be3uBame MmaTepuje

Ilo cama cMoO ce urpaJyu ca BpeMe-IpOCTOPOM y KOME MMaMO TPOOHY YeCTUILY
Koja ce kpehe mo reomecurama. MebhyTum, Kao mTo ymTaal NPETIOCTABILA,
OBO HUje umTaBa npudva. Marepuja yTude Ha TPOCTOP-BPEME UCTO KAO IITO
IPOCTOP-BpeMe yTude Ha MaTepujy.

2.4.1 Teopmuje mosba y 3aKpUBIHEHOM IIPOCTOP-BPEMEHY
Kako ce marepuja Besyje 3a Bpeme-npoctop? IIpBo MoskeMO ma moriemamo
KaKO Ce T0Jha Be3yjy 3a MPOCTOP-BPEME.

CkasmapHa moJdba

IlejcTBO cRamapHOr moba G(x) y PABHOM BpeMe IPOCTOPY je:

Sskalar = /d4l‘ (_%nwjau(bal/¢ - V(¢)> (226)

Jlako je oBO remepaJsinzoBaTu Ha 3aKPUBJHLEH BpeMe-nipocTop. Tpeba ma ocur-
ypaMo J1a CBAKU YjaH y NejCTBY MMa y3 cebe u 3anpeMuHCKY (popMy u Tpeba
na 3aMeHuMo 1 — ¢. Ilakme, mmamo:

S = [ o3 (509,070 - V(o)) (2.27)

[Tapuujamau m3BOA CMO 3aMeHUJIM KOBapujaHTHUM. Vlako je 3a crajJapHa
moJba HEOUTHO KOjU M3BOJ MUIIEMO jep Cy UCTU, KacHUje he ce MCIOCTaBUTHU
KOPHUCHO.
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2.4.2 AjumrTajHOBe jeHAUMHE Ca MAaTEPHUjOM

Ila ducMo pazymenn Kako MaTepurja yTude Ha IPOCTOP-BpeMe, nomahemo jorr
jenaH meo nejcTBY y cuTyanujy 0e3 marepuje:

. 4
S = e /d z/—g(R — 2A) + Sum (2.28)

[ne je Sy mejcrBo marepuje. 3HaMo mTa ce moraba kKama BapupamMo me-
jcrBO Ge3 Sy, cama HAC 3aHUMAa CaMO OBA]j UJIaH.

Hepunnnmja 1. Tenzop enepzuje-umnyaca je dam Kao:

7o __2 0
M V=g og

[IpumeTmmMo ma je oBaj TEH30p cCUMeTpHUYaH, MTO Hacaehyje on cumerpuje
g". Axo Bapupamo mejcto [2.28] nobujamo:

1 1
08 = e /d4x\/—g (G +Agp) 09" — 3 /d4:€\/—g T,,0g"" (2.29)
N3 oBora y3 ycaos 0S = 0 ciaenu:

G+ Mg = 87GT,, 2.30
p u p

OBo cy kommieTHe AjHIITajHOBE jeqHAYMHE CAa MATEPUjOM.

2.4.3 TeH30p eHepruje-uMIyJca

IlejctBo Sy je KOHCTpyUCAHO na OyAe MHBAPUjAHTHO Ha audeoMopusMe.
Axo Bapupamo MeTpHKY 3a aupeomopdusam 6, = (Lx9) = 2V, X)) Taga
nobujamo:

0SSy = —2/d4x\/—gTWV“X” =0 3acBe XV

OBo HAM TOBODU Ja je TEH30p €HEePruje-UMIIyJCa KOBAPWjaHTHO OUYYBAaH:
Vv, =0 (2.31)

Nako oBako nmepuHMCAH TEH30D €HEPTUje-UMIIYJICA M3rIena Kao HEIITO IITO
HY;KHO HaCTaje ycJel 3aKpUBJLEHOCTH IPOCTOpa, OH Ce jaBbha U y TEOPU-
jama 6e3 rpaBuranuje. Y THUM TeOopHrjaMa OH HacTaje koa mociaenuna 'Herep
cTpyja’ Koje cy Ty 300r TpaHCJIAIIMOHE MHBAPUjAHTHOCTU y BPEMEHY U IPOC-

TOPY.
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[ITpumep 2

Jlako MoxkeMo ma HaheMo TeH30p eHepruje-uMILyJica 3a CKaJapHa MoJba.
Tpeba ma Bapupamo nejctso [2.27] y omnocy ma merpury. Tanma mobwu-
jaMo:

1 1 1
5Sskalar = /d4$v —g <Zg#l/vp¢vﬂ¢ + §guvv(¢) - §VH¢VV¢) 5g,ul/ (232)

OpnaBne HaJIa3MMO TEH30P €HEePTrUje UMITYJICA:

o = 9,69 = (59°69,6+ V(6)) (233)

ExBuBanenTan pesyaTar y PaBHOM BPEME-IIPOCTOPY y KOME J€ (u, = Muy

je, Ha TpUMep:
1. 1
Too = §¢2 + §(V¢)2 + V(¢)

[me je V yobuuajen rpamujent. OBO mpemo3HajeMO KaO T'YCTUHY €H-
epruje 3a CKaJIapHO IMOJLE.
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AnbGepr Ajumraju (1879 -
1955)

Anda um owmera, moyeTrak u
Kpaj, OHAaj KOjU jecTe, aMWUH, ITOK-
TOD - CBE Cy TO CUHOHMMMU 3& OBOT
yoBeka. IberoB yTumnaj Ha caBpe-
MeHy (U3UKY je HeBepOBATAaH.
OBO ce WOTOTOBO OOHOCU HA He-
FOBO HEOUYEKMBAHO OOjaB/bUBaM€
paza y Be3W ca ONIITOM peja-
tusHOCTI [

Ajumraju je poben y Yamy
y Hemaukoj m pano je mora3ao

WHTEPECOBAKE 38 HAYKY U MaTeM-
aturky. Haxkxom crymuja ¢usuke
u Mmaremature y IlIBajmapckoj,
pammo je Kao TATEHTHU CIIY&K-
oenur y Depny, rme je moueo
Ia pa3BUja CBOje uUiAeje O peJa-
tuBHOCTU. ['omuue 1905. ob6jaBuo
je HU3 paJioBa O CHEINNjaJiHO] ped-
ATUBHOCTU.

AjumrajH je HacTaBUO na paau
Ha CBOjO] TEOPUjU PEJTATUBHOCTU,
a 1915. je objaBuo cBOjy oI-
Ty TEOPU]Y PEJTATUBHOCTU, KOja
je yrKasuBaJa na TpaBUTAIN]a
HUje cuiga, Beh mpe B3aKpuUBII-
JEHOCT BpEMe-TIPOCTOPa y3POKO-
BaHa MPUCYCTBOM Mace U €H-
epruje.

Ilopen cBor panma Ha pena-
TuBHOCTH, AjHmTajH je Tarkobhe
nao 3HallajaH AONPUHOC KBAHT-
HO] MEXaHUIX ¥ CTATUCTUYKO]
MEeXaHuIu, a OWo je W CHa)KaH
3aTOBOPHUK Ianudum3Ma U I'paj-
JAHCKUX TpaBa.

Ajamraju je 1921.  romwume
noouo HobesmoBy Harpamy 3a
(¢U3UKYy 3a CBOj pald y TEOPHUjCKO]
¢u3unu, a HACTABMO je a paau u
npenaje y pa3HuM MHCTUTYIjaMa
TOKOM CBOI JKHUBOTa. Y MpPO je
y Ilpuncrony, by Ilepcu, 1955.
roguue y 76. TOIUHU.

8Ham meBau je MO Ia Haj6O/be CPOYMO ONIITY PEAKIM]y GU3MIapCKOT CBETa Ha OBaj Pal

https://youtu.be/MrHF_Z6Rh0c?t=66


https://youtu.be/MrHF_Z6RhOc?t=66
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3 KRanyna-KRiaja Teopuja

3.1 IlomaTtHe muMEH3Uje

3.1.1 Pobeme nmnomarHmMx muMeH3Uja y TeopujamMa (pusuke

CBeT CBaKOAHEBHOT UCKYCTBA j€ TPOAMMEH3MOHAJIAaH. Ay 3amTo 6u TO Ouao
tako? [lurame matupa 6apem no Kemsnepy, kKoju je cmekyaucao ma 61 TPOCTPYKA
npupona Csere Tpojune morna 6utu onroBopra. HoBuju aprymentu cy
VKJBYUYUBAJIN CTAOMIIHOCT IJIAHETAPHUX OPOUTA M OCHOBHUX CTama aToMa,
ynorpedy mmpema Tajiaca 3a MPEeHOC WHOopMaluja, (yHIAMEHTAJHE KOH-
CTaHTe IPUPOAE M AHTPOICKMA IPUHIUI, Ka0 U e(eKTe IPBOTOUMHE, KOC-
MOJIOIIKA KOHCTaHTa, oApebhena pasmarpama 6e3 reoMerpuje, TeOpuje CTPYyHA
u BepoBaTHONe HyKJIeanuje y KBAHTHO] kocMosoruju. CBe OBe JIMHUjE PACY O-
juBama KOHBEPTUPAj]y Ka UCTOM 3aKJbYUKY: Z1a je, YV CKIaLy ca 3ajeTHUIKOM
WHTYUINjOM, IPOCTOP CACTABJLEH OJ TPU MAKPOCKOICKE MPOCTOPHE IUMEH3-
uje.

Nnak, uckymeme na ce mersba Cca AMMEH3MOHAJHOT7TNY HpUpoOme MOKA3aJIO
ce HeONOJbMBHUM 3a (u3Mdape TOKOM roamHa. ['IaBHM pasior 3a TO je Taj
IMTO ce (EeHOMEH! KOjU 3aXTeBajy BeoMa pasiauduTa objaCmema y TpPOau-
MEH3MOHAJHOM IIPOCTOPY YeCTO MOTY IIOKa3aT! Kao MaHUdecTaluje jeqHOC-
TABHUjUX TEOPUja Y BUIIEINMEH3NOHAJIHUM MHOTOCTPYKOCTUMA. AJM Kako ce
OoBa mMIaeja MOMKE YCKJIAIUTU CA YOUYEHOM TPOIMMEH3MOHANHOT7hy mpocrtopa?
Axko mocroje momaTHe KOOpAWHATE, 3AIlTO M3TIena Oa je (U3uKa He3aBUCHA
on wmux?! KopucHo je uMaTu Ha yMy Oa HOBE KOODIAWHATE HE MOPA]y HYKHO
6utu ciauuHe Oy:KUHU (y CMUCIY Oa Ce Mepe y MeTPUMAa, PENUMO), WU YaK
cBeMupCKe (y MOrieny HBUXOBOI METPUYKOI IOTHHCA). KOHKpeTaH mpumep
Koju HapymaBa oba oBa ouekmBama yBeo je 1909. MwuHKOBCKU, KOju je
moka3ao nga ce ycmecum MakcBenmoBe o0jenumeHe eJIeKTPOMArHETHE TeEOPUje
1 AjHImITajHOBE CHENUjaJIHE PEeJaTUBHOCTU MOTY IMBATUTU I€OMETPUJCKU aKO
ce BpeMe, 3ajeqHO ca IPOCTOPOM, CMaTpa AeJIOM YeTBOPO-IVWMEH3NOHAJIHE
MHOTOCTPYKOCT Ipeko x’ = ict. MHOrE o1 rope HaBeAeHUX apryMeHaTa IIPOo-
TUB BUIIE OJ TPU AUMEH3Uje Ouiam Ccy 3a00ubheHr YumbeHUIOM 1Ja JYEeTBPTa

41
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KOODIVHATa HUje O3HallaBajia pacTojame. A pasjaor ¢To ce (U3UKa TAKO
AYyTO YMHWJIA TPOIMMEH3MOHAJIHOM je Ouiia BeJIMKA BeJIWYMHA HapaMeTpa If
TPpaHCIOHOBaWa NUMEH3Mje, CTO je 3HAUMIIO Ja Ou ce epeKTm Memama IpocC-
TOPHUX U BPEMEHCKUX KOOpAMHATA (Tj. KOHTPAKNUja Ay3uHe, IUIATAI]a
BPEMEHA) MOjaBUIM CAMO MPU BEOMA BEJIUKUM Op3UHAMA.

Nucnupucan 6auckum BezamMa m3aMehy MUHKOBCKOT UeTBOPOIMMEH3UOH-

aJIHOT TPOCTOP-BpPeMeHa 1 MaKCBeJIOBOT yje Iulbemha eJIeKTPUINTETA U MarHe-
TU3MAa, HOp,HCTpOMEI 1914. wu (mesaBucuo) Kauyua 1921. cy npsu mokymaiu
[a yjeAuHe TPaBUTAIU]y Ca E€JIEKTPOMATHETU3MOM Yy TEOPUjU TEeT IUMEH3-
uja. OO6ojuna cy ce Tama cyoumsaa Ca MUTAHEM: 3allTO HUje YyOUeHa IeTa
auMeHsuja y npupoau’ Y Bpeme MUHKOBCKOr Beh Cy mOCTOjasii eKciepu-
MEHTAJIHA (peHOMEHU (HAuMe, eJIEKTPOMATHETHU) UKja Ce MHBAPUjAHTHOCT Y
omHocy Ha JlopeHmoBe TpaHcdopmanuje MOrjaa TYMaUYUTU KaO YETBOPOIU-
MEH3MOHAJHA WHBAPUjAaHTHOCT KOoOpawHaTa. HujemHa TakBO 3anakame HUje
yKa3umBaJo Ha meTy muMmensujy. Hopacrtpom m Ranayma cy crora mzberian
mUTame U jeJHOCTABHO 3aXTeBaJy Ja CBU M3BOMU y ONHOCY Ha I Hecramy.
Ilpyrum pefiuma, ¢u3ura je Tpebaso ma ce ogurpa — W3 jOII HENO3HATUX
paziora — Ha YEeTBOPOAMMEH3MOHAJHO] XWUIEPIOBPIIMHU Y IIE€TOAVNMEH3UOH-
anaoM yHuBep3yMmy (Kamyuws ycinos mmimuaznpa).
Y3 OBy mpeTmocTaBKy, obojuria cy OwiauM ycCHemHu y nobujamy jeTHauuHa
ojba 1 eJeKTPOMarHeTM3Ma W TpaBUTAIMje W3 jeJHe IeTOANMEH3MOHAJHE
teopuje. HopacTtpoMm, Koju je paamo Kao U Ipe OncTe Teopuje peTaTUuBHOCTU,
MPETIOCTABUO je CKaJApHU I'PDABUTAIMOHU ITOTEHIMjaJI; 10K je Kamymna kopuc-
o AjumrajHoB Tenzopcku nortennujas. Crnenudpuuno, Kamyna je memon-
CTPUPao Ty ONCTY PEJIATMBHOCT, KaJa Ce TyMadyd Kao & IeTOANMEH3VOHAIHA
Teopuja y BaKyyMy, CaIp:KU YeTBOPOAMMEH3NOHAJHY OICTY PpPeJIaTUBHOCT
y TPUCYCTBY €JEKTPOMAarHeTHOT TOJha 3ajeqHo ca MakcBesoBuUM jemHaduu-
Hama esnexkrpomartserusma. (Ilocrojana je m Knaju-I'opmonosa jennauwmua 3a
CKaJIapHO moJbe 0e3 mace, anu Kaisy3a y To BpeMe TO HHUje IEHNO — U 3a-
npaBo je motucHyo.) CBu HapenHU HOKyIIAjU YjeIuema BUCUX NUMEH3Uja
IIOTUYY M3 OBOT M3BAHPENHOT pe3dyiarara. Pasmuiiure momupuranumje Ramy-
UHEe TeTOAUMEH3UOHAJHEe IeMe, VKByuyjyhu KiaajHoBy uaejy o KOMIaxkTu-
¢urammju nomarae nuMensuje (o kKojoj hemo pasroBaparu 3a TpEHYTaK) Cy
npemnoskuim Ajumraju, JLxopnan, BeprmMan m HEKOJIMKO APYruUX KpPO3 Tro-
OVHE, aJii HUje MPOIIMPEHa Ha BUIIE OJ MeT IWMEH3Uja CBE JOK HUCY Pa3BU-
jeHe Teopuje O jakuMm um caabuM HyRJIeapHUM uHTepakmujama. QuuriemnHo
nuTame je OMJIO Ja M ce OBe HOBE CUJIE MOTY YJeAWHUTH Ca T'PABUTAIIA)OM
U €JEKTPOMArHeTU3MOM UCTUM METOIOM.

!Gunnar Nordstrém, ¢gurCEM Teopujckn ¢usmgap.
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Kmyu 3a moctuzame oBora Jyexao je y KOHIENITY WHBAPUjAHTHOCTU Tejiia,
KOjU je IocTajao IpeNo3HAT KAao OCHOBa CBMX uMHTepaknuja ¢usmee. Ha
nprMep, eJeKTPOAMHAMUKA Ou ce MOorja m3BecTu HaMerameM jokasue U(1)
rejil ”HBAPUjaHTHOCTHU Ha Jarpamkujad ciiobomaux yectuna. Ca Tavyke TiieIumra
rejil MHBAPUjAHTHOCTU, RAJYyIVH TOABUT Y W3ABAjalny €JIEKTPOMATHETU3MA
13 MeTOAUMEH3VMOHAJIHE I'DABUTAIMjEe BUIIE HUje OMO TOJMKO m3HeHabhyjyhu:
y crBapu je ¢yHKumoHucao 3ato mro je U(l) mHBapujaHTHOCT rejya I0-
narta AjJHIITAjHOBUM jeqHAUYMHAMA MPEPYIIeHA Y KOCTUM WHBAPUjAHTHOCTU Y
OHOCY Ha TpaHC(hOpMalyje KOOpAMHATA OY:K Te IeTe nuMmeHsuje. Ipyrum
peunMa, rejir cuMeTpuja je objarrmena Kao TeOMEeTPUjCKa CUMETPU]ja TPOCTOP-
BpeMeHa. HJekTpoMarHeTHo MOJbe Ce Tala II0jaBUJIO KAO BEKTOPCKO Tejil
oJbe y YeTUPU AuMeH3uje. Buio je npupoIHO, MaKO HE je JHOCTABHO, MIPOIIUP-
UTH OBaj YBUI Ha TPyTe ca cioxkerujoM cumerpujoM. e Bui] 1963. romume
610 je IPBU KOjU je mpemIoKuo MHKopuopanujy Heabenose SU(2) reju rpyme
JaHraE] u Mnﬂcaﬁ y Kanyna-Kanajuosy Teopujy mumensuja (4+ d). Tlorpebue
Cy HajMame TPU NOJaTHE NUMEH3Wje.

3.1.2 Ilpucrynm BuIille IMMEH3MOHOM Y j€ ey

OBme uctuueMo TpU KBYHHE KAPAKTEPUCTUKE CBUX MOJAENa O KOjuMa je 10
canma Ouio peyu:

1. Ouu momtyjy AjJHIITAJHOBY BU3Ujy NPUPOIE KAO UKUCTE TFeOMETPUje.
(OBa mmeja ce MOxke NpATUTA Yy HEMATEMATHUYKOM OOJMKY OapeMm 1o
Kmudoprna 1876., a mocToje HaroBemTaju Tora jou y MHANjCKUM Benama,
npema Bunepy u gpyruma.) Emsekrpomarmerso u Janr-Mwuiacoso mosme
, KA0 U TPaBUTAIMOHO IOJbE, Y MOTIIYHOCTU CY CAOP:KAHU Yy BUIIEIU-
MEH3MOHAJHOM AjJHIITAJHOBOM TEH30DY (4+d)GAB; OIOHOCHO Yy MeTpUuIU
1 mweHuM u3BoauMa. Hwuje morpebaH EKCIJIMIUTHU TEH30D €Hepruje-

UMITyJICa (4+d)TAB.

2. OHu cy MUHUMAJHA TPOIIUPEHa OIIITE TEOPHje PETATUBHOCTU ¥ CMUCITY
a HeMa MOIU(UKAILje MaTeMaTuJdKe CTPYKType AjHIITajHOBE Teopuje.
Jemuna npomena je ma meaekcu teHzopa npenase ox 0 mo (3+d) ymecro
on 0 mo 3.

’Bryce DeWitt, amepuusn Teopujcku pusmyap.
3Chen Ning Yang, KMHECKM TEOPUjCKM (GU3TIAD.
4Robert Mills, ampuukn Teopujckn Gusmgap
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3. Onu cy a mpuopu muiauaapuyar. Huje npemiokeH HUKaKaB MeXaHU3aM
KOju 6m 00jacHMO 3amTO (U3MKaA 3aBUCHU OJ IIPBE HETHUPU KOOPAUHATE,
aJii He U O JO0JaTHUX.

[IpBa mBa on ®BUX Cy IpUjaTHA Ca CTAHOBUINTA €JIETAHIUjE€ U jeIHOC-
taBHOcTu. Tpehwm ce, mehyTum, MomepHUM OUMMA YMHU U3MUMNIBEHUM. Y
HaCTOjalmy MOa Cce MOIPaBU OBaj HENOCTATAK, BUIIEAVMEH3MOHAJJHA V)€U EHA,
Teopuja je eBoJiyupaJia y TPU Malkhe WU BUIIE He3aBUCHA MPaBIla Ol BpeMeHa,
Kanyme. CBaku on ®UX KPTBYje Mau MOAUPUKYje jeqHY O KaPaKTePUCTUKA
1 mo 3 u3mam.

IIpBo, mpennoxkeHO je ma ce molaTHe AUMEH3Hje He NOjaBbYy]y yV (pusumm
jep Cy KOMITaKTHE M HEyOUJbUBE HA €KCIIEPUMEHTAIJHO JOCTYITHUM €HEPTeIKIM
crasama. OBaj mpucTyn je 6mo ycreman HA MHOTO HAUYMHA W AOMUHAHTHA j€
nmapaguryMa y yjeammeny BUmmux auMensuja. MebhyTuMm, ako Heko kenm na Ha
OBaj HAYUH yjeqWHU BUIIE O caMe I'PaBUTAIMje U eJeKTPOMArHeTU3Ma, YUHA
ce ma y mpakcu Tpeba HamycTuTu AjHIITAjHOB I1J/F T€OMETPU30BaAKHA (DU3UKE,
bapem y cmucay 1 rope.
lpyru HAYWH na ce momaTHe TUMEH3Uje 30pully U3 BUIA je [a Ce OHE IOCMa-
Tpajy Kao MATeMaTUYKU apTe(aKTU CIOKEHU]e OCHOBHE TeOpuje, KPTBYjyhu
2 rope. OBO ce MOke ypajguTu, Ha IPUMEDP, aKO ce kiacuyHa (aduHA) re-
oMeTpuja KOja JIeKM y OCHOBU AjJHIITAjHOBE OIIITE PEJATUBHOCTU 3aMEHU
IPOjeKTMBHOM reomerpujoMm. [lomaTHe nmMeH3mWje Tana MOCTA]y BU3YeETHA
moMmaraJia Koja HaM MOTY, aju He MOpajy, moMohm ma pa3yMeMOo OCHOBHY
MaTeMaTUKy IPUpPOE, ajiu Koja He OAroBapajy (U3UIKUM KOODAUMHATAMA.
Tpehu npuctyn npobiaeMmy oOjammemha TauHe TUJINHIPUYHOCTA je Oa Ce pas-
MOTPU MOTYNHOCT na OHa He MOpa HYKHO OMTU TauHa, omymTajyhu 3 rope.
To ject, HOBe KOOpAWMHATE Ce y3MMajy Kao HOMWHAJIHA BPETHOCT, I03BOJI-
jaBajyhu ¢usunu na y npuHnuny 3asucu o Bux. OBa 3aBUCHOCT Ce€ BEPOBATHO
MojaBJjbyje y PeKMMUMA KOjU JOII YBEK HUCY AOOPO MCIUTAHU €KCIEePUMEHTOM
- Oamr Kao mMTO PeJeBAHTHOCT YeTBpTe AuMeH3uje MUHKOBCKOT 3a MEXaHUKY
HUje Ousia ouurienqHa MpU HEPEeJaTUBUCTUIKUM Op3uHama. Kama ce yKbydn
3aBUCHOCT O AOJATHUX IUMEH3Uja, OTKPUBA Ce€ na MeTOIUMEeH3UOHATHEe AjH-
mrajHOBe jenHaimEe "R,p = 0 campse U4eTBOPOINMEH3MOHAIHE 4Ga5 = 4Ta5
ca ONIITUM TEH30POM €HEepTUje U UMIIYJICa 4Ta5 YMECTO CaMO €JIEKTPOMAr-
HETHOT 4TO%M .

3.1.3 Ilpucryn xoMnakTuduranuje

Knaju je 1926. mokazao na 6u crame RamymuHor muianHapa HACTAJIO IPUPOTHO
aKo OM meTa KOOpAMHATA MMaJa Mo 1 KPys:KHY TOIOJOTH]y, Y KOM CIy4dajy oum
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¢U3MUKa MOJba 3aBUCUIIA O e CaMO MEePUOANYHO U MOTJIAa Ou ce pa3BUTU y
dypujeoBoM peny; u mon 2 6una HOBOLHO Maja (KOMIAKTU(PUKOBAHA) CKAJIA,
y KOM cayd4ajy 0u enepruje cBux PypujeoBux MomoBa M3HAI OCHOBHOT CTaha
Moryie OUTH TaKO BUCOKe na Oyny Heoma:keHe (OCUM DPaHOM YHUBEP3YMY ).
Tako 6u ¢usmka Ouna epeKTWBHO He3aBUCHA o1 KanynuHe merte nuMeH3Wje,
ITO CMO U Kejeau. Kao OOHyc, U3 MOYETKa Ce UMHUIO Oa OU pasBujame
€JeKTpOMarHeTHOr moJsba y PypujeoBe MomoBe y NPUHIUIY MOTJIO Oa 00-
jacHu kBaHTH3auujy ejexkrpuuHor Haboja. (OBaj acmexr Teopuje je MOpPao
OuUTV HAmymTeH, MeDhyTuM, HOMITO Cceé OMHOC HAEJIEKTPUCAHA W MacCe BUIIUX
MOJOBa HUje MOKJAIao ca OTHOCOM HUjenHe mo3HaTe dectuie. [lanac ce es-
eMeHTapHU Haboju mAeHTUPUKY]y caMo ca PypujeoBUM MOIOBMMa OCHOBHOT
crama, a BUXOBU MaJjla Maca Ce NMPUINCYje CIOHTAHOM KPIIEHY CHUMeTpuje.)
[Mlema muje Gumma caBpImeHa; joIin yBek je Omyio mOTpeOHO O0jaCHUTU 3AIITO
ce momaTHE NVWMEH3Mje TaKO 3HAadajHO PAa3JMKYjy IO TOIOJIOTHjU U pa3Mepu
OJI TO3HATUX TPOCTOPHO-BpeMeHCKuX. Fbuxopa BeauumHa je moceOHO MOpaJia
ouTtu usysetno masua (ucmnon ckage aromerpa (lam = 10'm), npema axTyesn-
HOM ekcmepumenTy ). IlocTojaso je u murame KAKO TYMAUYUTH HOBO CKaJIAPHO
IoJbe Koje ce nojasmio y reopuju. OBe nmoremrohe cy ce, mehyTum, nokazaie
ka0 npesasumiaa3He. (CrajapHa O/ba HUCY TOJIMUKO Ipereha kKao mTo Cy ce
HeKaJa YMHUJIA; Calla Ce CaMO IPETHOCTaBJha A Cy CYBUIIE MacCHUBHA na Ou
ouna npumehena. VM yuraBa maaycTpuja je m3pacia OKO MPOydaBama MeXa-
HU3aMa KOMIAKTU(UKAINje U TONIOJOTHje KOMIAKTHUX IIPOCTOPA.

[Ira Bume, KnajooBa cTpareruja KOMOakTUGUKANMA]E TOMATHUAX ITUMEH3-
Uja MoCcTaja je NOMUHAHTHA y O0jennmeH0] (U3MIU BUIINX AUMEH3Uja, IITO
je mocaenmuxX TOAWHA HOBEJIO OO HOBUX IOJba KAO IITO CY jenaHaeCTOAVMEH-
3MOHAJHA CyNeprpaBUTAlja U JeCEeTONNMEH3NOHANHA TEOPUja CyIePCTPYHA.

3.2 JIBa mpumepa

Camna hemo ma ocraBumo uctopujy u npudy usa cebe u ma npehemo Ha MaTem-
aTUKY - jemHa ¢GopMmyJsia TOBOPU BUIIE O MUJIUOH PEUN.

3.2.1 CxkaJsiapHO TIOJb€ Ca jeTHOM NOOMNATHOM MMMEH3WjOM

[Tocmarpajmo mpocTop ca jemHOM OOAATHOM OWMEH3UjoM Koja he ma Oyme
kpyr. Ty muMmen3ujy HazuBamo y U 3a BY Baku y = y + 2nR. Heka cramnapuo
moJbe Ka0 apryMeHT y3MMa CBe KOOpAMHATE Hallle MHOTOCTpYyKocTu. Moskemo
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na ra p3sujemo y PypujeoB pen mHa ciaeneh nauws:

bt y) = 3 gu(w)e (3.1)

neZ

CauvyHO mpuMepy ca Kpaja mIpBOr IOTJIaBJ/ha, OBO MOJbe he ma momryje MOI-
upuroBany Ruajua-I'opnonoBo jennauuny;

Os ¢ =m?¢ rtmeje Op=0 +8§ (3.2)

Axo yBpCcTMMO y OBO pa3BoOj O ¢ moOumjamo:

2 2
(D — %) bp=m> = 0O¢, = (m2 + %) b, (3.3)

'me cMoO y mpeTxomHOj jenHAUMHU NOOUIM CHIEKTAap YeCcTUIla KOje Ha3uBaMoO
Kanyna-Knaja conekrap. OBae crynma mpuda O BUCOKUM €HEPrUjaMa U KOM-
nakTuduranuju. Tpeba HaM HauMH na 00jaCHUMO TO IITO OBE YECTUIIE HICMO
HAIUIM y OPUPOAM, A CaMUM THUM 3axTeBaMo na je R jako MaJjo, a Kako
je Maca cBake uvectume < R™? BuauMMO na HaMm To obesbebyje jako BuCOKe
eHepruje.

EdexTuBHO nejcrBo

Cama hemo ma BUAMMO IITa HAM TOBOPH H€jCTBO OBAKBOT moJsba. OHO IPUPOIHO
y3uMa OOJIUK:

=5 [ [l (3.4)

JenmHa yneMa KOjy KOPUCTHM UM KOJ]y je JIAKO IIOKA3aTH jecTe:

2R ]
/ dy ™Y = 21 R, 40
0

Tana mejcTBo mocraje:

1 nm
§= Z 5/ d4SL’ 21 R |:_<8M¢n)2 - ﬁ¢n¢m5n+m,0 + M2¢ii|

S b FENH (I

JemHauyuwHy M3HAI MOKEMO A& HOPMAJIU3YjeMO gzNSn = \/ﬁ—sz, Taaa nobujamo:

o3 e [ ()]

. . 2
Kao u panuje nobujamo cmexrap maca M7 = M? + 2.
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3.2.2 T'ejir moswe

Cuneneha curyamuja KOjy KeIMMO na Pa3MOTPUMO jecTe Tejil MOJbe Ca jOIT
jemaom mumensujom. Cana kopuctumo mugexc M = (p,4) < (z,y), roe
w € {0,1,2,3}. Pasmarpamo noreHnujas gat y oGIUKY:

a = ()

rae je ¢ = Ay. Kao u panuje, 3aBucHOCT 0 y pasBujamo y pen. Kiexkrpo-
MarHeTHU TEH30D uMa OOJIUK:

F]%IN :F3V+2F34 rmoe je FM4:8MA4_84AM:8M¢_831AM
Cana mmamo ycaoB 5D reji MHBaApPUjaHTHOCTU:
0A, =0, n ¢ =0\

Takobe je:

SAT = 9,A, W 6¢, = i=A,

n
R
Canma pa3nukyjeMo ABa ciaydaja 3a BPEIHOCTH N:

e n =0 = yobuuajena 4D reji UHBAPUjAHTHOCT.

e n#0 = reju usbop’} &, =0

Y3 0BO M3HAMI, €JIEKTPOMArHETHU TEH30D MOCTaje:

F' =

IZ

igAL n#0
8u¢0 ,TZZO

C oBuMm y Bumy, 5D hHecTBO y3uma OOJIUK:

1, I 2 1 s 1n? 2

Haxkae, nobunu cmo U(1l) reju mome + Ge3MaceHo CKAJAPHO MOJbe + MaCUBHE
2
KK Berrope ca macama %;.

"Tejr m360p je TexHMEA KOjOM, V I'Py60 pedeHo, GMpPaMO Pempe3eHTATHUBHOL UIaHA 13
CBaKe KJace eKBUBAJICHNNje KOja HACTAHE IIPU Iejil MHBAPU]AHTHOCTH.
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3.3 [I'paBuraruja

Omno mro Tpeba ma MOKaKEeMO y OBOM IOTJIABJbY jecTe ma Hama H[) MeTpura
naje 4D rpasuramujy + U(2) + cramnap (pamuon). Crpareruja Kojy nparum
je mocTta caudvHa OBa MpeTxonaHa npumepa. IIpernocraBuhemo jenany monatHy
AUMEH3Ujy Yy U MeTPUuKy 3anucaru kao b objekar. Harkon Tora tpeba ma ce
urpamo ca HD mupeomoppusMuMa ga OMCMO U3MACUPAJIN Ty OIIMTY METPUKY
y HENITO Ca YMMEe MOKEMO & PaauMO. 3a CBE AeTa/be OBOIT pPadyHa TOIIO
npenopydvyjeMm npenaBama [13]

Hakon nmpBor kopaka ynorpebe mupeomopduzaMa Ha OIIITOj METPULU T0OU-
jamo Cﬂeﬂeh(ﬂ:

_ 20 gw/ + ANAV Au
Gun =c¢€ < A, 1 (3-7)
rae cMoO AeQUHUCAIA (,, = GW — A A, rme je Benuko G crammapaxa 4D

Merpuka y3 reju u3zbop. V3 oBe merpure ciene mHeka on ciaenehux tBpbhema:
R[e**gu] = e {R— (D ~1)D% — (D - 2)(D — 1)(D¢)*}
V9 [ 9u] = e”V/g
JGR® [ewéMN} — &% {R<5> —8D2 — 12(13,@)2}

Metpury G MOkeMO Oa 3amuIeMO Kao:

A g+ AR AT A
G:(g I 1) (3.8)

Kopucrehn merpura msman moryhe je m3pauynatu KpucrodenoBe cum-
6oue (mocra manopau nocao). Omparne nobujamo penanujy R®) = RW 4 1F2,
[Tocne oBora moxemo na mabewmo:

R 1 1
JGR® [egd’GW} = R—5(Dp) + e/ (3.9)

'me cmo cramupamu ¢ — \/ngo. Ha xpajy, mmamo 5D nejcTBO KOje HOCH
nH(pOpMallije ¥ O TPABUTAIUJU U O €JIeKTPOMarHeTU3MYy:

1 2rR 1 1
S = o2 /dyR(5) = 27r_k§ {R(4) - §(Dg0)2 + Ze‘/?i""F2 + ;(MaCMBHa cruH 2 no.ma)}
(3.10)

SHe miammTe ce uiaHa UCTIPe, TY je CAMO CKaJUpama PaId U TpedOopMyIUIe Ce MIIIOH
myTa Kpo3 u3Bobheme, HUje HU OWTAH y CYIITHHU.
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3.3.1 Ilyronmmcm ka BUIIIIM OUMEH3HjaMa

/IBa riaBHA KOHIENTa JeKe Y OCHOBU MOJepHe (M3uWKe: JIOKAJIHA KOODIU-
HATHA WHBAPUjaHTHOCT U JIOKAJHA yHyTpalliha Wiau rejiu cuMmerpuja. [IpBu
BOJU MO TeOopuje I'paBUTAlMje; OBO IOCIEIH€ BOAM Ka TEOPUU Tejila jaKux,
c1abux U eJeKTPOMArHETHUX WHTEPAKIU]a.

N3Banpenno Kamynmuo otkpmhe je ma ako IPeTHOCTABUMO Oa j€ TPOCTOP-
BpeMe yrpabeHo y mpocTop ca muMeH3ujoM BehioM on yeTwpu, OBa IBA KOH-
[enTa MO8 HUCY He3aBUCHA — OPYTW MOKe OMTU u3BeneH u3 npBor. Pusmka
je Tonmuko 3amamyjyha, a MaTeMaThKa TAKO €JIETaHTHA Ma O MHOTU TEOPEeT-
CKM (pm3MYapy MOTJIM OUTHM paszodvapaHM akKo IpuUpona He Kopuctu Ramynux
MexaHn3aM Ha HEeKOM HuBOy. Ilpupomno, moaum Te HEMOj HAC paszouaparu!

IraBume, Teopuja crpyHa, Bomehu kamauaaT 3a o0jenumaBame CBe Ue-
TUPU QyHIAMEHTAJHE MHTEPaKIje, MOKe OUTM KOH3UCTEHTHO (POPMYJIMCAHA
caMO y BUIIEIVMEH3MOHAJJHOM IPOCTOP-BPEMEHY W CTOra 3aXxTeBa RamyruH
MexaHm3aMﬂ A mpuopu, TO He MOpa OWUTH; Oa je HEeKO HAMUCaO MOCIEIHY
Teopujy KBAHTHE T'paBUTAaIlMje KOja YKbydyje mo3HaTe wmHTepakuuje y 4D
npoctop-Bpemeny, Ranyna-Kmaaju Tteopuja Ou HecTasa HA CMETIUIITY WUC-
topuje ¢usuke. Tarobe, na Kanyma-Knaju teopmja Huje morsa mpupomHo
na uakopuopupa Jaur-MuiacoBy Tteopujy, Takohe Ou Ouiaa ornucaHa.

"IIpu Tome joj Tpeba 6 momaTHMX AuUMeH3Uja, a He jemHa. Jla 6u oBo objacHumu, Teo-
permuapu cTpyHa rKopucrte Ranyiume Mexanusam u makyjy tux 6 numen3uja y T3B. Kamabu-
Jay MHOTOCTPYKOCT.
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)

Teomop Kamyma (1885 -
1954)

Teomop Kanyma je  06wuo
HEeMadJKu MaTeMaTudap u Guudap
poben 9. HOBeMOpa 1885. 'y
Onenny y Hewmaukoj (mamac
Omnoune, Ilomcka). Hajmozuaruju
je Tmo CBOM pamy y TeOpPUjCKO]j
¢m3unm, noceOHO [0 CBOM IIHU-
OHUPCKOM JIOIPWHOCY  Pa3BOjy
Ranyna-Knaja teopuje, koja je
uMaJia 3a IMUJb & YjeIuHU TPaB-
UTAIN]y U eJIeKTPOMATrHETU3aM.

KRamny3sa je 3aBpmuo cBoje paHo
obpazoBame y Omenny, a 3aTuM
je HacTaBMO MOa CTyAupa MaTeM-
aTUKy U QU3VKY Ha Y HUBEP3UTETY
y Kenurcbepry. IloxTopupao
je 1909. romuue mom HaAI30POM

O3HATOTI MaTeMmaTudapa Amomnga
Xypsuna. Ilo 3aBpmerky mok-
TOPCKUX CTyauja, Raayma je
HEKOJIMKO TOJIMHA PAIUO Kao IPO-
¢decop y cpenmOj MKOIU, TOKOM
KOjUX je HAaCTaBUO NCTPaAKUBAHE
TeOpHUjCcKe (PpU3UKe.

lNomure 1919. Kaxyza je 006-
JABUO DPEBOJIYIVMOHADHU DA IMOI
maciaoBoMm O mpobsemy jemuH-
cTBa (¢u3mke”, KOju je mpemn-
CTaBUO HOBY IIETOAUMEH3MOHAIHY
TeOpHUjy T'paBUTAIje U €JIEeKTPO-
MarLetTusMa. Y OBOj TeOopwuju,
Kanyna je wromOunoBao A jHrm-
TajHOBY TEOPUjy OIIITE peJia-
TUBHOCTU ca MaKcBeJoBUM jen-
HaUYMHaAMa eJeKTpOMarHeTu3Ma y
JEOVHCTBEHOM OKBHPY. Y Beo je
KOHIIENT TeTe MOMMeH3Uje, IOC-
Tyaupajyhu ma ce eJekTpomar-
HETU3aM MOKE OIMCATU 3aKPUBJI-
jeHo71ly oBe momaTHe IUMEH3Uje.

YUOpPKOC  HEroBOM  PEBOJIY-
NUOHAPHOM pany, Kamaynuau mo-
IPUHOCK HUCY OIMaxX Oo0uiIm
IPU3HAHE TOKOM HErOBOT JKUB-
oTa. CyouaBao ce ca 3Haya-
jHUM m3a30BUMAa Y CBOjOj Kap-
ujepu, yrByuyjyhm dunancu-
jCKe TIOTEIKOIle U OrpaHUYCHE
MOTYNHOCTU 3a WCTPaKMBAE.
Raayma je macraBuo ma mpemnaje
Ha Pa3HUM WHCTUTYNIUjaMa TOKOM
CBOI' :KMBOTa, panehm Kao mpo-
¢ecop y cpemmoOj MKOIU, IIpe-
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maBad M Ha Kpajy Kao Ipogecop
MaTeMaTUKe Ha Y HUBEP3UTETY Y
Kenurcoepry.

Tparuuno, KRanaymuaa ©rapu-
jepa je mperuHyTa 300T HEroBe
upepane cmptu. IIpemunyo je
19. jamyapa 1954. 'y T'erun-
reny, y Hemauroj, y 68. ro0-
OUHU. Y IOIPKOC MTPBOOUTHOM He-
OOCTATKY TMpU3HaMkha, RaayiuHe

uaeje cy uMaJie TpajaH YTUIQ]
Ha TEOPHUjCKYy OU3UKY, yTudayhu
Ha cienehe remepanuje ¢pusmgapa
u gonpuHOocehu Tekyroj morpasu
3a je IMHCTBEHA TeOpPUja OCHOBHUX
cuna npupone. Hberos pan ocraje
BajKHA IPEKPETHUIA y MUCTOPUJU
Teopujcke (U3uMKe U HaCTaBJba
[oa WHCHOUPUINE UCTpakuBade y
BUXOBO] IMOTpa3m 3a AyOmsuM
pa3yMeBameM yHUBEP3YMa.
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A  YBony riiaTke MHOTOCTPYKOCTHU

OBo u ciremhe morsnaBme Cy MOXKIA U HajOUTHUja MOrJIaBsha OBOT pana. uimb
MU je Ia Ha NPUCTyNadaH U JOTMYAH HAYMH yBeleM riaBHe (Hama moTpebHe)
pe3yiTaTe U3 AuepeHnnjalie reoMeTPUje U TOIOJIOTH]je TVIATKUX MHOTOCTPY -
KOCTH.

OBe obmacTu MaTeMaTHKe Cy OOCTa COMPUCTUKOBAHA MAaIIWHEPUja, Ha C

TuM y Be3u Tpeba ga HAIOMEHEM aa ce 4ecTo (Makap ja jecaM) 4OBEK M3ryou
y CUJHUM cuMOoJiMMa ¥ u3TyOum motuBanujy. [la Oucmo 3a00umiau oBO y
mrTo Behoj Mepu, IPBO MOTJIaB/be he ma yBemae pas3He MOojMOBe Koju he Ham
Tpebaru (BEKTOpU, AyaJHU BEKTOPU) HA Mame (hOpMaJiaH HAUWH, YUCTO YT
UTapHO. Y APYTOM IOIJIaBJ/bY KOHIENTE yBOAUM (OPMAJHO, MAKO OIET MMa
MaJIo JyPTa y M3jaramy, Ia MOXKIa He HCIYHaBa KPUTEPU]YM IOjeaInHUX
MaTemMarayapa. AKO yuTaJsial cMarpa Ja My HHUje YTOJbeH :kel) oBuM mperie-
[OM, IpeajakeM My Oa KOHCYJITYje JIUTepaTypy.
OBo mormaB/e 3aXTeBa MOCTA CTPIJbEHA AU HA KPAjy je UCIIATUBO. 3HAbE
U3 qudepeHIrjaTHe TeOMeTPUje U TEH30PCKOT PaYyHa je MUPOKO MPUMEHILUBO
y pa3uum obiactuma ¢usuke HeBeszano 3a OTP. Bumno rkako 6uimo, xomenTu
Cy TONPUJINYHO MPABOJUHUjCKA, T€ CMaTpaM Aa Ne MemeHW YuTajal 1o00opo
na ce cuabe!

IIpenopyka: Y Bemhemo mocta HOBUX IIOjMOBA U CBU CY MHTUMHO ITOBE3aHU,
MUCJIMM [Oa HUje Jole y3 cebe MMaTH Malup W OJOBKY U IPATUTU TEKCT
yIOpeao U MpoBepaBaTU U3BODhHema.

A.1 IlIlerma Kpo3 Teopujy

A.1.1 Bekropu

[Tounmemo HAITY TPUUMILY Ca 3BE3I0M ejeMeHTapHe (uske - BeKropoM. [Ipsa
cTBap KOjy Bpemu pehu jecte ma y mpoctopy MMHKOBCKOT HEMaMO KJIaCUYHE
TPU-BEKTOPE HErO YETBOPOBEKTOPE (y HEKUM KEHUTaM U KBAAPUBEKTODE WU
4BeKTOpe).

53
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[IpBa OuTHa cTBap KOjy Tpeba m30anuTy M3 HAIMUX UCIPAHUX MO3TOBA jecTe
TO Oa MHUCJUMO O BEKTOPUMa Kao cTpesama y mpoctopy. OOWYHO ce Tako
yBOJZe, KA0 CTpeJie Koje ce Tmpyskajy O jemHe IO Apyre Tadke (MMajy mpasary
u uHTeH3urer). OBUUYHO y3 TO JOMYIITAMO a4 UX TPAHCIUPAMO KPO3 IPOCTOP
7 KaJeMUMO jenHe Ha apyre Tek tako. OBo je mpobieM y 6MIIO0 KOM IPOCTOPY
koju Huje pasan (Eykauncku), jep Ha mpumep HUje jequHCTBeHO oapebhena
KpUBa KOja cliaja JBe TayKe Ha MHOTOCTPYKOCTH, Ia CaMUM TUM HUj€ jeanH-
CTBEHO Ne(MHUCAHO HU cabupame U Omoy3uMamHe.

Ila bucmo m3amam Ha Kpaj ca OBUM IpOOJIEMOM OJ cala hemMo ma pasMUII-
JbaMO O BEKTOPUMa CTPUKTHO BE3aHUM y3 jemHy Tadky y mpocropy. Ckym
cBUX MOryhux BeKTOpa KOje MO:KeMO MPOBYyNur KpO3 jeHY TAUKy p HA3UBaAMO
TAHTeHTHU MPOCTOP y Tadyku p U obenexaBamo ra ca T,. Vme je mocmenno
jep ce mcrmocTaB/ba & CBU BEKTOPU KOj€ acOoIUpaMoO 3a HATy TAUYKY 3alIpaBO
jecy TAHreHTHW Ha Ty MHOTOCTDYKOCT. (3amwuciure chepy U HEKy TAUuKy Ha
H0j, TAHT'€eHTHU IIPOCTOP je paBaH TaHTeHTHa Ha cpepy y TO] TAUKU, a BEK-
TOpU Cy 'cTpese’ Koje Kao MOoUYeTak UMajy Ty TAdKy U JeKe Yy TaHTeHTHO]
paBau. Ha mpumep, HHje BEeKTOp cTpesa Koja HAEe KPO3 LEHTap cdepe u
camp:KU JaTy Tauvky Ha 1H0j.) Mmak oBO je caMO MIIyCTPATUBHO OOjallmheme
KOje 3aBUCH Ol IPOCTOpa Yy KOME je MHOIOCTPYKOCT yTKaHa (permumo cdepa
je yrrama y R?), mTo Ham Huje moTpeGHO.

Y cneneheMm norsnas/py heMmo moBe3aTy TAHIME€HTHU IPOCTOP Ca CTBAPUMa KOje
MOKEMO J]a HaIlpABUMO OJ] caMe MHOTOCTPYKOCTH. 3a caj, Mucaute Ha 1), Kao
allCTPAKTHU BEKTOPCKU IIPOCTOP Be3aH 3a CBAKy TAYKy y BPEME-IIPOCTOPY.

BekTopcku npocTop Ham mosbeM peasHUX OpojeBa je CKym cBux objekaTa
(BeKTOpA) KOje MOKEeMO cabupaT 1 MHOKATHU KOHCTAHTaMa (eJIeMHTAMA M0Jba
HAJ KOjUM IPAaBUMO BEKTOPCKU mpocTop). [lakme, 3a 6uio koja aBa BEKTOpA
V u W u peamnne 6pojeBe a u b Basku:

(a+b)(V+W)=aV +bV +alW + bW

CBaku BEKTOPCKU IPOCTOP MMa CBOj KOODAWMHAHTHU MOYeTAaK (HYyJa BEK-

TOp) KAO UIEHTUTET 3a cabupame. [locToje momaTHe CTPYKTYypPE KOje MOKEMO
na pam3aTpaMo (yHYTPAIlkbU, CIObAIlhYA IPOU3BOIN) alK 38 Cala HAM je OBO
[OCTA.
ITape, BEKTOPCKO MOJbE je CaMO CKYII BEKTOPa Yy IPOCTOPY I'Je NMaMO TAYHO
jeman mo6po mepuHMCAH BEKTOD 3a CBAKy TauyKy y IpoCTOpy (Kao mjiake Ha
raasu). Ox kopuctu 6u Ham Guio na Habemy Heky 6a3y 3a OBe BEKTODCKe
IPOCTOPE KAKO OMCMO MOIJIN [a Pa3MaTpaMoO KOMIIOHEHTE BEKTODA.

Baza y BEKTOPCKOM IIPOCTOPY j€ CKYH JIUHEAPHO HEe3aBUCHUX BEKTOPA KOjU
MOKpUBAajy Taj mpoctop. JIMHeapHO He3aBUCHU 3HAUYM Oa j€ PEIleHe jeaHa-
unbe Y a;v; = 0 camo Tpusujaauno a; = 0. Ilokpusajy mpocrop 3Haum na
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je CBaKM BEKTOpP y TOM IPOCTOPY JWHeapHa KOMOuHaNMja Oas3HUX BEKTOPA.
[IpumeruTe KaKO He 3axTeBaAMO Aa OyAy HODPMAJIHU jedaH HA APYTU WU je-
IVHUYHE NOYyXKUHE.
3a maTy BEKTOPCKU MPOCTOP MOCTOju OECKOHAIIHO MHOTO HAauWHA Oa Omabep-
emo 0Oaszne BekTope. MebhyTum, ckyn OacHMX BekTOpa he yBeK MMaTU UCTU
Opoj enemenaTa, Taj OpPOj HA3MBaAMO AMMEH3Mja BEKTOPCKOT mpocTopa. Per-
MO, Yy mpocTopy MUHKOBCKOT AMMEH3Uja je HapaBHO 4.

3aMuCIMMO Ja 3a CBaKM TAHI'E€HTHHU IIPOCTOP oxabepeMo Oasuc €,, ca
w = {0,1,2,3} kao m unauve. Peummo takobe ma hemo 'mpunaromuru Gasuc
KoopauHATaM r*’ - TO 3HAUM ma je penuMo €; ycMepeH ka r ocu. OBO HUje
HUKAKBO MPABUJIO aJu OOUYHO OmpamMo 0a3uc yCMepeH TaKO [a HaM OJIaKIIa
pan. Cama 610 KOju alCTPaKTHU BEKTOP A MOKEMO 1a HAIUIIEeMO y OOJIUKY:

A= Are,

Koedumjentu A" cy rommnonenTe BekTopa A.

YecT mpuMep BEKTOpa y IPOCTOPY jeCTe yIpaBO TAHMEHTHU BEKTOD HAa
HeKy kpuBy. Koopaumare mapamMerpusoBaHe KpUBE y IIPOCTOPY cy onapebene
napamerpoM, penumo z#()\). Tanrentnu Bektop V(A\) mMa KOMIOHEHTE:

dzt

d\
Yuras BexTop je V = VF#e,. Jlopeanosom TpancpopmManujoM KoopauHaTe T
ce Memajy NOK mapamMerpusanuja A octaje ucra. Onasme 3akmbydyjeMo na ce
KOMIIOHEHTE TAHTE€HTHOT BEKTOPa MEHmajy Kao:

VN

VE = ALV

Cawm Bextop V' ce He Mema (y CYyIPOTHOCTU CA HErOBUM KOMIOHEHTAMA) O
nejcrBoM Jlopennosux tpanchopmanuja. OBO MOKEMO na UCKOPUCTUMO IIPU
u3Bohemy HaumHa Ha KOju ce Dasucu Mmemajy. ObenexuMo Oa3uCHE BEKTOPE
Yy TPAHPOPMUCAHO CUCTEMY Ca €,/:

~ /A / A~
V = VMGM =V €y = AZ VMGV/

OBo Mopa ma BakM KOje IOl HyMepuUYKe BPEIHOCTH MU y3eau 3a VH, ma
MOYKEMO J1a 3aKJ/bYUMMO & BaKU:

N v oA
ey = Au €,

Cuanyno, na ducMo nodbmim HOB 6a3UC HAKOH TpaH(OpMalrje MOKEMO IPETXOIHY
jenHauMHy na MOMHO:KMMO mHBep3HOM JlopernosoMm marpurnom A
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A.1.2 IlyamHu BeKTOpHM

HacraBumo mHamy amckycujy ca mpBuM pohakoMmM BeKTOpa - dyaJIHUM BEK-
TopuMa. /[lyajHe BekTOpe nepUHUIIEMO Kao OO0jeKTe KOju mpunanajy KOTaH-
reHTHOM npocropy T (3a pasnuKy O TAHreHTHOT mpocTopa). IlyasHnu Bek-
TOpU ce HajOOJbe OCIUKABAjy HUXOBUM MI€jCTBOM, jep CY Y CP/KU OHU 3aIPaBoO
nIpeciauKaBama KOja OOMYHEe BEKTOpe CIUKAa]y y peajHe Opojese. [lakme ako
w € T, Tama 3a OWIO KOja NBA BEKTOPA BAKMU:

w@aV +bW) =aw(V)+bw(W) € R

Jlema cTBap ko1 0BUX 00jeKkaTa je IMITO OHU ca yoOuUajeHOM OIepaIujoM cabu-
pama (opMupajy BEKTOPCKUA IPOCTOP, Ma CIUYHO KAaO U 3a OOMUYHE BEKTOPE
BaiKN:

(aw 4+ bn) (V) = aw(V') + bn(V)

Kao u panuje, ctBapum u3rienajy nocTa 3roAHUje Kalda yBeaeMoO 0a3uc y OBaj
BeKTOPCKU mpocTop. OBO MOKEMO Oa M3BeIeMO TAKO IMTO NeMOo mga 3aXTeBaMo
cinenche 3a Hexu 6asuc 6Y:

~

vsa U
Heu—éu

Y OBOM 3ammcy aHAJOTHO UMaMO W = w#é“. [lonekan ce y murepatypu eJ-
eMEHTH TaHTeHTHOr ImpocTopa 1, Ha3uBajy KOHTPaBapUjaHTHMU BEKTOPH, a
eJIEeMEeHTU KOTAHI'€HTHOT IPOCTOPa KOBAapUjaHTHU BeKTopH. /lanac ce yemrhe
KOPUCTE M3Pa3u: BEKTOPU Ca FOPHUM U BEKTOPU Ca AOHUM HHIEKCUMA.

[TornenajMo y HOBOj HOTALM]U KAKO JyaJ HAAA (YeCT TEPMUH 3a JejCTBO
omepaTopa HaJ 00jeKTUMa) HEKU MPOU3BOJLAH BEKTOD:

w(V) = w,0(V7e,)
= w, V0",
= w, Ve

_ I
=w,V

(A.1)

[IITo je ynpaBo yHyTpammu (CKAJapHU) IPOU3BOJ OBa ABA BEKTOpA. JOII
jemHa cTBap KOJy BUIMMO jecTe Aa je TOoCJelmha jeqHauynHa KOMYTaTWBHA,
ma caMUM TUM E€KBUBAJEHTHO NEjCTBY AYAJHOT HA OOWYAH BEKTOD MOYKEMO
nepUHUCATU U JI€jCTBO BEKTOpa HA MyaJ:

Viw)=w(lV)=w,V*

Ilakae OyaJiHM IIPOCTOP MyaJIHOT IIPOCTOPa jeCTe yIpaBO IIOYETHU BEK-
TOPCKU TPOCTOP, MTO MOzkeMo samucatu kao (1) = T,.
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Jako mo3HaT TpuMep AyaJHOT BEKTOPAa jecTe KJIACUYHU TPaaAjeHT
cramapHe ¢yuarnuje. OH mpencraBs/ha CKyN CBUX MapIUjaJHUX U3BOIA
Y OMHOCY Ha AaTy KOOPIAUHATY, U obeje:xaBaMo ra ca d:

_ 99

r

do or

WN3Bog komMmo3uTHe QyHKOMje HAM Jaje peJlalujy 3a IPaarjeHT Y TPaHC-
(hOPMUCAHNM KOOpAMHATaAMAa:

o Ot 0p ., 06

- = A* 2
ozt OxH Oz M Ot

Kopuctumo u caenehy moTanujy Kako OMCMO CKPATUIN 3AINUC:

99

B = 0o =,
Haxae x# uma 2opmwu urndexc aal Kada ce HAAA3U Y UMEHUOUY U3E00G OH
UMNAUYUPG 00PU UHOEKC 34 C8EYKYNAH 0bjeKam.
[IpumeTrMo nma rpaawjeHT Hamaga OPUMED BEKTOPa KOJU CaM WM3HAT
HABEO - TAHIMEHTY Ha KpuBy z'()\), HA HAUMH HA KOjU OUCMO OUYEKUBAJIN:

6¢8x“_ 0¢ 8x“_@
BN Ozt N d)

A.2 YBonmy riiaTke MHOTOCTPYKOCTHU

['ope cMo ce maJio urpadaum ca umaejoM O BEKTOpUMAa U AyaJuMa, a cama hemo
CBE€ TO Oa CTABUMO HA YBPCTY MAaTEMaTUUYKY OCHOBY U Ja T€HEPAJMN3YjeMO
CBe Ha IPOCTOPE KOjU HUCY HYKHO PaBHMU.

Cuena Ha kK0joj he ce omBujaTu mpencraBa HAIIE MAIITE Ce 30B€ MHO-
rocTpykoct. O MHOTOCTPYKOCTHMAa MOMKETE PA3MUILLATA KAO O IMPOCTOPY
ca mo6po meYUHUCAHOM OUMEH3UjOM 1, KOjU JOKAJHO (IOBOJHLHO 3yMUPAHO)
usriena kao R". ['memano rio6aJHo, oBaj MpoCTOP HE MOPa OUTU €yKIUIACKA
1 MOYKE€ UMaTHU €r30TUYHY TOMOJIOTU]Y.

Hexkwn crammapaau mpuMepu MHOTOCTPYKOCTH Ca KojumMa cMO ce Beh cyc-
perasnu jecy R" jep 3ymwupano ou jecre R". Iame, chpepa S" (myna chepa
cy camo mse tauke {—1,1}, 8! je kpyxmuna nrx...), ropyc T" = 8* x ... x §*
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(T2 je kpodHa nim mossa 3a mepep3nuje mehy Bama.)

A.2.1 TomoJsiomKK IPOCTOPH

Tononoruja je jako jema obiacT MaTeMaTWKe KOJy y OCHOBM 3aHUMa TIe-
oMeTpuja pas3HUX oOjeraTa M KOje CTBApU OCTajy MHBAPUjAHTHE MO 1€jCTBOM
pa3Hux Tpanchopmanuja mator objexkra. Jbymm u mam manac pame OpojHA
UCTPaKUBaHa y OBOj objacTu MmaTeMaTuke. Ja je oBIe yBOIUM YUCTO YTUJI-
UTApPHO U AUCKycUja je 3HauajHo ocakahena um ckpahena, mana ocrajo je
MNOBOJLHO Meca a MMaMO Ca YMMe Ia PaIrMo.

Hepuaunuja 2 (Tonoaoeuja). Koaexyuja (cxyn) nodckynosa ckyna X ce
Ha3uea TOIMoJIoruja Ha cKymy X u obesexcasa xao T axo eancu caedehe:

e D.XeT

e 3a npouzsonno (Moncoa u 6eCKOHAUHO) MHOZO eneMeEHAMA

Si & T 8AMNCU. Uz Sz € T

o 3a Konauno mHo20 enemenama S; € T saxcu: (), S; € T

. J

Ckyn 3ajeqHo ca BEroBOM TOIOJIOTHjOM HA3WBAMO TOIIOJIOMIKKA IPOCTOP
(X,T), mebyrum oBa mOoTammja je 3nomaheme, ma ra OOUUHO OCIOBJHABAMO
caMo ca X aKO HUCMO y OINACHOCTHU Ia ce 30yHUMO.

[Monckymose U crkyma X koju mpumaznajy HEroBOj TOMOJOTWju | HA3UBAMO
OTBOpeHUM cKynmoBuma. JlepuHuiujy wm3Han je JakO IpepopMyIuCcaTe Y
je3WK OTBOPEHMUX CKYIOBA:

D, X cy omsopenu ckynosu, npoussosHa YHUJG U KOHAUGH NPeECcer 0ME0PeHUT
cxkynosa je maxohe omaopen cxyn.

Cryn U je zarBopen ako je X \ U orBopeH.

[Mpumep A.2.

Cama hemo ma morisienaMo HEKOJIMKO JIAKUX MMPUMEPa TOMOJOTHUja:

1. Ako je X = {a,b,c}, Heke Tomomoruje Ha TOM CKymy cy T; =
{X,0} kojy jom 30BeMO M TpHMBHjaJIHA TOMOJIOTHja, najkbe To =

(X, O, {a,b}, b, {b,c}}...

2. 3a 6uio koju ckyn X ckyn ceux nodckynosa ckyna X je TOMOJIOTHja
¥ HA3UBAMO j€é MMCKPETHAa TOIIOJIOTHja.

3. Heka je X ckym; mHeka je 7. ckyn cBux moackymnoBa U om X TaxkBux
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na je X\ U unu upebpojus niau unraso X. Tana je 7. Tonosnoruja
Ha X.

Cana hemo nma neduHmMImeMo mnojaMm koju he nma oncTpaHu cBe 'HOHCEHC
TOIOJIOIIKE MPOCTOPE KOjU HUCY OX (PU3MYKOT 3Haudaja. l[lpeaumumuapHO, 3a
ckyn U kraskeMO na je OKoJIMHA Tauke p ako p € U. YciaoB koju hemo ma
IIOCTABMMO Ha3MBa ce XaycZIop¢oB yCJIOB, a IPOCTOP KOjU ra MCIyHaBa
Xaycnop¢oB npoctop. Haume on kaske ma mMoskeMo na onabepeMo OKOJUHY
Ta4yKe P TAKO [a U3 e MOYKEMO Oa M30CTaBUMO MPOU3BOJBHY TAUKY ¢ F# D.
MaremaTuuku, 3a 6uio koje p,q € X nmocroje U u V taksu na UNV =0 u
pelUuqgelV.

Penumo, jenan nmo3uat npumep Xaycnopdoor npoctop je R ca Tomomorujom
T ={(a,b) | a <b, (a,b) C R}.
Horamuja: Axko je X Tomosomku mpoctop u V' C X oHma je mpeacjmiKa cKyma

V marta kao f~H(V)={ze X | f(z) e V}.

Hedbuaumuja 3. Hexa cy X u Y monosowru npocmopu usmehy xojux je
ycnocmasmeno npecaukasawe f X — Y. Kaxwcemo da je f Henperxudro
axo je 3a ceaxu omeopen cxyn V CY mezosa npedcauxa f~1(V) omeopen
cxyn y X.

HNepununuja 4 (Xomeomopduszam). Xomeomopdusam usmely dea
mononowxa npocmopa M u M je npecauxasawe f : M — M xoje je:

1. unjenmueno: p£q = F(p) # £()
2. cypjexmueno: f(M) = M.

3. je nenpexudno u uMa Henpexudar UHBEP3.

A.2.2 T'slaTke MHOTOCTPYKOCTHU

Cama cMO momau o0 3Be3Ie OBOT TMOTJIaB/ha - IVIATKE MHOTOCTPYKOCTH.
'natke miam mudepennujabuiHe MHOIOCTPYKOCTH Cy jaKO OWTHE jep caMo
BpeMe TpPOCTOp heMo mna mpeacTaBUMO Kao jelHY MHOTOCTPYKOCT Ha KOjOj
ce onBuja cBa ¢usmra. Xajme na medpuHHUIEMO oBaj mojaM. Hamomummem
na je OPYIrW YCJOB Yy Ne(PUHUIMJU MaJIO IJIOMa3aH ajud Aa JUCKYCHja IIOocJe
nepuHUNNje MMa IIUJb A4 T'a MTO 00Jbe PACBETIIN.
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A A
UW ¢ o w—l
e UV
O
R" R"
> >

Caura A.1: CarjacHa mpeciuKaBama Ha TIIATKO] MHOTOCTPYKOCTU

Heduaunuja 5 (Mnozocmpyxocm). Mnozocmpyxocm M je n-dumenzuonu
Xaycdoppos monosowru npocmop maxas da:

1. M je noxaarno romeomopdro ca R". To snawu da 3a cearxo p € M
nocmoju omeopena oxoauna O, u romeomoppuszam ¢ : O, — U 2de
je U omeopen cxyn y R".

2. Odabepumo buno xoja dea ckyna V. u W xoju ce npexaanajy VW #
. Baxmesamo 0a cy odzoeapajyha npecaukasamwa ¢ @V — Uy u
v : W — Uy carmacHa, wmo 3navu:

pop™t i p(VAW) = d(VNW)

je TIaTKO mpec/IMKaBame (uMa HenpekuoHne u3800e NPOouU3eo.nHHOZ
peda, y oznauyu C™).

[IpecnuraBama ¢ ce 30By Mmane (y reorpapCkKOM CMUCIY) a CKyI Mala
amaac. Pa3zMmumibajTe 0 CBaKO] MalM Kao HAUYWHY Oa yBEIEeMO KOOPAMHATHU
CUCTEM Ha MaJju AeJuh MHOTOCTpykKOocTu. KoopamHaTa KOja OaroBapa TaAuKU
p € Q, je:

Koopaunare kpahe zanucyjemo kao z*(p) rme mam p € {0,1,...,n}. Ipeys-
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nMaMO KOHBEHII]Y Ma Cce KOoOpauHaTe obesekaBajy ca cTemeHuMa’ Tj. ca
rOpHUM MHAEKCUMA, KacHUje he ce moka3aTu Kao KOPUCHO.

Axo Tauka p ymana y BuUIle Mama ¢, OHa he TeHePaJIHO 1a Ce CJIUKA Yy
nornyHo mucjyakrHe U, oromuHe omroBapajyher Eykaunmnckor mpoctopa R".
Hema moTpebe 3a manwmkoM, oBa CHUTyalldja je MOTIYHO aHAJOTHA TOME IITO
TAUKy y PABHU MOMKEMO Ja JIOIUPAMO MPABOYTIUM (T,y) U PEIUMO HOJIAPHUM
koopauuatama (r,6). Mako oBa nsa ypebena mapa Hucy mcra, OHE HOCE IIO-
IaTKe O UCTO] TaYKMU.

[IpecnurkaBama u3 mepuHUNUje OOIMKA @, O qbgl ce 30By ()yHKIUje TPaH3U-

nuje.

OsBaj mpuMep 3a nu/b MMa Aa OPUOIMKNA TPUUY O APYTOM YCJIOBY W3
ropwme nedpurunuje. Ako je nparom ymraony Beh jacuo mra ce moraba,
6e3 ryOuTKa KOHTUHYUTETA MOXKE [a MPECKOYM OBaj IpUMeED.

Y3mumo 3a MHOTOCTpyKOCT M mnmamery 3emmpy. Aro 3emiby mpen-
CTABUMO Kao cepy paaujyca a, OUIo Koja Tadyka Ha H0j ce MOKe Ipe-
CTABUTU ca nABa Opoja: reorpadckoM muprHOM 1 ay:xkuHOM. Heka je 6
mepa mupusre (0 Ha exkBaTopy, 7/2 Ha CeBepHOM mosy u —7m/2 Ha Jyx-
HOoM mouxy). Heka je ¢ mepa nyskune (HyJsa Ha TJIABHOM MEDPUIV]jaHY
Kpo3 ['puHMY, MEpPEHO MO3UTUBHO Yy 3alagHOM CMePY ).

Hparomy6 ce mamaszm y MaremMaTWykOoj TMMHA3WjU W OIUCYje CBOje
OKpYIKEHe Ty KOOpAMHaTaHa (T mMIe UCTOYHO, Yy uae ceBepHo). Heka
Cy KOOpIAWHATe reorpadCke IMMPUHE U Ty:KUHE KOOPIAMHATHOT IIOYETa
HKEroBOI' CUCTEMA A U Y. Y je3uKy riobajlHUX KOOpAMHATa OWIIO KOja
TayKa y Ty CUCTEeMy he mMaTu KOOpPIAUHATE:

=alp=7) y=all -

[IpaBoyraone kKoopauHaTe Cy paBHE, IOK je cpepa 3aKpUBJLEHA, T Ce
OBa JIBa CUCTEMAa TOKJAMAjy CaMO JIOKAJHO.

Hukona ce mamaszu masno nasme on Beorpana, permumo y [InmanoBimMma.
CBoj mpocTop ou obGenexkaBa koopauHarama 'y’ (x' mcrok, y' cesep),
ca KOOpAMHATHUM modeTkoM Ha mecty A u /. Takuka Ha Herosoj Mamnu
“Ma KOOPAUHATE:

r=ale—7) vy =al-N\).
Kako mocmarpaym 1 MHCTPYMEHTH KOjU *KUBE Ha CPepy HEMAjy mojaM O

013yMUPAHOM U3TJIELy HUXOBOT IPOCTOPA, MEHTAJHA CINKA O HEMY IO0-
jaBuhe ce Tek oHnma Kama Haly HOBOJLHO Mama, KOje CTaBJbEHE jeqHa y3
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ApYTy MOKpuUBajy uuraBy chepy. lla 6u Mepumiyu TauHO U UHMPUHIUYHO
ocobuHe 3eMJibMHEe IOBPIIN, Kal IOl ce Xy 1 'y’ Ipekaamnajy OHu MOpajy
a ce CIaxKy.

MoskeMo ma CIOjUMO ABE Malle TakKO IITO UX Ha TJIANAK HAYUWH YIId-
jemo. Ca Tako cIojeHMM MamaMa MMaMo MPEACTaBY O IUPEM IMOIAPYY]y
(On lInvanoBama mo MaremaTnuke) HEro mro GUCMO Ca jeTHOM O
Bux nMmasau. Jla 6ucMmo mpecauKaIW jeoHY Maly AUPEKTHO y APYTY
MOKEMO, PENUMO, [a PEInMO 3a TII00alHe KOOPAUHATE U3 jeIHE O ABe
KOPECIOIEHIIVj€ N3HAI:

/ /

p=—++ 0=L4¥
a a
W oBo yBpcTUMO y TIpBY pesanujy:
z=1'+aly—7) y=y +a(A-NX)

OBa wuHBep3uWja jemHe JOKAJTHO EYRIUICKE Malle, ca IUbeM naa je
MOBEXKEMO Ca APYTOM JIOKAJIHO €YKIUICKOM MAaIlOM je YIPaBO IPUMEpP
¢byHKIUje TpaH3uIuje.

A.2.3 IlpecaukaBama n3amehy MHOTOCTPYKOCTU

YuraB moeHTa OpencTaBhama KOMINIMKOBAHUX TOMOJIOMIKUX ITPOCTOPAa Kao
HEKU NOACKYI BEYKIMICKUX IPOCTOpa jecTe ma cala JIAKO MOYKEMO na IIpeHe-
CeMO CBO MAaTEeMATUUYKO 3Hame KOoje mMaMo O EyKImackuM mpocTopuMa U Ha
MHOTOCTPYKOCTH.

Pemnmo, 3a ¢pyskmujy f: M — R xaxeMo na je IVIaTKa aKO je IPECINKABAH€
fo¢™!:U — R rmarko 3a cBe Mame ¢.

Cnuuno, 3a mpecaukaBame f : M — N wmsmeby mBe muOrocrpykoctu M u
N (koje He Mopajy O6UTM UCTe AMMEH3Uje) je TJIATKO aKO je MPEeCIUKABAHe
ofop™:U—V raarko 3a cee mane ¢ M - UCR"uv¢:N—=V CR".

Hedbunumnuja 6. Jupeomopdusam je enamro bujexmueno npecaursame f :
M — N usmehy dse muozocmpyxocmu M v N maxso da my je u uHneeps
f~1: N = M zaadax. Hyxcro 3602 nocmojama unsepsa je da N u M umajy
ucmy OUMEHIUJY.
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A.3 TawmrenTHum mpocropu

Homnmu cMo o mena rue *KeamMo A PaIuMO MaTeMaTUKYy HAa MHOTOCTPYKOC-
tuma. [IpBOo moummemo ca u3BoAUMA.

[Tocmarpajmo ¢yurmujy f : M — R. Ila 6ucMo Hamuu m3BOox (QYHKUUjE Y
HEKO] TAYKU P YBEIUMO MPBO MaIly ¢ = (xl, ...,2") y okosmHU Tayke p. Tana
MOEMO Ja KOHCTPYHUIIEeMO IpeciukaBame fo¢ ' : U — R rue je U C R".
3Hamo ga mudepennupamo ¢yurnuje y R", ma camum trM qobumjamo:

of | 9foo!
oxr| — Oxr

P #(p)

OBo oumrsnemno 3aBucu o4 Mamne Kojy omabepemo. CaMuM TUM CMO MO-
TUBUCAHU na Hahemo meduHUNU]y KOja je MaJjio BUIIE MHTPUH3UIHA.

A.3.1 TanreHTHU BEeKTOPHU

I[TocmarpahemMo ckyn cBuX riaaTkux (yHKOUja Ha MHOrocTpykoctu M, y 03-
Haru C°(M).

Hebuaunuja 7. Tanzewmnu sexmop X, je objexam woju ysuma u3800
enamrux gynryuja y mauku p € M. Cneyugduurno X, : C°(M) - R u
8ANCU:

1. Jluneaprocm: X,(f +g) = X,(f) + X, (9)

2. X,(f) =0 axo u camo axo je f woncmanmmo

3. Jajonuyoso npasuno: X,(fg) = X,(f)g(p) + f(p)X,(9)

OsBa mepurunumja 'Bexkropa’ jecte mocrta uygHa. PemeTu Ham mojam O Bek-
TOPY KOjJU MMaMO M3 OCTaTKa (pu3MdIapcke Kapujepe, Kao HEKe allCTPaKTHe
cTpejuie y IpoCcTopy.

Jlako je mpoBepuTu ma objekart:

0

) Oz

aN

p

UCIyHaBa CBe YCJOBe u3 ropmwe nepumuunmje. Cana kKeauMo na ITOKaKEMO
[a CKYI ropeHaBeleHUX MaplnujaHUX M3BoAa ¢GopMmupa 0a3mc 3a TAHIE€HTHU
npoctop y Tauku p. lla bucMo oBO onpanuiau MaJso 0e300IHIje UMaMO jeaHy
JIeMy.
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Jlema. Axo je gynryuja F : R" — R eaamxa (C*) mada 3a ceaxoa = (a',... a") €
R" nocomju C* ¢ynxyuja H, maxea da 3a ceaxo v € R" umamo:

F(z) = F(a) + ) (a" — a")H,(x)

Jloxas. IlouHMMO ca OCHOBHOM TE€OPEMOM MHTETPAJHOT PavyHA!

Cana hemo ma ypamumo cranupame umaTepBaJga |a,z] — [0,1] cmenom s =
t(z —a) +a. Tana je ds = dt(x — a), ma nmamo:

F(z) — F(a) = (x—a)/o F'(t(x — a) + a)dt

[ITTo je Tpaseno tBpbheme 3a n = 1. 3a n > 1, pynkuujy F MoxkeMo na
npeacrasumo kao F = (F',... F"), rae je cako F': R — R. Ilpumenom Ha
cBako I’ nobujaMo Ee/LeHU pesyJsTar. [

[IpumernTe Kako y TOpmeM TBphemy HMCMO 3axXTeBaiM Aa (QYHKIUja UMa
Tejmopos pa3Boj y Hekoj Tauku. OBO HaAM maje MaTeMaTUYKy MOh u ci10601y
jep je Tako tBpbheme ommruje. MehyTumMm, Ka0 MEHTAJJIHO OJIAKIIAILE O TOPHHO]
JeMUu MOKeTe Ia pasMulljbare Kao ma ¢yHKIUja mMma TejimopoB pa3Boj, na je
CBe NOCTa MHTYUTUBHU]E.

Teopema 1. Ckyn ceur manzenMHUT 8eKMOPA Y MAYKY D PopMUupa n-0uMen3uoHU
8EKMOPCKYU Npocmop xoju Hasusamo TaHreHTHM mpocTtop. TaneenmHu eex-
mopu 8H|p npaee basuc 080z npocmopa, mj. ceaxu sexkmop X, € T, moxcemo
npedcmasumu Kao:
— YK
X, = X"0,

p

20e cy X = X,(z") xomnonenme manzenmnoz 6eKmopa y mom 6a3ucy.

Joxas. HNepunumemo pynrmujy F'= fogp™' : U — R ca mamom ¢ = (x!,... ")
y orkosmHU p. Tanma, mo mperxonHoj neMu, GpyHENUjy F y HEKOj OKOJIMHU
(MO A MamO0j) TAUYKEe P MOMKEMO MPEICTABUTU KAO:

F(z) = F(2"(p)) + (" — 2"(p)) Fu(x)
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Y napumo omeparop 0, Ha obOe cTpaHe NPETXOAHE jeTHAUNHE, IPUMETUMO
na cy uanasosu F(z*(p)) m —a#(p)F,(r) xoncTanTHM, OOK y unanmy z'F),(z)
OpeRUBYA caMo npBu wiaH y JlajbHUIIOBOM mpaBuUILy, IIa MMaMO:

oF
—| = Fu(z(p))
Ot |,y "

Cnmuny cTtBap MoxkeMo na ypamumo u 3a ¢yuruujy f. Ilpucerumo ce xako
cMo mepunucanu F = fo ¢ !, meroBameM HecHe KOMIO3UIMje ca ¢ Ha obe
CTpaHe jeJHaUYMHEe BUAMMO Ja mobujamo n ¢yHrnuja za M, n to f, = F, 0 ¢.
Omnpa 3a TpOM3BOJBHY TAUKy ¢ KOja je OJIMCKA TAYKU P MO JEMU UMAMO:

fod (@) =fod (="(p) + (2"(q) — 2" (p))[fu 0 67 (a"(q))]

3uamo ma je ¢~ '(z#(q)) = ¢, na umamo:

f(q) = f(p) + (2"(q) — 2*(p)) fu(q)

3a Tayke ¢ = p MOKEeMO Oa mo0ujeMMO:

oF af
= F = F — —
f#(p) 14 © ¢(p) M(x(p)) axu x(p) ax“ »
Cana hemo nma morimenmamo nejcrBo BekTopa X,. OH Ha Qyknujy f memryje kao:

Xp(f) = Xp(f(p) + (2" = 2"(p)) f)

Kopucrehu ocuHoBHA mpaBmiIa O MAHUMYJIUCAKY TAHTEHTHUX BEKTOPA HAJA3-
UMO:

Xp(f) = Xp(f(p) + Xy (2" — 2" (p))) fu + (2" (p) — 2" (p)) Xy (fu)

[IpBu unan ymupe jep je f(p) roucrantuo. Ilocmenmu unan ymupe jep 1o
JlajonnnoBoMm npaBuiy Tpeba na Habemo BpemHocT 'Hem3BeneHe' (QyHKUUjE y
ucToj Tavku, mTo je oBae muaentuuru (. Ilakme, ocraje Ham caMoO cpenmu
YJjiaH OJ KOT'a IPEKUBU:

af

m
(%cp

p(f) = Xp(a")

O,ZIaKJIe cilean na Ce TaHI€HTHM BEKTOD Xp MOEE€ HaIIMICATM Kao:
— YH
X, = X"0,|,

ca X* = X,(2") kao u panuje.

Ila 6ucmo mokazanu ma je 0 ‘ Dasuc, Tpeba mokazaTu mIa je JUHEeapPHO He3a-
123 P )

BUCaH U Oa mokpusa npoctop. Omosro Bumammo mna mokpusa mpoctop. Ia

OuCMO TMOKa3aJi JIMHEAPHY HE3aBUCHOCT, HEKA je o = 04“8“|p = 0. lenoBame

oBOT BekTOpa Ha (yHKIMjy f = ¥ mobujamo a(zr’) = a“(@ux”)‘p =a” =0. oBo

3aBpIIaBa TOKa3.

]
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Memame KoopauHaTa

Koopnunare cy mam nmorpebHe ma OuCMO MOTJU a PagdMO MATEMATHUKY Ha
MHOTOCTpyKOoCcTUMa. Asam ma Ou Hama Teopuja Owia on Heke ayOJbe Bask-
HOCTH KeJIVMMO Ia OyaeMO CUTYPHU [a HUMTA (PU3NYKM HE 3aBUCKU OJ HAIIeT
n300pa KOOpAMHATA U Ma HUjedaH KOOPIWHATHU CUCTEM C KOJUM PaAUMO HUje
HUIOITa APYro OO0 MaTeMaTUu4dKa OJIaKIIM1Ia.

Jlaxine, KJby4dHA MAEja jecTe na TaHTE€HTHU BEKTOD X, IOCTOju Kao obOjexar
HE3aBUCHO Ol KOOPAWHATA y KojuMma ra uspaskaBamo. C mpyre crpase, jacHO
BUAMMO Oa 0a3uC 3a TAHMEHTHU IPOCTOD Y TAYKHU D OAT Kao 0|, 3aBUCH OX
koopmuHaTta. Jla Obucmo ra mepmHUcasu TOTpeOHA HAM je Mala ¢ U KOODIu-
HaTe rM, ma oBakaB 0a3UC jOII HA3MBAMO U KOOPOUHAMHU OA3UC.

Xajoe ma omabepeMo jOII jemHy Maly y OKOJIMHU TadvKe p ODeJeKeHY Kao
¢ u roopmuHare i*. Tama TPOM3BObAH TAHTEHTHU BEKTOD X, MOKEeMO na
IpeaCcTaBUMO Kao:

X, = P R
1 TH
ox » 0% »
Bumumo ma je caM BEKTOp MCTH aJi Oa Cy My Ce€ KOMIIOHEHTE IIpOMe-
Huie. /Jla 6ucMo Hamm Be3dy m3aMelhy oBe nBe pempe3eHTalrje MOKEMO Ia

orJie1aMo JejCTBO OBOT BEKTOpA Ha HEKy (QYHKIUjy f:

Of | _ ¢u02| Of

X,(f)=x" 20 4
P oxH ) oxH () 0z

p

I'me cMo y mpyroj jemHakKOCTM KOPWCTWJIM IPABUJIO KOMIIO3UTHOI U3BOJA.
MoxemMo ma riemaMo OBY jeqHAUWHY Ha OBA HAYWHA, IIPBO KAaO IPOMEHY
basuca:

i _oxY 0
ozt » oz () oxv »

(A.2)

Tarkobe, Ha 0BO MOKEMO TyeqaTU Ka0 MPOMEHY KOMIIOHEHTU BEKTOpa:

Ozt #(p)

Mamo apxamyaH Ha3WB 3a KOMIIOHEHTE BEKTODA KOje MOWTYjy TpaHChOp-
MAaIljy M3HAI jecTe KOHTPaBapujaHTHE KOMIOHEHTE.
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M

Cauka A.2: TaHrenTHU IPOCTOP Y TAYUKA P

I'eomerpujcka mHTEPpIpETAIja

[TocmaTpajMo raaTky KpuBY Ha MHOrOCTpykocTm M Koja camp:KU TauKy p.
CymruHncku oHa je mpeciukaBame o : I — M rme je I C R, mu hemo je
napamerpu3oBatu kao o(t) Tako na je o(0) = p.
Ca maTrom mamom oOBa KpuBa mocraje ¢ oo : R — R" mapamerpu3oBaHa ca
z#(t). DBe3 mpem3Hama 0 mu(epeHNNjaTHO] T€OMETPUJU PEKJIU OUCMO na je
TAHTeHTa Ha KPUBY y TPEeHYTKY t = 0 maTa Kao:

dxt(t)

XM =
dt

t=0

OBo MO¥keMO Ja ycMeMO KaOo KOMIIOHEHTe TAHI€HTHOI BeKTOopa X,, Ia 1o0u-

jamo:

dxt(t)
dt

0

1o Ot

X, =

p

Kana oBum BekTopoMm menyjemo Ha ¢yuruujy f € C°(M) o Ham roBopu
KOJIIKO OP30 ce y ONHOCY Ha HaC Mema Ta YHKIUja OOK MU MAEMO AY:K HAIIE
KpUBE.

OBo pmaje 3Hauewme TepMmuHy TaHreHtHu npocrtopy 1,(M). On umpexncrasma
MPOCTOP CBUX MOI'YNUX TAHMEHTU HA CBE KPUBE KOje MpoJia3e Kpo3 JaTy TauKy

p.

A.3.2 Bekropcka modba

Ilo cama cBa mpuya O BeKTOpuMa OuWiIa je Be3aHa 3a jedHYy TaJvKy Ha MHO-
FOCTPYKOCTU. Kao mTo MOkeTe mpeTHnoCTaBUTH cana heMo na yCIOCTaBUMO
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HaUMH Aa ogabepeMo TaHTE€HTHU BEKTOP 3a CBaky Tauky p € M um Ttako mobu-
jEMO BEKTOPCKU IPOCTOP.

BekTopcko mose je riaTkO NPUNMCHUBAKE TAHMEHTHOI BEKTOpa X, CBaKO]
TAYKA P HA MHOTOCTPYKOCTH. 10 3HAUM na KajJa BEKTOPCKUAM IOJbEM Ha-
magHeMo (GYHKOM]Yy OHO HaM Kao pe3yiaTaT na JOIl jedHy IVIaTKy (OYHKIU]y
KOja ONMCYje KaKO Ce OpPUTMHaJHA (YHKIMja MeHa Yy CBaKOj TAYKU KOjy OHA
canp:ku. Ilakme, Bekropcko mome X (cama 6e3 mumekca jep je caobomHO aa
mera) je npecaukasamwe X : C°(M) — C®(M). dyuruumja X (f) je mara kao:

X(Np) = Xu(f)

[Ipocrop cBux BekTOpCKUX mosba Ha M ce obenexkasa kao X(M). 3a matu
basuc Ha M OMIIO KOje BEKTOPCKO MOJbE MOKEMO 1a MPEACTABUMO Kao:

0
- XH_—_
X=X e

[me cy cama X* roaTtke ¢yHEKNUje.

KomyraTop

Kanma cMo yBesn mojam BEKTOPCKOT MOJba Jemo Ou OMI0 Ja BUAMMO Y KAKBOM
cy oHa omHocy Mebhycobro. McmocraBiba ce ma He MOCTOjU HAYWH A CMUC-
JIEHO yBeIEeMO MOjMOBE KaO0 MITO CYy 'TPOU3BOJM IBA BEKTOPCKA MOJba’ KOju Ou
U JaJjbe OUIM BEKTOPCKO moJsbe. Jla 6GucMo OBO BuOENIM MaJjo jacHUje, HEKa Cy
X,Y € X u meka je f,g € C:

XY (fg) = X(fY(9) +Y(f)g) = X(N)Y (9) + [XY (9) + XY (f) + Y () X(9)

kao mro BuauMmo oBo Huje fXY(g)+ gXY(f) mro 6u mo Baxkuno o JlajOru-
noBoM mpaBuiay ga XY € X.

Jenna kopumcHa MaTeMaTWUYKa KOHCTPYKIMja KOja Ka0 apryMeHT y3UMa OIBa
BEKTOPCKA I0Jba, a KA0 pe3yJiTaT Aaje TaKohe BEKTOPCKO IOJhe jecTe KOMY-
TATOP ne(pUHUCAH CBOJUM NI€jCTBOM Ha IPOU3BOJLHY (OYHKIUjY f:

(X, YI(f) = X(Y(f)) = Y(X(f))

OBakBa KOHCTPYKIMja IO3HaATa je U kKao Jlujesa zazpada. Y KOODIUMHATHOM
0a3ucy KOMyTaTOp W3TJena OBAaKO:

_ ui OI “i 2l
[X7Y](f) =X Ok (Y 8$V) Y ok (X 8:1:”)

aYy” oXv\ oOf
— [ x~ _ym
( OxH Ox# ) Ox”

(A.4)
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Buaumo na oBO mp:ky 3a TPOU3BOJBHY (QYHKOU]Y f, IIa je 3TOJHO 3alucaTh
ra m y OmepaTopCKOM OOJUKY:

X¥] = (X“ay wax) 0

B ox?

ozt oxt

[Tpumep A.4.

Camna hemo ma mokaskemMo na Basku T3B. JakoOUjeB MOEHTUTET:
(X, [V, Z]| + [V, [Z2, X]| + [Z,[X, Y]] = 0

[TocmaTpajMo mpBU YjdaH OBOT M3pa3a rAe NeMo pamar JIAKIIer 3aIuca

» duemro _ (gemrro). JloGujanmo:

)
npumeruTy 'ckpahenune’ =570

Y, Z|=YZ - 2Y = [X,[Y,Z)|=X(YZ' - 2Y") = (YZ' - ZY)X'

[me cmo y mpyrom meny ropuctuam JlajonuroBo mpasuio. Cramdaum
3allCOM OCTajle ABE 3arpajle BUAMMO Oa Ce CBAKW YJaH KpaTu U Oa
3aMCTa BayKU UACHTUTET.

OBo mam 006e36ebhyje ycioB ma CKyn CBUX BEKTOPCKUX IOJbA HA MHO-
rocrpykoctu M uwuau Jlujesy anzebpy.

A.3.3 WHaTerpajsiHe KpuBe

OsBaj meo maje jom jemHy Bu3yeJaHy TOMON 3a BEKTOpPCKa moJsba. 1ok Ha
MHOTOCTPpYKOCTU M je jemHo-mapameTrapcka ¢paMuanja audeoMopdusama oy :
M — M rnme mapamerap t € R. OBa mpecnukaBama uMajy OCOOMHY Ha je
09 = Idy; n na 3a TpoOM3BOMBHE S,t BaKU 0g1y = 04 O 03, OJAKIE JIAKO BUIUMO
na Baxku o_; = 1/o;. 360r OBaKBOI TOKa Ce€ HOJaBILY]Y CMpYyjHe AuHuje OI
Kojux hemo jom 3axTeBaTH na Oymy IJIaTKe.

Moskemo nedpmHMCATA BEKTOPCKO IIOJbE€ TAKO IITO Y3MEMO TAHI'€HTY Ha
CTPYjHE JUHUjE y CBAKOj TauKku. Y AATOM KOOPIAUHATHOM CUCTEMY UMAaMO:

x (1)) = 220

C mpyre cTpase, aKO HaAM je AaTO BEKTOPCKO MOJbEe Ha MHOTOCTPYKOCTU MOYKEMO
[a WHTErPpaJuMO MPETXONHY Iu(epeHIrjalHy jeIHAYNHY na JOOMjeMO CTPY-

jHE JIUHUje acolupaHe C TUM BEKTOPCKUM mojseM. (OBakBe JUHUjEe HA3UBAMO

WHTEerpaJIHe KpMBe HacTaJe Ol Imojba X.
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Cuauka A.3: Uurerpasnua KpuBa HEKOr 21) BEKTOPCKOT TOJLA

Y macrtaBry he maM TpebaTu caMO MHOVWHUTE3UMAJHV TOK KOjU HACTaje O
OATOT TMOoJba, Ta he HaM KOPUCTUTU aIlPOKCUMAIIAja:

2 (t) = 2"(0) + tX*(x) + O(t?) (A.5)

BuouMmo na m3BOI mpeTXOnHE jeqHAUYMHE KOH3UCTEHTAH Ca jeqHAYUMHOM IIpe.

A.3.4 JlujeB u3Bom

Hamd'| TperyTHO 3HAME je TPUIMYHO CBeJeHO. 3HAMO KAKO M2 y3MEMO W3BO.
¢yuruuje ysobhemem BerkTopckor moma X rme je X(f) ympaBo Taj u3BOL.
Craeneha cTBap KoOjy sKeIuMO na PaguMO jecTe Oa y3MeMO M3BOJ BEKTOPCKOT
mospa Y y CMepy HEKOT APYTror BEKTOPCKOTr mojba X.

Ila bucmo MorTsM ma Omgy3MeMO JBa BEKTOPA KOjU Ce HaJla3e y Pa3IUdUTUM
TauyKaMa MHOTOCTPYKOCTU Tpeba HaM HauuWH ma UAeHTUGUKyjemo (y cMuciy
YCIOCTABUMO KOPECIOIEHIU]Y He y CMUCIY IpoHabheMo) TaHreHTHe IpOCTOpe
kojuma oHu mpumnanajy. Cama hemo ma yBememo aBa mojMa Koju he HaMm
omoryhutu ma oBO ypammMmo.

"Marius Sophus Lie je 61o HOpBemEn MaTeMaTHdap KOju je KpyHuUcCaH oTkpuhem objexkara
roju ce 30By Jlujese rpyme. 'JlujeB’, makie, HUje Mj€KABCKUA M3TOBOP 34 JIEBWU...



A.3. TaHrenTHU IIPpOCTOPU 71

I'ypas,e u nmoB/iauene

Y3mumo y 003up nupeoMopdHO npeciankaBame ndMehy aBe MHONOCTPYKOCTH
¢ : M — N. Penumo na mopen oora mmao u ¢pymruujy f : N — R. Tana
MOKEMO I HAIPABUMO HOBY (YHKIMjY KOjy obenesxaBamo kao (¢*f) : M — R:

(" f)p) = foep)

Kopumreme npeciankaBama n1a 00jekTe OpUrnHAIHO JeduHrcane Ha N TOBydeMO
Ha M wmaszumBaMO mOBJIAUEHe. Y BohemeMm kKoopauHaTHOr Oasuca x* Ha M n
y* Ha N mpecaukaBame nocraje ¢ = y*(x). Tana noBraveme uma OGIUK:

(" f)(p) = f(y*(p))

C mpyre cTpaHe, BEKTOPCKaA IOJba UMA]jy IPUPOIHUjU OOJMK Kaga MIpesase
ca MHOTOCTPYKOCTH y OPYIOM CMepy. 3a JaTo BEKTOPCKO mosse Y Ha M
MOKEMO KOHCTPYHUCATU Typame BEeKTOPCKOr noma Ha N y o3uamu (p.Y) Koje
Ha npom3BoJbHY QyHEIUjy f: N — R nemyje rao:

[ Y)(P](e(p) = [V (" H)](p)

axrmne, ¢yHEIUje BydeMO, a moJjba rypaMo. Y WHIEKCHO] HOTAIWjU je
Y =Y"0/0z", na jemmaunna usHa mocraje:

_yu 29" 0f(y)

(X)) =V 50

Y KOMIIOHEHTAMA:
o
19y
oxH

(pY) =Y (A.6)

Koucrpyxnuja JIujeBor u3sona

Camna hemo ropucrehu oBe nneje wanpasuru u3soa. [locmarpajMo BEKTOPCKO
nmo/me X Ha MHOTOCTpykROCcTH M. OHO mpowmsBomu HEKu TOK oy : M — M.
[TomTo je 0OBO MEeruTUMHO NMPECIUKABAIHE MOYKEMO I'a KOPUCTUTU A HAIIPAB-
nmo rypame us 1,(M) y T,,(M). OBo je ynpaBo oHO mTO HaM Tpeba akro :xe-
JUMO 12 IMOPEeIVMO TAaHT'E€HTHE BEKTOpe Yy CyCenHMM TavkaMa. Pesynryjyhn
nudepeHnujaTHn onepaTop ce 30Be JlujeB m3Bon y o3mamu Ly.
[Tornenajmo JlujeB uzBon obuune ¢dyHKUUjE f:

flow(x)) = f(x) _ df(ou(2))

Lx(f) :1;1% ; = dt

_ o dar
_o  Oxr dt

t t=0
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Caura A.4: Koucrpykmuja JlujeBor ussona

Mebyrum 3uamo na je X# = dz*/dt, na nobujamo:

cx(f) = xt@) 2 = x(p) (A7)

oz

OmaBne 3akmyudyjemo na je dejecmeo Jlujesoz uzsoda wa ¢ynryuje ynpago Oe-
JCMEo 8eKMoOpPCKoe nowa Ka PYHKUUTY.

[Tormenajmo canma mejcrBo JIujeBor m3Boma Ha BEKTOPCKO IOJbe Y :

Lx (Y) — lim ((U—t)*y)p — 3/17
t—0 t
ObOparumo maskmy Ha MUHYC y 0_;. Pa3jor oBome je ympaBo TO Oa IMOJba
rypamo. [IpecaukaBame 0, Hac U3 Tauke p gqoBoau y tauky o(p). Ila 6ucmo
TaHTE€HTHU BEKTOD Yy, (p) € T, TypHYyIM y TaHreHTHM mpocTop 1, Tpeba ma ce
BPATUMO Yy BPEMEHY, [a KOPUCTUMO MHBEP3HO MPECIUKABAWmE (0_;),.

Kao onakmmmy npso hemo mahwm m3Bon 6asucuux BekTopa 0,:

(0-4)+0u — Oy

U3 jennauune 3HAMO I€jCTBO ypama Ha KOODIUHATHU 6a3uc camo Tpeba
na 3aMeHMMO Y% ca MHOUHUTE3UMAJHUM OPOTULIAKEM U3 m IaTO Ca x“(t) =
x#(0) — tX*(z) + ..., ma nmamo:

XI/
(0-4).0, = (5; XL > 9,

oxH
Kornauno Bumumo na JIujeB u3Bon menyje Ha 0asmc Kao:

0X"

ExOu= =3

Oy
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Ila GucMo HamIM OejCTBO HA MOYETHO MOJbe Y KOPUCTUMO CTaHAAPIHE OC-
obuHEe MU3BOOA:

Lx(Y"0,) = (LxY")0, +Y"(Lx0,)
I'me hiemo Y*(x) mpocTo mocMmarpaTu Kao n GpyHkuuja, ma y3 nomoh [A.7| no-
oujamo:
oY+ 0X"
—0, - Y*" oy
ox¥ oxH
Iosutmus unrasaan seh Mmoskna Buau Koauko je catu. Haume, 0BO je ympaso
CTPYKTypa KOMyTaTopa, I1a Ha Kpajy aobujamo:

Lx(Y"D,) = XV

LyY =[X,Y] (A.8)

JIujeBu m3Bomu HaM Hehe TpebGaTu MHOTO Yy OBOM paldy aJii BUXOBO yBoheme
no6po OCIVKaBa HEKe TEXHUKE U HAUWMH PAa3MUChalka Y IA(EpPEHIjaTHOj re-
OMETpUjH.

A.4 Teu3zopnu

O0jerat roju he ma 3ay3Me MEHTPAJIHO MECTO Y HAIIO] AaJb0] AUCKYCUjU jecTe
Ter3op. Hbhera hemo na yBememo Ha MOHEKJIE ACTPAKTAH HAUUH KAO MYJITHU-
JUHEApPHO MpecJuKaBame Koje 3a apryMeHT y3uma onapehen O6poj BeKTopa u
KOBekTOopa. /[la Gucmo OoJbe pa3yMesaud CYmITUHY TEH30pa O moMonhu HaM je
& Y OBOM MOMEHTY OIET IOCETUMO IyaJiHe BeKTOpe (KOBEKTOpe).

A.4.1 Jlyamau BeKTOpU

3a cBaky Tauky p € M nMamo Be3aH TanreHTHU npoctop 1,. IlyasHu npocTop
OBOME jecTe KOTaHTeHTHU mpocTop T, a HmeroBu eJeMeHTH Cy KOMmaH2eHTHY
sexmopu unu Kpahie xosexmopu.

Kao m panuje, cBakoj] TAuky HA MHOTOCTPYKOCTU MOYKEMO [a& MPUIMUIIEMO
KOBEKTOP U 4KO OBO yPaauMO Ha Iialak HauuH qo00uheMo KOBEKTOPCKO MOJLe
KOje Ha3uBaMo U jemaH-opMma, y ozHamu A'(M).

Kao mTo cMo Bumenum y mOYeTHOM MOTJIABJ/BY ME€jCTBO AYAJHOT BEKTOPA
Ha OOMYaH BEKTOD Jaje peasaH Opoj y BuUAy yHyTpammer npousBoma. OBo
y HEKYy PYKY MOKe Oa IOCIIYXKM KaOo MOTHBaIllja Oa YBEAEMO WHTYUTUBHY
jeman-(opMy Koja O6u mpU mejCTBY HA BEKTOPCKO MOJbe majyia GyHKIU]y (HEKY
O6pPOjHY BPEIHOCT y CBAKOj TAUKMU, WTO je ynpaBo ¢yHkmja). C oBUM HaA yMy
norynenajMo ciaenehm objexkar mepuHMcaH 3a TPOM3BOLHY ¢GyHEIU]Y [ € C:
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Bunumo na oBako medunmcan objexkar df Kao apryMeHT y3uMMa BEKTOPCKO
nome X U maje peasHy (QyHKIUjy, ma MoxkeMo ma mnporaacumo df € AY(M).
OBaj Meronm MoxkeMO KopucTuTy ma Habemo 6aszuc 3a Al, Tako mrTo hemo
yMeCTO IpOou3BOJbHE (pyHKNUje f omabpatu kKoopauHATHE (QYHKIUje rF:

da(8,) = 0,(x") = 5"

I'me cmo BekTOpCKO moJve X 3amennau 6asucom 0,. OBo 3Haum na dz' mpen-
craBma Gasuc 3a A'(M), nyanan koopamaaTHOM Gasucy J,. Buio koju KoBek-
TOP MOKEMO [a HAIUIIEMO Yy OOJUKY:

_ "
w = wydxr

[Tornemajmo cama miTa ce mecw Kada TPOMEHUMO MaIly ¢ Ha QNS Ywurasarn je
MOJCTAKHYT Ja C€ MOACETU IpUYe O TPOMEHU KOOPAWHATA 3a 0OMYHE BEKTOPE,
a ma caM HacJIyTHh OOJIMK TpaHchopManuje. Y CBAKOM CJIydYajy, 3HAMO Ja Ce
Da3uc 3a BEKTOpE Mema Kao:

g  0xv 0
oxH  OFH Oz
Hyamuau 6a3uc 6u Tpebao ma ce Mema y MHBEP3HOM OOJUKY, ITa MMaMO:
ot
dzt = dz”
oxr”

OnaBne oHZA MMAaMO:

W< 0 ) _@dmp(axo 0 )_agzuaxvdmp( 0 )_85:“8:1:"5p

o) Oxr oxv 0x° ) OxP OF oxc ) OxP OV °

Hakon mTo y KpajmeM diaHy yBeaeMo 3aMeHy o — p (xa 6ucMmo ce orapacuin
dP) mobujamo:

oTt oz 0T

dzr Oxv  OFv
O naBme MOKEMO [a y3MeMO IIPBU YJIaH C JeBe CTPAHEe MOHCTPYO3HE jeTHAUMHE
VM3HAL U Oa Ta YIOPEIUMO C IHOCJICIHIM:

(L) -x

Kao mTo OmcmMo m odekmBau 3a MATPUIy U EHEH WUHBEP3... [IpomsBosbHY
jenaH-popMy w MOKEMO [a 3alUIIeMO Y OBUM MallaMa Kao:

ox”

—W
oxr "

="

_ B : ~
w = wydr" = w,dz" rneje w,=

KomnonenTe BekTOopa Koju ce TpaHCHOPMUIITY HA OBAj HAUUH C€ HA3UBA]Y
KOBapujaHTHE.
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A.4.2 JlujeB m3Bon je man-hpopMuU

Meron koju hemo KopucTuTH na HalheMo OBaj U3BOMI HUje APYyTaduju O OHOT'a
KOjOU CMO KOPUCTUJIN 33 HAJaKeHe N3BOJa BEKTOPCKOT mosba. OCHOBHA uaeja
KOjy KOPUCTUMO jeCcTe Aa MPEeCceuMO TYAJHU BEKTOP UC je THOT KOTAHTE€HTHOT

nporopa 1, y Apyru.

Jemuua paznumka Ha KOjy Tpeba oOpaTHUTU NaKIkby jecTe UMIbeHUIa Ia Ce

dbopMe ca jemHe Ha APYrY MHOTOCTPYKOCT HOBJIAUE, 3a PA3JUKY O BEK-
TOPCKUX TOJba KOja ce Typajy.
Pasmarpajmo npeciurasame ¢ : M — N u 1-popmy w : T(N) — R. Kako
MOKEMO [a CIOjUMO OBa nABa Koumenra? Bpao mpocTto, ako rypHEMO Bek-
ropcko nome X ca M wa N mobujamo mome (¢, X). Ako Ha Taj HOBU OOjerar
nmenyjemo 1-popmom w(p,X) nobujaMo mpeciamkaBame Koje Ka0 apryMeHT y3-
uMma objerar nmedpuucan Ha M u camka ra y peanse opojese. OBo je mcrto
Kao Ma CMO HOBYKJU w Ha M, ma Ty memoBaJju Ha X. TakBo 3amaskame HaC
MOTHUBUIIE Ja Oe(HUIIEMO MOBJIaveHe jenaH-(popMe w Kao:

(P"w)(X) = w(p.X)
YBobewem roopamuata r* ma M u y* mva N nmobujamo:

0}
("), = wa Jdy
OxH
[Ipebumo cana va mocao. [la ducmo medunucanm Jlujer m3son Lx morpe-
OaH HaAM je TOK KOjU Ce jaBJba yCJIeI MOCTOjalka BEKTOPCKOI IMoJba X KOjuU
obeneskaBamo ca oy : M — M, onmakie mobujamo:
. (cfw), —w
t—0 t
[IpumeTuMmo ma cama ByueMoO ca o 3a pa3auKy On 0_; KOje CMO MMaJu
(+)t
KOJ BEKTOPCKUX TOJba. Pa3jor oBoMe je mpoMeHa cMepa mpebaruBaima’ 00-
jekaTta (BEKTPOCKa MOJba C€ Iypajy <> y CMepy NpeciCuKaBama, a Gopme
y CympoTHOM cMmepy). MHpuHUTE3MMAIaH TOK KOjU Aelyje Ha KOODAUHATE UX

Mema kao rt(t) = z#(0) + tX* + ..., ma je moBiaveme 6a3MCHUX BekTOopa drh:
oxH
ordzt = (5l’f—l—t +) dx”
oxv
Ilakne, onma je:
oxXH
Lx(dz*) = dx”

ox?
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Y3 JlajOoHUIIOBO IPaBUJIO U 3alUC W = w,dr" modmjamo:

Lxw = (Lxw,)dz" +w,Lxdx")

A9
= (X"0wy + w,0,X")dx" (A.9)

['me cmo Ha w, TIegaIM Kao Ha n QYHKIUja U3 PeajHUX y peasHe, Ila CMO UX
y APYTO] JUHUjU HATAJIUA CaMO MOJbeM X .

A.4.3 Teuzopcka modba

Hebunaunuja 8. Tenszop parza (r,S) y Mauky p je MYAMUAUREGDPHO NpPeEC-
AUKABATE:

S
A\

T:?;(M)><...XT;(MZXTP(M)X...XTP(M)%R

Tenzop panra (r,s) y TAYKA P je MyJTUIUHEAPHO MPECIUKABAE:
[Tpumep Tem3opa kKoje Beh 3HaMO Cy: dyaJlJHM BEKTOPHU - TEH30PU PaHTa
(0,1) (morpeban uM je jeqan BEKTOp y apryMeHTy na 6u naau peasad 6poj!),
BekTOpU - TeH30pu parka (1,0), ckamapu - Terzopu paura (0,0).
Kao u panuje, menszopcko nome je TpUNUCUBaKE TEH30Pa CBAKOj] TAYKUA MHO-
FOCTPYKOCTHU Ha TJIaJaK HAUWH.

3a maTu BEeKTOPCKU 0a3uc e, U AyaJHu 0as3uc f” KOMIOHEHTe TEeH30pa CY:
V...V _ 1 V.
T e =T 7 ey v eu)

Omnepanuje ca TEH30PCKUM IIOJHUIMA

3a mBa Tensopa T u S Koju cy pecnekTuBHO paHra (r,s) u (p,q) TEH30PCKU
Ipou3BOJ, ce Ne(pUHUIIE KpajHe UHTYUTUBHO!

ST (Wi, sWpy My ey My X1y ooy Xy Y1, 000, Yy)

A.10
=S(wi, .. wp, X1, oo, X)) T (s o1y Ya, o0, V) ( )

Oso he 6utu HOBU TeH30p panra (r + p, s+ ¢). Y KOMIOHEHTaMa OBO je:

(S ® T),ul,...,up,ul,...,ur — SH1-Hp

TVI’“'?VT
PlysPqs0150-,0s P1s--3Pq O15.,0

s

Jom jemma omepamuja KOjy MOKEMO Oa PaguMO HaJ TEH30pUMa jecTe KOH-
Tpakiuja uwHaexkca. On tensopa T panra (r,s) mobujaMo TEH30p paHra
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(r—1,s —1). Ia 6ucMmo 0BO ypamuau jemaH apryMeHT 3aMeHuMo ca fH,
a Opyry ca e,, OJaKIe MHOxKemeM na asa mocsuMm p = 0,1,...,n moGumjamo
jemmuune. Ha mpumep, 3a tenzop T panra (2,1) KoHTpakmujoM mno0njamo
Trenszop S paura (1,0):

S(w> = T(w7 f#) 6#)

AnreprarnBHO GucMO Morun na nobujemo renszop S'(w) = T(f*,w,e,). 'menajyhn
HA OBO Ca CTpaHe WHIEKCa N00ujaMo:

S'(w)=T", unm S"w)=T",

Cneneha onmepanuja je cumMerpu3sanuja u anTucuMerpusamnuja. Ha npumep,
3a matu tenzop T panra (0,2) MOKeMO Ha ra CUMETPU3Yj€MO WM AHTU-
cuMeTpu3yjeMo Ha ciaenehwm HAYUWH:

S(X,Y) = %(T(X, Y)+T(Y, X))

A(X,Y) = S(T(X,Y) = T(Y, X))

(A.11)

Y mHIEKCUMa OBO IIOCTaje:

1 1
Spv = §(T;w +Tu) m A= Q(Tw —T,.)

Ilpyra "HOTAnujy KOjy heMo 4UecTo ma KOPUCTUMO je:

1 1
Tyw) = §(Tuv + 1) u Ty = Q(Tw/ —T,.)
OBo mporenypy MOKEMO na OIPAIAMO HAI P UHIEKCA y3 YCIOB Ha Cy WU
cBu rope mau cBu moie. Tama hemo muxoB 30up ma meaumo ca p! jep je
To Opoj mepmyTtanuja p objekara. Takobe, Kom aHTUCUMeTpU3AIIje CBAKU
wiaH he mMaTu Ipen3Hak + WM — y 3aBUCHOCTU O MaPHOCTU MTEePMYTAIIA]je
UHIEKCAa.

1
TM(Vpa) = 5 (T'uupa + Tupua + Tupau + Tuapu + T'uaup + Tuyap)
, (A.12)
Tﬂ[upa] = ? (T'LLI/pO' - T“pua + T“pcrl/ - T'uopz/ + T'um/p - T“Vop)

Hamomena o mapHOCTH mepMyTaluje

[TaprocT mepmyTamnuje p 6pojeBa je Opoj 3amena m3mebhy mBa OGpoja y
HU3Y KOje Tpeba Oa ypaauMoO Ha MIOYETHO] KOHPUIypauuju ma OUCMO
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nobunu Heky apyry. burtaHo TBpheme koje mehy mokazaru jecte na
je mapHOCT IepMmyTaliije jeqHo3HauHa. Pemumo, Hus 25431 je HemapHa
nepmyTanuja Huza 12345 jep cy HaM morpebHe 3 3aMeHe ma 6mucMO on
nodeTHe KOH(Urypalmje mnoman n0 kpajiwe (2 — 1,1 — 5,3 —4).

Ila bucMO cUMETPU30BAJIM WJIU AHTUCUMETPU30BAJM OB WHIEKCA KOjU
HUCY CyCeOHa KOPUCTUMO BEPTHUKAJHE JIMHU]jE Oa Pa3qBOjUMO OCTATAK WH-
IEKCa O HBUX:

1
T[ull/\p] = §<Twp - Tpvu)

A.5 IIndepennujanne dpopme

Tenzopcka mossa KOja Cy HaM O IOCEOHOT 3HAYAja CYy MOTIIYHO aHTUCHMET-
puuna (0, p) TEH30pCKa MOJbA KOja HA3UBAMO U p-(OPMe. CKYI CBUX p-hopMu
Ha MHOrocrpykoctu M ce obenexaBa kao AP(M).

3a maty p-¢hopMy w u ¢-GOopMy 1) MOKEMO Ia Y3MEMO TEH30PCKU MPOU3BO I
KOjU aHTUCUMETPU3yjemMo ma bucmo mobunu p+ ¢-dopmy. OBaras objerar ce
30B€ CNOHAUWBY NPOou36o0 (HErme U BEll IPOU3BOL):

(p+q)

(w A 77)#1-~upl'1~--”f1 - plqg!

w[l»‘ln-#anl---Vq]

OBaj MucTepumo3Hu KOe(UIjeHT je Ty jep ce MUCIOCTaB/ba Na Ce 3a HEKe OIl-
epanmja ca (gopmamMa OH BpJO Jseno mokpatu. Y ciaenehem tBpbhemy oBo
nokaszyjeMm. Tepbeme je mMajo HACUIHO, Ma ra HA MPBO UYUTAHE MOYKETE
IIPECKOYUTH.

Teopema 2. Hexa je (€',...,€") basuc sa 1. 3a buao xoja dea myamuundexca
I=(iy,...,ig) uJ = (J1,...,51) eaxcu:

el nNel =€’
Ioe je IJ = (i1, .., ik, J1,---,Ji) KOKKGMUHAUUG 084 084 UHOEKCA.

,ZZO%‘(LS. s MYJATUJIIMHEAPHOCTN OOBOJLHO je Ja ITIOKaKEeMO:

N (By,....Ey.) =€ (E,,....E, )

) T Pk+1 ) ' Pk+1

3a 6uio koju Hu3 GasucHux Bexkropa (L, ..., E, ). M3berapajyhn moxas 3a

caydJajeBe TIe ce MHIOEKCH p MTIOHABJhA]y WU UX HEMA Ha jeTHO] O OBE CTPaHe,



A.5. ITudepenmnujanae popme 79

mpesa3uM Ha Ciaydaj rae Hema oBux mpobisema. Heka je P = (py,...,ppu) U
Heka je P = 1J. Ilo nedpunnmmju:

N (B, ....Ey,.)

) ' Pk+1
(k+1)!
= Alt (€ @ €')(Ep,, ..., Ep,,) (A.13)
1
= 2 Z (sgn U)EI(EPU(W S 7Epa(k))6J(Epa(k+1)> R Epa(k+z))

UESk+l

JenuHu HEHYJITY YIAHOBU KOjU MPEKUBILABA]Y Y TOPHO] CYMU jeCcy UJIaHOBU
rae o mepMyTyje IpBUX k WHAEKCA W TOCJeNmux | mHaexkca u3 P omBojeHO.
Ipyrum peunmva o = 71 vae cy 7 € Sy nepmytyje (1,...,k) un € S; nepmyryje
(k+1,...,k+1). Karo je sgn (tn) = (sgn 7)(sgn n), nmamo:

dnNel(B,,....E,.)

) = Pk+1
1
= Z (sgn 7)(sgn n)eI(EpT(D, e EpT(k))e‘](Epk+n(1), s Bp)
T TESKMES)
1
— (E Z (sgn T)EI(EPT(U, . ,EpT(k))>
’ TESE (A14)
1 J
X (ﬁ Z(Sgn n)e (Epk+n<1>7 e Epk+n(l))>
nes;
= (Alt €' )(Epy, ..., Ep ) (At €/)(Epyv oo, Eppyy)
= el(Epn ) Epk)6J(Epk+17 ce ’Epk+z) =1
[]
Benn mpousBox je aHTUKOMYyTaTHWBAH y CMUCIY Aa je w AN = —n A w.

[Ipousson nBe 1-popme je:
1 1
WAT = E(wuﬂydx“ Ada” + wym,de’ A dxt) = Q(w,ﬂy — wymy)dat A dx”

Oso mpencrasma 2-¢popmy. Hajommruja 2-dpopma je obaura 7 = %Aijda:i A
dr’. C TuM y Be3u JaKO BUAMMO KAKO OIIITY P-(GOPMY JIOKAJHO MOKEMO 1
3aIUIIEMO Ka0 W = 1%!Am,_.#pahc“1 A .. N dxtr E|

Ba we AP(M) nune A(M) nmamo caenehie TBpheme:

wAn=(-1PnAw

2080 Basku camo mokasuo. Huje Tauno m rmoGammo. He Momemo Gamr cBaky (Gopmy ma
pacraBuMO OBakKo. Y ¢u3unu GopMe Cy TOBOJHO 3APABOPA3yMHE Oa CE€ MOTY PaCTaBUTHU
oBaro. Tauno tBpDheme jecTe nma ce cBaka k-popma MOKe HAIKUCATH KAO JWHEAPHA KOMOUM-
Hanuja GopMU Koje Cy pacTaBJ/bUBe.
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Axro 0be oBe (hopme 3amumeMo Kao IPOU3BOA PECHEKTUBHUX dr* BUANMO KaKO
3aMEHOM TapoBa y TOM IPOM3BOAY HOOMjaMO €KCIIOHEHT pgq.

[Mpumep A.5.

Ila 6ucMo cTergm Majgo 00JbYy MHTYUIM]Y O 3HAUYEHY BEll MPOU3BOIA,
mocMaTpajMo ABa BekTopa Koju :xumBe y M = R?. Hexka je w = wydx! n
N = Nudz*:

WA D= (widr' + wadz?® + wsdx®) A (mdx' + nedz® + na3dz®)
= (w1 — w2771)d$1 A dz? + (wons — wana)dz® A dx® + (wsmy — wlng)dx3 A dxt
(A.15)

Kao mro Moskere ma BumwTe, Bell MPOW3BOL 3a OBA 3-BEKTOPA jecTe
YIPaBO HUBO BEKTOPCKU Ipou3Boa y RP, mrTo mpencraBiba IOBPIIUHY
mapaJiesiorpama o0pa3oBaHOT ca W 1 1).

N3 nperxonuor mpuMepa MOKEMO & HACIYTUMO 3aIITO je OUTHO da MMaMO

Berr mpom3Bon. Hawmme, He mocToju mpupoaHaA reHpaJsn3anurja BEKTOPCKOT
npom3BoJa X y IpOCTOpuMa ca auMeH3ujoMm Behowm on 3. Jako HaMm je OUTHO
1a MMaMO HAUYWH Oa KOHCTPYUIIEMO MOBPIIMHE W 3alpEMUHE Y BUIIEIUMEH-
3uoHuM mpoctopuma. C TUM y Be3W MHTEPIpETAlUja Bell MPOU3BOIA jecTe
yIPaBO BUIIEAUMEH3MOHN PODHaK BEKTOPCKOT MPOU3BOIA.
Kao mro hemo yckopo ma Bummmo, ma OMCMO paauiau WUHTErpaje Ha MHO-
rocrpykocruma 6bmhe HaM moTpeOHA MHPMHUTE3NMAJHA 3alpEMUHA Tj. Mepa
o k0joj uHTerpasumo. by hemo na neprumemo xkao Belr mpousBoa n Oasmc-
HUX BEKTODA.

A.5.1 Coosmamsu U3BOI

Croosmamsy nin eKCTEPHUM M3BOJ je reHepaiausanuja nupepennmjaia. Kana
CMO TIPBU IIyT KOHCTPYUCAIU 1-(POpPMYy 3aIMCaIM CMO je Kao:

— ﬁdm“

- Oz

df

Cama hemo ma mpommpuMo OBO 3HAH€ HA BUIIE IUMEH3U]ja.

Hedbunumnmja 9. Cnovawmnu u3zsod je npecaukasame:

d: AP(M) — APTH(M)
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Koje Yy NOKAAHUM KOOPOUHAMAMA Oenyje Kao:

10
(dw) = E%daf’ Adz* A ... A dxhe

AJITepHaTI/IBHO, AJeJIOBalke OBOI' M3BOJa MOYKEMO M Oa 3allMIIEeMO Kao:

(dw)#lu-#pﬂ = (p + 1)8[#1w#2-~~#p+1]

Cneneha TBpbhema kKoja mOka3yjeMo Cy CTaHZapAHA Ayl MaJO CYBOIAPHA.
Axo HEuCTE mOmMIM Kay jyTpOC MOKa3e MOKeTe Aa MPECKOYNTe 3a caja.

IIpBo TBpheme koje HABOMMM Oe3 mokKasa jep cienm ooMax M3 JeGHUNN]je
jecte ma je omepaTop d JUHEApAaH.

JIema. Axo jew enamua k-gopma un eaamra l-gopma dedurucana 1a omeopenom
CKYNY MHOZOCTPYKOCTU, Madd BANCU:

dwAn)=doAn+ (=1)fwAdny

Jloxas. VI3 muEEapHOCTY TOBOJBHO je PA3MOTPUTH UJIaHOBE 0bimKa w = udzr! €
A* u n = vdx’ € A" 3a rnarke dpymkmmje v u v. IIpBo Tpeba ma MOKaKeMO
na d 3amososmasa d(udr!) = du A dz! 3a 6mno Koju MyaTHMHAEKC [, HE HYKHO
pactyhu. Awo I wma momOBmeH mHACKC ounTo Baku d(udr!) = 0 = du A da!
(jep je dx ANdx =0). Ako ce MHIEKCU HE MOHABJLAjY, HEKA je 0 MEePMyTalln]ja
koja [ masse y pactyhm myntuuanekc J. Tana Bakum:

d(u dz’) = (sgn o)d(u dz’) = (sgn o)du A dz’ = du A dx’
Kopucrehu oo pauynamo:

d(wAn) =d((udz") A (vdz”))
= (uv dz’ A dac‘])
= (v du+u dv) Ada! Adx’ (A.16)
= (du Ndz") A (v da”) + (=1)F (udz") A (dv A da?)
=dwAn+ (—=1)*w Adn

rae Ham wian (—1)F nomasu us uumenune na je dv A dr! = (—=1)* dz’ A dv jep
je dv 1-popma, a da! k-popma H

OBy nemy hemo ma KOpucTHMO Oa MOKazkeMo ciiemehy Tteopewmy.
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Teopema 3. 3a caaky gopmy w eaxncu:
d(dw) =0
Os0 jow nuwemo xao d*> =0

Zoxas. IIpBo hemo na mokaskemo na TBpbheme Basku 3a 0-popmy unu y npmusem-
HUJUM TEePMUHUMA TJIATKYy QYHKOUjY. Y TOM CiIydajy:

du 0*u
d(du) =d <%daﬂ) = 3200 dz' A da’

9*u . -
_ i J_
Z (axzaxa axjaxz‘) da” nda? =0

[Tocnenma jemuakrocT ciaenu n3 KiepooBor mpaBuia CUMETPHUje MapPINjaTHUX
M3BOAA KOjU CY HEIPEKUIHU. 3a ONITH CiIydYaj, KopuctuMo k = (0 ciayyaj u
IPETXOMHY JIEeMY:

<Z dwy ANdz A .. A da:j’“)

(A.17)

Z (dwy) Adx? A ... A da’® (A.18)
J
, Kk
YD (—Didwy Ada? AL Ad(dT) AL A da? =0
J =1
O

Jom Heka TBphema uuje mokasze 3a00mIIA3UM CY:
o d(p*w) = ¢*(dw) rue je p* noBIaveme.
e 13 nperxonuor Baxku d(Lxw) = Lx(dw)
p-popMma je zameopena aro cByna Baxku dw = (0. Popma je mauna axo je

w = dn cByzma 3a HEKO 7).

A.5.2 MW HuaTterpamnuja

[Tocnenma cTBap KOjy KEJIUMO na PAaaAUMO HAa MHOTOCTPYKOCTHUMA jeCy WH-
Terpajsiu. Kao mTo cam pekao y IpPeTXOMHOM IOTJIABJbY, KOPUCTUNEMO Bell
IpomM3BOJ Aa Ae(PUHUIIEMO MepPy 3a MHTEerpaJl.
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NuTerpamuja Ha MHOTOCTPYKOCTHUMA

Hedonuaunmuja 10. Sanpemurncka gopma v je gopma dumensuje n:
v=uv(x)dz" A...Adz"

I've v(z) # 0. Axo maxsa gopma nocmoju ceyda, mwozocmpykocm M je
OpUjeHTHCAHA.

Ako je v(x) < 0 opujenrTamnuja je seBopyka, a ako je v(x) > 0 opujenranuja
je mecHOPYEKA.

Huje moBomuO nma nepurummemo v(z) camo JokajJgHO. Tpeba ma ymu-
jeMo cBe obsacTy nepUHUCAHOCTU TAKO Ha Ce OPUjeHTaluja He MpOMeHu. Y
APYTUM KOOpAMHATaMa 3alpeMHUHCKa (opMa mocTaje:

ox! ox"
A" AL A
oTMm OTHn

or*

oxv

dzt = v(x)det ( ) di' A ... A dT"

v =uv(x)
[ITo ompskaBa opujeHTAIU]y aKO je :

oz

3a maTty 3ampeMuHCKy ¢opmy Ha M MOKEMO ma MHTErpAJIUMO OWIIO KOjy
¢yurmujy f: M — R. Y mamu ¢ : O — U, ca koopaunatama ':

/Ofv:/(]dxl...da:”f(a:)v(a:)

NuTerpanuja Ha mMOOMHOTOCTPYKOCTHMA

Hedbununmja 11. Mnozocmpykocm ¥ dumenszuje k je nodommozocmpyrxocm
00 M axo nocmoju 1 — 1 npecauxasamwe ¢ : ¥ — M u 1 — 1 npecauxasame

b 2 Tp(B) = Ty (M)

Tana moskxemo na uHTErpaInMo k-popmy w Ha M 1o k- TMMEH3MOHO] ITOIMHO-
roctpyroctu Y. OBO pammMmo moBiavewmeM k-popme HA X:

A@w:LWw
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A.5.3 CrokcoBa Teopema

MuOrocTpyKOCT ca TpaHUIOM Ae(HUIIEMO HA CINYAH HAUMH aKO OOMYHY MHO-
rocrpykoct. Paznura je y tome na y mamama ¢ : O — U orBopen ckyn U
npeacTaBma oTBopeH nmoackyn oxn R = {{z!,... 2"}|2" > 0}. I'panuma mma
komumensujy 1 (1 mamy nuMmeHsujy) m o3HauaBa ce kao OM, mpencraBiba
noamuorocTpykroct ca " = 0. 3a caemehe tBpbheme mpeckauem cyBomapan
IOKAa3.

Teopema 4 (CrokcoBa Teopema). [locmampajmo mrozocmpyrkocmu M ca eparu-
yom OM. Axo je dumensuja muzocmpyrocmu n onda 3a buao kojy (n—1)-gopmy

w 8axncy caedehe:
/dw:/ w
M oM
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]

Xenpu Ilounrkape (1854 -
1912)

[Tounkape je ©Owmo Ppannycku
MaTeMaTuyap, ¢usmyap u
OpupomsHEN  puiao3odp Koju je
UMaO0 MOHYMEHTAJIaH JIOIPUHOC
y PpasHUM MOJbUMa YKBYUyjyhu:
MaTeMaTUKy, TEOPHUjCKy (U3UKY,
HeOeCKy MEeXaHWUKY, ONTUKY WUTH...

[Tounkape je poben y Hamn-
cujy y PpaHIlyCKOj U Ka0 MaJii je
IIOKa3a0 jak a(MHUTET Ka MaTeM-
atunu. Crynupao je Ha Eromy y
[Tapusy, a kacHuje je TOKTOPUPAO
Ha Y HuBep3utety llapusa.
[TounkapeoB HajBeh mompuHOC je
01O y TOMOJOTHWjU, TPAHU MaTEeM-
aTUKe KOja TpoydaBa TeoOMeTpU-
jcre ocobune objekaTa Koje Cy WH-
BapujaHTHE IO Z1€]JCTBOM XOM€EO-

Mopduzama. Tarkobe je mompmueo
1 MeTodaMa 3a pelraBame audep-
EHIIjaJIHUX jeqHayuHa " TpoO-
jJleMy KpeTama CUCTeMa TPU Tesaa
IpU TPABUTAIIMOHO] MHTEPAKIIA]U.

Y Teopmjckoj ¢usunu je Omo

OIUOHUD Yy IpOyYaBamy eJIEeKTPO-
MarHeTHUX TaJjiaca ¥ UMao je
OrpOMaH JONPUHOC Yy TEOpUju
penaTtuBHOCTHU TOceOHO v obnacTu
Jlopennosux TpaHchopMaIuja
1 TyMademy IIOjMa HCTOBPe-
MEHOCTU.
Buo je jako 3awmHTEpecoBaH y
puno3odujy 1 mmcao je o TeMaMa
IOIIyT IPUPOJAE HAYUHOI IIUTAKA,
ONHOCY MaTeMaTUke U (PU3UKe U
YJI03U MHTYUIYjey HAYHOM OTKPU-
BamYy.

Ilounkape je orkmhen MHOTUM
IpU3HAKLUMA 338 BPEMe CBOT JKUB-
ora, YKMBYUyjyhu u mpuMmame Ha
Ppanmycky akamzeMujy HaAyKa U
y Kpamescko apymrso Jlonmona.
Buo je u mpencemnmr Mebynap-
OMHOI KOHIpeca MareMaThdapa
1900.

Ywmpo je 1912. y ITapusy ca 58
roamHa, u3a cebe ocTaBuBIIU 0OO-
ratT u AyOOK MONPUHOC y PAa3HUM
rpaHamMa HayKe, TUMe 3ayBeK YK-
JIeCaBIIN CBOje WMe Yy BeJIeJIENHY
UCTOPUjy HaYKe.
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b Y¥YBony PumanoBy reomerpujy

O0bjeraT KOju KeIMMO A YBEAEMO Y OBOM IOTJIABJbY je YyIPAaBO U HAjOUTHU)U
3a HAIIy OUCKYCHU]y O pPeJIaTUBHOCTU. 1aj oOjekaTr je HapaBHO METPUKA.
Naxo ce mornassbe 30Be ,,YBoa y PumanoBy reomerpujy”’ Halma meTpuira he,
ka0 MeTpuka MUHKOBCKOT, UMaTH jeJaH MUHYC. 300T mera mpenu3tHnjn Ha3uB
oHora mTo m3ydyaBamo je JlopeHmoBa reomerpuja. Y CymTUHU - HEOUTHO,
npebumo Ha cTBap.

b.1 Metpuka

Y OpBOM IIOTJIaBJBY CaM YBEO METPHUKY 1), KOjy CMO JedHucaIn Kao 00-
jeKaT KOoju HaM Jaje mojamM O yAaJheHOCTU oDjekaTta y paBHOM ITPOCTOPY.
Ha cnmuan mauns hemo ma yBememo Hamy onmrtujy Merpuky. Cnenupunyso,
nepuucahemo ymyrpammu npousson na 1,(M) nomohy me.

Hedbumanmmja 1. Mempuxra je (0,2) mewzopcko mome koje ucnymwasa
caedehe ycaose:

o Cumempuuna je: g(X,Y) = g(Y, X)

e Hugje dezenepucana: Axo je 3a 6uno xojep € M u 3a caaxo Y € T,(M)
9(X,Y)|, =0 onoa je X, =0

Y martuMm KOOpAMHATAMA MOKEMO A 3AIMIIEMO METPUKY KAao:
9= gu(x)dz" ® dx”

Cramgapaauja HOTanuja je ma ¢ — ds?, a ma cuMOOJ TEH30PCKOT IPOM3BOIA
camo m3bpumemo, na umamo ds? = g,,(z)dr'dz”. Kommomente meTpuke g,
MOYKEMO 1a HOOMjeMO TaKO IITO METPUKOM MAesyjeMo Ha map 0a3ucHUX BEK-

Topa:
AR,
90 =9\ G

87
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Metpurka je cuMeTndHa MaTpPHUIa KOjy HOTOAHMM m30opoMm Oasuca 3a T),
MOYKEMO AujaroHaJn3oBaTu. HemeremepmcaHOCT HaM rapaHTyje HEHYJTE OU-
jaronasHe ejeMeHTe. Dpoj MuUHyca ¥ miayceBa y METPUIU je€ KOHCTAHTAH.
Bpoj muHyca HazsuBaMo cuznamype (MM MOTIUC) METPUKE.

b.1.1 PumamoBa MHOTOCTPYKOCT

MHOrocTpyKOCT KOja MMa METPUKY Ca CBUM ITO3UTUBHUM IVjarOHAJIHUM eJie-
MeHTuMa ce Ha3uBa PumanHoBa MHOrocrpykoct. Jlak mpumMep oBakBe MHO-
rocTpykoctu jectre R" ca merpurom:

g=dr' @dz' + ... +dz" @ dz"

KommnonernTe oBe MeTpuke cy mare KPOHEKED HEITOM §u, = Opy.
Yonmreno, PUMaHOBOM METPUKOM MOKEMO I8 MEPUMO LY:KUHY BeKTOpa (HOpMY )
Kao:

[ X[ = Vg(X, X)

Kopucrtehu merpury takobe mokemMo ma MepuMo yaa/beHOCT uaMebhy mBe
TauyKe MIy»K HEKe KPWBE Ha MHOrOCTpykKocTu. Heka cy p m ¢ U Heka je o :
la,b] — M mapamerpusoBana kpuBa ca ocobunoMm o(a) = p u o(b) = q. Tana

jé yIaJpheHOCT maTa Kao:
b
S = / dty/g(X, X)|o‘(t)

B.1.2 Omnepamnuje ca MeETPpUKOM

Cana hemo ma GamumMo OKO Ha HEKE OCHOBHE ymoTpebe MeTpukKe.

Metpukra kao nzoMmopdusam

I[IpBo TBpheme Koje mocMaTpaMo jecTe na MeTPUKa Oaje MPUPOdaH M30MOP-
¢u3zam m3Meby BeKTOpa U KOBEKTOpPA.

Heka je X = X*0,. Cana Mo%eMO Ja KOPUCTAMO METPUKY Ja CILyCTUMO WH-
IEKC ca Topmer Ha HOIbW, Ma CaMUM TUM W 18 IPEBPATUMO BEKTOD Yy HEroB
nyaJs koju hemo ucro obenesxkaBaTu ca X:

Xy = guX”

Kako je merpuka HemereHepucaHa JIAKO MO:KeMO na nabhemMo meH uHBEP3 U3
penamuje g,,9”" = 5;. Ha wunaBep3Hy MeTpUKYy MOKeMO ma rjaemaMo Kao CU-
MeTpuvHO (2,0) TEH30PCKO HOJbEe KOje MOXKEMO 3alucaTé Kao § = g0, ® 0,.
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C oBuM y BUIy, HUje TEMIKO 3aKBYUYUTU Aa METPUKOM TaKODhe MOKeMO na
MOAVUTHEMO MHIEKC U TO Ha cienehu nHauwuH:

XF=g"X,

Y R" cranpapaaa MeTpuKa 0, je TOJIMKO MPOCTa 1 je M30MOp(uU3aM TPUB-
rjajaH, Ia caMUM TUM U He BUAVMO Pa3JMKy m3MeDy BeKTOpa M AyasHUX
BEKTOpPa y yOoOMUYajeHUM pa3MaTpamuMa.

3anpeMuHCcKa popma

Ha kpajy nmpBor morsiaB/ba aleHOVCKa CMO Ce YIO3HAJIUW 33 WHTErPAIjoM Ha
MHOTOCTPYKOCTHMAa 3a KOjy HaM je Ouia morpebHA 3ampeMUHCKa (popMa Kao
Mepa UHTeTrpaluje.

Ha PumaHOBOj MHOTOCTPYKOCTHU 3allpEMUHCKY (OPMY Te(PUHUIIEMO KaoO:

v = \/detgu, det A N da"

IlerepmunanTy obuuno kpahe mmmemo kao /g = 4/detg,,. Ha Jlopen-
IIOBOj MHOTOCTPYKOCTHU 300T CUTHATYPE METPUKE Y3UMaMO Ia j€ 3aIPEMUHCKA

hopmMa:
v=1+/—gdx® A...ANdz"!

Teopema 1. Janpemuncka gopma je nezasucra 00 00adupa KoopouUHaMA.
Jloxas. IlocmaTrpajMo apyru ckyn 0a3mMCHUX BeKTOpa IH, ma oHZa MMaMO:

B ozt
O

dzt = A*,dz" rme je AF,
Y HOBUM KOODJIWHATAM BEIl IPOM3BOJ IIOCTAjeE:
de' Ao Nda" = Ay, L AT, AN LN AT

Hecny cTpaHy jeIHaumHe MOKeMO Aa mopemamo y di' A ... A di" y3 To ma
Tpeba na y3MeMo y 003Up 3HAK y 3aBUCHOCTU OJ IMEPMYTAIldje UHIEKCA.

de' A ... ANdz" = Z Sgn(?T)Alﬂ(l) .. .Anﬂ(n)dfl AN i

= det(A)dZ' A ... A dT"

I'me cy m cBe mepmyraunuje {1,...,n}. Karo je det(A) > 0 omp:kana opu-
jearanuja. OBaj dakrop je yobumuajer JakoOujaH KOju mMMaMO IPU MPOMEHU
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Mepe Yy WHTETPAaJy.
KoMmnonenTe MeTpuke ce Memajy Kao:
0xP 017 _

o _ —1\p —1\o ~
g/“’ - Ot axl,gpﬂ - (A ) M(A ) z/gPU

Onakie joj je meTepMUHAHTA:

_ _ det g,
det g, = (det A~")?det G, = m

[Ipumerumo ma ce merepmunHanTe A ckpare, ma 3amMcTa MOKEMO M8 MUIIEMO
3allPEMUMHCKY (POPMY Kao:

v=/|g| dZ' A ... A dT"

3anpeMUHCKY (OPMY MOKEMO na 3alUIleMO U Y ApyradumjeM OOJIUKY:

1

_ M1 Hn
v = n,“m..-undx A...Ndzx

['me je TeHsop v,..,, oApeben momoly HOTHYyHO AHTMCUMETPUYHOL OOjeKTa
€ur..pn TAE j€ €1, = +1, a ocramu 3HaroBu cy oapebenu mapro7ly mep-

MyTaIlje.
Uptopn = V |g|€u1.--un

Kaxo je vy, ,, 3HaMO ma €, ,, Huje Oall TEH30DP, HETO TEH30D IOIEJbeH
nerepmuuaanToM. Herme ce To 30Be TEH30pCKa I'yCTHUHA.

300r nocrojama NPUPONHE 3alPEMUHCKE (GOopMe, KaJa MMaMO METPUKY HA
MHOTOCTPYKOCTHU MOKEMO Ia MHTETPAJINMO (yHKIMje KopucTehn MeTpuKy Kao

Mepy:

/M fo= /M di"/Egf

XoroB myaJs

Cnenehu objeraT Koju hemo ma mocMaTpamo je MEHU U3 HEIO3HATUX Pa3Jiora
IpaBUO AOCTA MyKe IOK CaM YUMo OMINTY pejaaruBHOCT. Mory ma KaskeM na
HUje OJ HEM30CTaBHE BaKHOCTU 3a JaJbUd HAIIPEJAaK TEKCTa aju omnerT Tpeba
[a ce TPOKJBYBU CYIITUHY OHOTA IITO OH TOBOPH.
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Ha opwujentucanoj muorocrpykoctu M MokeMO na KOPUCTUMO TOTIIYHO
AHTUCUMETPHUYAH TEH30D €,,. ., Jda OUCMO medUHMCAIN IPECIUKaBaAme KOje
p-popme masse y (n — p)-popme y oznanu (xw) € A" P(M) nedpuHUCAH Kao:

1
(*w)’ul'”“"*P - E \% |g| Eul---anle...prul.“Vp

OsBo npecaukaBame x : AP — A"P ce 30Be XO[IOB 3B€31a OIEpPaATOP.

b.2 Komekcuja u 3aKpUBJIHLEHOCT

Beh cMmo ce yno3nasam ca HEKMM HAYMHUMA 14 Y3MEMO M3BOJ HA MHOTOCTPYKOC-
TrMa. BeKTOopcko mosbe je y CYyMmTHHU U3BOJ 3a CBAKy AATY TAYKy Ha MHO-
rOCTPYKOCTU. Y Tmo3Ha U cMO u JIujeB u3Boa rae MO MOpaSu MAJIO MyAPUje

na npuctynuMo npodbisemy. Tama cMO KOPpUCTMIM TOK KOjU HACTAje MPU MOC-
TOjalmy BEKTOPCKOI IOJba JAa OMCMO MAEHTU(PWKOBAJIM ABA BEKTOPCKA IPOC-
TOpa Y Pa3IUYUTUM TayKaMa MHOTOCTPYKOCTH.

MebyTtum, mocToju joIr jeman KOPUCHUJU HAUMH a Y3UMaMO U3BOEe oOjerara

Ha MHOTOCTPYKOCTUMA U OH e HaM OUTH TeMa HEKOJIMKO IpeacTojenux moriasiba.
Taj objerkaT ce 30Be K08APUJAHMHU U3BO0.

b.2.1 KoBapujaHTHU M3BOL

Hepuaunuja 2. Konekxcuja je npecaukasamwe V: X(M) x X(M) — X(M).
Obuuno sanucyjemo V(X,Y) xao VxY u objexam Vx ce 308e koeapu-
janmmnu uzeod. On 3a0080ma8a caedehe ocobune 3a cea 8EKMOPCKA NOMDG

XY, Z:
o Vx(Y +2) = VxY +VxZ,
o Visxtg)Z = [VxZ + gVyZ 3a cee pynkyuje f u g,
o Vx(fY)=fVxY + (Vx[)Y 20e defunuwemo Vxf = X(f).

Mosxemo nma mabemo BpemmocT roBapmjanTHOr mM3Boma y Oasmcy {e,} on
X(M):
—TH
Ve, e, =17¢,
rzpe cy I, komnonente konercuje. Obeneskapamo ux ucto kao Kpucropenose

cuMOoJe 13 IpBOT moryassa. RacHuje hemo ma Bumumo mebyomroc oBa mBa
ob6jexra. Kopucrtuhemo notanujy V., = V. Ilornenajmo cana obauk nejctsa
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KOHEKCHje Ha OIIITe BEKTOPCKO IOJbe:
V)(Y = VX(Y“GM)
= X(Y")e, + Y*Vx(e,)
= X"e,(Y")e, + X"Y"V e,
= X" (e,(Y*)+ T4 Y?) e,

Bumumo na moskemMo ma m3BydveMO yMTaB ujgaH XY, Ia MMa CMUCJA HUCATU
KOMIIOHEHTE KOBAPWjaHTHOT M3BOJA KAO:

VY = (e,(Y")+T%,Y") e,

Konekcuja HUEje TeH30D

Ila bucmo moka3anu TBpheme y HACJIOBY OBOT IOTrJaBJha TpPeba ma moriaenamMmo
KOHEKCU]y y HEKOM APYTroM Oa3ucy:
e, = Al'ye,

Axo cy €, n e, KoopIMHATHA Oa3MCHU OHIA je:
ozt
oTv

W3 mperxonmHe riaaBe 3HAMO KaKO OUYEKYjeMO Ma CE€ MeEHajy KOMIIOHEHTE
(1,2) rensopa:

Ar, =

o —1\p AX po T
T = (A7) A% AT T,
Ilornenajmo cana kommenenTe KoHekcuje 1) :
e =T ¢
Ve e, =17,
YBpmraBame penanuje udMmebhy nBa 6azuca, IpeTXOMHA jeTHAUYWHA MTOCTaje:

T 6 = Viar,e)(ANver) = A7,V (AN ey) = A7, AN T e + A7 020, A%,

g
IITTo MmoykeMoO ma 3amumeMo Kao:

T e, = (A7, ANTT, + A%,0,A7, e,

o

= (A7, ANTT, + A%, 0,A7,) (A" &,

o

CrkumpameM unaHa ca 0a3mcoM BUAUMO Ma Ce€ KOHEKCHja TPaHCHOPMUIIE
Kao: .
Ih, = (AT A7, AT, + (AT A7,0,A7,
[IpB® unan jecTe OHO MWTO OMCMO OUYEKMBAJIU AJU APYTHU YJIAH j€ BUIIAK KOjU
je KapaKTepUCTUYaH 3a KOHEKCH]Y, Ta CAMUM TUM 3aKJbYydyjeMO 1a KOHEKCH)a
HUje TEH30D.
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N3Bomu Teum3opa

Ia ducmo crexknau ocehaj, morsenajMo MpBO O€jCTBO KOBAPUjAHTHOT M3BOIA
Ha jeman-popMmy. Ropucrtehu Jlajonumoso npasuio nobujamo:

VX(W(Y>> = (VXCU)(Y> +W(VXy)

['me mocmaTpamo nejcTBo GopMe Ha HEKO BEKTOPCKO TOJLE KA0 HeHy Ie(uH-
nmyhy kapakrepuctury. ¥Y3umMmajyhwu y o63up ma je w(Y) 3ampaBo camo
¢yuKIMja, nobujamMo:

Ha kpajy umamo:
(Vxw)(Y) = X(w(Y)) —w(VxY)

Y KoOpauHaATAMa UMAaMO:

XH(V,uw), Y = X 0,(w,Y") —w, X"(0,Y" + FZPYP)
= X"(Ouw, — szwV)Yp

['ne mpumehyjemo ma ce umanoBU 3a M3BOAMMA MO Y CKpaTe MPU MPEJACKY
U3 mpBe y APYyry JaumHujy. YwmraB pesyarar je JuHeapaH, Ia MOKEMO Ia
ne(pUHUIIEMO 1€jCTBO KOBapUjaHTHOT M3BOJA HA (opMy Oe3 OCJIOHIla Ha HEKO
cnoJsbacwme nosve Y. [lakime, Basku:

(Vuw)p = Ouwp — T

14
ppv

Ha cimuan HauymH MokeMO Oa IPOIMMPUMO OBaj apryMeHT Ha MPOU3BOJbAH

(p, q) Temsop:

H1---pp — H1---pp Ko 2. p MppL - p—10
VpT V1.1 —8,,T V1. + PpaT V1.V 4+ ...+ FpaT p Vi

_ 10 THL-H _ _ 1O THLp
FpulT pO'VQ...Vq cee prqT pV1...Vq_10'

['ne je mocTynak ounrsienaH, 3a CBaKu ropmU MHIAEKC nodoujamo +1"1" unaH,
a 3a cBaku nowmu —I['1" umaH.

B.2.2 Top3uja 1 3aKPUBJHEHOCT

Naxko roHekcuja HUje TEH30D, cala heMo ma BUOWMO KAKO MOKEMO & KOPUC-
TUMO oOIlepaluje Koje CMO M0 Caja HAYUYUJIN KaKO OMCMO je M3Macupaau y
TEH30D.
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Hedbununuja 3. Top3uja je (1,2) menszop T koju wa nowa X, Y € X(M)
u popmy w € A (M) deayje na caedehu nawun:

T(w;X,Y) =w(VxY — VyX — [X,Y])

Cnenehu TeH30p KOju OepUHUIIEMO je O BUTAJHOT 3HAYAja 3a pal y
3aKPUBJLEHOM BPEME-IIPOCTOPY.

Hedunannuja 4. 3akpusisenoct je (1,3) mewszop R xoju na nowa
X,Y,Z € X(M) u gopmy w € A (M) deayje na caedehu navum:

R(w;X, Y, Z) = w(VXVyZ — Vyvxz — V[)Qy]Z)

3aKPUBHEHOCT, JOUL HA3U8AMO U PUMaHOB TE€H30P.

JImaeapHOCT

Ila 6ucMO ce yBepuam na Cy TEH30PU KOje CMO M3HAJ Ae(HUCATIV 3aIPaABO
TeH3opu, Tpeba na MPOBEPUMO na Cy JWHEAPHU y CBOJUM apryMEHTHUMA.
JIuHeapHOCT je MOmpUIMYHO OUmMriena 3a w. 3a Mojba Tpeba Majo MOCIA.
Jlokasu cy TMpaBOJIMHUJCKA U 3aXTeBajy camo mnpumeny JlajOoHumoBor mpas-
una u gqepuHUNje pa3sHUX objerara.

Teopema 2. 3a mopsujy T eaxncu: T(w; fX,Y) = fT(w; X,Y).

Jloxas. ImpeKTHUM padyHOM MMaMoO:
T(w; fX,Y) = w(VyxY = Vy(fX) = [fX,Y])

— o (195Y = PO X V(X - Y] Y ()X

AAAAAANAANA

= fT(w; X,Y)

Cnuuno tBpbheme Basku u 3a PumanoB TeH30p.

Teopema 3. 3a saxpusmwenocm R eanmcu: R(w; fX,Y,7Z) = fR(w; X,Y,Z)
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Joxas. Ropucrehn nepunnujy 3akpuUB/LEHOCTH M OHCOBHA TBphema 100u-
jamo:
R(w; fX, Y, Z) = w(VvayZ — VYVfXZ — V[fX’y}Z)

=w (fVxVyZ = Vy(fVxZ) = Vxy-v(noZ)

=w(fVxVyZ — fVyVxZ — Y(f)VXZ — Vf[Xy]Z + Vy(f)XZ)

(
o (VX2 = (VY2 Y (V52 - [V0nZ +Y (1752

fw(VXVyZ — VyVXZ — V[X’Y]Z)
fR(w; XY, Z)

]

JImaepanoct y Y je mmentuuna ca X. JlmHeapHOCT MmO Z Ce CIMYHO
NOKa3yje.

Teopema 4. 3a zaxpuswenocm R eaxmcu: R(w; XY, fZ) = fR(w; X,Y, Z)
Zoxas. Iloka3 mpemymraM YATAOIY KAao JIAKy BEKOY. ]

OBuM cMO ce yBepuiaud na Cy U TOP3Uja U 3aKPUBJLEHOCT HOBU TEH30D HA
HAIO] MHOTOCTPYKOCTH.

KomMmnonenTe

[Tornemajmo mra mobOujaMoO KaJ HAIIM HOBW TEH30PU HAIMAAHY OAa3UCHE BEK-
TOPE U KOBEKTODE:

Tr =T(f%eu en)
= ["(Vue, — Ve, — e €])
= fP(Iee —17,60)
=17, =17,

Y
=)

I'me mocnenmwu uman y ApyroM peny MOEHTUYKN HecTaje. Top3uja je oumrieHo
AHTUCUMETPUYHA y NOoWma ABa mHAekca 17, = —T7,,. Kornekcuje xoje cy cu-
mempuyne y TOHmeM MHIAEKCY Tj. 3a koje je 1%, = 0 ce Ha3uBajy KOHEKCHje
0e3 Top3uje.

Komnonente 3aKPUBJ/LEHOCTU CYy AdaTE Kao:

Ry = R(f75€p, €4, €)
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Hakapanan penocnen mHIEKca y TEH30DPY ce OOjalrmaBa MOjaBOM Aa Cy WH-
IEKCH [t I IV aCOIUPAaHU Ca KOBAPUjaAHTHUM M3BOIOM, ITa UX TAKO I'PYIUIIEMO.
Ry = 17 (V Ve, = Vi Vye, — v[euveu]ep)
= f7(V,V.,e, —V,V,e,)
= f"( (F)‘ ex) —V, (F’\ e,\))
=17 (0., )ex + T Iner — (0,1),)ex — Tn Tiser)
= 0,7, =01, + r -1

o
vp M HpT VA

W3 nperxonue jennavunne BuauMo na je PumanHOB TeH30D aHTUCUMETPUYAH Y
mocjenmha ABa WHIEKCA.
PuuujeB nnentTurer

Caenehe tBpheme je Buire MareMaTUyKa BUPTYO3HOCT HEIO HEKA HEBEPOBATHA
uneja. KopucHo je y jemHoM nesy Apyror morJaBJjba, Ia He 3aMepaM YUTaoIly
aKO MPEeCKOYM OBaj MOHCTPYO3aH M3pa3.

Teopema 5. Baxcu Puuujes udewmumem:
2V, V27 = R, 2" = T? N, Z°

/loxas. Ilormenajmo KOMyTaTOpP KOBapUjaHTHUX M3BOAA KOJU NENY]y HA MOJbE
Z:
Vi V2% = 3[M(VV]ZU) MMV,,]ZA [W]V z°
== a[lﬁy]Zo + (8[ FU )Zp + (8[uZp)Fz}p [Hp\‘a
A o
02" =1, Ve Z

[IpBu unan omymupe, IOK ce Tpehu u YeTBPTU CKpaTe, OJaKJe HaM CJIeIn
TBpbheme. Hamomena:

Ro-pul/ - 28[Mrg]p —|— 2F[M|>‘|F

vlp

b.2.3 JleBu-YUuBuTa KOHEKcuja

Huckycuja o keHrkcuju V mo cana HaM je Ouia HeBe3aHA 3a METPUKY HAa
MHOTOCTPYKOCTU. AKO J0aMO U METPUKY y UTPY A0OUjaAMO 0CHOBHY MEODPeMY
0 Pumaroeoj zeommpuju.
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Teopema 6. Ilocmoju jeduncmeena KoHekcuja bez mopauje K0ja je cazaacha 3a
MEMPUKOM G Y CMUCAY 0G 8AAHCU:

VXg =0
3a ceaxo 8EKMOPCKO NombE X.

Jloxas. Tloraskumo jemmucTBeHocT. Heka mocToju TakBa KoHEkcuja, y3 Jlajo-
HUIOBO npaBuio (1 uMmajyhu y Bumgy na je MeTpuka eceHnujaaHo (yHKIuja)
nobujamo:
X(9(Y,2)) = Vxg(V, Z) = (Vxg)(Y, Z2) + g(VxY, Z) + (Y, Vx Z)
Kako je Vxg =0, numamo:
X(9(Y.2)) = g(VxY,Z) + g(VxZ.Y)

[HukaunyaMM TepMyTaIyjaMma nMaMo:

Y(9(Z, X)) =9(VyZ,X)+g(VyX,Z)
Z(g(X,Y)) =g(VzX,Y) 4+ g(VzY, X)

Kako mema Top3uje Ba:ku u pesaluja:
(X,Y]=VxY - VyX

Y3 0BO MMaMo:

X(g(Y,2)) =9(VyX,Z) +g(VxZ,Y) + g([X,Y], Z)
Y(9(Z, X)) =9(VzY, X) +g(Vy X, Z) + g([Y, Z], X)
Z(Q(X7Y>) = g(vXZ7Y> +9(VZY7X) +g<[ZvX]7Y>

CabupameMm TIpBe ABE U OLy3UMakheM Tpele nobujamo:

9(Vy X, Z) = 5 [X(9(Y, 2)) + Y (9(Z, X)) = Z(9(X,Y))

- g([X, Y],Z) - g([}/v Z]aX) +g([Z7X]’Y>

DN | —

OBo, y3 ycioB ma je MeTpuka HelereHepucana, oapebhyje KOHEKCHUjy jemHo3-
Havo. Jom Tpeba mokaszaTu ma OBaKO onpeheHa KOHEKcHja TMOMTYje HeHe
nepunnmry he kapakrepucture. lIpemymraMm unTaoly ocraTrak IOCIA. []
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OBako nmejmHMCaHA KOHEKCHja carjacHa ca MeTPUKOM ce HasuBa JleBu-
Yusura kouercuja. IlormenajMmo kako nsriena y KOMIOHEHTaMa. ¥ 3uMajyhu
y 063up [0,,0,] = 0 mmamo:

1
9(Voeu, e,) = F;\ugAp =5 (OuGvp + 0uGup — Opgyuw)
MuokemeM UHBEP3HOM METPUKOM TOOUjaMo:
1
qu - §g>\p (8;Lgup + al/gup - apg;w)

Komnonenrte JleBu-YmBura koHekcuje ce 30By KpmcrodesoBu cmmbosu.
By cmo ymosmanu y mpBOM HOrJaaB/by Kala CMO MOCMATPAJIU TE€ONEeCUKe Y
BpEMEe-IIPOCTODPY.

b.2.4 Teopema o muBepreHIjU

Teopema o muBepreHnujm mo3HaTa m Kao ['aycoBa TeopeMa roBOpM O TOME nIa
je MHTerpaJ moTIIyHOT M3BOJa jedHAK I'PAHUYHOM UJIAHY.

JIema. Fonmpakyuja Epucmogenosoz cumbora ce moxce 3anucamu xao:

1
Th =9,
12 \/g \/.a

/oxas. lupexkTHUM yBpUITaBameM y jeqHaunny KpucrogenoBor cumboIa mMaMo:

1

1 1
T = 59" 0uguo = 5 tr(g~'09) = 5tr(d,log(g))

2
Kopucrehu nosunar unneaturer tr(log(A)) = log(det(A)) nmamo:

1 1 1
Th, = 5tr(9log(g)) = 50, log det g = d,log(det 9)'/* = O,log(\/det g) = 7@\/57
g
[]

C oBuM Ha yMy MO:KEMO Ia TOKaKeMO TeOpPeMy IO KOjOj je OBO MOTJIaBJbe
noouiao uMe.

Teopema 7 (I'aycoBa Teopema). Ilocmampajmo deo mnozocmpyxocmu M ca
epanuyom OM. Hexa je n* jeduHuunu 8exmop Koju nokasyje ka Hanome opmoz-
OHAAAH Ha 2panuyy muozocmpykocmu OM. Tada 3a 6uso xoje eexmopcko nome
X" wa M eaxcu:

/ &'z \J§ VX" = / &'z /7, XP
M oM

I'0e je 7;; nosaavewe mempure ne epanuyy OM u v = det ;.
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Jloxas. Y3 momoh mpeTrxonHe jJeMe MOKEMO [a M3MACUPaAMO TMOAUHTETPAJIHY
GYHKIM]Yy Yy IPBOM MHTErpaJy Ha cienehwu HAYMH:

VG VX" = g0, X" +TEX") = /g (@X“ + XV%&, \/5) = 9,(y/gX")

Tanma naTErpas mocraje:

/ 4"z /g V, X" = / 4"z 9,(\/gX")
M M

Cana je 0oBO mHTerpaJ OOMYHOT MAPUUjAJHOT W3BOJA, MMa MOMKEMO [Oa IPU-
MeHUMO perynapry l'aycoBy teopemy. Tpeba ma morsmemamo mra ce moraba
Ha rpanunu. VcmocraBsma ce ma HaM je KOPUCHO ma omabepemo rpanuty OM
TaKBY JZla je OHa MOBPII KOHCTaHTHe KoopauHaTe r". Haname meTpuke Koje

mocMaTpaMo Ccy ObDJauKa:
Yii 0
I = ( 0 N?)

Tana mobujamo:

/d"xau(\/gX“):/ d" 'z /N2y X"
M

oM

Jemuuuunu BekTOp HOpMase n* je jemnak n* = (0,...,1/N), mro 3am0BOmaBA
guwntn” =1. Tana je n, = g,n” = (0,...,N), 1a MOKeMO Ia 3AIMIIEMO:

/ d"x\/ﬁvuX“:/ d" 'z Yy n, X"
M oM

[Ito je TBpheme Teopeme. Kako je oBaj m3pa3 KOBapujaHTaH, BasKuhe yor-
IITEHO. ]

b.3 IlapaJsiesasnu mmpeHoOC

Cana hemo ma ce ymo3HaMmo ca CyIITUHOM OHOTA IITO HAM KOHEKCHja oMoryhasa.
[IpecnukaBame KOje HAM ClIaja BEKTOPCKe NPOCTOpe (OMHOCHO TEH30PCKE BEK-
TOPCKe TPOCTOPE) PA3IUUYATUX Tadaka HA MHOTOCTPYKOCTH Ce€ 30Be Imap-
aJIeJIHU TIPEHOC.

[TocmaTpajMo BEeKTOPCKO mosbe X U HEKY meroBy wmHTerpasny kpuBy C ca
KoOpauHaTama Th:

i — dx*(T)
c dr
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KRasxkemo ma je renzopcko nmosbe 1T’ mapaJiesiHo mpeHeceHo ny:k C ako BasKu:
VxT =0

[Toraemajmo kao uaycTpanujy napaJjeaad IPEHOC HEKOT APYTOT BEKTOPCKOT
nosma Y:

XY(,Y* +THY?P) =0

['nmemamem BpemHOCTH OBOT M3pa3 Ha MHTErpasiHoj kpusoj C' u y3umajyhu
y 063up YH* = YH(z(1)):
v + X"TEY?P =0
dr N

Y3 maTm MOYETHU YCJIIOB MOKEMO J1a PEMNMO OBaj CUCTEM CIPErHyTUX Audep-
EeHIIVjaJIHUX jeAHaUYMHA Oa OMCMO moOMIM BEKTOD y CBAKO] TaYyKM O0JaAcCTU
KOja HAC 3aHUMA.

JacHO je ma je OBO 3aBWICHO M OJl KOHEKCHj€ U OJl KPUBE KOj€ KOPUCTUMO Y
OBUM jeqHAYMHAMA.

Bb.3.1 T'eone3unu

Hepununmja 5. [eodecuka je Kpusa mareenmua Ha 8eKmMopcko nomwe X
K0je nowmyje:
VxX =0

Jeonavura Koja uz 08024 NPOUUAAIY je:

Az i dxz? dx¥ B

dr? + "odr dr

OBo je ympaBo jemHaumHa KOjy CMO WM3BEJM Yy MPBOM IOIJIABJLY IIOCMAa-
TpameM IejCTBO UeCTHUlle Koja ce kpehe y BpeMe-IpoCcTopy.

b.3.2 HopmaJsze KoopouHaTe

Ha PumaHOBO] MHOrOCTPYKOCTHM MO:KEMO na HabhemMo TakBe KOOpAWHATE Y
OKOJIMHU Ta4YKe P Ia BaKU:

gul/(p) = (Suu (Bl)

Wcro Baxm 3a JIopeHNOBY MHOIOCTPYKOCT y3 CMEHY 0., — 1. OBe Koop-
OUHATE Ce Ha3uBajy HOpMajHe. Kako M3BOA METPUKE Y HOPMAJHUM KOOD-
AMHATaMa HecTaje, OHe mMajy ocobmHy u na KpucrodenoBu cuMmbomm mMajy
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spemnoct ') (p) = 0. Yommreno mame on p sazxnu Il (p) # 0. Tarobe mpume-
TUMO Oa HHUje WCIOYHEHO Ja YOIIITEHO HecTaje M APYTYW W3BOJ METPUKY Y
HOPpMaJIHUM KOOpIMHaTaMa, IIa CaMUM THM HE MOKEMO apaHTOBaTU Oda& he n
Pumanos Tenzop ma Hecrame.

Teopema 8. Ilocmoje xoopourname maxee da saxncu jeonavuna [b. 1|

Hoxas. Hexra je g, meTpura y xoopauHatama Z. IloTpamumo cMeny Koopan-
nara z(T) roja he ma ucnynum jenHavumy.

0Fr 077
D 0 P07 = 9

Heka je Tauka OKO KOje TpaKMMO HOpPMaJIHE KOODIWHATE yIPaBO KOODIU-

HATHU TMOYETaK nJa OMCMO cMamuiau naTtwky. Tlamna je TejmopoB paBoj mat

Kao: )
oz’ L 1o

-~ Qxm mzox * 2 0xr0x” |, _,
YBpIITaBameM OBOT pe3yJTaTa y MOYeTHY jeAHAUYMHY 3ajeqHO Ca Pa3BOjeM
Jpe Z1OOHMjaMO cHUCTeMe HapIUjaJHUX AU(GEePeHIUjaIHUX jeIHAUMHE U3 KOJUX
MOzkeMo na nobujemo 0T /0x u 0°%/0x* 3a koje he 6Gutn 3aM0BOBEHA KOODIU-
HaTHa TpaHCcpopMaluja.

z’ ata? 4 ...

oz’ 0z°

Een :1::0@ Goo(P) = O

=0

ExcnoHeHIIMjaJTHO IpecJIMKaBaH-€

[TocToju mupexkTan m Jjien HAUMH A& Ce KOHCTPYUILY KOODIWHATE KO-
pucrehu reomecuxke.

[IITa mokymasamo jecre na 3a matu taHreHtHu BekTop X, € T,(M) mocroju
jeIuHCTBeHa apUHO MapaMeTPU30BaHa TeodeCUKa KOja MPpoJia3l KpPo3 p yuju
je TaHreHTHM BeKTOD jemHak X, y Toj Tauku. OHZa MOKEMO na OOEIEKIMO
OMJIO KOjy TaUKy ¢ Y OKOJWHU KOOPpAWHATaMa I'eOJeCUKe KOje HAC BOIE IO (
3a HEKO (PUKCHO BpeMe.

[TornemajmMo MaJI0 KOHKPETHUjE O YeMy IOBOPUM. Y BEOWMO OMIIO KaKaB KOOP-
OWHATHU cucTeM T# y okosmHM Tauke p. OHIOa KPUBA KOjy TPaKMMO UCIYHaBa
jeIHaYNHY IeolecuKe y3 yCJOB:

dz* ~
di = X/ 3ajemno ca I"(1=0)=0
-

T7=0
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Cauka B.1: ExkcnoneHnujaJiHO IpecianKaBaimbe: MOYHEMO Ca TAHT€HTHUM BEKTOPOM,
a OJEMO Y OKOJIVHY.

3a OBO MOCTOjW j€IUHCTBEHO PEMIEHE.
OBo Hac HaBOOW Ha JeGUHUIIEMO IIPECINKABAH€:

Exp: T,(M) —- M

3a nato X, KOHCTPYHUIIEMO I'e€0IeCUKY U IPATUMO je 38 HEKY a(UHy TUCTAHILY
KOjy y3umamo na je 7 = 1. OBo maje taury g € M. OBo je mo3HATO Kao
EKCNOHEHYUJAAHO NP ECAUKABATE.

Huje myxkHO Moryhe mokputu umaTBy MOHOTOCTPYKOCT OBAKO IE(QHICAHIM
npeciukaBameM. Moryhe je ma He moctoju noO6po mepuHUCAHA T€OAECUKA 3a
ATV TAHTEHTHU BEKTOD WU Ja Y HEKY TaUKy HUje Moryhe cTuhu reo1eCuKoM.
Osakse curyamuje y OTP usasusajy cunrynaprueru (meHTap UpHe pyIe) y
BpPEMe-IIPOCTOPY.

Hexa je 6a3uc 3a T,(M) nar xao {e,}. Excrnorennujasso npecinkaBame HaM
3a BekTop X, = X'e, nedpunume Tadky ¢ y okoauHM Tauke p. OBoj Taukn
heMO da IIPUIMIAIINEMO KOOPOUHATE:

OBo cy HOpMaJHE KOOPIWHATE.
Axro omaGepemo oproHopMmainaH 6asuc {e,} reomecuke Kpo3 mary Tauky he
OuTy HOpMaJiHe jedHa Ha Apyry mTo obeszbebyje g, = 0.

ITa bucmo ce yBepuau Ja IPBU U3BOJ METPUKE HecTaje, QUKCUPAjMO TAUKY
q acouumpany ca gatuMm BekropoM X. OBO HaM roBopu Oa TadyKa ¢ JIEKU HA
mucTaHI 7 = 1 mysk reomecuke. Koju TaHMeHTHW BEKTOpP he HAC OABECTU
APYTY AUCTAHIYy OyK ucTe reomecuke? Kako je jemHaumHa reomecUKe XO-
MOT€Ha O 7T aKO ymoJioBuMO ay:kuHy X mnohwm hemo Ha mosa myTa my:K reome-
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cuke, tj. y 7 = 1/2. Temepanno Bekrop 7X he Hac, ka0 mTO MOKETE IpPET-
MMOCTABUTHU, OBECTU HE MECTO T IY+K T'€OHeCUKe:

Ezp: X, = oV(1) = 7X"
OBO 3HAUM Ha reoJecUuKe y TUM KOODIUHATAMA y3UMajy OOJIVK:
(1) =1XH

OBo Tpeba ma HaAM pelraBa jeIHAUNHY TeOIeCUKe, ajd 3a MyTame JUHeapHe
o 7 MMaMo:

I (z(7)) X X" =0

Y Tauku mpeceka reomecuka, Tj. y tauku r¥(7) = 0 KOja je ympaBo Tauka p,
“MaMO a je F’(‘py) (p) = 0 mrTo 3a romekcujy 6e3 Topsuje mvmnummpa I, (p) = 0.
Hecrajame KpucrodenoBux cmMmbosa mMMIINIpa Oa IPBU U3BOJ METPUKE
takobhe HecTaje.

IlpuHIIUT €eKBUBaJIEHIIAjE

HopMmamae roopauHaTe Urpajy BaskHY KOHIENTYAJHY YJOLY y OIIITO] PeJi-
aTUBHOCTU. Dwumao kKoju mocMarpad y TayKd p KOjU MapaMeTpusyje cBoje
HEMOCPEHO OKYPyKEeIhe KOOPAMHATAaMa KOje Cy HacTaJle TeoAeCUKaMa he mMaTu
UCKYCTBO JIOKAQJIHO paBHE METPUKE.

OBo je MmaTemMaTuuka npeacraBa AjHIITajHOBOT MpUHIUNA eKkBuBaJeHje. On
Kaske na OWiio Koju mocMarpad y cioDOMHOM Hany, KOju BPIINA €KCIIEPUMEHTE
morasHo, Hehe ocerutu rpaBuTanuoHo mosme. CraobomHO mama y CMUCTY
IPATU TEOMEIKy MyTamy. Y OBOM KOHTEKCTY H-€rOBe KOODAWHATE jOII HA3U-
BaAMO U 40KAAHO uHepyujasne cucmem. OACycTBO rpaBuTaimje je TBpheme na

je g,ul/(p) = Nuv-

b.3.3 3aBucHoCT on myTame

Axo y3MeMO TaHreHTHU BEKTOD Z, € T,(M) u mapaJiesHO ra IPEHeCeMO IysK
Here kpuBe C' 'y Tauky 7. AKO ra omeT mapaJieJHO IIPEHECEeMO U3 P y T Ay
Heke npyre kpuBe C’, KaKO ce pas3iuKyjy Ta OBa BEKTOpa y 77

Ila 6uCcMO OArOBOPUIIM HA OBO, KOHCTPYUIINMO CBaky on oBe mse kpuse C' u
(' u3 mBa cerMeHTa reHepucaHa JUHEAPHO HE3aBUCHUM BEKTOPCKUM MOJbIUMA
X nY 3a koje je [X,Y]=0. Takobe hemo y3eru r koje je 6ausy p.

Bupamo mopmamue roopaunare x* = (7,0,0...) TakBe na je z/(p) = 0 u
a Cy TaHTeHTHU BEKTOpU OyxK Bux X = 0/0r u Y = 0/0c. Tana npyru
yruIoBu uMajy roopauHare x*(q) = (07,0,0...), 2#(r) = (67,60,0...) u 2#(s) =
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(0,80,0...) noe cy 0T u do MaIu MOMEpPAju.
ITpso mapanenno nperecemo Z, nyx X y Z,. Hyx Te xkpuse Z' pemasa:

dz"
X2 =0 (5.2)
TejmopoB pa3Boj perniema je:
dzv 1d?Z+
ZF =7+ —| o7+ = 6% + 007 B.3
s p+d7-7_:07—+2d7—2 TZOT+ (01°) (B.3)

Kako y HopmanauM koopauaaTama KprucropenoBu cumb0au 0yMUPy IMaMO
na u3 [6.2] onymupe npsu usson Z*. Moskemo mHahu npyru m3BOJ TAKO IITO

madepennupamo [5.3]

RV dar# dXV dz°
= | XVgr—2 4 7K 4 XV TH
dr? 0 ( dr + dr ot dr p”) »
5 pdfgy
p
are
= | XvXxozr—22
o0x° »

Tpoha aunuja monaasu U3 YUIHEHUIE Oa je 7 HmapaMmerap OyK WHTerpaJHe
kpuBe Hacrajue 36or X,ma je d/dr = X°0,. OnaBne nmamo:

1 oI'#
m_gn_ — | xvxogr_Pr 24 .
Zq Zp 5 < Z o >p57' + (B 5)

Cama ypamuMmo mapaJiesiaH IPEeHOC jOII jeTHOM aJju cana ay:k Y ma OucMo
nobumm Z*. Tejmopos pa3Boj je:
dzv

Z8 = 704

1d?Z+
)
do

. J+§ do?

§o? + O(00®) (5.6)

q

AHAJOrHO jenHaunHU MoykeMO Hahm m3pas3a 3a IPBU U3BO:

dz*

| = —(YYZPT%,)q

q

NmajTe y Buay ma cy HOpMaJiHE KOOpAMHATE Y TAYKHU P, IIa HE MOKEMO Ia
KayKeMO [1a OBaj YJaH HecTaje. AKO jenmHauywHy M3HAI Pa3BUjeMO OKO p mo0u-
jamo:

Q”ZWW)::G”ZU@§H§)57+ (B.7)
pl/q a p ... .
p

X
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X
p:(0,0) q: (07,0)

Cauka B.2: Illema mapaJjiestHOr mpeHOCa

Y teopuju 6ucmo Tpebasu ma pasBujeMO U wigaHoBe Y m /P ajum OBU
YIaHOBM MO Ha MpBU pen muEOxe 14 (p) = 0, ma 360r Tora mmajy mompuHOC
caMO y HapemHoMm peny. Umam apyror pena y jenHaduHU he canp:xkatu
HemTo o6nuka d?Z"/do?|, mro he 6urn m3pas cimaan [B.4] To Boneher pexa
wnanoBu obauka dX'/do w dZP/do cy oncyTHU jep omeT MHOMKE KOHEKCH]Y.
IIpema ToMe mMmaMmo:

Al are
= —(Yyvyozr—22) 4+ ..
do? . o0x° ‘
( - (B.8)
= — YVYUZ’)—W) + ...
ox »

['me cMmo 3aMeHUIM TAUvKe p U ¢ jep ce pas3yiuKyjy camo y Bomehum unmanoBuma

nponopuuonasauM ca 07. OBaj myT paznuka usmeby Z)' u Z}' nma npa unana:
ors, 1 ors, )

Zh =7t — (YYZPXT | 6160 — = (Y'Y 2P 2 ) 60+ ...

1 0 » 2 0x° »

" [ T

Cana Momemo na mosexemo ZF u Z!' xopucrehn :

1 /or#

Zlh =7 — 3 ( 5 ) [XVXTZP6T 4 2YV 2P X bobT + Y'Y 2060, + . .
X p

[IpernocraBumo cana nmmemo mpso mo kpusBoj C’, mo tauke s, ma mo r. U3

IpeTXOoaHe jeIHaUNHe JIAKO BUAMMO KAKO HAM C€ OArOBOD Mema, caMo Tpeba

na 3amerumo X u Y camMuM TUM Memajyhu camo cpenmu daaH:

1 /oI%
=27 =3 <a—”> [XVX7ZP67° + 2XV ZPY " Sa67 + Y'Y Z°60°], + . .|
xa
p
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Hanasumo ma je:

ore, — or«
AZE =78 — 7 = — ( P l) (YYZPX7),000T + ...
dz  dzv ) (5.9)
= (R! )0 YV ZPX),000T + ...

['me cMo mpu mpeaacky u3 IpBOT Y APYTU PEI UCKOPUCTUIN HAPOUUTO MPOCT

n3pa3 3a PUMaHOB TEH30p Y HOPMAJHUM KOOJIPUHATAMA.

Nako je nam pauyn onpaben y koopauHaTamMa Koje cMO MU 01adpaJsiv, KOHAYaH
pe3syarar je peaamnuje Mehy TeH3opuMa, Ia C TUM y Be3W MOpa Oa BaKU Y

6umao koM kKoopauHaTHOM cuctemy. OBO je crammapmHa Gopura y Kojoj Kop-

u7lemeM HOPpMAJHUX KOOPAWHATA YIPOCTUMO paUyH, Ma Ha Kpajy mAo0ujemMo

HEIITO TEH30PCKO, T€ CAMUM TUM OIIITE BAJIUIHO.

Hamau cmo smeny maTepuperanujy PumanoBor TeHzopa - OH HaM TOBOPU
O 3aBUCHOCTH INapajIeJIJHOI TPAHCIOpTa On myTame. PadyyH m3HAI je YCKO
OBE3aH Ca MOjMOM XOJIOHOMMHje. JemHocTaBaH NpPUMEp 3a OBO IOIJIABJbHE
jecte mapaienan npenoc Bekropa Ha chepu. Cmep y rom he crpenuna na
MOKa3yje 3aBUCU OJl MyTaIbe.

b.3.4 Ocobune PumanoBor TeH3opa

[TonceTumo ce ma cy komomonenTe PuMaHOBOT TeH30pa maTe Kao:

o - o o A 1o A 1o
R puy = aurup - avrup + va A T Fup vA

Ommax BuauMo na je PuUMaHOB TEH30D AHTUCUMETPUYAH y IOCIEIHa IBA
UHOEKCA:
ag - ag
R ppy — R pvp

Cama hemo kopucrehu HOpMAaJHE KOOPAWHATE HOKA3ATU jOII HEKE CUMETPU]je
PumanoBor tenzopa.

Teopema 9. Cnywmamnem undexca na Pumarnosom mensopy Ropu, = gor R oy
dobujamo objexam xoju nowmyje caedeha mephewa:

4 Ropuu = _Rapyu'
L Rap/u/ = _Rpap,y~
® Ropuw = Ruvep-

* Rofpu) =0
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Jloxas. PamuMo y HOpMaJHUM KOODIUHATAMA TIE je Ff;l, = 0. Taga Pumanos
TEH30P MOYKEMO Ma 3alUIIEMO KaO:

Ropu = gU/\(altPl/}p - 8VF;\tp)

1
= é(au(avgﬁp + 9o — 059up) — 0(OuGop + OpGuo — OsGup)) (B.10)

1
= Q(aﬂapgva — 0405 9vp — 0u0pgpuo + 0105 Gup)

I'me mpm mpesnacky y IOpyry JWHHA]Y KOPUCTUMO UWILEHUILY Oa je @Lg’\“ =0
y HOpMaJHUM KoopamHaTama. [IpBa Tpu TBpbewma mmy mako. 3a mocienmmhe
qyuTajJgal Mopa Ia MacHupa. [

Teopema 10. Pumarnos mernzop ucnymasa Buan%ujeeﬂ udenmumenm:
VixBopw =0

Jloxas. Omer KOPUCTUMO HOPMAJIHE KOOpAMHATE, 14 HAM je MPeTXOMTHA jel-
HaumHA gaTta Kao VR, = OzRopw vy Taurm p. Ilemankn Prvanos Ter3zop
nma o6k R = O + I'T, ma je OR = 0°T' + 'O raoe mocienmy YaaH OqyMUpe
y HOpMaJHUM KoopmuHaTaMma. Onasae mmamo camo OR = 0°T mro je:

1
a)\Rquu = §a>\(a,uapgm7 - auaogup - auapgua + ayaagup)

OmaBne aHTUCUMETPU3AIMjOM IO ATUM UHIEKCUMA 100UjaMo KebeHU Pe3y -
TaT. ]

b.3.5 PuuujeB u AjHmTAajHOB TE€H30D

Cama hemo ma ymo3Hamo joIn OBa TeH30pa Koja Ho0MjaMO pPas3sHUM UTPAHEM
ca PumanoBuM TeH30pOM.

Pumanos Terszop nma panr (1, 3), ma kKoEpTakimjoM MosxkeMo aa nobujemo (0, 2)
TEeH30p Koju HaszmBaMo PuuujeB TeH30p:

A
R,uu =R HAV

O oBOra MOKEMO [1a HATPABUMO (DYHKIU]Y PaJiHe BPEIHOCTU HA MHOTOCTPYKOCTH
KOjy jomn 3o0BeMO u PuumjeB ckaJsap:

R = gW RW

! JIynbu Buamku 610 je TO3HATH WTAJMjaHCKA MATEMATHYAD.
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Kopucrehu BuankujeB naeHTUTET MOKEMO A& M3BEIEMO jOII j€THO CBOjCTBO
Puunjes Ttenzopa:

V)\Ro'p;u/ + VUR)\,D;W + vao')\;w =0 X gu)\gpl/
— VFR,, + VR +V'Ryy =0

Onakie je:
1
VIR, = §V'/R
W3 oBe penanuje mokeMo na nepuHUIIEMO AjHIITAJHOB TEH30D:

1

G =Ry~ ;

Rg,.

Koju nmma ocobuHy na je koBapujaHTHO KOHCTAHTAH:

VI G,y =0
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]

Bepuapn Puman (1826 -
1866)

I'eopr ®punpux DBepuapn Pu-
Man poben je y DBpecenensy vy
Hemauxkoj. Buo je napyrm on
MIeCTOPO  Jele  MPOTECTAHIIKOT
vuauctpa. CBoje OCHOBHO 0Opa-
30Bame AOOWO je om ora, KacHUje
y3 nmomoh smokamHOor yumrespa. Ha
Yckpc 1840. mpecenuo ce KOI
Dake y XaHOBep Jna OU OTHUIIAO
va Jlunej. Kanma my je Gaka ywm-
pJyla HAKOH MABE TOAWHE IPECEeIno
ce y JluuepOypr m ynucao Joxa-
HeyM. DBwo je jako 3amHTEepecoBaH
3a MaTeMauKy, Ia My je IUPEK-
Top mkojae rocunommu Illmangyc
M03ajMUJBUBAO KEHBUTE O MaTeM-
atui u3 kojux 6mu Puman pamuo
U OUCKYyTOBAO Ca AUPEKTOPOM.

Ha mpoaehe 1846 ymucao je
darkynarer y Iletunreny rme je
Iovyeo mna CTyAWpa TEOJOTU]y U

¢umnomorujy. OBo je mpeTeRHO
ypaauo 300rT oma, Manga je Hac-
TaBuO ga mnoxaba mpenaBama
13 MaTeMaTuKe. Kacuuje, y3
oueB OJarocJioB, mpebdanuo ce Ha
CTyauje MaTeMaTuke. Y TO BpeMe
MaTeMaTuka y [eTuHreHy HuUje
Oua HEmTO HAPOYUTO Pa3BUjeHA,
na ce 1847. mpebamwo y Bepuus.
Ty je ynmoznao Jaxkobuja, IllTajn-
epa u lupuxiea kKoju Cy mMaan
BEJIMKUA YTUIA] HA IHera.

Y T'eTtmHreny ce c moBpaTKOM
Bebepa curyanuja moupaBuia,
ma ce 1849. wu Puman Bpatwmo.
IToxabao je meka mpenaBama u3
¢uzure, ¢unozoduje m obpaszo-
Bama. 1y je 1851. manmmcao cBOjy
OOKTOPCKY AWCEPTAaI]y Ha TEeMy
KOMIIJIEKCHUX (DyHKIH]a.

Hakon oBora, Puman je
nmoctao BebepoB acucTeHT EKana
je onp:Kao CBOJy IPBO IIpEeNaBame
Ha TeMy NaplujajHUX Jaudep-
EHIIjaJHUX JEeTHAYNHA W HHU-
XOBUM IpuMeHaMa y ¢pusunu. Buo
je jako cTupaH, ma je y TIHUC-
MUMa W3 TOI BpPeMeHa OTKPUBAO
nmoremrkohe Koje je mMao MOOK je
npenaBao. MMmao je HaBUKY na
pa3MuIba y BEIUKAM KOPaIAMa,
ma My je 6o mpoOJeM ma ce Mpu-
JIAaTOOV CBOM ayAUTOPUjYMY.

Osxenno ce 3. jyna 1862.
3a Eauz Kox ¢ kojom je mobuo
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hepry. Amm y jyny 1862 je mo-
01O TIeypUTUC OO KOT' Ce€ IPAaK-
TUYHO HUKAJa HUje ONOPaBUO IO
kpaja. IIpoBeo je mocnenme ro-
muae y Wranuju u y ['etunreny.
ITobuo je ¢mHAHCHjCKY IOAPIIKY
na ocrane y MHWrammju rape je

nmocehmBao mo3HATE MaTEMTUYADE
kao Ha mpuMmep Beruja, Kor je Beh
yno3uao y l'etunremy. Y jyHy
1866. obGaBmo je mocienme mwyTo-
Bame y jesepo Mabhope y Uranuju
roe je ympo 20. jyma 1866.



I1 KoBapujanTHe MakcBeJsioBe jen-
HaUYNHEe

Y oBoM moriaBy hemo ma Hamumemo MakcBesioBe jemHAUWHE y OOJIUKY
KOjU je HajBUIle KOMIATUOMIAH Ca HAIMUM 10 CAJa HAYYECHUM MATEMATUUKUM
amaparoMm. /[lo cama cMO HaBUKJIU HA MAKCBEJIOBE jeIHAUWHE y OBOM OOJIUKY:

v.E=" vxE+B g
€0 ot
OE
V-B=0 VXB—/JJ()GOE:/L()J

1.1 EJjgekTpoMarHeTHO IOJbE

Enexrpomarserso rejir (enrs. gauge) mome A, = (¢, A) MOKEMO Ia IJIeIaMo
KA0 KOMIIOHEHTe jenan-¢popme y Bpeme-mpocTopy RY. Hbera sammcyjemo kao:

A=A, (r)d"

Y3uMameM CIOJballlhel U3BoAa nobujaMo nsa Gopmy F = dA:

1
F = EFde“ Ndx” = =(0,A, — 0, A, )dx" N dx”

1
2
I'me cy xommnonente F), mare Kao:

0 —-Ey —Ey —Ej
E1 0 Bg _B2
e EQ —B3 0 B1

Es By —-B;y 0

Tarkobe hemo ma koucTpyumemo 'myasau’ TeH30p ¥ Ha ciemehu HAUMH:
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0 —By —By —DBj
1 B 0 E; —F
aapf — aByd — 1 3 2
U= Re= g B 0 E
Bs E, —FE; 0
leju mome HUje jemmHCTBEHO. 3a maTy GYHKIU]Y ¢ YBEK MOKEMO Oa Ta
TpaHCJIUpaMoO 3a Iejil TpaHchopMalujy:

A—= A+ dao — A, — A+ 0

(IL.1)

OBo He yTnue Ha jaumHy nossa F' — F +d(da) = F.

I1.2 MaxkcseJsioBoO mejcTBO

Y OBOM HOTJIaBJBY FKEJIUMO Ja 3aIUIIEeMO ejCTBO Koje penpoaykyje MakcBeaose
jemnaumue. HMcmocrtaBsba ce ma mejcTBO KOje 3ad0BOJbAaBa OBAj yCJIOB UMAa
IpeJien 1 jeTHOCTaBaH OOJINK:

S[A,] = —}l /d%; E,, F" (11.2)

Bapupajmo oo nejcrBo mocmarpamem A, — A, +0A, m xopucrumo nednn-
mjy F,, = 0,A, — 0, A,:

68 = —i / d*z 2 (0,64, —9,0A,) F*
= — / d*zF" 9,64,

= /d% (0, F"™)6A,

N3 oBora y3 ycaoB 65 = 0 nodbujamo MakcBenoBe jenHadmue y BaKyyMy:
0, F" =0

Tpeba marnacutu ga cy oBO caMo mBe on yetupu jemHaumue. OQcrase nse

0, F" =0 mobujamo mpu pamy ca rejil moTeHHujagIoM A,,.

Axro mmaMO HEKy UKCHY CTPYjy Y IpOCcTOpy JH MOKeMO ma MOIUUKYjeMO
IejCTBO:

1
S[A,] = /d4x (—ZF“”FW - A,J“) (I1.3)
Nctum nputynoMm mobujaMo jenHauuHe:

0, FH = J*
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