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1 VYBona

I'padoBe xKao Mozene oOjekata M Be3a Mel)y BHMa YeCTO MPEMO3HAJEeMO Y CBAaKOIHEBHOM
XHUBOTY. Mory na mpeicTaBe pa3JIMYuTe CUTYyallHje, a KOPHCTE Ce y pa3HuM objactuma o
MaTeMaTHKe JI0 COIHjallHe TIcuxooruje. Mpexa myreBa, oqHOCH Mel)y jbyuMa (TI03HAHCTBA,
NpUjaTeJbCTBA...), aJd M MHOTH JPYI'H IOJMOBM MOTY OHTH NpPEICTaBJbEHH Y3 IMOMON
rpadoBa. CtpykTypHe (hopMysie MOJIEKYNa y XeMHUjU U IIeMe EJICKTPUYHUX KOJIa Cy Camo
HEKH O] IPHMepa KaKo Cy OBU MaTeMaTHYKH 00JEKTH JIeH MPUKA3 PEaTHOT CBETA.

1.1 UcTopmujar

Kenur3oepmku moctoBu. [IpBu mpo0sieM U HBErOBO peEIlCHEe Koje NpeACcTaBiba MpeTeuy
Teopuje rpadoBa H3HECCHO j€ Y jeTHOM pay IBajiapckor maremarmdapa Jleonapaa Ojnepa
mox HasuBoM Cemam moctoBa Kenurzbepra koju je obOjaBibeH 1736. romune. Kpos
Kenurs6epr, nanammu KanmmmuHarpan nporude peka [lperen koja y caMmoM cpeaumitTy rpaja
o0ua3u oKo JiBa Benuka octpBa. Kako O ce peka mosesaia ca JICBOM U JCCHOM 00ajoM, aiu
u octpBa Mel)ycoOHO mpe MHOTO BeKOBa u3rpaljeHo je cejaMm MOCTOBa Kao Ha ciuiu 1.

Cnuka 1: Kenuesbepauwku mocmosu.

[Tpob6nem koju je 610 3aHUMJBMB MeIITaHuMa Jjom1ao je 10 Ojnepa jeAHOM KaJia je OH MOCETHO
oBaj rpa. [Tutame je Ouio na au je Moryhe KpeHyTH U3 OWIIO Koje Tauke Ha 00aiau u npohu
CBE€ MOCTOBE TaYHO JE€THOM.

Jleonapa Ojnep je mpeactaBuo odane kao YBOpoBe rpada, a MOCTOBE Kao TpaHe U J0Ka3ao J1a
Huje Moryhe obuhm cBe rpaHe TayHo jeqHOM. PemraBambeM OBOr Hau3IVIE[ jeTHOCTaBHOT
nmpobJyieMa 3amoueTa jé HOBa MaTeMaTWyka ANCIUIUIMHA, TeopHuja rpadoBa, a JI0Ka3 Ja je
Hemoryhe Hahu perieme y3uMa ce U Kao MPBH J0Ka3 U3 MaTeMaTH4Ke 00JacTH TOMOJIOTH]E.

IIpo6sem yeTupu 6oje. [IpoGiem yetupu Ooje TBpaM 1a je Moryhe cBaky reorpadcky KapTy
000juTH ca dyetupu 00je Tako Ja CBaka JpkaBa Oyae oOojeHa jeHOM oj OBHX 0oja, a aa
cycenHe apkaBe Oymy o0ojeHe pa3nuuuTuM O0ojama (Ioj CyCeIHUM TOoIpa3yMeBaMo JpKaBe
KOj€ UMa]y 3ajeTHUYKY TPaHUYHY JTHHHU]Y).

Jlyro je oBaj mpoOjemM OWO jemaH O] HAJIIO3HATHjUX HEPEIICHHX MpodiieMa W3 TeopHje
rpadoBa 3aTo MITO j€ 3aMHTEPECOBA0 MHOTE HAyYHMKE J1a TIOKYIIajy Aa ra jJokaxy. Kener
Anen u Bondranr Xeken cy 1976. roguHe y3 3HadajaHy moMoh padyHapa W TPETXOJTHE



TEOPHjCKE pe3yJiTaTe PelIIu MpoOJieM, OJHOCHO JOKa3aiu Ja je Moryhe o0OjuTH CBaky
KapTy Ha OMKCaHW HAa4YMH. 3aHUMJBUBO je J1a je Tajma yiaoxeHo oko 1200 gacoBa pauyHapcKor
BpemeHa. /[anac je Hem3BecHO na i je Moryhe jokazatu mpobiem detupu 0oje 6e3 ymorpede

pauyHapa.
1.2. I'padpoBu y MH(POPMALMOHUM TEXHOJIOTHjaMa

[yrn mame cy mpeacTaB/beHE I'paHamMa Koje O3Hauyapajy IyTeBE M YBOPOBHMA KOJH Cy Y
npeceKy cBaka JBa Iyta. Ha Taj HauMH CHCTEM 3a HaBHUTralljy KOPUCTH QTOPUTME 32
npoHana3ak Hajkpahux myTeBa u 00e30el)yje KOpUCHUKY HajONTHUMAIHU]Y PYTY.

Ipymrene mpexe ['padoBu mpeacTaBibajy U OCHOBY Ha KOjoj paje ApyliTBeHe mpaxe. Ha

®ejcOyKy cy KOPUCHHIIM, &JIA U TIOCTOBHU, MecTa u GoTorpaduje npencTaB/beHn pa3indyuTHM
BpCTaMa YBOPOBHMA, a Pa3HU OJHOCH M3Mel)y KOpHCHMKaA O]l TpHjaTesbCcTaBa A0 KOMEHTapa
Ha CJIMKaMa MpPEeJCTaBJbEHU Cy Pa3IMYUTHM T'paHaMa Koje Cy U caMe KOMIUIEKCHE CTPYKTYpe
y KojuMma ce uyBa MHOTO mH(popmanuja. Tako je Teopuja rpadoBa M OBJIe HEOMXOMHA (HIIP.
MOCTOjU allfOPUTaM KOjU MpPOHANa3M oco0e KOje Ce BEpOBAaTHO IMO3HAJy W Tpeuiaxe
MIpHjaTesbCTBA).

Caercka komyHukannona mpexka (world wide web ckpaheno www) moxe ce mpeacTaBuTH

TaKo INTO CTPAaHUIIE TPETUPAMO Kao YBOPOBE, a ycMepeHa IpaHa m3mby 4BopoBa U U V
MIOCTOJU aKO TOCTOjU JHMHK OJl cTpaHuie U a0 crpanune V. Panrupame BeO cTpaHuia
OPUIHKOM TIpeTpare Kopuct rpadoscke anroputme. [IperpaxuBambe BeO crpaHuia (SHIII.
Page rang algorithm) je anropuram Koju pa3maTpa KOJHKO je CTpaHHIA BaKHA Ha OCHOBY
JIMHKOBA OJI IPYTUX CTpaHUIla Ka 10j. Jlakie BaxxHU]je cTpaHulle 100H1jajy BUIIE TUHKOBA OJ1
npyrux ctpanuna. OBo HUj€ JeIUHU, Al j€ TPBU U HAJIIO3HATUJU AITOPUTaM KOjU KOPUCTU
mperpara Ha BeOy.

2 OCHOBHM NOjMOBH U MPeEACTAB/bak€ rpadoBa

2.1 OcHOBHU MOjMOBH U AepUHMLI]e

e TIpad je ypehen map G=(V,E) rae je V ckym uBopoBa mim TemeHa, a E ckym rpana wim
WBHIIA TIPU YEMY T'paHe MPEICTaBIbajy penaiuje namely gopona.

e [I'pad Moxxe OMTH OpjeHTHCAH U HEOpjeHTHUCAH. Y HEOpPJEeHTHCAHOM Tpady rpaHe cy
HeypelyeHu mapoBu yBopoBa (rpana (V->U) je ucto mro u rpana (U->V)). Y opjeHTHCaHOM
rpady rpane cy ypehenu mapoBu uBopoBa ((V->U) u (U->V) mpencTaBibajy pa3iHuuTe
rpaHe).

e Jloarpad G1 rpada G je rpad umju ckym 4BOpoOBa je MOACKYN CKyra yBopoBa rpada G u
YHUjU CKYII TpaHa je MOACKYN cKyna rpana rpada G.



Crenen uBopa y o3Haru d(V) je O6poj rpaHa cyceaHux 4Bopy V (OAHOCHO Opoj rpaHa Koje
Taj YBOP MOBE3Y]y Ca HEKUM JAPYTHM).

VY opjeHTHcaHuM TpadoBUMA PA3IUKYjeMO yJIa3HH M HM3JIa3HW CTEMCH. YJIa3HU CTEICH
YyBOpa V MpecTaB/ba Opoj TpaHa 3a Koje je V Kpaj, 0K je U3JIa3HU CTerneH Opoj rpaHa 3a
KOj€ je V IToYeTaK.

[Tyt je HU3 YBOpOBA V1,V ....,Vk TMOBe3aHUX rpaHaMa (Vi,V2), (V2,V3), ...,(Vk-1,Vk) TAKBUM J1a
CYy CBH YBOPOBH U CBE I'paHe Mel)yCOOHO pas3IHunTH.

[ukiyc je myT Ha KOME c€ IPBU U TOCJIEAHH YBOP MOKIIAIA]y.

Texuncku rpad je rpad Kox Kora je CBaKOj I'paHW NPUAPYKEH HEKH peajiaH Opoj,
OZHOCHO BPETHOCT.

Kommieran rpad je onaj ko kKojer uamel)y cBaka aBa 4Bopa MOCTOjH IpaHa.

[ToBe3an HeopjeHTHCaH rpad je oHaj y KoMe n3Melhy cBaka Ba 4BOpa MOCTOJH ITYT.
KoMITOHEHTOM MMOBE3aHOCTH HAa3WBaMO CKYIl YBOPOBA TaKBHX Jia 3a CBaKa JiBa 4yBOpa V U U
U3 CKyIa BakM Ja MOCTOJH MyT oA V 10 U.

Crabno je moBe3an rpad 0e3 nukiIyca.
Ocobune crabna:

-Ctabmo ca N yBopoBa uMa Ta4Ho N-1 rpany.
-U3mel)y Outo xoja aBa yBopa y ctabiy MOCTOjH JEJMHCTBEH MYT KOjU UX CIIaja.

lyma je rpad xoju ce cacToju oA BHILE cTabaja, TO JeCT CBaka KOMIIOHEHTa TOBE3aHOCTU
ryme je craoo.

Kopencko crabno je ycmepeHo cTabio ca jeAHUM TMOCEOHO W3IBOJEHUM YBOPOM
(kopeHOM) U cBe rpaHe Cy yCMepeHe 0] KOpeHa.

bunaptutau rpad je rpad uuju ce YBOPOBH MOTY MOAETUTH HA JIBAa JTUCjYHKTHA MOACKYIIa
Tako Ja y rpady mocroje camo rpaHe usmel)y uBopoBa u3 pa3iaMuuTUX MOACKYIOBA.

2.2 IlpeacraB/bame rpadona

I'pad moxxeMo mpeacTaBuTH Ha Bulie HaunHa. Onucahemo /1Ba HajlO3HATH]a.

Martpuua cyceacrBa. Hajuemha wMruieMeHTanuja TMoApa3syMeBa MAaTpHUIy CYCEICTBa

(moBe3aHOCTH). YKOJIMKO MMaMo N YBOpOBAa HyMEpHCAHUX 04 1 10 N y MaTpuIM ITUMEH3H]ja
N X n Ha noJey (i,J) Hamasu ce uHQOpMaIMja O MOCTOjaby rpaHe o YBopa I 1o uBopa j (1 ako
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nocroju rpana, uHaue 0). ¥V ciydajy TeXHHCKOT rpada y MaTpUIM CYCeICTBa MOXKEMO YyBaTH
1 MH(pOpPMaIUjy O TSKUHU IPaHE MM 03HAKY J1a HE TIOCTOjH.

Ha cnunu 2 cy npukasane MaTpHile Cyce/ICTBa y HEOPJEHTUCAHOM U OpjeHTHCAHOM Tpady.

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
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Cruxa 2: Mampuye cycedcmsea HeopjeHmMUCanoz2 u opjermucanoe epaga.

YouaBaMo Ja je y Cllydajy HEopjeHTHCaHWX rpadoBa Marpuiia CUMETPUYHA Y OJHOCY Ha
TJIaBHY JIMjaroHamy.

[pennoctn u mane. IlpemHoct oBoOr THma npeAcTaBibama rpada je Op3 mpucryn
nH(OpPMALMjU O TOBE3aHOCTH JBa 4BOpa, y cioxkeHoctd O(1), nok je cmabocT Benuka
Memopujcka cioxeroct, yak O(|V|?) koja 4MHE OBaj THI HpeACTaBIbarba HeeHUKAHHM Y
ciydajy rpadoBa ca BETUKUM OpojeM YBOpPOBa U PEIATUBHO MajuM OpOjeM rpaHa.

Jlucra cycencrBa. I'padh MojkeMO NpeCcTaBUTH HaOpajameM Cycea CBaKOT YBOpa, OJHOCHO
3a CBaKM YBOP MOXKEMO YyBaTH CaMO CIHCaK BEroBux cycena. Hajmakme ce mmmieMeHTHpa
kopuithemeM CTpyKType BekTop (Hmp. cTpykTypa vector STL C++). ITomro Ham 3a cBaku
yBOp Tpeba BekTop Kopuctuhemo HM3 BekTopa. Ha ciauum 3 mpukasane cy jJMcTe cycelcTBa
3a HEOPJeHTHUCAH U OpjeHTHUCaH rpad.

Ipennoct u wmane. IlpeaHocT OBOr THMA TMpeaCTaB/barba Tpada je Maia MeMOpHjcKa
coxernoct O(|V|+|E|), mok je mana mito y cnoxkenoctu O(d(v)) nmobujamo mHGOpMAIH]Y O
MoCTOjamy rpaHe usmel)y 1Ba uBopa.

Cruxa 3: Jlucme cyceocmea neopjenmucanoe u opjenmucanoe epaga.



3 AaroputMu nperpare rpaga

Yonumreno o mperpasu rpada. [Iperpara rpada npezacrasiba oOuIa3zak CBUX YBOPOBA TaKO
mTo ce kKpehemo rpanama rpada a ja MpuTOM CBaKd 4BOp obmheMo TauHo jeaHOM. UBOpOBE
o0mwia3uMo 1o ojapeh)eHOM mpaBuily y 3aBHCHOCTH OJl KOT' Pa3jHMKyjeMO BHIIE THIIOBa
nperpare. J[Ba OCHOBHa anroputMma 3a o0miasak rpada cy mperpara y IyOWHY | IpeTpara y
[IHPHHY.

3.1 IIperpara y ayouny (Depth first search)

Kao ckuiia 3a pazymeBame OBOT' aJIrOPUTMA MPETPare MOXKE MOCIYKUTH TPAKECHE U3j1a3a U3
naBupuHTa. Hampemyjemo gasbe ocraibajyhu Tpar cBe IOK ©UMaMo TJe Jia ce kpehemo, a oHna
ce Bpahamo Hazaj.

Ogaj Tun obmnacka kpehe o mojaazHor YBOpa V, KOpeHa mperpare y 1yOuHy, obenexana 11a je
noceheH 1 3a mwera no3uBa GyHKIH]jy 3a oOuinazak. Y QyHKIUjU 32 00MIIa3aK MPOU3BOJEHO CEe
Oupa jegaH o YBOpOBA CYCEAHMX ca V Koju jorn HHje mocehen pemmmo U. UBop U ce mabe
Mapkupa kao moceheH M 3a mera ce peKyp3uBHO mo3uBa (yHKIMja 3a obmmazak. [lo
M3BpIICHY TOT IMO3MBa YKOJIUKO MOCTOjU jOII HEKH HeroceheH 4Bop moBe3aH ca V 3a mera ce
MMOHABJba HABEACHHM MOCTYIIAK, CBE JOK CBU Ccycenu uBopa V Hucy nocehenu. Ha kpajy, HakoH
CBUX PEKyp3UBHHX TMo3uBa TmoceheHa je 1ena jeaHa KOMIIOHEHTa TOBE3aHOCTH.
Obunackom y nyOuHy moBe3aHor rpada ca N yBopoBa Jgo0Hja ce cTaldlo Koje Ha3WBaMoO
JADC-cTabno Koje uMa 3HauajHy MPUMEHY Yy Pa3HHM aJlTOPUTMUMA U 3aaanuma. Ha ciuim 4
nart je rpad ca merouM JJDC-cTabioM 1 03HaYeHUM peAocieIoM nocehnBama YBOpOBa.

KOpeH
J&C nperpare

Cnuxa 4: I'pagh u wezoso JJDC cmabino.

Peanuzanmja. Ilperpara y nyOuHy je HO HpUPOAM pEeKyp3uBaH Ipolec ma hemo oBie
00jaCHUTH TaKBy HMIUIEMEHTAlMjy, alId je TOTPeOHO HAMOMEHYTH Ja IOCTOjU U
HEpEeKyp3MBHA Bep3Hja OBOT AJITOPUTMA.

ITpBo ce mona3uu uBOp obenexapa kao nocehen, u ctaBsba Ha cTek. Jlajbe, CBE JIOK CE CTEK HE
WCIIpa3HU paau ce jeAHa oj cienehe nBe akiuje:

-YKOJIMKO YBOP KOjU TPEHYTHO aHAIM3MpaMo MMa HemoceheHux cycesa jenan ol bux
ce Mapkupa kao nocehen u ybairyje y cTek.
-YKOJIUKO Cy CBU CyCeaM YBOpa roceheHu OH ce CKHJa ca CTeKa.



Kanma ce crex ucmpa3Hu 3HauM J1a HE TOCTOjU BUIIE HHUjeaH HermoceheH 4YBOp y 1aroj
KOMITOHEHTH [MOBE3aHOCTH U aJTOPUTaM CE 3aBplIaBa.

Cioxkenoct. YBuhamo Ja cBaKy rpaHy Hperjieaamo JBa MmyTa, 1o jeJHoM ca oba kpaja. Heka
je d(u) o3Haka 3a crerneH yBopa U. YKYITHO BpeMe 3a CBE MTO3UBE je:

Y o+d)=00) (1+dw)=00) 1+ ) dw)=0(V|+2IED = 0(V|+|El)

uev uev uev Uuev

Jakne Bpemencka ciokenoct JI®C anroputma je O(|V]|+|E|). Memopujcka ciaoxenoct je (y
cilydajy uyBama rpada y3 momoh jaucre cyceactsa) takohe O(|V]+|E]).

IIpumena

[Ipumepl. Hahu koMrioneHTe moBE3HOCTH AaTor rpada.

3amatak pemaBamo BumiecTpykuMm mnosuBameMm JIPC ¢ynkuuje. Pemom mposazumo cBe
yBopoBe o1 1 10 N u cBaku myT Kajaa Hamhemo Ha jorr HenoceheH uBop 3amounmemo JDC
obOuiazak. YouaBaMmo Jia CKyIn YBOpPOBA KOje HA Ta] HAYMH ITOCETUMO CBAKUM OOHMIIACKOM
MPEJCTaBIba 10 jeIHY KOMIIOHEHTY ITOBE3aHOCTH.

[pumep2. [Iponahu muxiryc y rpady, YKOIHMKO MOCTOJH WM AETEKTOBATH J1a HE MTOCTOjH.

VYkonuko y rpady nmoctoju nukiayc on he 6utu orkpuseH kaaa y JJOC obunacky Hanhemo Ha
rpaHy Koja BOJH OJ1 YBOpa V KOjU TPEHYTHO aHAIU3UpaMo 10 Hekor Beh mocehenor uBopa U
(pa3nmuuuTor O] YBOpa KOJU je poauTesb 4BOpYy V y Adc-cTadily). YKOIHMKO KEIUMO Ja
WCIIUIIIEMO PEJIOM YBOPOBE KOJU YMHE IHMKIYC MOpaMO c€ BpaTUTU yHaszaa kpehyhu ce
(mpexo poauTesba) o1 YBopa V 10 uBopa U.

pumep 3. cniuraty na i je natu rpad OMnmapTUTHBAH.

[Toncerumo ce na je rpa¢ OUnapTUTUBAH YKOJUKO je Moryhe MmoAenuTy cKyl YBOpoBa y /iBa
MOJICKYIIa Tako Jla CBaka IpaHa CIaja YBOPOBE M3 PA3IUUUTHX IIOJACKYNOBA. Y TOYETKY
noTpeOHO je /a MPOW3BOJGHU TIOJNA3HW YBOP O3HAUYMMO Kao TMPHITAJHHKA MPBOT IOJICKYTIA.
Jla;be obuiiackoM y TyOMHY CBaKM HOBH UBOp U yOallyjeMo y OHaj CKyH U3 KOT HHj€ YBOp V U3
KOT' ce mo3uBa obmiasak 3a U. ['pad Huje OUmaTpuTHBaH ako y HEKOM TPEHYTKY Hauhemo Ha
rpaHy Koja MoBe3yje /Ba YBOpa U3 UCTOT MOJICKYIIA, Y COIPOTHOM je OMMapTUTHBAH.



3.2 IIperpara y mmpuny (Breadth first search)

[IperparoM y mmpuHy oOmiaazumMo rpad HMBO MO HHBO, TO jeCT NMPBO CE€ OOMIIa3e YBOPOBHU
KOjH Cy HajONMDKM TOJIa3HOM YBOPY, 3aTUM HUMa Hajommwku... [lonazehu ox jemHor yBopa
HajIpe OOMJIa3MMO CBE HHETOBE JUPEKTHE Cycele KOjH joll HUCY moceheHu, a HaKOH Tora
HacTaB/baMO OJ THUX cycela obmia3ak Ha ucth HauuH. Ha ciaunum 5 natu cy HuBou bBOC
nperpare rpaga.

IMOJIa3HU

Pepnocnep yb6anueamwa ysopoeay pen: 1,4, 6,5,7, 8, 3, 2.

Cruxa 5: Husou b®C npempace epaga.

Peanuzanuja. 3a pa3nuky o obuiacka rpada y nyouny bOC anropuram HHje 1O TPUPOIU
PEKyp3UBaH, U YKPaTKO Ce OMuUCyje ciaenehuM Kopanuma:

1. IlounmemMo mpeTpary u3 Mojla3HOT YBOpa KOjU obernexkaBamMo Kao moceheH U CTaBbaMo Y
pen.

2. V3bamyjeMo MpBH 4YBOp W3 peAa, MPOJIa3UMO KPO3 CBE HEroBe Cycelie KOjU JOII HUCY
noceheHu, 3aTUM UX MapKUpaMmo Kao nocehene u 1oajeMo ux y pefl.

3. [lonaBspamo KOpak 2 cBe JAOK ce peJl He UCTIPa3HHU.

Konauno kaja je pen mpasaH TO 3Haud Ja Cy CBHU YBOPOBHM (10 Kojux je moryhe nohwu
MOJIACKOM U3 TOYETHOT YBOpa) oOuheHw W anroputaMm ce 3aBpiiaBa. Hamomenumo na
OIMCaHHM MPOIEC KOPUCTH CTPYKTYPY MoJaTaka Koja ce 30Be pea (cTpykrypa queue STL C++)
aJly J]a ce Ha CIIMYaH HaYWH MOXKE UMIUIEMEHTUPATH U Y3 KOpHUIIhemhe HH13a.

Craoxenoct. Bpemencka u Memopujcka cioskeHocT (cimmuHo kao kox JJPC amroputMma) cy
O(IVI+IED.

[Ipumena

[Ipumep 1. 3a natu rpad morpedHO je mpoHahm koIMKO je Hajkpahe pacrojame (oapeheno
OpojeM rpana) u3melyy uBoposa Vv u U.

3amarak pemaBamo bOC obunackoM rpada ca MOYETHUM YBOPOM V M IMPUTOM Yy TOMOhHOM
HU3y TPaTUMO pacTojarkbe M3Mely 4Bopa V M 4YBOpa KOJjU TPEHYTHO aHaimu3upamo. Kana
HanlemMo Ha YBOp U MOKEMO 00YCTaBUTH MPETPary U UCMUCATH TPAXKEHO PacTOjame.



4 TomnoJ0mKo cCopTHUpame

[IpeTnocTaBUMO Jja OCTOjH HEKH CKYII [TOCIIOBA KOje Tpeba 3aBpLIMTH TaKaB [ jeIHH 3aBUCE
OJl IPYTHX, OJHOCHO Jia HEKEe IIOCJIOBE MOXEMO Ja 3alloYHeMO TEK Kaja 3aBpIIUMO HEKe
apyre. [TotpebHo je mpoHahu TakaB pegocien KojuM hemo pajuTH MOCIOBE TaKo Jia 32 CBAKU
10Ca0 BaXKM Jla je 3alo4yeT TEK Kaja Cy CBH IOCIOBU OJ KOjUX OH 3aBHUCH 3aBPIICHH.
Hanaxeme Tor pemociena HasMBa Ce TOIOJOIIKO COPTHpame rpada y KOME CBAKH YBOP
IpeJCTaBjba jeJaH I0Cao, a yCMepeHa rpaHa o V Ka U 3Hauu Ja je 10cao IpelCTaBbEeH
4BOpPOM U Moryhe pauT TeK HaKOH 3aBPLICHOT I10CJIa KOjH je TPEICTaBIbeH ca V.

[IpBo motpebHO je Hahu ycioBe kama rpad MMa TOMOJOMIKH pemocien. JacHo je ma je
HEOITXOJaH YCIIOB Ja Tpad He caapku HuKIyce (y CYIPOTHOM MOCIOBE KOjU YMHE IHKITYC
HUKaJ He Ou 6uno moryhe ypaguth). [Tokaxumo cienehy nemy.

Jlema. YcMmepeH anukindad rpad yBeK MMa 4BOp ca YJIa3HUM CTETIEHOM HyJIa.

Jloka3. IlpermoctaBUMO CympoTHO, Ja CBH YBOPOBH Yy MPOM3BOJBHOM YCMEPEHOM
AIMKJIIMYHOM Tpady mmajy ynazHu crerneH Behu wiu jennak 1. Tama OumcMo yBeKk MOriu jaa
UIEMO Jajbe ,,yHa3an  (KpeTame CYNMPOTHO OJf cMepa y KOMe Cy IpaHe) W TOImTo je Opoj
YBOpOBa y rpad)y KOHauaH y HEKOM TPEHYTKY OMCMO (OBaKBHHM IPOJIACKOM) JIOIUIH y HEKH
oIl YBOpoBa Koju cMo Beh mponutu. To 6u 3Haymio ga y rpady MocToju MUKIYC MITO je y
KOHTPAJAMKIIM]JU ca YCIOBOM JIa je MOCMAaTpaHu rpad aluKkiInyaH.

Jlajbe MO>KeMO ToKa3aTH MHAYKIMjOM 0 Opojy YBOpOBa Ja je CBAaKM allMKIMYaH YCMEpEeH
rpa¢ moryhe TONOJIOIIKH COPTUPATH.

[Toctoje nBa OCHOBHA HauMHa Kako Hahu TOMOJIOLIKH pelociie]] YBOpoBa rpada.

4.1 KanoB anropuram
Ogaj anroputam npsu je onucao Aptyp Kan 1962. roguse.
Peanuzanuja. Heka je nat ycmepeH anukinyan rpag.

1. M3pauyHamo yna3HH CTENEH 3a CBe 4BOpoBe y rpady (y Huzy US[] uyBamo yna3Hu
CTEIIeH 3a CBE YBOPOBE rpada) u ydanumo y pe cBe YBOpOBe ca yina3HuM crereHoM 0.

2. H3zbamyjemo 4BOp M3 pela, a 3aTUM CBUM HETOBUM CyCeluMa CMambyjeMO YIa3HU
crerneH 3a 1 vy pent ce ynucyjy OHM YBOPOBH KOjUMa yia3HHU cTereH noctaje 0.

3. TlonoBsba ce kopak 1 cBe 10K ce pel] He UCTIpa3HH.

Tomnonomku penocnen rpada je peaocnes yoanuBama YBOPOBA Y Pel.

Younmo ga 3a Heke TrpadoBe TOMOJOIIKK PEIOCNe]l HH]e JEIWHCTBEH, W TaJa 3aBUCH O]I
penocnena ybanuBamba YBOpOBa y pel Y TPEHYTKY Kaja TOCTOjU BHIIE YBOPOBA YJIa3HOT
crereHa Hyna. Takohe, Ha OBaj HAYMH MOXKEMO Jla OTKpPHjeMO Ja rpad Hema TOIOJIOIIKU
penocnen (YKOJIMKO Ha MOYETKY HUj€ CUTYpHO J1a JIM je AT allMKIu4aH rpad), U TO TaKO HITO
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HaKOH 3aBpIIETKa aJiropuTMa, y TOM CiIy4ajy, mocrojahe 4BOpOBH KOjU HHMKAJ HHUCY OWIH
ynucanu y pea. Ha ciunm 6 aar je Kanos anropuram y kopanuma.

Tononomxku pegocaen yeopoearpadaije4,7,2,8,6,5,1, 3.

Cnuka 6: Kanos ancopumam 3a monoiowko copmuparse epaga.

Caoxenoct. Cnoxenoct je O(|V|+|E|) jep ce cBaku uBOp jeHOM y0aIyje U jeTHOM H30aIryje
W3 pefia, v oIl ce CBaka rpaHa mpoJjia3u 1o jeJHOM Kaja ce YBOp u3dallyje u3 pena u taja ce
CMambyje CTETeH CBUM HETOBUM CyCeInMa.

4.2 Anropurtam 3acHoBaH Ha [I®PC-y

Jlpyry Ha4MH MPeCTaBJba JOII jeAHY MPUMEHY Beh onucaHor anropuTMa mnperpare y 1yOouHy.
VYkpatko, nokpehemo obunazak y AyOMHY M3 HPOHM3BOJHHOT YBOpa M YIHUCYJEMO Yy HU3
YBOpOBE 10 penocieny 3aBpuiaBama. HamoMeHumo na je moTpeOHO MO3BaTH BUILE ITyTa
JADC-pyHkujy jep HE MOpajy CBU YBOPOBHU Ja OyAy ymucaHH IpPBH IyT 300r TOra IUTO je
rpad ycMepeH. Kaga ce cBM YBOPOBH yNHMINY Y HU3 TPAXEHHU pelociel jeé OOpHYT OJ OHOT
KOJUM Cy JJaTH YBOPOBU Y HU3Y.

Croxenoct. CJI0KEHOCT OBOT Ha4WHA aKo rpad MaMTHMO Kao JIMCTYy CYCEeICTBa  je
O(|V|+|E]), 360r Beh omucane cnokenoctu JJPC anropurMma.
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S5 AJITOPUTMH 32 HAJIa’KeH-€ MUHUMAJIHOT noBe3yjyher
cradJia

MunuManHo mose3yjyhe crabmo (Minimum cost spanning tree) neduHwuIne ce Ha TOBE3aHOM
TEXHHCKOM Tpady u TO je OmiIo koje ctabio koje je moarpad aaror rpada ca MUHUMATHUM
Moryhum yKyrmHuM 30UpOM TpaHa.

PazmoTpumo Ba anroputMa 3a MpoHaza3ak MUHUMAJIHOT TIOKpUBajyher crabma.
5.1 llpum-JapHUKOB aJropuTam

Yewmku marematudap Bojrex Japuuk je 1930. ronuHe cMUCIINO OBaj alirOpUTaM, a KacHHUje Cy
70 Wera HezaBucHO Jouutd U uHpopmatuuapu Pobept [Ipum u Encrep lajkctpa. Hajuemthe
ce Ha3uBa [IpuMoB anroputam.

Cnenehum moctynkoMm no0uja ce MHHMMAIHO MoBe3yjyhe cTabimo moBe3aHOT TEKHUHCKOT
rpada. HamomMeHnMo f1a ce Ha clM4aH Ha4YMH J0JIa3u 10 MUHUMAITHE TTOKpUBajyhe myme Tako
IITO CE ONMCAHU aJITOPUTaM ITOHOBH 33 CBAKY KOMIIOHEHTY TIOBE3aHOCTH.

Omnmuc:
1. bupa ce npou3BoJbaH YBOP Vi.
2.011 cBUX TpaHa Koje Toja3e U3 4Bopa Vi Oupa ce oHa Koja MMa HajMamby TeKHUHY.

3.AKo0 cy Jtocaa n3abpaHu YBOPOBH V1,Vy,....,Vk+1 ¥ TPaHE €1,€;....ex OHJIa CE HOBA IpaHa €y+1
KOja cllaja 4YBOpoBe Vi M Vj Oupa Ha cneaehm HaumH: Vi mpunana ckymy {Vi,Va....Vik+1} , @ Vj He
npumnazaa cKymy {Vi,Vy, ...., Vk+1} B €x+1 j€ MUHUMAJIHE TE)KUHE OJT CBUX TAKBUX I'paHa.

4.Yxkomuko je n3abpaHo N-1 rpaHa aaropurtam je 3aBpIlicH, y CYIIPOTHOM MTOHABJbA CE€ KOPaK 3.

Ha cnouuum 7 je npukasaH npuMmep Hajlakelkha MUHUMAIHOT NOKpuBajyher crabna IIpumoBum
QITOPUMOM y KOpaluma.

Peanmzanmja. 3a mumruieMmeHraimjy kopuctuhemo mnpuoputetHu pex (priority queue STL
C++), a Moryhe je KOPHCTUTHU U APYTy CTYKTYpY IoJaTaka CIMYHUX OCOOMHA Ha TIPUMED XHII.
Y OpUOpUTETHOM peay Hajlaze ce IpaHe TakBe Ja MM je jelaH Kpaj y CKyly H3abpaHux
4yBOpoBa, mnopehaHe Tako Aa Ha BpXy Oyle rpaHa HajMame TexuHe. Ha moderky hemo
yOaIuTH CBE TpaHe ca JeIHUM KpajeM y MpBoM u3adpaHoM 4Bopy. OcuM Tora y IOAaTHOM
Hu3y jgoruukor tumna (bool) uysahemo o3naky na im je oapelenu uBop Beh u3abpaH win HUje.
Penom hemo pasmarparu rpany 1o rpaHy ca Bpxa MPHOPUTETHOT pefia, U YKOIUKO UCITYHhaBa
yciaoBe Kopaka 3 jolaBaTH 4YBOp KOjU joIl HHje y u3aOpaHoMm ckymy. OmucaHu HH3 je
notpeban jep y mehyBpeMeny o0a uBopa (KpajeBH pazMaTpaHe TpaHe) MOTy OUTH u3abpaHw.
VY toMm ciydajy camo n30airyjeMo rpaHy U3 IpUOPUTETHOT peia U HaCTaBbaMo IPOLIEC.
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Cnuxa T: Ilpumog aneopumam 3a HaIadICere MUHUMATHOZ nOKpueajyhiec cmabna.

JloKa3 KOPEKTHOCTH.

Heka je nmar TexxuHcku mose3aH rpadp G ca n uBopoBa u 7T rpad moOujeH omMcaHUM
MOCTYNKOM. Y CBakoOM KOpaky ajropuTMa Jojaje ce IpaHa 4Ydju jelaH Kpaj Npumajaa
noarpady (rpady xoju unHe u3zabpaHe rpaHe U YBOPOBHU), a IPYTHU HE, 11a HA Ta] HAUUH HUKAJ
HE MOKEMO JTIOOUTH LUKIYC.Y CBaKOM TPeHYTKY HoArpad je rmomesaH, a caMMM THM M Kajaa
caJp>Ku CBUX N yBopoBa. Jlakie nqoOujeHu rpad je moBe3aH U HE CAAPKU IUKIYC. TuMe cMo
nokasanu 1a je rpad mooujen y [lpumoBom anroputmy ctabdiio.

JHokaxxumo n1a je T MuHMManHO noBe3yjyhe crado.

Heka je P cneneha mpernocraBka: Ako je F moxarpad noOujeH y OMIIO KOM CTaaujymy
aJIrOpUTMA OHJIAa TMOCTOJU HEKO MUHMMAIHO MOKpHBajyhe ctabio nenor rpada G xoje caapxu
F.

Jloka)kuMO MHIYKIIMjOM J1a Baxu P.

basza: TlpernoctaBka P je Tayna Ha modeTky jep je Taaa F camo jemaH 4Bop, ma MOCTOJU
MUHHMAJIHO TIOKpHBajyhe cTabio jep CBakW IMOBE3aH TEKHHCKH Tpad HMMa MHUHHUMAIHO
nokpusajyhe crabo.

Hnoykmuena xunomesa: TlpernocraBumo ga P Baku HakoH K Kopaka, OJHOCHO Kama F
campku K rpana. Jlakie 3a moarpad F mocroju Heko MUHHUMAaIHO MOKpuBajyhe crabimo S,
takBo 1ga je F moarpad rpada S. Jloxkaxkwmmo ga P Baxkm HakoH K+1 xopaxa.
Hexka je nakon K kopaka no6ujen moarpad F u e rpana uzabpana y nocieamem K+1 kopaky.
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AKo S caapu €, OHJIa BaXKH INpeTnocTaBka P, jep 300r mHAyKTUBHE XHUIIOTE3€ S caapxku F,
nakie S canapxku F+e. Ako F He campxku e, onma y rpady S+e mocroju mukiyc. (S je
MUHUMAJTHO TTOKpuBajyhe ctabno ma caapxu N-1 rpany, S+e caapxu N rpaHa, a moBe3aH rpad
ca N YBOpOBa M N TpaHa Caap XM IUKIyC). Jeaan Kpaj rpaHe € npunazaa F, apyru He npunana,
OJIaKJie 3aKJbYTYjeMO JIa y TOM IHMKIYCY MTOCTOjH jOIII jeJIHa TpaHa YHjH jeJiaH Kpaj npunana F,
a npyru He npunaga. Odenexxumo je ca e€l. I'pana €l He Moxe UMaTH Mawmby BPEIHOCT O €
(Tama Ou Owmna w3abpaHa paHuje y aITOPUTMY), @ HE MOKe OUTH HU Beha oJ1 e jep Tana S He Ou
OWI0 MHUHMMAJIHO TIOKpuBajyhe crabmo. 3akspydyjeMo nga S+e-el jecte MHUHHMMAIIHO
nokpuBajyhe cTabiio oj1akiie ciaeau 1a MoCcTOju MUHUMAITHO TTOKpHBajyhe ¢Tabio Koje caapxu
F+e na u y oBoMm ciyuajy Baxu P.

WuaykiujoM cMo oKa3aliv Ja MPEeTnocTaBka P BayKu y CBaKOM CTajujymy, Ma BaXKU U HaKOH
mrTo ce u3abepe N-1 rpana, mrto 3Hauu Aa je rpad nodujen [IpuMoBUM alrOPUTMOM 3amCTa
MUHHMAaJHO TTOKpHUBajyhe ctado 3amaror rpada G.

CraoxeHocT. Y cilydajy MpelcTaBibarba rpada MaTpUIIOM CYCEJICTBA M JIMHEApHE TpeTpare
KaJa ce J10/1aje HOBU YBOP CBEYKYIHA CIIOXKEHOCT je O(|V|2). 3a cmydaj kajga je rpad
MPEJCTaBJbEH JIMCTOM CYCYCE/ICTBA, a KOPUCTH c€ OWHApHH XHII CIOXEHOCT je
O((|V|+|E|)log|E]). Axo xopucTuMo duboOHauMjeB XHIT Tajga ce 1o0Hja Haj0OJba CIOKEHOCT
O([E[+[V[log|V]).

5.2 CTpyKTypa IMCjYHKTHHX CKYIOBa

IIpe Hero mrTo mpehemo Ha ommc KpyckamoBor anropurMa MNOTpeOHO j€ Ja YIO3HAMO
CTPYKTYpy Koja he uyBatu nH(popmanujy o NpumnagIHoOCTH YBopa oapeheHoM ckymy.

Crpykrypa aucjyHKTHHX ckymoBa (disjoint set data structure) je kopucHa TexHHKa Koja ce
MpuMemYyje He caMO y TpadoBCKUM mpolOiieMrma, Beh M y MHOTUM JIpyTUM oOJiacTuma M
3aJallMMa M3 QIrOpUTMHUKE, 3aTo heMo je o00jacHUTH YONIUTEHO, a KacHuje he OutH
o0jammeHa npuMeHa y KpyckainoBom aropurmy.

[IpobneMm koju ce mocTaBiba je crneaehu:

ITocmaTpa ce cKym KOju C€ €acTOju O] BWIIE IUCJYHKTHHUX JIeJI0OBA OJHOCHO TOJICKYITOBa
TaKBHX JIa j¢ MMPECeK CBaKa JBa IOJCKYIIa Ipa3aH CKYII.

[TotpebHo je  oOe3bemutu  edukacHO  W3BpIIABamkEe JBa  THUIA  OIMeEpaluja:
1. nadji(x)- mpoHamasm ce TOACKYN KOjeM TIpUMajga KOHKPETHH EJIEMEHT X
2. Spoj(x,y)- objenumbyje 1Ba MOJACKYIA 3a/aTa ca 1Mo jeHUM EIIEMEHTOM, TPBU ca X, a IPyru
cay.

Peanuzanmja. IlpeactaBUMO CBaku e€leMEHT jeAHUM 4BOpoM. CBakM OJ] OBUX IOJCKYIOBa
npencrasibahe 1Mo jeAHO ycMepeHo KopeHCKo ctabno. Kopen Tor crabna 6uhe mpencTtaBHUK
oarosapajyher moackymna. 3a CBakd YBOp UyBa C€ HETOB POJUTESb y Tako ypeheHom cradimy
WM O3HAKa J1a je caM YBOp KOPEH TO JECT MPEJICTABHUK MOJICKYIIA.
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nadji(x) - Kama je morpebHO Hahu MOACKYN KOjeM IpuUIaga KOHKPETaH CIEMEHT HJIE Ce
yHa3a]] MPeKo POUTEIha CBE 0 KOpeHa crablia OJHOCHO MPEICTABHUKA TPAXKECHOT MMOCKYIIA.
Nmmnementupa ce y3 moMoh pexyp3uBHE QyHKIIH]E.

spoj(X,y) - Ako je mOTpeOHO CIOjUTH ABa IMOJCKYIAa HAa IOYETKY ce Mopajy Hahu HHXOBH
MIPEJICTABHUIIM, & 3aTUM CE 32 POJUTEIhA JETHOT OJ] [Ba MPEJACTABHHUKA MOCTAaBJba APYTH KOJU
MOCTaje KOPEH HOBOHACTAJOr cTablia y KOMe Cy caJa CBH YBOPOBH W3 00a MOJCKYIA.

Cnajame 1o panry. YodaBaMo Jla HHje CBEjeHO KOju he o aBa MpeiacTaBHUKA OUTH HOBH
KOpEH jep ce He 00ujajy uaeHTuYHa cTabia, a moTpeOHo je na qo0ujeHa crtadiia uMajy IITo
Mamy ayouHy 300r edukacHOr w3BpInaBama onepandje nadji. Haume mro je Beha mybuna
ctabmna To je BpeMe MoTpeOHO 3a oapehuBame KojeM MOJCKYIy Mpunaaa eneMenT Behe. Jenna
BpCTa ONTHUMHU3AIM]e KOpUCTH MH(opMmanujy o nyouHu crabna (3a cBaku 4yBop y Huzy h[]
qyBaMO pacTojame 10 HajylnesbeHHjer moToMka). Kama cmajaMo CKymoBe 3a KOpeH ce
MOCTaBJ/ha OHA] YBOP KOju mMa Behy makcuManHy nyOWHY W Ha Taj Ha4yWH ce JTyOHMHA
HOBOHACTAJOT cTabya He moBehaBa ocHM aKo je BpeIHOCT HajyAa/beHHjer MOTOMKA jeTHaKa 3a
o0a crabmna.

CaxxnMarbe 1yTa. JoIl jeHa KOpHCHA ONTHMH3alMja je CaKMMame IyTa CBakKd IyT Kajaa Ce
no3uBa (ynkuuja nadji(x). Taga ce 3a poauTesba OHOT YBOpA 3a KOjU c€ Tpaxu KopeH (X)
MocTaBJba caM KopeH. Ha Taj Hauun ce ckpahyje myT 10 kopeHa cBux Oyayhux mosusa 3a oHe
YBOPOBE KOjH CY TIOTOMIIH TPAKEHOT YBOPa X.

Cnoxenoct. Pobept Tapjan mpBu je 10Ka3ao Ja je C€ CIOXKEHOCT OBE MeTojne (3a jenHy
oreparijy) ca CBUM omucaHuM ontumusanujama O(a(n)) rae je a(n) uHBEp3 AKepMaHOBE
(GyHKHUIMje KOja pacTe BEoMa CIIOpo, I1a C€ MOKE Y3€TH [1a j€ CJI0KEHOCT KOHCTAaHTa 3a CBaKy
orepauujy.

Ipumep 1. Omnmcan MeToA nAaje OpYrM HAuMH 3a MpOHAaXeme Opoja KOMIIOHEHTH
MOBE3aHOCTH, Ka0o B Opoja 1mukiyca y rpady, a Takohe ce KOPUCTH Y MHOTUM TIpoOIeMuMa y
KOJHMa ce He KopHcTe rpadoBu.

Jamme hemo onucaru kako ce Kopuctu y KpyckanoBom alroputmy.
5.3 KpyckaJjioB ajaropuram

[To3ed Kpyckan je TBopalr oBor anroputma koju je 1956. ronune o0jaBibeH y jeAHOM
HETOBOM pafy.

3a pasmuky ojn [lpumoBor anroputma, KpyckanoB anropuraM Haja3d MUHUMAIHY
nokpuBajyhy mymy rpada yKoJIHKO je OH HEMOBE3aH, OJHOCHO CTadJIO y CIIy4ajy IMOBE3aHOT

rpada.

OBaj anropuram CBpCTaBa ce y MOXJICIHE alITOPUTME, Jep OH Y CBAKOM KOpakKy J07aje TpaHy
MUHHUMAJIHE TeXUHE, ajIi TaKBY Ja T00HjeHH rpad HeMa IHKITyca.
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Ormuc:

1. Heka cBaku 4BOp y IMOYETKY MPECTaBIbA 3ac€OHO cTabm0. O3HAUMMO CBAKU YBOP Kao
Mpe/IcCTaBHUKA cTablia Koje caapku camo mwera. Ckym rpana E1 je y moderky mpaszan
CKYII.

2. Coprupamo rpase pactyhu mo Te:KuHH.

3. Kpehemo ce o coptupanom Hu3y rpaHa. AKo rpaHa Kojy TPEHYTHO ITOCMaTPaMo
(u3mehy uBOpoBa V 1 U) MOBE3yje JBa pa3IMunTa MoACTadia 10/1ajeMO je y CKYII
rpana E1, a crrajamo nojacrabia oapelheHa uBopoBuMa V U U, y CYIIPOTHOM j€
UTHOPUIIEMO U HACTaBJhaMo JiaJbe.

4. TlonaBibamo KOpak 3 cBe 0K He u3adbepemo N-1 rpany.

Ckymn rpana E] v cBUX 4BOpOBa y rpady MpeIcTaBiba TPAKEHY MUHUMATHY
nose3yjyhy mrymy.

Nopgaje ce rpana 1-6.

JHopaje ce rpana 2-3. Jlonaje ce rpaHa 2-6.

Cnuka 8: Kpyckanoe aneopumam 3a Haiaxcere MUHUMAIHo2 nokpusajyhes cmabna.

Peanmzanuja. Y mo4eTky cBaku YBOpP IMpeNCTaB/ha KOPEH CBOT cTadiia, OTHOCHO BAKH 1A je
3a cBaku uBop rpada roditelj[v]=v. /lasbe ce kpehemo mo coptupaHoM HH3y TpaHa. 3a
MPOBEpY Jia JIU CYy YBOPOBH y HMCTOM TMOACTA0Ny, Kao U CrHajamke MOTPeOHO je KOPUCTUTH
CTPYKTYpY pa3[BOjEeHUX CKYIOBa IJe CMO JAETaJbHO 00jaCHWIM MMILJIEMEHTAIIU]y HaBEICHUX
¢yakmyuja. Ha cmumm 8 matu cy kopamm KpyckamoBor amroputma. Y CBakOM TPEHYTKY
pPa3IMYUTH CKYMOBH CY TPEACTAaB/BEHU PA3IMUUTUM Oo0jama, a YBOpOBU H3Mel)y Kojux je
rpaHa Koja ce 0/1aje cy noacospaHu.
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JloKka3 KOPEKTHOCTH:

Hexka je mar texxuncku nose3an rpad G ca n uBopona. Jlokasz ucnpaBHocTH KpyckamgoBor
aJIrOpUTMa cacToju ce u3 aBa jaena. Heka je 7 rpad moOujeH onmucaHuM MOCTYIIKOM.

Hajmpe hemo noka3zatu ga je 7o0ujeHO cTa0I0 MOBE3aHOCTH. JJOBOJBHO j€ JaKiie OKa3aTu Ja
je mobwjenu rpad moBe3aH M Ja HeMma HHKIyca. IIpeTmocraBUMO CYNMpPOTHO, Ja TMOCTOJU
nUKIyc y rpady. AKo MOCTOjM HHMKIYC TMOCTOJU M TpaHa YMjUM J0JaBalkbeM OH HacTaje,
MehyTuMm Ta rpaHa OW Mopajia OHJa Ja MOBE3yje JBa YBOpa M3 MCTOT IMOJCTabia IITO je y
CYIPOTHOCTH Ca ONMCaHUM airoputMom. Takohe rpad 7 Mopa OuTH mOBE3aH jep ce y CBaKOM
TPEHYTKY CIajajy JABE IOBe3aHE KOMIIOHEHTE, TO jecT OpOj KOMIIOHEHTH IOBE3aHOCTH
CMamYyje Ce 3a jelaH ca CBaKOM JI0JIaTOM I'paHOM. Y TIOYETKY je Taj Opoj N, JaKie HaKOH IITO
ce mona N-1 rpana rpad mocraje mosezan. Tumo cmo mokazanu na je 7 moBesyjyhe crabio.

Jokaxxumo n1a je T MUHUMaHO 1noBe3yjyhe crado.

Heka je P cneneha mpermocraBka: Ako je F ckyn rpana koje cy uzabpaHe y OUIIO KOM
CTaJIMjyMy ajJropuT™Ma OHJia MOCTOjU HEKO MUHHMAIHO MokpuBajyhe ctabno uernor rpada G
Koje caapxu F.

JlokaskuMO MHIYKIUjOM J1a P Baxu.

baza: llpernocraBka P je TauHa Ha mouetky jep je Tama F mpasam ckym, ma moctoju
MUHHMAaJIHO TOKpHuBajyhe cTabio jep CBaku IOBE3aH TEXKHHCKH Tpad HMMa MHUHUMAIHO
nokpusajyhe crabuo.

Hnoyxmusna xunomesa: TlpernoctaBumo na P Baxu HakoH K kopaka, ofqHOocHO kama F
caapxu K rpana. Jlakie 3a ckyn nzaOpaHux rpaHa F moctoju HeKO MUHHMAIHO MOKpuBajyhe
crabuo rpada G, Heka je To cTabno S.

Jlokaxxumo j1a P Baxku HakoH K+1 kopaka.

Heka je e rpana nzabpana y mocjieIltbéM KOpaKy.

Axo S cagpxu e, OHIAa BaXKH MPETIocTaBka P.

Axko S He caapxu e, oHna y rpady S+e mocroju mukiayc. (S je MHHMMAIHO MOKpHBajyhe
crabuso na caapxku N-1 rpany, S+e caapxu N rpaHa, a moe3aH rpad ca N 4Boposa u N rpaHa
caJip>ku 1MKIyc). Jlakie MmocToju jenHa rpaHa TOr IMKIyca Koja HUje y F jep y cynpoTHOM
rpaHa e He 6u Omita nonara jep He OM MOBe3MBaia JIBE 0JIBOjeHe KoMIoHeHTe. O0enekumMo Ty
rpany ca el. ITocmarpajmo cana rpag S+e-€l koju je cTabno unja je TeKUHA jeJHaKa TeKUHU
MUHHMAJTHOT MoKpuBajyher cTabna S jep el He Moke UMaTH Mamky BPEIHOCT o1 e (Taga Ou
Ouna nzabpaHa paHHje y alTOPUTMY), a He Moke OuTH HU Beha ox e jep Tama S He Ou GOm0
MUHUMAaJIHO NMOKpuBajyhe cradno. 3akibydyjemo aa S+e-el jecte MUHUMaIHO MOKpHBajyhe
cTabio koje caapxu F ma m y oBom ciywajy Baxku P. MHmykumjom cmo gokazanu 1a
npeTnocTaBka P Baxu y CBakOM CTaaujyMy, Ia BaKM W HAKOH INTO ce m3abepe N-1 rpana,
ITO 3Ha4YM fAa je rpad nobujeH KpyckaaoBuM aaropuTMOM 3arcTa MUHUMAIHO MOKpHUBajyhe
crabuo 3anator rpaga G.

OBUM CMO JI0Ka3aJM J1a je aJITOpUTaM TayaH 3a moBe3aH rpad. Y ciydajy HermoBe3aHor rpaga
Ha OINHKCaH HayuH ce Joka3yje na je nooujeno MIIC 3a cBaky KOMIIOHEHTY 3amaTor rpada,
OoJlaKjie je jacHO Jna ce JAo0uja MUHUMajdHa TMoKpuBajyha mryma 1enor rpada.
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CiioxxeHOCT. Yo4yaBaMo Jia CIIOKCHOCT HajBUILE 3aBUCH OJI TOTa Kako COpTHUpamo rpane. Y
ciy4dajy aa kopuctumo yrpaheny dynkuujy sort cioxenoct je O(ElogE). Hekan je moryhe
KOPUCTUTH HEKY JPYry BpPCTY COpPTHpama Koja paad y JMHEapHOM BpPEMEHY Ha IpUMEp
coptupame npedpojaBameM (counting sort) u y3 kopuinheme CTpyKType AUCjYHKTHX CKYIIOBa
cnoxenoct je O(Ea(V)).

[TpuMeHe ajropuraMa 3a HUIAKEHE MUHUMAIHOT IToBe3yjvher crabnaa.

Huzaju Mpexka. OBaj anroputaM Haja3u MPUMEHY Y Pa3HUM IpoOJieMUMa Tle je MOTpeOHO

Hah¥ HajONITUMAITHU]y MPEXYy HEKaKBUX Be3a OWJIO Ja Cy y MHUTamy TenedoHcke muHuje Mehy
rpajioBUMa, MMOBE3UBAKC KOMITjyTepa MM YaK Mpeka IyTeBa y Hekoj obmactu. Ha mpumep
aKo je y HEKOj KOMIIaHWjH TOTPEeOHO IOBe3aTH padyHape KaOJoBMMa M 3Ha Ce IeHa
MOBE3MBama 33 CBAKM T1ap pauyHapa OHJ/Ia CE HaBEJCHUM aJIFOPUTMOM J00Hja HajUCILIaTHBH]a
Mpexa KabyoBa.

Anpokcumanuja npoOnema TproBaukor mytHuka. (traveling salesman  problem)

[Ipo6nem TproBaukor myTtHuka je HII Texak mpobnem, ympkoc jeqHOCTaBHO] (hopMylnaluju.
[ToTpebHO je 3a maTH CKym rpajaoBa M JaTa pacrojama u3Mel)y cBaka JBa rpajaa nponahu
Hajkpahy Moryhy pyTy Koja mpoiia3u Kpo3 cBaku rpaj u Bpaha ce y monaszuu rpaj. Moryhe je
JI0Ka3aTu Ja je TakBa pyTa (BpeAHOCT Te€ MMHUMAaJHE pyTe) Beha o/l BpeAHOCTH MUHUMAJIHOT
nokpusajyher crabia, a Mamba WIH JeJHaKa 0J1 BpeJHOCTH MUHUMAJIHOT NMOKpuBajyher cradna
MTOMHOKEHE ca JBa. To HUJe YBEK Haj0OJhE pellIeHke, alli j€ y clydajy BEJIMKOT Opoja rpaaoBa
BEOMa KOpHUCHA alpoKCcUMallyja.

6 JajkcTpuH ajqropuram 3a Hajlakewe Hajkpahux myreBa

AnropuTaM HOCH Ha3HWB IO XOJAaHICKOM Hay4yHHKYy Exarcrepy JlajkcTpu Koju ra je CMHCIHUO
1956. roaune. IIpoGiem koju ce pa3maTpa jecte Kako npoHahu Hajkpahu myT o 3aaaror
YBOpa J0 CBUX OCTAJIMX YBOPOBA y TEKUHCKOM Tpady. AJropuram 3axTeBa Ja BPEIHOCTH
CBHUX I'paHa Oyay HEHEraTuBHU OpoOjeBH.

Onwuc:

1. Hexka je mat moBe3aH TeXXHHCKH rpad ¥ HEKa je S moja3Hu yBop. Y Husy rast[] uysamo
OyXUHY Hajkpaher myTa of 4Bopa S 10 ojarosapajyher yBopa. ¥ mo4yeTKy MocTaBbaMo
rast[s]=0 u rast[v] = oo 3a cBe uBOpoOBe V paznuuute ox S. Y Huzy marka[] uyBamo
uHpopMalMjy O TOME Ja U cMO Beh M3pauyHalu BPEIHOCT TPAXXEHOT MUHHUMAIHOT
pacrojama. Jlakie y mouerky je marka[v]=0 3a cBe uBopoBe rpada.

2. AKO Cy CBM YBOPOBH O3HAYECHHU aJITOPUTAM j€ 3aBpILEH U U3pauyHaTa Cy CBa HajMamba
pacrojama, y CylmpoTHOM OHpaMo HeO3HAYeH YBOP V ca HajMamoM BpeaHoiihy rast[v]
U MapKupaMo Ta Kao 3aBplieH (aKo IOCTOjU BHIIE YBOPOBA Ca MUHUMAIHOM
BpenHomhy 6upamo mpousBosban). Caga mposia3uMo Kpo3 cBe rpane (V,U) TakBe Ja
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yBOp U jorr Huje moceheH M axxypupaMo BpemHocT Husza rast[]. Jlakie ykomwko je
rast[v]+l(v,u) <rast[u] Tama rast[u] mocraje rast[v]+I(v,u), ( I(v,u) je Texuna
[I0CMaTpaHe IrpaHe).

3. TlonaBsbaMo KOpak 2 cBe JOK CBM YBOPOBH HE Oy1y MapKUpaHU Kao 3aBPILCHH.

Hanomena: OnmcaHuM aJropuTMOM J00HMjaMO JyXHWHE Hajkpahux myTeBa y IMOBE3aHOM
rpady. Ykoimko je rpad HEmoBe3aH HMCTUM IIOCTYNKOM jgoOumhemo Hajkpahe myTteBe of
MOJIa3HOT YBOpa 1O CBUX M3 HETOBE KOMIIOHCHTE IIOBE3aHOCTH, a alropuraMm Tpeda
NPEKUHYTH Kajia 3a CBaKd YBOP V KOjU HHje MapKUpaH Baxku rast[v]=co.

Ha cnumu 9 nanasum ce npukas o xopanuma Jlajkerpunor ainropurma. Ilopen cBakor usopa
HaJIa3W ce TPEHYTHA BPEIHOCT J0Ta] JOOMjE€HOT MUHIMAIHOT ITyTa OJHOCHO 00, aKO jOII HHje
npoHaljeH HHUjegaH MyT. TaMHO3ENIEHO je NPEACTaBJbEH IOJAa3HH YBOP, a CBETIO3EJICHO
YBOPOBH KOjH Cy MapKHUpPaHH 3aKJby4yHO ca TUM KopakoM. [loceOHO cy ncrakHyre oHe TpaHe
KOje ce y JaToM KOpaky pasMarpajy (To Cy camMO OHE KOje BOJE IO joII HEeMapKUpPaHUX

cycena).

Cnuxa 9: Jlajxempun aneopumam 3a Hanaxcerbe Hajkpahiez nyma 00 noYemHo2 460pa 00 CEUX

ocmanux.
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JloKka3 KOPEKTHOCTH.

Heka je nat noBe3an TexxuHcku rpad G ca N yBOpoBa TakaB Jia Cy TEKUHE IPaHa MO3UTHBHU
OpojeBu.

Heka je P cieneha npernocraska: Bpennoct rast[v] 3a cBaku MapkupaHu 4BOp V y CBAaKOM
CTaANjyMy aIrOpUTMa je Ay>KruHa Hajkpaher myrta o1 S 10 V.
JlokaXuMo MHAYKIIMjOM J1a Baku P.

basza: Kana ckyn mMapkupaHHX YBOpOBa CapH caMO IoJia3HH 4BOp S Tajaa je rast[s]=0,
nakiie Baxu P.

Hnoyxkmuena xunomesa: IlpernocraBumo na P Baxku HakoH N-1 Kopaka, OHOCHO Kajia CKyIl
MapKUpaHUX YBOPOBa caapxu N-1 uBop.

JlokaxkxuMo n1a P Basku HaKOH N Kopaka.

Hexka je V uBOp KOju je MapkupaH y mnocieqmeM N-ToM Kopaky. [IpernoctaBumMo cynmpoTHO,
OJTHOCHO J1a TMOCTOjU MyT Mambe ayxune ox rast[v]. Heka je Tama mpeTmnocieamu YBOP TOT
MHHAMAITHOT mmyTa W (rmocjemha rpaHa Tor MyTa je OoHa Koja moBe3yje W U V). AKO 4BOp W
HUje MapKUpaH Taja je Iy)KHHa MUHHMAJIHOT IMyTa oA S 10 W curypHo Beha wmim jenHaka
rast[v] (kam Om Owia mama Taga Ou 4BOp W OMO MapKupaH mpe V, jep M0 HHAYKTHBHO]
xunote3u y Beh peasm3oBanux N-1 xopaka mponalheHo je N-1 yBOpoBa KOjU MMa]y HajMambe
MUHHMMAJIHO PacTojarke OJ1 S) TaKo Jla HUje Moryhe aa je myT A0 V Ipeko W 60JbH o] Hal)eHor.
VY nmpyrom ciydajy, ako je W MapKHpaH, Taja je 1Mo WHAyKTUBHOj xumote3u rast[w] samcra
JTy>KUHA MHHUMAITHOT TTyTa 10 W, a T0 OMUCY aNropuT™Ma rpaHa oa W 1o V je Beh pa3marpana,
ofakJie cueau aa Ou BpeaHoct rast[Vv] Beh Ouna nsmemena u j1a je taj myt Beh npoHaljeH.
Jlomn c¢MO 10 KOHTpamuKIMje, Aakie mobujeHa BpemHocT rast[v] jecte myxkuna
MHHHUMAJIHOT IyTa OJ S 10 V.

NHnykujoM cMo JToKa3aiu Ja MpeTrnocTaBka P Baku y CBAaKOM CTaJldjyMy, Tla BaKU U HAKOH
IITO Ce MapKupa CBUX N YBOpPOBA, IITO 3HAYM Jia Cy TpPaKEHE JYKHHE IyTeBa 3aucCTa
MUHUMAJTHE.

Peanmaul/lia H CIIOKCHOCT.

OnucaheMo 1Ba HauMHA 32 UMITJIEMEHTANN]Y J{ajKCTPUHOT alropuT™Ma U BbUXOBY CIOKEHOCT.
3apaj jeqHOCTaBHOCTH OIKca moapazymeBahemo n1a je rpad mpencTaBibeH JIMCTOM CyCeICTBa.

| nauun: TlpBu waumH (mo3HaTHju kKao Jlajkcra Oe3 Xuma) jeTHOCTAaBHHJH je 3a
UMIUIEMEHTAlM]y, Me)yTUM HeroBa BPEMEHCKa CJIOXKEHOCT je pelaTUBHO Benuka. CBaku
nyT Kajga OMpamMo 4BOp KOjU MMa HajMamy BpeAHocT y Hu3ly rast[] mpohuhemo kpo3 cse
yBopoBe rpada u Tako mpoHahim HEO3HAUYeH YBOp V ca MHUHMMAJIHOM BpemHomihy rast[v].
Haxon mTo ra mapkupamo, moTpedHo je mpohu Kpo3 cBe TpaHe Koje mojia3e U3 TOT 4YBOpa, Ha
je ykymHa Bpemencka croxeroct je O(|V|*+|E|)=0(|V[?).

20



Il nauun: Jlpyrm nHaumH (mo3Hatwju kKao Jlajkcrta ca XWMIOM) 3axTeBa KopuIIhewme HEKe
CTPYKType ToJlaTaka y3 TIOMOh KOjé MOXXEMO Yy JIOTapUTAMCKOj CIIOXKEHOCTH JOOUTH
uH(pOpMAaIMjy O YBOPY KOjH MMa HajMamy BpenHocT Hu3za rast[]. To mory Outm xun wim
npuoputetHu pexa (peaom heap, priority queue STL C++). V jgoraputaMcKoj CI0KEHOCTH
BPIIH Ce U aXKypHUpame BpeHOCTH Y HU3Y rast[] xana je To motpedHo. Y mprOpUTETHOM pery
4yBaMO KOjH je YBOp M KOja je meroBa BpeAHOCT y Hu3y rast[]. Jlakme mo Beh ommcaHum
KopaluMma y ajlropuTMy Kaja OupamMo HOBH YBOp, HE NPOJIa3UMO CBE 4BOpoBe rpada, Beh
y3MMaMoO ca ,,Bpxa“ MPUOPUTETHOT peaa 4YBOp ca HajmMawmom Bpennomihy rast[]. Kama
QXypUpPaMO BPEJIHOCTH YBOPOBA yOaIlyjeMo y MPHOPUTETHH Pl HOBH Iap YBOP U aXKypHUpaHa
BPEIHOCT MHUHHMAJIHOT pacrojama. 30or Tora mro |V| myra y3uMamMo 4YBOp W joIl Y3
J07laBarbe HOBUX IapoBa y TPUOPUTETHU DPEI, a CBaKM MyT Ao0HjaMo HHGpOpMAHjy y
cnoxenoctu log(seruuuna npuopumemmnoe peda) cBEyKyliHa BPEMEHCKA CIIOKEHOCT OBOT
nauuna je O(log|V|(|V]+|E|)).

IIpumene.
Ha mnowerky panma, nHaBojehu mnpumene rpadoBa y HHPOPMAIMOHUM TEXHOJIOTH]jaMa,

ciomeHyTo je kopumheme rpadoa y ['yrm mamama. Onwmcanm JlajKCTpuH anropuram
KOPHCTH C€ 3 MPOHATAKEHE MUHIMAIHHX ITYTE€BA OJ1 TI0Ja3HE TauKe /10 OJIPEIUIITA.
Hajkctpa je Takohe meo Beh crmomeHyTor anropuTMa KOjH TpeUIaXke IMpHjaTe/bCcTBa Ha
JPIITBEHUM MpexKama.

Kopucrtu ce u y tenedonckuM Mpexama, riae ce nomohy oBor anropurma oapelhyje najxpahu
nyT NpOoTOKa HH(popMaluje, I7ie Cy YBOPOBMMA IPEJACTaBJbeHE TeledOHCKEe LEHTpaje U
ypehaju. I'pane y rpady cy auHHje Koje crajajy TenedoHe U IeHTpalle, a ’bUX0Ba BPEIHOCT je
OTICEeT CUTHAaJIa KOjH Ce MOXK€ IPEHETH MPEKo oJroBapajyher npoBoJHHKA.

Moaudukanmja oBor anropuma Hajla3u IPUMEHY y MPOIIeCy MPaBbekha paclnopesa JeToBa Ha
aepoJpomMuMa. AepoapoMH Cy YBOPOBH, a YCMEpPEHE TpaHe Cy JIETOBH, ca BPEIHOCTHMA
roJjiazaka u joJsiazaka. Ha Taj HauumH ce moOuja HajOOJBHM pacmopes] 3a IITO paHUjH J0Ja3aK
aBHOHA HA OJIPEIIHIITE.
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7 3ak/by4ak

On TpeHyTKa Kajia caM ylula y CBET IporpaMHpama U Hayduia mpBe TpaoBCKE aIrOPUTME
Omsia caM OJyIIEeBJbEHA OBOM oOamihy KOjoM C€ MPEeKO Hau3riel jeIHOCTaBHUX I[pTexa U
Marma rpajoBa J0Jla3u JO Tpesene o0JacTh MaTeMaTHKe M e(UKACHUX pelliemha 3a pasHe
3aHUMJBHMBE MPOOIIEME.

[Tomohy rpadoBa ce Mory carnematé pasHu TpoOJeMH W3 CBETa HAayKe, ajd U OHH W3
CBaKOJHEBHOI HMBOTa. 300r Tora he amroputmu 3a paa ca rpagoBuMa WMaTH CBe Behy
npuMeHy y OyayhHOCTH U CBE BUIIIE HOBHX alropuTama he ce KOHCTpyHcaTH.

Tokom u3page MaTypcKor neTajbHHjEe caM NpOyYHiia MpHUKa3aHe ajJropuTMe M Hayduia o
HBUXOBO] IPUMEHHU Y CaBPEMEHHM MH()OPMAIIMOHUM TEXHOJIOTHjaMa, Ka0 U MOTYNHOCTH KakKo
7la ce pa3BHjajy najbe.

[{use oBOr MaTypckor pama OO je OomMC M HMMIUIEMCHTAlHja HEKUX OJa TpadOBCKUX
anroputama. Hagam ce na he pan Outu o nmomohu oHMMa KOje MHTEpecyje Teopuja rpadoBa
U BhCHA MIPUMEHA Y HHPOPMATHIIN KA0 U YUCHUIIUMA KOjU CE IPUIIPEMAjy 32 TAKMHUCHE.
Hagawm ce na hy y 6yayhHocTr uMatu mpuiiMKe Ja UCTpaxyjeM U 0aBUM ce ONTHUMU3ALN]jOM
pasIMYUTUX MPodJieMa KOjU Ce MOTY TIPEJCTaBUTH rpadoBuma.

Ha kpajy Omx Bonena jga ce 3axBaIMM CBHUMa KOJjU Cy M€ TOAPXKABAIM Y TOKY
CpeImBOIIKOJICKOT 00pa3oBama, a moceoHo npodecopku u MmeHtopy Jenenn Xayu-Ilypuh xoja
M€ je yBella y CBET alTOPUTMHUKE, MOTHBHCAIA J1a TIOYHEM J1a ce 0aBUM MH()OPMATHKOM H O]
KOj€ caM MHOT'O Hay4uJa.
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