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Uvod

Teorija skupova je grana matematike koja prouqava skupove, koji su kolek-
cije objekata i pomo�u �e zasnivamo sve matematiqke objekte. Kombinatorna
teorija skupova proxiruje kombinatoriku konaqnih skupova na beskonaqne
skupove. Remzijeva teorema je jedna od osnovnih teorema kombinatorike
teorije skupova. Ona nam govori da ako svaki r-elementni podskup beskonaqn-
og skupa obojimo u s ∈ N boja, postoja�e beskonaqan podskup qiji �e svaki
r-elementni podskup biti obojen istom bojom. Poznati problem "Dokazati
da me�u 6 	udi postoji ili 3 osobe koje se poznaju ili postoje 3 osobe koje se
me�usobno ne poznaju" je samo specijalni sluqaj konaqne Remzijeve teoreme,
koja je najva�niji rezultat o particijama konaqnih skupova. Pored Remzi-
jeve teoreme koja nam govori o skupovima kardinalnosti ℵ0 (kardinalnost
skupa prirodnih brojeva), prirodno je zanimati se i rezultatima koji va�e
za neprebrojive skupove (skupovi kardinalnosti ve�e od ℵ0).

U prvom delu rada definisa�emo xta su ordinali i kardinali, jer �e
nam oni biti potrebni u da	em radu.

U drugom delu rada pozabavi�emo se izraqunava�em nekih Remzijevih
brojeva i Remzijevom teoremom.

U tre�em delu rada vide�emo neke teoreme sliqne Remzijevoj teoremi
samo xto su skupovi kardinalnosti ve�e od ℵ0.
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1 Ordinali i kardinali

Ordinali

Prirodne brojeve upoznajemo jox kad krenemo da radimo matematiku u os-
novnoj xkoli; posle smo se u sred�oj xkoli dotakli Peanovih aksioma i
upoznali se sa principom matematiqke indukcije. U teoriji skupova, skup
prirodnih brojeva definixemo na slede�i naqin:
N = {x | x ∈ I za svaki induktivan skup I},
gde je induktivan skup skup I koji sadr�i 0 = ∅ kao element i ima svojstvo
da ukoliko n ∈ I tada i n + 1 ∈ I (sa n + 1 = S(n) = n ∪ {n} oznaqen je
skup naslednik od n). Aksioma beskonaqnosti nam garantuje postoja�e in-
duktivnog skupa, pa skup N mo�emo formalno definisati primenom xeme
aksiome izdvaja�a na bilo koji induktivan skup X:
N = {x ∈ X | x ∈ I za svaki induktivan skup I}.
Postav	a se pita�e mo�emo li nastaviti broja�e nakon prirodnih brojeva;
vide�emo da mo�emo, i upoznati se sa ordinalnim (rednim) brojevima.

Definicija 1.1 Skup W je dobro ure�en relacijom < ako
(a) (W,<) je linearno ure�en skup,
(b) Svaki neprazan podskup od W ima najma�i element.

Definicija 1.2 Skup T je tranzitivan ako je svaki element iz T tako�e
i podskup od T .

Definicija 1.3 Skup α je ordinal ako
(a) α je tranzitivan skup,
(b) α je dobro ure�en sa ∈.

Lako mo�emo videti da su svi prirodni brojevi ordinali, a tako�e i sam
skup prirodnih brojeva je ordinal. Oznaqimo sa ω = N

Lema 1.4 Ako je α ordinal, onda je i S(α) tako�e ordinal.

Dokaz. S(α) je tranzitivan- ukoliko X ∈ S(α), tada je ili X = α i tada
va�i da je X ujedno i podskup od S(α), a ukoliko X ∈ α tada na osnovu
toga xto je α ordinal imamo da je X ⊆ α, a kako je α ⊆ S(α) imamo i
X ⊆ S(α). Trivijalno pokazujemo i da je S(α) dobro ure�en, odakle sledi
da je on ordinal. �
Definiximo naslednika od α sa α + 1 = S(α).

2



Lema 1.5 Svaki element ordinala α je ordinal.

Dokaz. Neka je α ordinal. Trebamo da doka�emo da je za svaki x ∈ α, x
tranzitivan i dobro ure�en sa ∈. Ukoliko je u ∈ v ∈ x, kako je α ordinal
sledi da je v ∈ α, a odatle da je u ∈ α. Kako ∈ dobro ure�e�e, ono linearno
ure�uje α, te sledi u ∈ x odakle je x tranzitivan. Za x ∈ α imamo da je x ⊆ α
(α je ordinal), pa ∈ dobro ure�uje x kao restrikcija dobrog ure�e�a (α,<).
�

Lema 1.6 Ako za ordinale α, β va�i α ⊂ β, tada je α ∈ β.

Dokaz. Neka su α, β ordinali, α ⊂ β; skup β−α je neprazan, neka je γ �egov
najma�i element u ure�e�u ∈. Tada va�i γ ⊆ α, jer da je α ⊂ γ svaki ele-
ment nepraznog skupa γ − α u ure�e�u ∈ bio ma�i od γ koji pripada β − α,
xto je kontradikcija. Sada ostaje da poka�emo da je α ⊆ γ, odakle sledi
α = γ ∈ β, xto bi bio kraj dokaza. Neka je δ ∈ α; ukoliko ne va�i δ ∈ γ,
tada je ili γ ∈ δ ili γ = δ (zato xto γ, δ ∈ β a ∈ dobro ure�uje β), odakle
sledi da je γ ∈ α xto je kontradikcija sa izborom γ kao elementa β − α. �

Ukoliko za neki ordinal α postoji ordinal β tako da je α = β + 1 ka�emo
da je α ordinal naslednik; inaqe je graniqni ordinal. Za sve ordinale
α, β definixemo α < β akko α ∈ β, qime proxirujemo operaciju pore�e�a
prirodnih brojeva.

Lema 1.7 Neka su α, β ordinali. Tada va�i taqno jedno od α < β, α > β i
α = β.

Dokaz. Neka su α, β ordinali; tada je α∩β tako�e ordinal, i va�i α∩β ⊆ α,
α∩β ⊆ β. Ako je α∩β = α tada je α ⊆ β, te je ili α ⊂ β ili α = β na osnovu
leme 1.6; sliqno va�i i kada je α ∩ β = β. Ukoliko je α ∩ β ⊂ α, α ∩ β ⊂ β,
tada je α∩β ⊂ α∩β, xto je kontradikcija jer ni za jedan ordinal λ ne mo�e
da va�i λ ∈ λ. �

Lema 1.8 Svaki neprazan skup ordinala ima najma�i element u ure�e�u
<.

Dokaz. Neka je A neprazan skup ordinala; uzmimo neki �egov proizvo	an
element α. Ukoliko je α ∩ A = ∅, tada je α najma�i skup u tom ure�e�u, a
ako je α ∩A 6= ∅ tada �e α ∩A ⊆ α imati najma�i element u ure�e�u ∈, i on
�e biti najma�i element A u ure�e�u <. �

Posledica prethodne dve leme je da svaki neprazan skup ordinala dobro
ure�en sa <.
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Intuitivno bi bilo da definixemo ω + ω kao uniju ω i svih ordinala ob-
lika ω+n, za sve n ∈ N; me�utim, iz stvari definisanih do sada ne mo�emo
garantovati postoja�e takvog skupa. Za to �e nam trebati nova aksioma.

Xema aksioma zamene Neka je P (x, y) svojstvo tako da za svako x pos-
toji jedinstveno y za koje P (x, y) va�i. Tada za svaki skup A postoji skup
B takav da za svako x ∈ A postoji y ∈ B za koje P (x, y) va�i.

Mo�emo dokazati da va�i princip indukcije i za ordinale, samo u malo
modifikovanoj formi zbog graniqnih ordinala.

Princip transfinitne indukcije Neka je P (X) neko svojstvo. Pret-
postavimo, da za sve ordinale α va�i: Ako P (β) va�i za sve β < α, tada
va�i P (α). Tada P (α) va�i za sve ordinale α.

Definicija 1.9 Izomorfizam izme�u dva ure�ena skupa (P,<1) i (Q,<2)
je bijekcija h : P → Q, gde za sve p1, p2 ∈ P va�i p1 <1 p2 akko h(p1) <2 h(p2).
Tada ka�emo da su (P,<1) i (Q,<2) izomorfni.

Slede�u teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema 1.10 Svaki dobro ure�en skup (W,R) izomorfan je sa jedinstvenim
ordinalom (α,∈).

Dakle, definisali smo indukciju na ordinalima i mo�emo da definixemo
nizove ordinala.

Kardinali

Kardinalnost nekog skupa mo�emo gledati kao broj elemenata u tom skupu;
kardinalnost konaqnog skupa �e biti prirodan broj tako da izme�u tog
skupa i prirodnog broja postoji bijekcija; sad treba proxiriti pojam na
beskonaqne skupove.

Definicija 1.11 Skupovi A i B su ekvipotentni ako postoji bijekcija
izme�u �ih. Tada pixemo |A| = |B|.

Primetimo da ukoliko su (P,<1) i (Q,<2) izomorfni, tada je |P | = |Q|.

Definicija 1.12 Skup A je konaqan ako je ekvipotentan nekom prirodnom
broju n ∈ N, i tada ka�emo da je |A| = n. U suprotnom, skup je beskonaqan.

Definicija 1.13 Beskonaqan skup A je prebrojiv ako je |A| = |N|. U suprot-
nom, skup je neprebrojiv.
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Definicija 1.14 Ordinal α je poqetni ordinal ako nije ekvipotentan
ni sa jednim β < α.

Teorema 1.15 Svaki dobro ure�en skup X je ekvipotentan sa jedinstvenim
poqetnim ordinalom.

Dokaz. Na osnovu teoreme 1.10, imamo da je X izomorfan sa nekim jedin-
stvenim ordinalom α. Neka je α0 najma�i ordinal ekvipotentan sa X; uko-
liko α0 nije poqetni ordinal, onda bismo imali da je on ekvipotentan sa
nekim β < α, te bi onda i X bio ekvipotentan sa β, xto je kontradikcija.
Ukoliko su α0 6= α1 dva poqetna ordinala, oni ne mogu biti ekvipotentni
(sledi iz definicije poqetnog ordinala), te dobijamo da je α0 jedinstven
poqetni ordinal sa kojim je X ekvipotentan. �

Definicija 1.16 Kardinalni broj nekog dobro ure�enog skupa X, oznaqen
sa |X|, je jedinstven poqetni ordinal ekvipotentan sa X.

U saglasnosti sa stvarima do sada, va�i�e da je |X| = n za bilo koji skup od
n elemenata, kao i da je |X| = ω za svaki prebrojiv skup. Sada �emo videti
kako mo�emo praviti proizvo	no velike poqetne segmente.

Teorema 1.17 Kantor Za svaki skup X va�i |X| < |P(X)|.

Dokaz. Lako vidimo da va�i |P(X)| ≥ |X|, jer imamo 1-1 funkciju f : X →
P(X) zadatu sa f(x) = {x}. Treba jox pokazati da ne postoji "na" funkcija
iz X u P(X). Neka je f : X → P(X) proizvo	na funkcija; posmatrajmo skup
S = {x ∈ X | x /∈ f(x)}. Doka�imo da S /∈ dom(f). PPS, tj. da je S = f(x) za
neko x ∈ X; iz definicije skupa S imamo da x ∈ S akko x /∈ f(x), te imamo
x ∈ S akko x /∈ S, xto je kontradikcija. �
Dakle, ne postoji skup qija je kardinalnost maksimalna.

Definicija 1.18 Za bilo koji skup A, neka je h(A) najma�i ordinal koji
nije ekvipotentam ni sa jednim podskupom od A.
h(A) nazivamo Hartogsov broj skupa A.

Iz definicije vidimo da je h(A) najma�i ordinal α tako da |α| � |A|.

Lema 1.19 Za svaki skup A, h(A) je poqetni ordinal.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da za neko β < h(A) va�i |β| = |h(A)|;
tada bi postojao neki podskup od A koji je ekvipotentan sa β, te bi i h(A)
bio ekvipotentan tom podskupu, xto je kontradikcija. �

Lema 1.20 Hartogsov broj skupa A postoji za svaki skup A.
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Dokaz. Na osnovu teoreme 1.10 imamo da je svaki dobro ure�en skup (W,R),
W ⊆ A izomorfan sa jedinstvenim ordinalom α. Xema aksioma zamene nam
garantuje postoja�e skupa H tako da za svako dobro ure�e�e R ∈ P(A × A),
ordinal izomorfan sa �im nalazi u H; doka�imo da H sadr�i sve ordinale
ekvipotentne sa nekim podskupom iz A. Neka je f 1-1 preslikava�e iz nekog
ordinala α u A; uze�emo da je W = ran(f) i R = {(f(β), f(γ)) | β < γ < α};
R ⊆ A × A je tada dobro ure�e�e izomorfno sa α izomorfizmom f . Iz
postoja�a skupa H sledi postoja�e skupa h(A) = {α ∈ H| α je ordinal,
|α| = |B|, B ⊆ A} na osnovu xeme aksiome izdvaja�a. Skup h(A) jeste
ordinal: svi elementi su mu ordinali pa je dobro ure�en sa <, te ostaje
da poka�emo da je h(A) tranzitivan; za svako β ∈ α ∈ h(A) va�i da je β
ordinal (jer je α ordinal) i β ⊆ α, i ukoliko je f : α→ B ⊆ A izomorfizam
mo�emo samo uzeti restrikciju f na β kao izomorfizam izme�u β i nekog
podskupa C ⊆ B, odakle sledi da β ∈ h(A). Sada treba pokazati da h(A)
nije ekvipotentan ni sa jednim podskupom skupa A i da je minimalan takav
skup. Prvo PP da je h(A) ekvipotentan nekom podskupu skupa A; tada bismo
iz defnicije skupa h(A) imali h(A) ∈ h(A), xto je kontradikcija jer je h(A)
ordinal. Sada PP da je α 6= h(A) najma�i ordinal koji nije ekvipotentan
nijednom podskupu skupa A; kako < dobro ure�uje skup ordinala, va�i�e
α < h(A), odakle sledi α ∈ h(A), pa iz definicije skupa h(A) sledi da je α
ekvipotentan nekom podskupu skupa A, xto je kontradikcija. Iz svega ovoga
sledi da h(A) jeste Hartogsov broj skupa A. �

Definicija 1.21

ω0 = ω;
ωα+1 = h(ωα) za svaki ordinal α;
ωα = sup{ωβ | β < α} ako je α graniqni ordinal, α 6= 0.

Slede�u teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema 1.22

(a) ωα je beskonaqan poqetni ordinal za svaki ordinal α.
(b) Ako je Ω beskonaqan poqetni ordinal, tada je Ω = ωα za neki α.

Dakle, zak	uqili smo da je svaki dobro ure�en skup ekvipotentan sa jedin-
stvenim poqetnim ordinalom i da beskonaqni poqetni ordinali formiraju
niz ordinala ωα gde je α bilo koji ordinal. Beskonaqni poqetni ordinali su
po definiciji kardinalnosti beskonaqnih dobro ure�enih skupova; zovemo
ih alefi i oznaqavamo ih sa ℵα = ωα za svaki α.
Definisa�emo jox nekoliko stvari.

Definicija 1.23 Skup AB predstav	a skup svih preslikava�a iz skupa
B u skup A.
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Definicija 1.24 Definixemo κλ = |AB|, gde je |A| = κ i |B| = λ, za
proizvo	ne kardinale κ i λ.

Teorema 1.25 Partitativni skup skupa N je neprebrojiv.

Dokaz. Sledi iz Kantrove teoreme. �

Teorema 1.26 |P(N)| = |2N| = |R|.

Dokaz. Za svaki podskup S ⊆ N definiximo preslikava�e fS : N → {0, 1}
na slede�i naqin:

fS(n) =

{
0, n ∈ S;

1, n /∈ S.
(1)

Sada je oqigledno da je F : P(N)→ 2N zadata sa F (S) = fS za svaki S ⊆ P(N)
bijekcija; ostaje da poka�emo da je |R| = |2N|.
1) Doka�imo prvo da je |2N| ≤ |R|. Za to �emo samo uzeti preslikava�e koje
�e svakom elementu |2N| pridru�iti jedinstven realan broj obika 0.a0a1...,
gde je 〈an | n ∈ N〉 taj element iz |2N|.
2) Ostaje jox da poka�emo da je |2N| ≥ |R|. Realne brojeve konstruisali smo
kao rezove racionalnih brojeva; uze�emo onda 1-1 funkciju koja �e svakom
realnom broju r = (A,B) dodeliti podskup A ⊆ Q, odakle imamo da je
|R| ≤ |P(Q)| = |2Q| = |2N|. �

Zak	uqili smo da je |R| = 2ℵ0 . Jedan od najpoznatijih problema teorije
skupova bila je hipoteza kontinuma, koja postav	a pita�e da li je 2ℵ0 = ℵ1;
ispostavilo se da je ona nezavisna od ZFC aksioma teorije skupova.
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2 Remzijevi brojevi i Remzijeva

teorema

Definicija 2.1 Neka je S skup. Za r ∈ N, obele�imo sa [S]r = {X ⊆
S | |X| = r} skup svih podskupova S kardinalnosti r. Neka je {Ai}s−1i=0 par-
ticija [S]r u s > 0 klasa (boja). Ka�emo da je skup H ⊆ S homogen za
tu particiju ako je [H]r ⊆ Ai za neko i, tj. ako su mu svi r-elementni
podskupovi obojeni istom bojom.

Definicija 2.2 Neka su κ i λ kardinali. Pixemo κ→ (λ0, ..., λs−1)
r
s ako za

svaki skup S kardinalnosti κ i svaku particiju {Ai}s−1i=0 skupa [S]r postoji
neko i i skup H ⊆ S za koji [H]r ⊆ Ai i |H| ≥ λi. U sluqaju da je λi = λ za
svako i, pixemo skra�eno κ→ (λ)rs.

Pretpostavimo da va�i κ→ (λ)rs. Tada va�i i slede�e:
1) Ako je κ′ ≥ κ, tada κ′ → (λ)rs;
2) Ako je λ′ ≤ λ, tada κ→ (λ′)rs;
3) Ako je s′ ≤ s, tada κ→ (λ)rs′ ;
4) Ako je r′ ≤ r, tada κ→ (λ)r

′
s .

Sliqna tvr�e�a va�e i kada posmatramo κ → (λ0, ..., λs−1)
r
s. Tako�e va�i i

to da nije bitan redosled u kojem se λi, i ∈ {0, ..., s− 1} nalaze, taqnije va�i
da ako je κ→ (λ0, ..., λs−1)

r
s, tada �e za bilo koju permutaciju {λπ(0), ..., λπ(s−1)}

va�iti κ→ (λπ(0), ..., λπ(s−1))
r
s.

Teorema 2.3 Konaqna Remzijeva teorema Za sve pozitivne prirodne
brojeve k, r, s postoji n ∈ N tako da n→ (k)rs.

Dokaz. Dokaza�emo prvo sluqaj s = 2, taqnije dokaza�emo da za sve r, p, q ∈
N− {0} postoji n ∈ N za koji va�i n→ (p, q)r2 (kako je s = 2, gleda�emo kao
da imamo dve boje kojima bojimo podskupove, plavu i crvenu).

Dokaz sprovodimo indukcijom po r. Sluqaj r = 1 je trivijalan; uze�emo
da je n = p + q − 1; ukoliko nema ni p elemenata plave boje ni q elemenata
crvene boje, to bi znaqilo da je kardinalnost skupa n = p + q − 1 > p + q,
xto je kontradikcija.
Pretpostavimo sada da je tvr�e�e za dato r taqno za sve p, q ∈ N; doka�imo
da sledi da je taqno i za r+ 1. Oznaqimo najma�e n za koje va�i n→ (p, q)r2
sa R(p, q; r).
Za dati skup S, |S| = n (gde nam je n jox uvek neodre�eno) uzmimo neku
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particiju [S]r+1 = A0∪A1; ukoliko je p ≤ r ili q ≤ r samo uzmemo neki skup
kardinalnosti p (tj. q); ukoliko je p = q = r+ 1, ako je |A0| > 0 uzmemo neki
element iz A0 ili ukoliko je |A0| = 0 uzmemo neki element iz A1 (ne mogu
i A0 i A1 biti prazni). Dakle, PP da je p > r + 1 i q > r + 1 kao i da je
tvr�e�e taqno za sve p′, q′ za koje je p′ + q′ < p + q; sada dokaz sprovodimo
indukcijom po p+ q.
Fiksirajmo neko a ∈ S. Neka je Sa = S−{a}, i neka je {B0, B1} particija od
[Sa]r definisana sa X ∈ B0 akko X ∪ {a} ∈ A0, analogno definixemo i B1.
Kako je |Sa| = n − 1, bilo bi korisno da nekako iskoristimo induktivnu
hipotezu i tako konstruixemo skup koji nam treba. U ci	u toga, uzmimo
da je n − 1 = R(p′, q′; r); tada �emo imati podskup Ha ⊆ Sa za koji �e va�ti
jedan od naredna dva sluqaja:
1) |Ha| ≥ p′ i [Ha]r ⊆ B0

2) |Ha| ≥ q′ i [Ha]r ⊆ B1.
Za skup H �e va�iti da su mu podskupovi oblika X∪{a}, X ⊆ Ha pripadati
istoj klasi particije u [S]r+1, te nam ostaje da proverimo (r + 1)-elementne
podskupove od Ha.
1) Na osnovu induktivne hipoteze imamo da postoji n1 ∈ N, za koje va�i
n1 = R(p − 1, q; r + 1); uzmimo da je p′ = n1. Tada ili postoji H ′ ⊆ Ha,
|H ′| ≥ p− 1 i [H ′]r+1 ⊆ A0 ili postoji H ′′ ⊆ Ha, |H ′′| ≥ q i [H ′′]r+1 ⊆ A1. U
prvom sluqaju uzmemo da je H = H ′ ∪ {a}, a u drugom sluqaju uzmemo da je
H = H ′′, i u oba sluqaja trivijalno vidimo da zadovo	avaju tra�ene uslove.
2) Sliqno kao i u prvom sluqaju, uzmemo da je q′ = n2 ∈ N, za koje va�i
n2 = R(p, q − 1; r + 1); da	e je analogno kao prvi sluqaj.
Dakle, ako uzmemo da je n = R(p′, q′; r) za p′ = R(p−1, q; r) i q′ = R(p, q−1; r),
i tada va�i n→ (p, q)r+1

2 , qime je dokaz gotov.
Dokazali smo tvr�e�e za s = 2; sluqaj s = 1 je trivijalan; sada indukci-

jom po s dokazujemo tvr�e�e.
Pretpostavimo da za neko m ∈ N va�i m → (k)rs. Posmatrajmo neku par-
ticiju {Ai}si=0 skupa [S]r, nekog skupa S, |S| = n gde n jox nismo odredili.
Definiximo {B0, B1} na slede�i naqin: B0 =

⋃s−1
i=0 A0, B1 = As. Sledi je

{B0, B1} particija skupa [S]r; uzmimo da je n = R(l, l; r) (l trebamo tek da
odredimo). Tada postoji podskup H ′ ⊆ S, |H ′| ≥ l i [H ′]r ⊆ B0 ili H

′′ ⊆ S,
|H ′′| ≥ l i [H ′′]r ⊆ B1. Uzmimo da je l = max(m, k). U prvom sluqaju ima�emo
da nam svi elementi iz [H ′]r pode	eni u s klasa, a kako je |H ′| ≥ m ima�emo na
osnovu induktivne hipoteze da postoji podskup H ⊆ H ′, |H| ≥ k i [H]r ⊆ Ai
za neko i, xto je i tra�eno; u drugom sluqaju samo uzmemo da je H = H ′′.
Ovime je konaqna Remzijeva teorema dokazana. �
Konaqna Remzijeva teorema nam samo garantuje postoja�e Remzijevih brojeva,
me�utim ispostav	a se da je �ihovo nala�e�e veoma texko, i da uglavnom
znamo samo u kom intervalu se nalaze. U datoj tabeli prikazane su vrednosti
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Remzijevih brojeva R(p, q; 2) za neke ma�e vrednosti p, q (ili intervali u
okviru kojih se nalaze).

Sada �emo dokazati primer dat u uvodu rada.

Teorema 2.4 R(3, 3; 2) = 6

Dokaz. Prvo �emo pokazati da va�i R(3, 3; 2) ≤ 6. Posmatrajmo graf sa 6
temena qije su grane obojene sa 2 boje, plavom i crvenom recimo. Fiksirajmo
jedan �egov qvor; grana kojih vode ih �ega ima 5, te �e bar 3 biti obojene
istom bojom, neka je to BUO crvena. Posmatrajmo druge krajeve tih grana;
ukoliko je neka grana odre�ena tim qvorovima crvena, tada bismo imali
crveni trougao odre�en poqetnim temenom i sa ta 2 qvora, a ukoliko nijedna
grana nije crvena sve su plave te bismo imali trougao plave boje, qime smo
pokazali da je R(3, 3; 2) ≤ 6. Da bismo dokazali da je R(3, 3; 2) = 6, treba da
na�emo kontraprimer u kojem imamo graf sa 5 qvorova u kojem ne�emo imati
istobojni trougao; ako zamislimo qvorove grafa kao temena petougla, samo
bismo obojili stranice petougla u crveno, a dijagonale u plavo, i u �emu
nema nijednog istobojnog trougla. �

Teorema 2.5 R(3, 4; 2) = 9

Dokaz. Trebamo da doka�emo da u grafu sa 9 qvorova qije su grane obojene u
plavo ili crveno, postoji ili plavi trougao ili kvadrat qije su sve stran-
ice i dijagonale crvene.
Poka�imo prvo da va�i R(3, 4; 2) ≤ 10. Fiksirajmo jedan �egov qvor; iz
�ega �e polaziti bar 6 crvenih grana ili bar 4 plave grane. U prvom sluqaju
iz R(3, 3; 2) = 6 sledi da �e tih 6 krajeva formirati bar jedan crveni ili bar
jedan plavi trougao, pa �emo imati ili kvadrat sa svim stranicama i dijag-
onalama crvene boje ili plavi trougao, qime je ovaj sluqaj zavrxen. Drugi
sluqaj u kom nam iz poqetnog temena polaze bar 4 plave grane se dokazuje
sliqno kao i da je R(3, 3; 2) ≤ 6.
Doka�imo sada da va�i R(3, 4; 2) ≤ 9 koriste�i prethodni deo dokaza. Fik-
sirajmo jedan �egov qvor; iz �ega polazi 8 grana, a u prethodnom delu dokaza
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smo videli da je ako su ili bar 6 grana crvene ili bar 4 grane plave dokaz
gotov; PPS, tada �e iz svakog qvora polaziti taqno 5 crvene i 3 plave grane;
tada bi ukupan broj plavih grana u grafu iznosio 9·3

2
= 13.5, odakle dobijamo

kontradikciju sa pretpostavkom, te je dokaz gotov.
Konstruiximo jox primer grafa sa 8 qvorova koji ne zadovo	ava uslove:
ako zamislimo qvorove grafa kao temena osmougla, obojimo mu sve stranice
i sve dijagonale koje spajaju naspramna temena u plavo, a sve ostale grane u
crveno; ovakav graf ne ispu�ava tra�ene uslove, jer nemamo plavi trougao
niti kvadrat sa svim stranicama i dijagonalama crvene boje. �

Teorema 2.6 R(4, 4; 2) = 18

Dokaz. Doka�imo prvo da je R(4, 4; 2) ≤ 18. Fiksirajmo jedan �egov qvor;
iz �ega �e polaziti bar 9 grana iste boje, neka je to BUO crvena. Iz
R(4, 3; 2) = 9 sledi da �e tih 9 qvorova sadr�ati ili 4 qvora koji odre�uju
kvadrat sa svim stranicama i dijagonalama plave boje, ili crveni trougao,
qiji qvorovi sa poqetnim temenom odre�uju kvadrat qije su sve stranice i
dijagonale crvene, xto zavrxava dokaz.
Sada �emo konstruisati kontraprimer za graf sa 17 qvorova. Numeriximo
qvorove grafa sa {0, 1, ..., 16}, tj. ostaci po mod 17; u crveno �emo obojiti
one grane qiji qvorovi se razlikuju za neki kvadratni ostatak po mod 17,
tj. izme�u kojih je rastoja�e u skupu {1, 2, 4, 8} a sve ostale grane obojimo
u crveno. Prvo �emo dokazati da ne postoji kompletan podgraf sa 4 qvora
qije su sve grane crvene. PPS tj. da imamo takav podgraf; ukoliko je
jedan qvor u �emu numerisan sa v, tada su ostali bilo koja 3 qvora iz skupa
{v±1, v±2, v±4, v±8}. Primetimo da kako sve raqunamo po mod 17, mo�emo
uzeti da nam je jedan qvor 0, a ostali neka 3 od {1, 2, 4, 8} (ukoliko zamis-
limo graf kao pravilan sedamnaestougao, ovo je kao da smo ga zarotirali
i postavili u qvor 0 qvor koji je imao najma�i ostatak po mod 17); qvor
numerisan sa 1 se ne mo�e nalaziti u toj qetvorci taqaka jer sa bilo kojim
od qvorova {2, 4, 8} gradi granu du�ine koja ne mo�e biti crvena. Sledi da
su ta 4 qvora numerisana sa {0, 2, 4, 8}, ali je tada rastoja�e izme�u qvorova
2 i 8 jednako 6, xto je kontradikcija. Ostaje nam da sada doka�emo da ne
postoji kompletan podgraf sa 4 qvora qije su sve grane plave. U �emu �e sva
rastoja�a izme�u qvorova pripadati skupu {3, 5, 6, 7}, pa sliqnim rezovovan-
jem kao pre imamo da nam je jedan qvor numerisan sa 0, a ostala 3 su iz skupa
{3, 5, 6, 7}. Kako u svakom odabiru 3 qvora iz tog skupa imamo granu koja nije
plava, dobijamo kontradikciju i time je dokaz zavrxen. �

Vidimo da je ve� raquna�e R(4, 4; 2) bilo dosta te�e nego R(3, 3; 2). Kao
xto mo�emo videti iz tabele, vrednosti Remzijevih brojeva dosta rastu sa
pove�a�em (p + q), pa ih je samim time i te�e raqunati, a i u primerima
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koji su dokazani su granice koje smo zadali bile optimalne, xto nije sluqaj
za ve�e Remzijeve brojeve, tako da se ve� za R(5, 5; 2) ne zna taqna vrednost.
Zanim	iva je slede�a anegdota: quveni matematiqar Pal Erdex, koji ima
znaqajne rezultate i u ovoj oblasti matematike, jednom je rekao da ako za-
mislimo da dolaze vanzema	ci i tra�e nam da odredimo R(5, 5; 2) ili unix-
tavaju planetu, onda �e nam trebati rad svakog matematiqara i kompijutera
da bismo ga izraqunali, a ukoliko tra�e da odredimo vrednost R(6, 6; 2),
onda bi trebali da uqinimo sve xto mo�emo da ih pobedimo.

Odre�iva�e Remzijevih brojeva i �ihovih granica je od velikog znaqaja u
oblasti konaqne kombinatorike, a sada �emo Remzijevu teoremu proxiriti
i na beskonaqne skupove.

Teorema 2.7 Beskonaqna Remzijeva teorema ℵ0 → (ℵ0)rs va�i za sve r, s ∈
N− {0}.

Dokaz. Dokaz sprovodimo indukcijom po r. Dovo	no je da doka�emo da
teorema va�i za bilo koji skup kardinalnosti ℵ0, recimo N, jer �e odatle
slediti da va�i za sve, poxto �emo imati bijekciju izme�u skupa N i bilo
kog skupa kardinalnosti ℵ0.

Sluqaj r = 1 je trivijalan; ukoliko je {Ai}s−1i=0 neka particija skupa N,
bar jedan Ai mora biti beskonaqan, jer bismo u suprotnom imali da je skup
N koji je beskonaqan konaqna unija konaqnih skupova, xto je kontradikcija,
i onda bi taj Ai bio tra�eni podskup.
Ideja je da koristimo to xto imamo beskonaqan skup a konaqno mnogo boja,
pa da rekurzivno definixemo niz elemenata qiji �e neki podskup biti
beskonaqan i qiji �e svi (r + 1)-elementni podskupovi biti istobojni.

Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za r, treba da doka�emo da va�i i za r+1.
Neka je {Ai}s−1i=0 neka particija skupa [N]r+1. Uzmimo neki proizvo	ni ele-
ment a ∈ N i neki proizvo	an beskonaqan podskup S ⊆ N−{a}. Definiximo
particiju {Bi}s−1i=0 skupa [S]r na slede�i naqin: X ∈ Bi akko {a}∪X ∈ Ai. Iz
induktivne hipoteze imamo da postoji beskonaqan podskup H ⊆ S, [H]r ⊆ Bi

za neko i; odaberimo jedno i = i(a, S) i jedno H = H(a, S) (i uvek mo�emo
odabrati kao najma�i element skupa, dok za odabir pojedinaqnog H koris-
timo aksiomu izbora).
Konstruisa�emo nizove 〈an〉∞n=0, 〈in〉∞n=0 i 〈Hn〉∞n=0 rekurzivno. Uzmimo da
je a0 = 0, i0 = i(0,N − {0}) i H0 = H(0,N − {0}); da	e �emo rekurzivno
konstruisati an+1 kao najma�i element Hn, in+1 = i(an+1, Hn − {an+1}) i
Hn+1 = H(an+1, Hn − {an+1}). Iz konstrukcije vidimo da je niz 〈an〉∞n=0

rastu�i; tako�e �emo imati da za svaki (r + 1)-elementni podskup oblika
{ak, ak1 , ..., akr}, ki > k za svako i, va�i da pripada particiji Aik . Kako
imamo konaqan broj boja, a niz 〈in〉∞n=0 je beskonaqan, postoja�e neka boja j
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koja se pojav	uje beskonaqno puta; neka je M = {n ∈ N | in = j} skup svih
takvih indeksa. Tada �e skup H = {ai | i ∈ M} biti tra�eni skup, jer je
beskonaqan i svaki �egov (r + 1)-elementni podskup pripada Aj. �
Sada �emo pokazati neke jednostavne primene beskonaqne Remzijeve teoreme.

Posledica 1 Svaki beskonaqan ure�en skup (P,≤) sadr�i beskonaqan pod-
skup S u kojem su ili svaka dva elementa uporediva ili svaka dva elementa
neuporediva.

Dokaz. Uzmimo particiju {A0, A1} od [P ]2, gde je A0 = {{x, y} ∈ [P ]2 | x, y su
uporedivi sa ≤} i A1 = {{x, y} ∈ [P ]2 | x, y nisu uporedivi sa ≤}. Tvr�e�e
sledi iz Remzijeve teoreme prime�ene na [P ]2 i particiju {A0, A1}. �

Posledica 2 Svaki beskonaqan linearno ure�en skup sadr�i podskup izomor-
fan ili sa (N, <) ili (N, >).

Dokaz. Neka je (P,�) beskonaqan linearno ure�en skup, i neka je ≤ neko do-
bro ure�e�e od P (iz aksiome izbora sledi da svaki skup ima dobro ure�e�e).
Uzmimo particiju {A0, A1} od [P ]2 gde je A0 = {{x, y} ∈ [P ]2 | x < y, x ≺ y}
i A1 = {{x, y} ∈ [P ]2 | x < y, x � y}. Remzijeva teorema garantuje pos-
toja�e beskonaqnog homogenog skupa H za particiju {A0, A1}. Relacija <
dobro ure�uje H, pa mo�emo uzeti poqetni segment H ′ od H izomorfan sa
ω; u sluqaju da je [H]2 ⊆ A0 ima�emo da je (H ′,≺) izomorfan sa (N, <), a u
sluqaju [H]2 ⊆ A1 ima�emo da je (H ′,�) izomorfan sa (N, >). �

Teorema 2.8 Bolcano-Vajerxtras Svaki beskonaqan ograniqen niz re-
alnih brojeva ima konvergentan podniz.

Dokaz. Neka je S = 〈ai | i ∈ N〉 neki niz; definiximo particiju {A0, A1, A2}
skupa [S]2, gde za svako ai, aj ∈ S, i < j va�i {ai, aj} ∈ A0 akko ai = aj,
{ai, aj} ∈ A1 akko ai < aj i {ai, aj} ∈ A2 akko ai > aj (kako je R linearno ure-
�en sa ≤, svaki par �e pripadati taqno jednoj klasi particije Ai). Remzijeva
teorema nam garantuje postoja�e beskonaqnog homogenog podskupa H ∈ S, za
koji va�i jedno od [H]2 ⊆ A0, [H]2 ⊆ A1 i [H]2 ⊆ A2. U prvom sluqaju imamo
beskonaqan konstantan podniz koji trivijalno konvergira. U drugom sluqaju
�emo imati beskonaqan rastu�i niz 〈bi | i ∈ N〉; kako svaki ograniqen skup u
R ima supremum, i ovaj podniz �e ga imati, oznaqimo ga sa s. Neka je ε > 0
dato. Kako je s = sup(H), s− ε nije gor�e ograniqe�e, te postoji neki qlan
niza bn > s − ε; niz bi je rastu�i i beskonaqan, te �e za sve m ≥ n va�iti
bm > s − ε, a kako je s + ε > s gor�e ograniqe�e imamo da je |bm − s| < ε,
odakle sledi da je s limes ovog niza. Tre�i sluqaj je sliqan kao prethodni,
pa je time dokaz zavrxen. �
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Samo �emo jox neformalno dokazati da se konaqna Remzijeva teorema mo�e
izvesti iz beskonaqne Remzijeve teoreme. Ideja je da ukoliko za neke k, r, s ∈
N − {0} ne postoji nijedno n ∈ N tako da va�i n → (k)rs, konstruixemo
beskonaqan podskup skupa N koji ne�e imati homogen podskup za neku par-
ticiju, xto bi bila kontradikcija sa beskonaqnom Remzijevom teoremom. Za
svako n ∈ N definiximo Cn kao skup svih particija skupa [n]r za koje ne
postoji homogen podskup kardinalnosti k, pri qemu je svaki Cn konaqan i
neprazan. Posmatrajmo sada

⋃
n∈NCn (skup svih particija koje su problem-

atiqne, svih kardinalnosti); mo�emo ga urediti sa ⊂, tako da to ure�e�e
bude stablo (stabla su kao generalizacija dobrih ure�e�a, u kojima imamo
neki element za koren i da	e se ostali granaju) u kojem �emo na jednakoj
uda	enosti od qvora imati particije skupova istih kardinalnosti. Kako
je svaki Cn konaqan, ima�emo neku beskonaqnu granu; ako uzmemo uniju el-
emenata svih particija sa te grane, dobi�emo particiju skupa N za koju
ne postoji homogen podskup od N kardinalnosti k, xto je kontradikcija sa
beskonaqnom Remzijevom teoremom.
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3 Remzijeva teorema i neprebro-

jivi kardinali

Nakon xto smo dokazali da va�i ℵ0 → (ℵ0)rs, postav	a se pita�e va�e li
analogna tvr�e�a za skupove ve�e kardinalnosti od ℵ0, recimo ℵ1 → (ℵ1)rs.
Naredna teorema nam daje odgovor.

Teorema 3.1 Negativna relacija Sierpinskog 2ℵ0 9 (ℵ1)22

Dokaz. Dovo	no je da doka�emo da tvr�e�e va�i za skup R, jer je |R| = 2ℵ0 .
Oznaqimo 2ℵ0 = λ; skup R je linearno ure�en sa ≤; neka je � dobro ure�e�e
R izomorfno sa λ.
Neka je {A0, A1} particija skupa [R]2 definisana sa A0 = {{x, y} ∈ [R]2 | x ≺
y, x < y} i A1 = {{x, y} ∈ [R]2 | x � y, x < y}. Ukoliko va�i 2ℵ0 → (ℵ1)22
ima�emo da postoji podskup H ⊆ R, |H| ≥ ℵ1, za koji va�i [H]2 ⊆ A0 ili
[H]2 ⊆ A1. U prvom sluqaju �emo imati da je (H,≺) dobro ure�en, te �e pos-
tojati ordinal µ sa kojim je izomorfan; neka je ϕ : µ→ H taj izomorfizam.
Kako je ϕ izomorfizam, za sve ordinale ξ < η < µ va�i�e ϕ(ξ) ≺ ϕ(η), odakle
sledi ϕ(ξ) < ϕ(η) (jer je [H]2 ⊆ A0). Dakle, {(ϕ(ξ), ϕ(ξ + 1) | ξ < µ} �e biti
neprebrojiv skup disjunktnih otvorenih intervala u R, xto je kontradik-
cija (kako je Q gust u R, svaki od tih otvorenih intervala bi sadrzao element
iz Q, pa imali bismo 1-1 preslikava�e iz neprebrojivog skupa disjunktnih
otvorenih intervala u Q). U drugom sluqaju na sliqan naqin dolazimo do
kontradikcije. �

Kao xto smo videli iz prethodne teoreme, nemamo neku opxtu generalizaciju
Remzijeve teoreme, me�utim postoje rezultati koji su generalizacije poseb-
nih sluqajeva.

Teorema 3.2 Erdex-Miler-Duxnik ℵ1 → (ℵ1,ℵ0)22

Dokaz. Dovo	no je da doka�emo da tvr�ene va�i za skup ω1, jer je |ω1| = ℵ1.
Neka je {A,B} particija skupa [ω1]

2. Za neki ordinal α ∈ ω1 definiximo
B(α) = {β ∈ ω1 | β 6= α, {α, β} ∈ B} (B(α) nam je skup svih ordinala koji
su dopuna za α do nekog elementa particije B). Sada �emo da razlikujemo 2
sluqaja:
1) Za svaki neprebrojiv podskup X ⊆ ω1 postoji α ∈ X za koji va�i |X ∩
B(α)| ≥ ℵ1. Konstruisa�emo prebrojiv homogen podskup skupa ω1 za B
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rekurzivno. Uzmimo da je H0 = ω1; koriste�i pretpostavku, postoja�e neko
najma�e α0 ∈ H0, |H0∩B(α0)| ≥ ℵ1; da	e �emo definisati Hi+1 = Hi∩B(αi),
za koji �e va�iti |Hi+1| ≥ ℵ1, te �e postojati neko najma�e αi+1 ∈ Hi+1,
|Hi+1 ∩ B(αi+1)| ≥ ℵ1. Za ovako definisan prebrojiv niz 〈αn〉∞n=0 �e za svako
n,m ∈ N, n < m va�iti da {αn, αm} ∈ B, te imamo skup H = {αn | n ∈ N},
|H| = ℵ0 za koji va�i [H]2 ⊆ B, qime je ovaj sluqaj gotov.
2) Postoji neprebrojiv podskup X ⊆ ω1 u kojem za svaki α ∈ X va�i
|X ∩ B(α)| ≤ ℵ0. Konstruisa�emo neprebrojiv homogen podskup skupa ω1

za A transfinitnom indukcijom du�ine ω1. Ukoliko imamo definisan niz
〈αν | ν < λ〉, αν ∈ X sa sve ν < λ < ω1, va�i�e da je skup

⋃
ν<λX ∩ B(αν)

najvixe prebrojiv, jer predstav	a uniju prebrojivo mnogo najvixe prebro-
jivih skupova (kako je ω1 poqetni ordinal i λ < ω1 sledi da je |λ| ≤ ℵ0).
Sledi da je skup X −

⋃
ν<λX ∩B(αν) neprebrojiv, te �emo uzeti da je αλ �e-

gov najma�i element; za ovako konstruisan niz 〈αν | ν < ω1〉 va�i�e αν 6= αλ
i {αν , αλ} ∈ A za sve ν < λ < ω1, te imamo skup H = {αν | ν < ω1}, |H| = ℵ1
za koji va�i [H]2 ⊆ A, qime je dokaz zavrxen. �
Ovo tvr�e�e va�i i ukoliko ℵ1 zamenimo bilo kojim beskonaqnim kardi-
nalom κ, tj. za svaki beskonaqan kardinal κ va�i κ → (κ,ℵ0)22, me�utim
dokaz �emo izostaviti, jer bismo morali da uvodimo pojam regularnog i sin-
gularnog kardinala, kofinalnosti.

Teorema 3.3 Erdex-Rado (2ℵ0)+ → (ℵ1)2ℵ0
Dokaz. Oznaqimo (2ℵ0)+ = λ. Neka je {An}n∈N particija skupa [λ]2. Defin-
iximo n(α, β) za sve {α, β} ∈ [λ]2 kao indeks particije kojoj taj skup pri-
pada.
Za svako α < λ konstruixa�emo transfinitni niz fα na slede�i naqin:
fα(0) = 0, i ukoliko je 〈fα(µ) | µ < ξ〉 definisano za ξ < α, ako postoji neki
ordinal ν < α, ν 6= fα(µ) tako da je n(fα(µ), ν) = n(fα(µ), α) za sve µ < ξ
stavi�emo da je fα(ξ) najma�i takav ordinal, a ako ne postoji prekidamo
proces. Primetimo da iz konstrukcije sledi da je fα rastu�i niz ordinala
i da mu je domen neki poqetni segment od α. Kada bismo pokazali da je neki
fα neprebrojiv, verovatno bismo mogli da istoristimo to i da je broj klasa
particije prebrojiv.
PPS, tj. da za svaki ordinal α < λ va�i |dom(fα)| ≤ ℵ0. Za svako α < λ
definiximo niz gα : dom(fα) → N, gα(µ) = n(fα(µ), α). Primetimo da ako
va�i gα = gβ, tada sledi i da je fα = fβ, jer va�i dom(fα) = dom(gα) =
dom(gβ) = dom(fβ) i ukoliko je fα(µ) = fβ(µ) za svako µ < ξ, tada je
n(fα(µ), ν) = n(fα(µ), α) = gα(µ) akko n(fβ(µ), ν) = n(fβ(µ), β) = gβ(µ) odakle
sledi i da je fα(ξ) = fβ(ξ), te je fα = fβ. Nizova gα ima najvixe ℵ1 · (ℵℵ00 ) =
ℵ1 · (2ℵ0) = 2ℵ0 (ℵ1 je broj razliqitih ordinala kardinalnosti ne ve�e od
ℵ0, dok je (ℵ0)ℵ0 broj mogu�ih preslikava�a svakog od �ih u N), a kako je
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λ = (2ℵ0)+ sledi da �e postojati neka dva ordinala α, β za koje va�i gα = gβ,
a iz prethodnog zak	uqujemo i da je fα = fβ. Tada za sve µ ∈ dom(fα) va�i
n(fα(µ), β) = n(fβ(µ), β) = gβ(µ) = gα(µ) = n(fα(µ), α), te sledi da mo�emo
da stavimo β kao naredni qlan niza fα, xto je kontradikcija.
Dakle zak	uqili smo da postoji neko fα za koje je |dom(fα)| ≥ ℵ1. Iz kon-
strukcije niza fα sledi da �e ako fiksiramo neki qlan γ, svi qlanovi niza
posle �ega u paru sa �im pripada�e istoj klasi particije {An}n∈N, tj. ako
uzmemo qlanove niza γ1, γ2 > γ va�iti n(γ, γ1) = n(γ, γ2) = n(γ, α), te mo�emo
podeliti qlanote niza fα u particiju {Bn}n∈N gde je Bn = {γ ∈ fα | {γ, δ} ∈
An za neki δ ∈ fα, γ < δ} za sve n ∈ N . Kako je |dom(fα)| ≥ ℵ1 a prebrojivo
mnogo klasa particija, sledi da �e za neko n ∈ N va�iti |Bn| ≥ ℵ1, a kako
je i [Bn]2 ⊆ An, te �e nam H = Bn biti tra�eni skup, qime je dokaz gotov. �
Kao xto je bio sluqaj i sa prethodnom teoremom, va�i slede�a general-
izacija tvr�e�a: (2κ)+ → (κ+ 1)2k za svaki beskonaqan ordinal κ.
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4 Zak	uqak

U ovom radu upoznali smo se sa nekim osnovnim elementima kombinatorne
teorije skupova.

U prvom delu rada videli smo xta su ordinali i kardinali i pokazali
neka �ihova svojstva.

U drugom delu rada dokazali smo Remzijevu teoremu i za konaqne i za
beskonaqne skupove i izraqunali neke vrednosti malih Remzijevih brojeva.
Izraqunava�e i odre�iva�e granica Remzijevih brojeva je od velikog znaqaja
u kombinatorici, i ima dosta rezultata u toj oblasti.

U tre�em delu rada smo "proxirili" Remzijevu teoremu na neprebrojive
skupove, pri qemu je tu bilo prostora za jox stvari. K�iga [2] sadr�i dosta
rezultata na ovu temu.

Zahvalio bih se mentorima Borixi Kuze	evi�u i Predragu Tanovi�u
na ulo�enom vremenu i prenetom zna�u, pri qemu bih se posebno zahvalio
profesoru Tanovi�u koji me je i upoznao sa ovom oblasti. Tako�e bih se
zahvalio i profesoru Drago	ubu Keqki�u na prenetom zna�u iz matematike
u protekle dve godine.
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