MaTemaTndka ruMHa3M]a

MATYPCKU PA /1

- N3 MaTeMaTHuke -

Pem3ujeBa Teopema

YUIeHuK: MenTopnu:
Ban l'oruh 4e [Ipenpar Tanosuh
Bopuma Kyszebesuh

Beorpa, jyn 2020.






Caap2kaj

YBO

1 OpanHanu u KapAuHAJIA

2 Pem3ujeBu 6pojeBu nu Pem3ujeBa Teopema

3 Pem3ujeBa TeopeMa u HeIlrpedpojuByu KapAnHAJIN
4 3akJpyvak

JIuteparypa

15

18

19






YBOI

Teopuja ckymnoBa je rpaHa MaTeMaTHKe KOja MPOydaBa CKYIOBe, KOJU CY KOJTeK-
nuje objekara u nomohy me 3acHUBaAMO cBe MaTeMaTu4ke objekre. KombunaropHa
TeopHja CKyIMoBa IIPOIIUPYje KOMOMHATOPUKY KOHAYHHUX CKYTIOBAa Ha OECKOHAUHE
ckynoBe. PemsujeBa Teopema je jegHa 0JI OCHOBHUX TeopeMa KOMOUHATODUKE
Teopuje ckynosa. (OHA HAM TOBOPH Jia aKO CBAKH 7'-€JIEMEHTHU TOJCKYT ODECKOHATH-
or ckymna obojumo y s € N 6oja, mocrojalie 6eckoHadYaH MOACKYN 4YHju he cBaKH
r-eJIeMEeHTHHU IOJACKYlI OuTH 060jeH mctoMm OojoM. Ilosmaru mpobisem ” HokazaTu
na Mehy 6 Jpyau octoju win 3 ocobe Koje ce MO3Hajy WK TocToje 3 ocobe Koje ce
Mehycobno He 1o3Hajy” je caMo cuenmjajHu cjiydaj KoHadne Pem3sujeBe Teopeme,
KOja je HajBaykKHUjU pe3y/TaT O mapTrunmjamMa KoHadHux ckynosa. [lopen Pem3u-
jeBe Teopeme Koja HAM TOBOPH O CKYMOBHMa KapIWHATHOCTH No (KapAnHAJIHOCT
CKYIIa TPUPOIHUX BpOjeBa), MPUPOJIHO je 3aHUMATH Ce U Pe3YJITATHMA KOjU BarKe
3a HenpebpojuBe cKymose (CKymoBu KapaumuaaHoctu Belie o Np).

Y upsom Jjesy pajia jedunucahemo mra cy opjuHa/d U Kap/uHa/u, jep he
HAM OHM OUTH NOTPEOHU y Ja/beM paJy.

Y apyrom jeny paja mosabaBuheMo ce m3padyHaBameM HEKHX Pem3njeBux
opojeBa u Pem3ujeBoM TeopeMoM.

Y Tpehem gmeny pana BuaehiemMo Heke TeopeMe ciaudne Pem3ujeBoj TeopeMu
CaMo TITO CYy CKYMOBU KapAWHAIHOCTHU Behe o1 N.



1 OpauHaay U KapJAuHaJIu

Opaunanu

ITpuposne 6pojeBe yo3HajemMo joIn KaJi KpeHeMO Ja PaJuMO MaTeMaTHKY y OC-
HOBHO]j IITKOJIM; TMOCJE CMO C€ Y CpeJihoj MKOJIU JAoTakju [leanoBux akcmoma u
YHO3HAJIH Ce ca MPUHIUIOM MaTeMaTudKe HHAYKIHje. Y TeOpHju CKYyNoBa, CKYII
npupogHux 6pojesa nedunuIIeMo Ha ciaegehn HaUMH:

N = {x | z € I 3a cBaku uHnyKTHBaH CKyI [},

rje je unaykruan ckyn ckyn I koju cajapzku 0 = () kao ejleMenT 1 uMa CBOjCTBO
ga ykomuko n € I tataun+1 € [ (can+1 = S(n) = nU{n} o3nayen je
CKYIl HACTETHUK O n). AKcHOMa GECKOHAYHOCTH HAM FapaHTyje MOCTOjarhe MH-
JYKTWBHOT cKymna, ma ckyn N MozxkeMo dopmasiHo JeduHICATH TPUMEHOM TIIeMe
aKCHOMe U3JBajarba Ha OWI0 KOJU MHIYKTHBAH CKYI X:

N = {zx € X | x € I 3a cBakn unjykruan ckyn [}.

[TocTaB/ba ce mUTAHE MOXKEMO JIM HACTABUTH OpOjarbe HAKOH MPUPOIHUX OpOjeBa;
BrzeliemMo Jia MOXKeMo, U yIO3HATH Ce ca OPJAWHATHUM (peJHuM) GpojeBrnMa.

Hedbunumuja 1.1 Ckyn W je dobpo ypehen peaauujom < axo
(a) (W, <) je auneapro ypehen cryn,
(6) Ceaxu nenpaszan nodckyn 00 W uma najmarou esemenm.

Hedbunaumnuja 1.2 Ckyn T je mpanaumusan axo je cearxu eaemenm us 1T maxohe
u nodekyn 00 T.

Hedbunumnuja 1.3 Ckyn « je opdunan axo
(a) a je mpansumusar ckyn,
(6) a je dobpo ypehen ca €.

Jlako MoXkemMo BHUIETH Ja Cy CBH NMPHUPOTHU OPOjeBH OpJAWHAIM, a Takohe m cam
CKyIl pupogHux Opojesa je opaunan. Osnaummo ca w = N

JIema 1.4 Axo je a opdunan, onda je u S(a) maxohe opdunan.

Hoxkas. S(«) je rpamsutuBan- ykomuko X € S(a), taga je wim X = « u Tajga
Baku Ja je X yjenuno u momckyn on S(«), a ykoauko X € « Taja HA OCHOBY
Tora 1TO je o opamHaa umamo Jja je X C «, a kako je @ C S(«) umamo u
X C S(a). Tpusmjamuo mokaszyjemo u Ja je S(«) mobpo ypeben, omakie cienn
Jia je oH opauHaJ. [J

Hedbunummumo Hacaegauka on « ca « + 1 = S(«).



Jlema 1.5 Csaku eaemenm opounana o je opouHai.

Hoxka3. Heka je a oppunas. Tpebamo Jjia jiokazKeMo Jia je 3a CBaKu & € «, T
TpaH3uTUBaH m JA00po ypehen ca €. YKoJUKO je u € v € x, KaKO je (v OP/IHHAJ
caenm fa je v € a, a ojgarie aa je u € . Kako € m0bpo ypeheme, oHO nHEAPHO
ypebyje a, Te ciein u € x OJlaKJie je T TPAH3UTHBAH. 3a ¥ € o mMaMo Ja je v C «
(v je opmunan), na € no6po ypeljyje © kao pecrpukimja nobpor ypehema (o, <).
O

Jlema 1.6 Axo 3a opdunane o, 8 eastcu o C 3, mada je o € [3.

Hoxka3s. Heka cy «, f opaunanu, a C 3; ckyn [ — « je HenpasaH, HeKa je 7y leros
HajMamu egeMeHT v ypehewy €. Tama Baxku v C «, jep fa je a C 7y CBaKH eJre-
MEHT HEIPA3HOI CKyna v — « y ypehemy € O6uo mamu oj 7 Koju upunaia [ — «,
mTo je KoHTpagukimja. Caga ocraje ga mokaxkemo 1a je a C vy, ofakJe Cjean
a =y € B, mrro 6u 6mo kKpaj Jokasa. Heka je § € «; yKOJWKO He BaxKu 0 € 7,
Taja je wiu y € § uam y = ¢ (3aro mro 7,0 € B a € mobpo ypehyje ), onakie
cTeTu J1a je v € (v MTO je KOHTPAAUKINja ca m300poM 7y Kao egeMeHTa [ — a.. [J

VKOJIMKO 33 HEKHU OPJIUHAJ (v TIOCTOju opanHaa [ Tako ga je o = [ + 1 kaxkemo
Jla je (v OpAWHAJ HACJeJHWK, WHA4Ye je TPAHUYIHU OPAWHA. 3a CBe Op/UHAJEe
«, f nedunumemo o < [ aKko « € [, 4uMe IPOIIIpyjeMo omepanujy mnopehema
npupoIHuX OpojeBa.

Jlema 1.7 Hexa cy «, 8 opdunasu. Tada sasicu mauro jedno 0d a < B, a > [ u

a=pf.

Hoxka3s. Heka cy «, f oppunasu; Tajga je aNf takohe opaunan, u Baxku aNf C a,
anf C B. Akoje anNp = aTana je a C (3, Te je mim o C § wnu «« = [ Ha OCHOBY
jgeme 1.6; cimuno Baxky u Kaja je N S = [. Ykouauko je a NP C a, aN P C S,
Taga je NP C aN P, mTo je KOHTPAIUKIINA]a jep HU 38 jeTaH OPAUHAT \ He MOKe
Ha Baxn A € \. [

Jlema 1.8 Csaxu wenpazan ckyn opouHasG UMG HAJMAHU esemenm iy ypehervy
<.

Hoxka3z. Heka je A Henpa3saH CKyl OpJWHAJIA; Y3MUMO HEKH FHETOB MPOU3BO/HAH
eleMeHT «. YKoauko je o N A = (), raga je o majmamu cKyn y ToMm ypebhemy, a
ako je aN A # () taga e a N A C a mMaTH HajMaIbU eJIeMEHT y ypehemy €, u on
he 6utu majmamu edeMent A y ypehemwy <. [J

[Tocnenuia mperxoaHe JBe JeMe je Ja CBAKW Hempas3aH CKYI OPAWHAIA J100pO
ypeben ca <.



NuryuruBao Ou 6mi1o ja JeduHUIIEMO W + W KA0 YHUJY W U CBUX OP/MHAJIA 00-
JIUKa W+ n, 3a cBe n € N; Mmehyrum, u3 crBapu jgedunucanux 10 cajga He MOKEMO
rapaHTOBATH MOCTOjalbeé TAKBOT CKymHa. 3a To he HaM TpebaTw HOBA aKCHOMA.

IITema akxcumoma 3amene Heka je P(x,y) ¢BOjCTBO Tako Ja 3a CBAKO T MOC-
TOju jesMHCTBEHO Y 3a Koje P(x,y) Baxu. Taza 3a ceaku ckyn A 1mocroju ckyn
B rakaB ma 3a cBako x € A nocroju y € B 3a koje P(x,y) Baxu.

MozkeMO TOKa3aTH 13 BayKW OPUHIUN HHIAYKIEje W 33 OpIHHAJIE, CAMO Y MAJIO
MOIHMpUKOBaHO] (popMHU 300T TPAHUTHUX OPAUHAJIA.

ITpuanun rpanchunnrHe naayknuje Heka je P(X) meko cBojcrBo. Ilper-
MOCTaBMMO, J1a 3a CBe opamHajge « Baxku: Ako P(f) Baxu 3a cBe f < «, Tana
paxkt P(a). Tama P(a) Bayku 3a cBe OpauHaJE (.

Hedbunuaunuja 1.9 Hzomoppusam usmelhy dea ypehena ckyna (P, <1) u (Q, <2)
je bujexuyuja h : P — @, 2de 3a cee p1,ps € P sastcu p1 <1 py axko h(pr) <o h(ps).
Tada wasrcemo da cy (P, <1) u (Q, <2) usomopgru.

Caenehy Teopemy HaBoauMO 6e3 j0Ka3a.

Teopema 1.10 Csaxu dobpo ypehen ckyn (W, R) usomopgpan je ca jedurncmeerum
opdunarom (a, €).

Jaxse, nepuHucasm CMO MHIYKIINA]Y HA OPJAUHAJIUMA U MOYKEMO Ja JePUHUIIIEMO
HU30BE OP/IMHAJIA.

Kapannannm

KapawramHocT HEKOT cKyma MOYKeMO TJie/laTh Kao Opoj eJleMeHaTa y TOM CKYIIY;
Kap/IMHAJHOCT KOHA4YHOI CKylia he Ourtu upupojan Opoj rtako ja usmehy rtor
CKylla W NPUPOIHOr Opoja mocroju Oujekiuja; caj Tpeda HPOIIUPUTH TOjaM Ha
OecKOHAYHE CKYIOBE.

Hedbunaumuja 1.11 Ckynosu A u B cy exsunomenmnu axo nocmoju bujexyuja
usmehy wuz. Tada nuwemo |A| = |B].

[Mpumerumo jga yroauko cy (P, <;) u (Q, <2) uzomopduu, taja je |P| = |Q|.

Hedbunnumnuja 1.12 Ckyn A je konauar ako je eKGUNOMEHMAH HEKOM NPUPOIHOM
bpojy n € N, u mada xascemo da je |A| = n. Y cynpommuom, cxyn je beckonaqan.

Hedbununmja 1.13 Beckonauan ckyn A je npebpojus axo je |A| = |N|. ¥V cynpom-
HOM, CKYN je Henpebpojue.



Hedbunrumnuja 1.14 Opdunar o« je nouemuu opdunar ako HUjE eKBUNOMEHMAH
HU ca jednum B < a.

Teopema 1.15 Cesaxu dobpo ypehen ckyn X je exsunomenmar ca jeduHcmeeHUM
NOYEMHUM OPOUHAAOM.

Hdoka3. Ha ocuoBy Teopeme 1.10, umamo 1a je X msomopdpaH ca HEKUM jeIHH-
CcTBEHUM OopjuHajoM «. Heka je o HajMamu Op/MHAJ €KBUIOTEHTaH ca X; yKO-
JILKO (yy HUje TIOYeTHU OPJMHAJ, OHJA OMCMO MMaJd [ je OH eKBUIIOTEHTAH Ca
HekuM 3 < «, Te 6 onma u X OMO eKBHIOTEHTAH Ca [3, MITO jé KOHTPAJIUKIIA]a.
YKOJIHMKO CY (yp # (1 JBa IMOYETHA OPAMHAJIA, OHM He MOTY OUTH eKBHIOTEHTHH
(cnenu w3 peduHUNIUje MOYETHOr OPJAMHANA), Te T0OHjaMo Ja je ap jeJIHHCTBEH
HOYEeTHU OpJiHaJ ca KojuM je X ekBunorenran. [J

Hedbunrnmnuja 1.16 Kapdurarnu 6poj nexoz dobpo ypehenoe ckyna X, osnaven
ca | X|, je jeduncmsen nowemmnu opdunan exsunomenman ca X.

YV carjacHOCTH ca cTBapuMa J0 caja, Bazxkuhe jna je | X| = n 3a 6u1o KOju CKyII o/
n exeMenata, kKao u n1a je | X| = w 3a cBaku mpebpojus ckyn. Cama fiemo BumeTn
KaKO MO2K€eMO 1IpaBUTHU IIPOMU3BOJ/bHO BCJIMKE 110Y€THE CEI'MEHTC.

Teopema 1.17 Kanmop 3a ceaxu cxyn X saorcu | X| < |P(X)].

Hoxka3. Jlako suaumo ma Baxu |P(X)| > | X/, jep nmamo 1-1 byuknujy f: X —
P(X) samary ca f(x) = {x}. Tpeba jomr nmoxkasaru na me noctoju "na” dbynknuja
u3 X y P(X). Heka je f: X — P(X) npoussosbia DyHKINja; HOCMATPAJMO CKYTI
S={zreX |z ¢ f(z)}. Hokaxnmo na S ¢ dom(f). IIIIC, 1j. naje S = f(x) 3a
Heko © € X; u3 aedunnnuje ckyna S nvmamo na x € S akko x ¢ f(x), re umamo
xr € S akko x ¢ S, mTo je KoHTpauKIHja. [

JlakJte, He MOCTOJU CKYI 4Hja je KapJAWHAJTHOCT MaKCAMAJTHA.

Hedbunnunuja 1.18 3a 6uso xoju ckyn A, unexa je h(A) najmarou opdunanr xoju
HUje exsunomenmam Hu ca jednum nodckynom ood A.
h(A) nasusamo Xapmozcos 6poj cryna A.

3 nedunuunje Bugumo na je h(A) najuamu opausan « rako aa |af € Al
JIema 1.19 3a csaxu cxyn A, h(A) je nowemnu opdunan.

Hoxka3z. IlpernocraBumMo cynpotHo, Tj. Ja 3a ueko [ < h(A) saxu |5| = |h(A)[;
Taja OM MOCTOja0 HEKW MOACKYT o A Koju je ekBumorentad ca (3, Te 6u u h(A)
OMO eKBHUIIOTEHTAH TOM IOJCKYILY, IITO je KOHTPaJAuKIuja. [

Jlema 1.20 Xapmozcoe 6poj cxyna A nocmoju 3a ceaxu ckyn A.



Hoxkaz. Ha ocroBy reopeme 1.10 umamo na je caku mo6po ypehen ckyn (W, R),
W C A m3somopdan ca jeamHCTBeHNM opanHaaoMm «. Illema akcmoma 3aMeHe HAM
rapaHryje mocrojame ckyna H Tako Ja 3a cBako j00po ypeheme R € P(A x A),
opauHaj n3oMopdaH ca BbUM Hajtasu y H; gokaxkumo ga H caipzKu cBe opauHaJe
eKBUIOTEHTHE ca HeKuM mojckynoM u3 A. Heka je f 1-1 npeciukaBame U3 HEKOT
opmmana a y A; ysehiewo ma je W = ran(f) u R = {(f(8), /(1)) | B < < a};
R C A x A je tama mobpo ypebeme mzomopduo ca o mzomopdmsmom f. U3
nocrojata ckyna H cieau nocrojame ckyna h(A) = {a € H| « je opaunar,
la| = |B|, B € A} ma ocuoBy mmeme akcuome m3asajamba. Ckym h(A) jecre
OpIMHAJ: CBH €JIeMEeHTH Cy My OpAMHAIM Ia je 100po ypelen ca <, Te ocraje
Ja mokaxemo Ja je h(A) rpansuruban; 3a cBako § € o € h(A) Baxu ga je
opausan (jep je a opauuan) u  C «, u yroauko je f : a« — B C A uzomopduzam
MOYKEMO camo y3etn pectpukiyjy [ Ha [ kao m3omopduzam uzmelhy [ u HEKOT
noackyna C' C B, onakie caenu jga 3 € h(A). Cazna tpeba nokazatu na h(A)
HUje eKBUIOTEHTAaH HU Ca jeJHUM IOIACKYIIOM CKymna A W 1a je MUHHMAaJIaH TaKaB
ckyir. [Ipso IIT ga je h(A) ekBumoreHTan HEKOM HOJCKYIY CKyna A; Tajga 6Gucmo
u3 nedbuunmje ckyna h(A) umamu h(A) € h(A), mro je kouTpagukiuja jep je h(A)
opanran. Cana I1I1 na je o # h(A) HajMamn opAWHAI KOjU HUje eKBHIIOTEHTAH
HUjeTHOM TOJACKyIy ckyna A; kako < mo06po ypehyje ckynm opaunasa, sazxkuhe
a < h(A), omakie caenu a € h(A), na n3 gedununnje ckyna h(A) caenun 1a je a
eKBUIIOTEHTAH HEKOM IOJICKYIY CKyla A, mro je koHTpajukiuja. VI3 cBera oBora
caenu na h(A) jecre Xaprorcos 6poj ckyna A. [

Hedbunaumnumja 1.21

Wy = W,

Wat1 = h(wy) 3a ceaxu opdunan o

Wwo = sup{ws | 5 < a} ako je o epanunnu opdunan, o # 0.

Caenehy Teopemy HaBoauMO 6e3 j0Ka3a.

Teopema 1.22
(a) w, je beckonanan nouemnu opouHan 36 CEAKY OPOUNAA (L.
(6) Axo je Q Geckonanan nowemuu opdunans, mada je = w, 3a HEKU Q.

JlaxJje, 3aK/byYUIH CMO JIa je cBaKd 100po ypeheH CKyll eKBHIIOTEHTAH Ca je IMH-
CTBEHHUM TMOYETHUM OPJMHAJTIOM U Ja OeCKOHAYHH MOYETHU OPAUHATIH (DOPMHUDA)Y
HU3 OPJIMHAJIA W, TJE je ov O1JIo KOju Op/inHa/l. BecKOHa4YHU 1I0YeTHU OPJUHAJIN CY
1o JIebMHUIAJU KapIMHAJIHOCTH OeCKOHAYHUX 100p0 ypeheHnx ckymoBa; 30BeMO
ux ajgedu u 03HaYaBaMO X ca N, = W, 3a CBaKWu .

Jedunucahemo jorr HEKOJIUKO CTBapH.

Hedbunnmuja 1.23 Cryn AP npedcmasma cxyn ceux npecauxasaroa us ckyna
B y cxyn A.



Jedununuja 1.24 Jepunuwemo * = |AP|, 2de je |A| = k u |B] = )\, 3a
npoussosHe Kapounaie K u \.

Teopema 1.25 Illapmumamustu cxyn ckyna N je nenpebpojus.

Hoxka3z. Caenu u3 Kanrpose teopeme. [
Teopema 1.26 |P(N)| = 2| = |R|.

Hoxka3z. 3a csaku nogckyn S C N gedunummmo npeciukasame fg: N — {0,1}
Ha cjaegehyn Haduo:

fi(n) = {f e )

Casa je ounraenno ga je F' . P(N) — 28 zanara ca F(S) = fg 3a caku S C P(N)
oujexnuja; octaje Ja nokazkemo Jja je |R| = [2N].

1) Hdokazumo npso ma je |2Y] < |R|. Ba To iemo camo y3eTu npecinmkaBame Koje
he cBakom enementy |2Y| npuapy:xuTH jeauncrTseH peajnan 6poj obuxa 0.agay...,
rie je (a, | n € N) Taj enement uz |2V].

2) Octaje jom na nokazxkemo ja je |2V] > |R|. Peasne 6pojese kKoncTpyncamm cMo
Kao pe3oBe pamuoHa Hux OpojeBa; yzehemo omaa 1-1 dyukiujy koja he cakom
pearaoM 6pojy r = (A, B) mogeauru nomckyn A C Q, omakie mvamo Ja je
IR| < [P(@Q)] = 2% = [2V]. O

Baxmyunan cMo ga je |R| = 2%, Jeman on majuosnarujux mpobiema Teopuje
CKYIOBa OMJIa je XUIoTe3a KOHTHHYMA, KOja II0CTaB/ba IHTame 12 i je 280 = N;;
HCIIOCTABUIIO Ce J1a je OHa He3aBucHa oj1 4 I'C' akcuoma Teopuje CKyImoBa.



2 PemsujeBu 6pojeBu u Pem3ujeBa
TeopeMa

Hedbunuaunuja 2.1 Hexa je S ckyn. 3a r € N, obeaescumo ca [S]" = {X C
S| |X| =1} ckyn ceuz nodckynosa S wapdunasrmocmu r. Hexa je {A;}:Zy nap-
muuuja [S]" y s > 0 xaaca (60ja). Kaocemo da je cxyn H C S zomoeen 3a
my napmuyuly axo je [H]" C A; 3a neko i, mj. axo cy MYy C6U T-eAeMeHMHY

nodckynosu 0bojeru ucmom 60jom.

Hedbununuja 2.2 Hexa cy k u A kapdunaru. Huwemo k — (Ng, ..., As—1)- axo 3a
cearu cxyn S kapdunaimocmu K u ceaxy napmuvugy {A; Y53 ckyna [S]" nocmoju

wexo i w exyn H C S sa koju [H|" C A; u |H| > N, ¥V cayuajy da je N\ = X\ 3a
cearxo i, nuwemo ckpaherno kK — ()L

[Tpernocrasumo jna Baxku £ — (A)5. Tana Baxu u caenehe:

1) Ako je k' > Kk, Tana K — (A)7;

2) Ako je N <\ rama k — (X)7;

3) Ako je s <'s, tama kK — (\)%;

4) Axo je v’ < r, Taza k — (\)7.

Camuna TBphema Bazke M Kaja mocMarpamo £ — (A, ..., As—1)h. Taxobe Baxkn u
TO Ja Huje GUTaH pegocien y KojeM ce A;, ¢ € {0, ..., s — 1} Hanaze, raunnje Baxu
12 aKo je £ — (Ao, ..., As—1)%, Taga he 3a 6mto kojy nepmyrannjy {Aro), ...; Ar(s—1)}
BAKUTH K — (Ar(0)s -5 An(s—1))5-

Teopema 2.3 Konauna Pemaujesa meopema 3a cee nosumushe npupoore
bpojese k,r, s nocmoju n € N maxo da n — (k).

Hokaz. /lokazahemo nppo ciaydaj s = 2, taunuje jgoka3zahemo jia 3a cBe r,p,q €
N — {0} nocroju n € N 3a koju Baxku n — (p,q)s (kako je s = 2, rnegahemo Kao
Jla ©MaMo JiBe 6oje KojuMa 60jUMO MOJCKYIIOBe, IJIaBy U I[PBEHY ).

Hoka3 cpoBogumo uHayknujom no r. Caydaj r = 1 je Tpuujasan; y3ehemo
na je n = p+ q — 1; YKOJUKO HeMa HU p eJleMeHaTa IIaBe 0oje HU ¢ eJleMeHaTa
npserne 60je, To 6U 3HAYMIIO JA je Kap/JMHAJHOCT cCKynan =p+q—1 > p+ g,
MTO je KOHTPAIAKITA]A.

[IpernocTaBuMoO cazma aa je TBpherme 3a 1aTO r TAYHO 3a cBe p, ¢ € N; mokaxkuMo
Jla cyein Ja je TaqHo u 3a 7+ 1. O3HaunMo HajMame n 3a Koje Baxku n — (p,q)5
ca R(p, ¢;r).

3a maru ckyn S, |S| = n (rge wam je n jomr yBek Heoapeleno) y3mMumo Heky



napruujy [S]" = AgU Ay; ykomuko je p < r uim ¢ < 7 camMo y3MeMO HeKH CKYTl
KapAnHAJIHOCTH P (Tj. ¢); YKOJIHKO je p = ¢ =+ 1, ako je |Ag| > 0 y3memo Hekn
eqeMeHT u3 Ay win yKoauko je |Ag| = 0 yamemo weku enement u3z A; (He mMory
u Ag u Ay 6urw npasuu). Jakme, Il naje p >r+ 1w g > r+ 1 kao u ga je
TBpheme TauHo 3a cBe P, ¢ 3a koje je p' + ¢ < p+ ¢; caga JT0Ka3 CIPOBOIUMO
WHIYKITAJOM TI0 P + q.
®ukcupajmo veko a € S. Heka je S* = S —{a}, u nexa je { By, B } maprunuja o
[S°]" nedunucana ca X € By akko X U {a} € Ay, ananorno nedbunumnemo u By.
Kaxko je |S? = n — 1, 6uno 6u KOPUCHO J1a HEKAKO HCKOPUCTHMO WHIYKTHBHY
XMIIOTE3y U TAKO KOHCTPYHUIIEMO CKYII KOju HaM Tpeba. Y IHM/bYy TOTa, Y3MUMO
pajen—1=R(p, q¢;r); rana hemo umaru noackyn H® C S 3a koju he Baxru
jenan oJ1 HapejiHa JIBa cJaydaja:
1) |He = of w [H] C By
2) |He| > ¢ w [H] C B,
Ba ckyn H he Baxkutu jga cy my nojckynosu obauka X U{a}, X C H® npunajaru
ucroj kiaacu naprunuje y [S]"T! Te nam ocraje sa uposepumo (r + 1)-esemenrue
nojckymnone o H?.
1) Ha ocHOBY WHIyKTHBHE XHIIOTe3e MMaMo Ja nocroju n; € N, 3a Koje Baxkn
ny = R(p— 1,¢;r + 1); yamumo ga je p’ = ny. Taga wim nocroju H' C H?,
|H'|>p—1u [H]"" C Ay wmm nocroju H” C H*, |H"| > q¢u [H""T' C A;. ¥V
upBoM ciydajy ysmemo Ja je H = H' U {a}, a y apyrom ciydajy y3memo Ja je
H = H", uy oba ciiydaja TpUBHjaTHO BUINMO Jia 33/10BO/baBajy TPaskeHe yCJIOBE.
2) CamdHO Kao W y TPBOM Ciydajy, y3meMmo ja je ¢ = ne € N, 3a koje Baxku
ny = R(p,q — 1;7 + 1); gajbe je aHAJIOTHO KAaO TPBU CJIYYa].
Haxie, ako y3memo najen = R(p',¢';r)3ap’ = R(p—1,¢;7) u ¢ = R(p,q—1;7),
W Taja BaxKu n — (p,q)5 ", 4nIMe je 10Ka3 roTos.

Jlokazasu cMo TBpheme 3a s = 2; ciaydaj s = 1 je TpuBujasiaH; caja WHIYKIH-
joMm 1o s JokazyjeMo TBpheme.
IIpermocraBumo fa 3a neko m € N Baxku m — (k)5. Ilocmarpajmo meky map-
tunnjy {A;};_, ckyma [S]", mekor ckyma S, |\S| = n rae n jonr HHCMO OIPEIUIIN.
Hedunumumo { By, B} wa crenehn naunn: By = Uf;é Ag, By = A,. Caenu je
{By, B1} naprunmja ckymna [S|"; yamumo na je n = R(l,l;r) (I Tpebamo Tex na
oxpeaumo). Tana mocroju moxckyn H' C S, |H'| >l u [H']" C By wmn H" C S,
|H"| >l u [H"]" C By. ¥Y3umumo ga je | = max(m, k). Y npBoM ciaydajy umaliemo
Ja Ham cBu estemenTr u3 [H'|" nomespenu y s kiaca, a kako je |H'| > m umaliemo Ha
OCHOBY WHJIYKTHBHe Xurnorese ja nocroju nojackyn H C H', |H| > k u [H|" C A;
34 HEKO 1, IITO je N TPaXKeHO; y APYIOM CJaydajy camo ysmemo aa je H = H”.
Osume je konauna Pem3ujeBa Teopema moxasana. [
Konauna Pem3ujesa Teopema HaM camo rapaHTyje moctojare PemaujeBux 6pojena,
MelyTHM HCIOCTaB/ba Ce Ja je BUXOBO HAJIaXKerhe BeoMa TElIKO, U JIa yIJIaBHOM
3HAMO CaMO y KOM HHTEPBAJIy ce Hajase. Y JaToj Tabe/ d IPUKa3aHe Cy BPeIHOCTH



PemsujeBux 6pojeBa R(p,q;2) 3a

OKBHDY KOJUX Ce HaJaze).

p
q

r

LTI - B B T S )

10

1

1

2

1
2

3

1
3

18

HEKe Marbe BPeJIHOCTH P, (WM WHTePBAIH Y

2571
43-48

18
3641
58-87

102-165

7 8
1 1
7 8
23 28

49-61 50013184

80-143 101-216
1151131208 | 1340131495
205-540  217-1031
282-1870

9
1
9
36
73115
133-316
183780
252-1713
320-3583
565-6588

10
1
10
40-42
92-149
149113442
2041171
202-2826
343-6090
58112677

798-23556

Caza hemo gokazaTu mpuMep JaT y YBOLY paja.
Teopema 2.4 R(3,3;2) =6

Hoxka3. TIpso hemo mokasarn na Baxu R(3,3;2) < 6. TTocmarpajmo rpad ca 6
TeMeHa dnje cy rpaHe obojeHe ca 2 0oje, MIaBOM U IIpBEHOM pernmo. Puxkcupajmo
je/laH IberoB 4YBOp; I'paHa KOjUX BOJIEe MX Ibera uMma 5, Te he 6ap 3 6utu obojene
ucroM 6ojom, Heka je To BYO npsena. IlocMaTpajmo apyre KpajeBe THX I'DaHa;
VKOJIMKO je HeKa rpaHa ojpeheHa THUM YBOpOBHMA I[PBEHA, TaJja OUCMO HUMaJIU
IPBEHHU TPOYyrao ojipehen moueTHuM T€eMEeHOM U ca Ta 2 YBOpa, & YKOJIUKO HUje/IHA
rpaHa HHje IPBEHa CBe Cy IIaBe Te ODMCMO WMaJju TPOYrao miase 60je, TmMe CMO
nokasanu Ja je R(3,3;2) < 6. Jla 6ucmo mokazanu jga je R(3,3;2) = 6, Tpeba na
Hahemo KoHTpanpumep y KojeM umamo rpad ca b uBoposa y Kojem Hehemo umaru
HUCTOOOJHE TPOYTa0; aKO 3aMHCJIUMO YBOPOBE Ipada Kao TeMeHa IMeTOYT/Ia, CaMo
oucMo 000jUIM CTPAHUIE METOYIJIA Y IPBEHO, & JAUjarOHAJe Y ILJIABO, U Y HHeMY
HEMa HUjeHOT HCTOOOjHOT Tpoyria. [J

Teopema 2.5 R(3,4;2) =9

Hoxka3z. Tpebamo ma qokazkeMo ma y rpady ca 9 uBoposa dmje cy rpane obojeHe y
IJIABO MJIM IIPBEHO, IOCTOJH WU ILJIABH TPOYTrao MM KBaJIpaT YHje CY CBe CTPaH-
UIle U JWjaroHaJe IpBeHe.

[Mokazkumo npBo ga Baxku R(3,4;2) < 10. PukcupajMo jesan mWmeroB 4Bop; u3
wera he rmosazutu 6ap 6 pBeHnx rpaHa win 6ap 4 miaase rpaHe. Y MPBOM CJIydajy
u3 R(3,3;2) = 6 coienu ja he Tux 6 kpajeBa bopmuparu 6ap jean MpBeHu win 6ap
jellaH ILUIaBH TPOyTao, Ia heMo UMaTH WJIH KBaJApaT ca CBUM CTPpAHUIIAMA U JIMjar-
OHaJIaMa IIpBeHe 0oje WM IJIABU TPOYTrao, YUMe je oBaj cayd4aj 3aBpiined. pyru
c/lydaj y KOM HaM M3 MOYETHOI TeMeHa IoJia3e Dap 4 1jaBe rpaHe ce Jl0Kasyje
cam4Ho Kao u aa je R(3,3;2) < 6.

Hokazxumo caja na Bazku R(3,4;2) < 9 kopucrehu nperxoau jeo qokasza. Ouk-
CHUPAjMO jeJIlaH IHeroB UYBOP; U3 Ibera 1oJa3u 8 rpaHa, a y NPeTX0oIHOM Jeay J0Ka3a
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CMO BHJIEJIM Ja je ako cy uju 6ap 6 rpana mpseHe unn 6ap 4 rpaHe 1jiaBe JI0Ka3
roros; IITIC, taja he n3 cBakor 4Bopa MoIa3nuTH TAYHO D I[PBEHE U 3 IJIaBe I'PaHe;
Tajga 6u yKymnaH 6poj IIaBuX rpana y rpady H3HOCHO % = 13.5, omakie nobujamMo
KOHTPAIUKIIA]Y €A MPETIOCTABKOM, Te je JI0Ka3 FOTOB.

Koncrpyumumo jomr mpumep rpada ca 8 4BopoBa KOjU He 3aJ10BO/baBa YCJIOBE:
aKO 3aMUCJIMMO YBOPOBe rpada Kao TeMeHa ocMoyrjia, 060juMo My CBe CTPaHUIIE
M CBe JIMjaroHaJlie Koje clajajy HaclpaMHa TeMeHa y ILJ1aBO, a CBe ocTaJje TpaHe y
IPBEHO; OBaKaB rpad He HCIIYEaBa TPaxKeHe ycjoBe, jep HeMaMo ILIaBH TPOYTao

HUTH KBaJpaT ca CBUM CTpPaHHUIAMa U JujaroHajama mnpsene 6oje. [
Teopema 2.6 R(4,4;2) =18

Hoxka3z. /Tokaxxumo npso ja je R(4,4;2) < 18. @ukcupajMo jeJaH HeroB 4Bop;
n3 mera he mosasutu Gap 9 rpana mcre 0oje, Heka je To BYO mpeena. I3
R(4,3;2) =9 cienu na he tux 9 uBoposa cajgpzkartu uim 4 yopa Koju oxpehyjy
KBaJIpaT ca CBUM CTpaHUIIAMa M JIHjaroHaJaMa IaaBe 0oje, Wd IIPBEHH TPOYTao,
YUjU YBOPOBU Ca MOYETHUM TeMeHOM oiapelyjy KBagpaT 4dmje cy cBe CTpaHHUIE U
JiMjaroHaJie mpBeHe, MITO 3aBpIlaBa J0Ka3.

Cana hemo koHCTpyHcaTn KOHTpampumep 3a rpad ca 17 usoposa. Hymepurumo
aBopose rpada ca {0,1,...,16}, 1j. ocranm o mod 17; y upseno hemo o6ojutu
OHE I'paHe YUju YBOPOBH C€ PA3JUKY]y 3a HEKH KBaJIpATHU OcTaTak 1o mod 17,
1j. u3Melly kojux je pacrojame y ckymy {1,2,4,8} a ce ocrtase rpane o60juMo
y upseno. [IpBo hemo jiokazaru Jjia He 1OCTOju KOMILIeTaH nojrpad ca 4 ysopa
guje cy cBe rpane npsene. [IIIC 1j. na mmamo TakaB moarpad; yKOIHKO je
je/laH YBOP Yy ¥eMy HyMEpPHCaH ca v, TaJa Cy OCTaJi OWJIO KOja 3 YBOpa U3 CKyla
{v£1,v+2,v+4,v+8}. Ilpumernmo Ja KaKo cBe padyHaMo 110 mod 17, MozKeMo
y3eru Ja HaM je jeman usop 0, a octamu Heka 3 of {1,2,4,8} (ykomuko 3amuc-
JuMO Tpad Kao MpaBHIaH CEJAMHAECTOYTa0, OBO je Kao [a CMO Ta 3apOTHpaIn
u moctaBuan y uBop 0 4BOp KOju je mMao Hajmambu octatak mo mod 17); aBop
HyMepHcaH ca 1 ce He MOYKe HaJa3uTH y TOj YeTBOPIM Tavaka jep ca OMJIo Kojum
on uBopoBa {2,4,8} rpaju rpany jayxKuHe Koja He MoxKe ouru npsera. Cienn na
cy Ta 4 uBopa Hymepucana ca {0,2,4, 8}, anu je Tana pacrojame usmehy 4BopoBa
2 u 8 jemnako 6, MTO je KoHTpaguKiuja. OcTaje HAM Ja caga JOKaxKeMoO 13 He
OCTOju KOMILIeTaH nojarpad ca 4 4Bopa 4uje cy CBe rpase 1mjase. ¥ meMmy he cBa
pacrojama u3mehy uBopoBa npunagaru ckymy {3, 5,6, 7}, ma cimgaHIM Pe30BOBaH-
jeM Kao IIpe uMaMo Jla HaM je jeJlaH YBOp HyMepucaH ca (), a octana 3 cy u3 cKymna
{3,5,6,7}. Kako y cBakom 07iabupy 3 YBOpa U3 TOT CKyIla HMAMO IPaHy KOja HUje
11aBa, 100MjaMo KOHTPAIUKIIN]y U TUME je JToKa3 3aBpiireH. []

Bunnmo ga je seh pauyname R(4,4;2) 6uno nocra texke mero R(3,3;2). Kao

mMTO MOYXKeMO BuaeTn n3 tabese, Bpeanoctn Pem3ujeBux OpojeBa jgocTa pacTy ca
nosehamem (p + ¢), ma Ux je caMUM THME W TezKe PAUYHATH, & U y IPUMEpPUMA

11



KOJU Cy JIOKa3aHHU Cy I'PAHUIE KOje CMO 3aJia i Oujie OTuMaJjHe, MTo HIje Cy4aj
3a Behie Pem3ujese Gpojese, Tako ja ce Beh 3a R(5,5;2) He 3Ha TauHA BPEIHOCT.
SanmMmsbuBa je cieneha anergora: dysenum MaTemarudap llam Epmerr, koju mma
3HaYajHe pe3yJTare H y OBOj 00JIacTH MaTeMaTHKe, jeJIHOM je peKao Ja akKo 3a-
MECTHMO 13 J0J1a3e BaH3eMaJ/blld U Tpake HaMm 1a oapeaumo R(5,5;2) wiun yHuUr-
TaBajy IJIaHeTy, oHJia he HaM TpebaTu paJi CBAKOI MaTeMaTudapa 1 KOMIHUjyTepa
Ja OMCMO Ta M3padyHa M, a yKOJIMKO TpaxKe jJa oapenumo Bpegaoct R(6,6;2),
oHja O Tpedau Ja YYHHHMO CBE IITO MOXKEMO J1a HX I0OeIIMO.

OnpehuBame Pem3ujeBux OpojeBa M HUXOBUX T'DAHUIA je Ol BEJTUKOT 3HAYAjA Y
objacTi KOHaYHE KOMOMHATOpHUKE, a caja hemo Pem3sujeBy Teopemy npommputu
u Ha OECKOHAYHE CKYIOBE.

T

Teopema 2.7 Beckonauna Pemsujesa meopema No — (No)

N — {0}.

6aJiICY, 30 c6E T,S €

Hdokaz. /loka3 cnpoBOaIUMO WHIYKIHJOM 1O 7. JlOBO/BHO je ma JTOKaxKeMo 14
TeopeMa Baxku 3a OWJIO KOju CKyl KapjumHaJjHocTu Ng, periumo N, jep he onarie
CJEJIUTH JIa BayKu 3a CBe, momTo hemo mmartu 6ujexiujy udmehy ckyna N u 6uio
KOT' CKYTIa KapJIMHAJHOCTH Nj.

Cay4aj r = 1 je TpuBHjaJIaH; YKOJHUKO je {Ai}f;& HeKa mapTtunuja ckyna N,
bap jeman A; Mopa 6uTh OecKOHAYaH, jep OMCMO Yy CYHPOTHOM HMAJHU 13 je CKYII
N koju je beckoHauaH KOHAYHA yHUja KOHAUYHMX CKYIIOBA, IITO je KOHTPaJIUKIUja,
u oHja Ou Taj A; OMO TparKeHH MOJCKYII.

Nneja je na kopuCTUMO TO MITO UMaMO OECKOHAYAH CKYIl a KOHAYHO MHOTO 0oja,
a Jia PeKyp3uBHO JAepUHHUIIEMO HH3 eJeMeHaTa 4YHju he HeKd IOJCKYI OUTH
Geckonadan u unju he cBu (1 + 1)-eJleMeHTHE TOACKYIOBH OUTH UCTOOO]HH.

[TpermoctaBuMo 1a TBphere BaxKu 3a 1, Tpeba J1a JTOKaKeMO J1a BayKu u 3a 7+ 1.
Hexka je {A;};2, nexa maprumuja cxyma [N]'*l. Vamumo mexn npomssosbHu eje-
meHT @ € N u Heku nponsBosbad Geckonadan noackyn S C N—{a}. Jedbunuummnmo
naprunujy {B;}i-; cxyma [S]” ma cienehn naunm: X € B; axxo {a}UX € A;. Us
WHYKTHBHE XUIOTe3e NMaMo Ja mocroju Heckonavan mojckyn H C S, [H|" C B;
3a HeKo i; omabepumo jemuo i = i(a,S) u jemno H = H(a,S) (i yBeK M0OxKeMO
o/labpaTu Kao HajMamH eJeMeHT CKylia, JIOK 3a ogabup nojeamnadnor H kopuc-
THMO aKCHOMY u360pa).

Koncrpyuncaliemo muzoBe (a,)0,, (in)0% u (H,)>° ) PEKYP3UBHO. Y3MUMO Ja
je ag = 0, i9g = i(0,N — {0}) u Hy = H(0,N — {0}); mame hiemo pexypsusuo
KOHCTPYHUCATH @,11 KA0 HajMamu enemedt H,, i,.1 = i(ani1, H, — {ap1}) ©
H,.1 = H(any1, Hy — {any1}). U3 komcrpykimje Buaumo jga je HU3 (a,)50
pactyhu; rakohe hemo mmarn ja 3a cBaku (r + 1)-eeMeHTHH MOACKYT OOJIHKA
{ak, aky, ..., ar, }, ki > k 3a cBako i, Bakn na mpunajga maprumujn A; . Kako
MMaMo KoHadaH O0poj 6oja, a uu3 (i,)>°, je Geckomadan, mocrojahe neka 6oja j
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KoOja ce mojaBibyje Geckonadno myta; Heka je M = {n € N | i, = j} cxyn cBux
takBux uHuekca. Taga he ckyn H = {a; | ¢ € M} 6urn Tpakenu ckym, jep je
OecKOHAYAH U CBaKH meros (r + 1)-esementru mojackyn npunaga A;. O

Cana hiemo moka3aTn Heke jeTHOCTaBHe NMpHUMeHe OecKOHauHe PeMsujeBe Teopeme.

ITocaenuma 1 Ceaku Geckonauan ypehen ckyn (P, <) cajap:ku GecKOHAYAH HOJI-
cKyml Sy KOjeM Cy WJIM CBaKa JIBa eJIeMeHTa yIIOpeJIuBa WM CBAaKa /IBA eJIeMEHTa,
HeyIIOpeIuBA.

Hoxkaz. Yamumo naprunmjy { Ao, A1} on [P)?, roe je Ag = {{z,y} € [P]* | z,y cy
yuopeausu ca <} u A; = {{z,y} € [P]* | =,y uucy ynopeausu ca <}. Tspheme
ciaenn w3 Pemsujese Teopeme npumersene Ha [P|? u naprunujy {Ag, A1}, O

Ilocnenuna 2 Csaku GeckoHavyaH JUHEAPHO ypeheH CKYII CaIp2Ku MOACKYIT H30MOP-
dban wn ca (N, <) wn (N, >).

Hoxka3s. Heka je (P, <) 6eckonauan jureapHo ypehen ckyir, u Heka je < HEKO J0-
6po ypeheme ox P (13 akcrome n3bopa cJien 1a CBaku CKyT UMa 106po ypeljeme).
Vamumo naprunujy {Ag, A;} on [P)? tie je Ag = {{z,y} € [P |z <y, x <y}
u A = {{z,y} € [P)* |z <y, * = y}. PemsujeBa Teopema rapanryje moc-
Tojarbe OeckoHauHor xomorenor ckyua H 3a naprunujy {Ag, A1}, Penaunumja <
n06po ypehyje H, na moxkemo yseru noderuun cermenr H' ox H wnzomopdan ca
w; y caydajy na je [H]? C Ag umahemo na je (H', <) usomopdan ca (N, <), a'y
cryqajy [H]? C A; umaliemo na je (H', =) usomopdan ca (N, >). O

Teopema 2.8 Boauarno-Bajepuwmpac Ceaku OeckoHauar 02paHuUYer HU3 pe-
AAHUT OPOJEBa UMA KOHBEP2EHMAH NOJHUS.

Hoxka3z. Heka je S = (a; | i € N) mexku wu3; nebunummmo naprunujy { Ao, Ay, Az}
ckyma [S]?, rae 3a cako a;,a; € S, i < j Baxu {a;,a;} € Ay akko a; = aj,
{ai,a;} € Ay akko a; < a; u {a;,a;} € Ay akko a; > a; (kaxo je R 1ureapno ype-
hen ca <, ceaku nap fie npunagaTu TavHO jeHO] Kaacu naprunuje A;). Pemsujena
TeopeMa HaM TapaHTyje MOCTojarbe HeCKOHAYHOT XOMOTeHor mojackyna H € S, 3a
koju Bazku jenno o [H]? C Ay, [H]? C Ay u [H)?> C As. YV upBoM ciiydajy uMamo
OeckoHaYaH KOHCTAHTAH MOJHI3 KOjU TPUBHjAJTHO KOHBEPrUpa. ¥ JIPyIroM CJIydajy
fiemo mmaru 6eckonavan pactyhu nus (b; | i € N); Kako cBaKH OIpAHHICH CKYII Y
R mMma cympemyM, u oBaj mogaW3 he ra uMaTH, 03HAYNMO Ta ca S. Heka je € > 0
naro. Kako je s = sup(H), s — € HHUje TOPIbE OrPAHAYCIHE, T€ TOCTOJH HEKH “IaH
Husa b, > s — €; Hu3 b; je pacryhu m Oeckona4daH, Te he 3a cBe M > N BaxKUTH
by, > S — €, a KaKO je S + € > S ropme orpaHnderme umMamo jaa je |b, — s| < e,
OJIaKJIe CJIe/IN J1a je s JiuMec oBor Hu3a. Tpehu ciydaj je camyuan Kao MPeTXOIHH,
1a je TUMe J0Ka3 3aBpimeH. []
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Camo hewmo jorm HedopMaHO TOKA3ATH /18 ce KOHAYHA PemM3ujeBa TeopemMa MOKe
u3Bectu u3 beckonaune Pemsujese Teopeme. eja je j1a ykoauko 3a Heke k, 7, s €
N — {0} we nmocroju mumjenno n € N Tako ga Baxun n — (k)i, KOHCTPYHIIEMO
beckonavan nmojgckyn ckyna N koju #Hehie mmaTu XoMoreH MOJCKYMN 3a HEKY Tap-
TUIHjY, TITO Ou OnjIa KOHTPAAUKIIja ca beckoHavHoM Pem3ujeBoMm TeopemMoM. 3a
ceako n € N gedbunummmo C, Kao CKyn CBHX TapTuidja ckyna [n|” 3a koje He
IIOCTOjH XOMOTeH TOJICKYIl KapJAUHAJIHOCTH k, npu 4demy je cBaku (), KOHAYaH U
nenpasan. [locmarpajmo cana |J, oy Cn (cKyIl cBUX mapruimja Koje cy mpobsiem-
ATHYHE, CBUX KAPJIUHAJTHOCTH); MOYXKEMO Ta ypeauTu ca C, Tako Ja To ypeheme
Oyze crabio (crabsa cy Kao remepajausarmja 100pux ypebhema, y Kojuma uMamo
HEKM eJIeMEeHT 3a KODEH U Jajbe Ce OCTaH IpaHajy) y Kojem hemo Ha jeJHAKO]
VJIaJbEHOCTH O] YBOpPa MMATH MapTHUINje CKYINOBAa UCTHX KapJWHAIHOCTH. Kako
je cBaku (), KoHavaH, nMalieMo HeKy OeCKOHAYHY T'DaHy; aKO y3MeMO VHU]y eJ-
eMeHaTa CBHUX MAapTHIHja ca Te TpaHe, nodbmhemo maprturujy ckyna N 3a Kojy
He 1mocToju xomoreH nojckyi oj N kapauHajHocT k, MITO je KOHTPAUKIHM]ja Ca
beckoHavHOM Pem3ujeBoM TeopeMoM.
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3 Pewm3ujeBa TeopemMma u Hermpedbpo-
JUBHU KapJAuHAaJIu

Haxkon 1mro cMo Jokazanm Ja Baxku Ng — (Rg)h,

anasora TBphema 3a ckymose Belie KapauHaaHocTH o1 No, perumo Ny — (Ng)
Hapenna TeopemMa HaM Jaje 0JTroBOD.

IIOCTaBJ/ba CE€ MUTAHLE BazKe JI

T
s*

Teopema 3.1 Hezamuena peaayuja Cuepnunckoa 280 —» (N;)3

Jlokaz. JloBo/bHO je ja JoKazkeMo ja TBpheme Bazu 3a ckyn R, jep je |R| = 2%,
Osnaumnmo 2% = \; ckyn R je nnneapro ypeben ca <: meka je < 106po ypeheme
R m3omopdHO ca A.

Heka je { Ay, A} naprunmja ckyna [R]? gecdunncana ca Ay = {{z,y} € [R]* | z <
y, v <ytu A = {{z,y} € [R? | 2 =y, v < y}. Yromuko axu 2% — (X;)3
umahemo ja nocroju nojckyn H C R, |H| > Ny, 3a koju sawu [H|*> C Ay uiu
[H]?> C A;. YV npeowm cay4ajy hemo nmaru ga je (H, <) n06po ypeben, te he noc-
TOjaTH OPJAUHAJ (4 CA KOJUM je m3oMopdal; Heka je ¢ : i — H Taj nzomopduszam.
Kaxko je ¢ nzomopduzam, 3a ce opaunaie { < n < usaxuhe p(§) < p(n), onakie
cennt p(€) < @(n) (jep je [H]? C Ao). Haxae, {(p(€), (€ +1) | € < u} he ourn
HENpeOpPOJUB CKYIl JIMCJYHKTHUX OTBOPEHUX MHTEpBaJsia y R, mITo je KOHTpaIuK-
mrja (kako je Q rycr y R, cBakm o THX OTBOPEHHX HHTEPBAJIA OU CAAP3a0 JTeMEHT
u3 Q, ma mmasm 6ucmo 1-1 npecmkaBame 3 HEMPeOPOjUBOT CKYTIa JUCjyHKTHUX
orBopenux uHTepBata y Q). YV mpyrom ciydajy Ha CJOMYAH HAYUH J0JA3HMO JI0
KOHTpauKIuje. []

Kao mro cMo Bueim 13 npeTxoiHe TeopeMe, HeMaMO HEKY OTIITY TeHePaTu3aIu]y
Pem3zujese Teopeme, mehjyTuMm 1mocToje pe3yaTaTH KOjU Cy IeHepaJiu3alinje 1moced-
HUX CJIydajeBa.

Teopema 3.2 Epdew-Muaep-dywnur X, — (R, No)3

Hoxka3z. /loBospHO je 1a qoKazkKeMo 1a TBpheHe BazKu 3a CKYII wi, jep je |wi| = Ny.
Heka je {A, B} naprunuja ckyna [w;]?. 3a neku opjunan o € wy jgedpunummmo
B(a) ={f €w | B # a, {a,f} € B} (B(®) nam je ckyn CBHX OpANHAIA KOjH
cy JIOMyHa 3a o 0 HeKor esiemenTa maprunuje B). Cana hemo na paznukyjemo 2
caydaja;

1) Ba cBaku menpebpojus mofackyn X C wy nocroju o € X 3a Koju Baxku | X N
B(a)| > N;. Koncrpyucahemo 1upebpojuB XOMOreH IMOJACKYIl CKyna wi 3a B
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peKyp3uBHO. ¥Y3muMo Ja je Hy = wq; kopucrehu mpernocrasky, nocrojahe nexo
Hajmame oy € Hy, |HoN B(g)| > Ny; name hemo nedunucarn H; 1 = H;N B(w;),
3a koju e Baxuru |H; 1| > Ny, Te hie mocrojatu Heko HajMamwe a1 € Hiiq,
|Hi1 N B(ait1)] > Ry, Ba oBako aedunucan mpebpojus uus (o), fie 3a cBako
n,m € N, n < m Baxuru ga {o,, &, } € B, Te nmamo ckyn H = {«a,, | n € N},
|H| = Ny 3a koju Baxku [H|* C B, uuwme je oBaj c/1yuaj roTOB.

2) Tocroju mempebpojus moackyn X C w; y Kojem 3a cBakum o € X Bakwu
|X N B(a)] < N,. Koncrpyncaliemo nempedpojuB XOMOTeH IOJCKYI CKYIa W
3a A TpaHCUHUTHOM MHIYKIMjOM JIy’KUHE Wi. YKOJIUKO UMaMO JepUHUCAH HU3
(@, | v < A), @, € X cacBe v < A < wi, Baknhe ga je ckyn | J,_, X N B(a,)
HajBHIIIEe TPEOPOjUB, jep Npe/cTaB/ba YHU]Y IPeOpPOjuBO MHOTO HajBUIIE HPeOPO-
juBux ckymoBa (Kako je w; MOYeTHHW OpAmHAN W A < w; caean Ja je |A| < V).
Caenn na je ckyn X —J,_, X N B(a,) nenpebpojus, Te hemo yzern na je ay me-
rOB HajMAaIbl €JI€MEHT; 33 OBAKO KOHCTPYHCAH HU3 (o, | ¥ < wq) Baxuhe o, #
u {a,,an} € Aszacse v <\ <wy, te umamo ckyn H = {a, | v <w }, |H| =8
3a koju Baxku [H|*> C A, uuwme je joka3 3aspiien. [

OBo TBpheme Bazku W YKOJHKO N; 3aMeHHMO OmJI0 KOjuM OeCKOHAYHHM Kapu-
HAJIOM K, Tj. 3a CBaKu OeCKOHAYaH KapJuHal k BaKun k — (k,Ng)3, Mehyrnum
Joka3 emMo u30cTaBuTH, jep OMCMO MOPAJIHU Ja YBOAUMO II0jaM PEryJIapHOr U CHH-
I'yJIaPHOT KapuHasa, KOOUHATHOCTH.

Teopema 3.3 Epdew-Pado (2%°)" — ()3

Jokaz. Ozmaunmo (2%0)T = \. Hexa je {A, } ey maprummja ckyma [A?. Tledun-
ummmo n(a, B) 3a cee {a, 3} € [A\]? kao umgeKc napTUIKje KOjoj Taj CKyN Mpu-
naja.

3a cBako o < A\ koHcrpywuirahemo TpanchunuTnn Hu3 f, Ha ciaexehn HadwH:
fa(0) = 0, u yxosuko je (fo(p) | p < &) nedunucano 3a £ < @, aKO HOCTOjU HEKH
opauHan v < «, v # fo(u) mako ma je n(fo(pn),v) = n(fo(p), ) 3a cee p < §
crapuliemo 1a je f,(§) HajMamn TakaB OpAMHAJ, a AKO He TMOCTOjH MPEKHIAMO
nporiec. [Ipumerumo j1a U3 KOHCTPYKIHje caeau Jga je f, pacTyhu HU3 opjuHaJIa
U JIa My je JJOMeH HeKH MOYeTHH cerMeHT o1 «. Kama 6ucmo mokazaJiu Jia je HeKu
fo HEMPeOPOjUB, BEPOBATHO OUCMO MOIJIH JIa UCTOPUCTHMO TO H Ja je Opoj Kjaaca
napTuiyje npebpojus.

[ITIC, 1j. ma 3a cBaku opauHat a < A Baxu |dom(f,)| < V. 3a cBako a < A
gebuHumuMo HE3 g, @ dom(f,) = N, go(p) = n(fo(p), ). Ilpumerumo ga ako
BaXKHU (o = §p, Tajga cyaenn u na je fo = [z, jep Baxku dom(f,) = dom(g,) =
dom(gs) = dom(fz) u ykomuko je fo(p) = fs(p) 3a cBako g < &, Taga je
n(fa(p),v) = n(fa(p), @) = galp) axxo n(fs(pn),v) = n(fs(n), 8) = gs(p) onaxme
ciemu u na je fo(€) = f5(€), 1e je fo = f3. Husosa g, uma majsume R - (R)°) =
Ny - (2%) = 2% (R je 6poj pasMUMTHX Op/MHATA KapJMHATHOCTH He Belie of
No, 10K je (Rg)*0 6poj moryhux mpecinkapama cBakor oj mux y N), a kaxo je
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A = (2%)F cienn ga he nocrojatu meka JBa opaunaia «, 3 3a Koje BaKu g, = gg,
a M3 IPETXOAHOr 3aK/bydyjemo n ga je f, = fz. Tanga 3a cse p € dom(f,) Baxku
n(fa(p), B) = n(fa(n), B) = gs(p) = ga(p) = n(fa(p), @), Te cnemn na mozxenmo
JIa CTABUMO 3 KaO HApeIHH YIaH HU3a fu, ITO je KOHTPAIUKIK]ja.

Jaxse 3aKk/BYyUnIN CMO J1a MOCTOJU HEKO f, 3a Koje je |dom(f,)| > N;. U3 kon-
cTpykiuje Hu3a f, caenn jga he ako puKCHpamMo HEKHW 9jiaH Y, CBU YJAHOBU HU3Q
nocJie ¥era y napy ca muM npunagahe wcroj kiaacn napruruje { A, }nen, Tj. ako
y3MeMO WIAHOBe HU3a Y1, Yo > ¥ BaxkuT n(y,v1) = n(y,72) = n(y, &), Te MOKeMO
NOJETUTH WIAHOTE HU3A fo y mapTuimjy { B, }bnen tae je B, ={v € fo | {7,0} €
A, 3a ueku 0 € f,,7 <0} 3acsen € N. Kako je |dom(f,)| > Ry a npe6pojuso
MHOIO KJaca naprunmja, ciaean ga he 3a mexko n € N Baxutu |B,| > Ni, a Kako
jeu [B,]? C A, e he nau H = B,, GuTu TpaxKeHu CKyIl, YUMe je J0Ka3 TOToB. [
Kao mTo je 6mo ciaydaj m ca mMpeTXOJHOM TEOPEMOM, BaKu cjiejieha reHepaJi-
uzanuja tephema: (2°)T — (k + 1)? 3a cBakM GeCKOHAYAH OPIUHAI K.
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4 3akJpydak

Y 0BOM paJiy ylo3HaJIM CMO C€ Ca HEKUM OCHOBHUM €JIEMEHTHUMa KOMOMHATOPHE
Teopuje CKyIMoBa.

Y npBOM ey pajia BUJEJM CMO IITa CYy OPJAUHAIN ¥ KapAUHAIN U TOKA3aJH
HeKa HBHUXOBa CBOJCTBA.

Y npyrowm jeny paja Joka3aan cMo PeMsujeBy TeopeMy W 3a KOHAYHE W 32
OecKOHauHe CKYIIOBE M M3pavdyHaJ/u HeKe BpeJHOCTH MajinX Pem3ujeBux Opojesa.
Nzpauynasame u ogpehuBame rpannia Pem3ujeBux OpojeBa je o1 BEJIUKOT 3HAYA]ja
y KOMOWHATOPWUIIN, U UMa JOCTa Pe3yJiTara y TOj 00JIacTH.

Y Tpehem neny paga cmo "npomupuian’ Pem3ujeBy Teopemy Ha HenpeOpojuBe
CKYIIOBE, IPU YeMy je Ty OuIo mpocropa 3a joir creapu. Kbura [2] caapzxu mocra
pesyJirara Ha OBy TeMy.

Baxpaysmo 6ux ce menropuma bopumu Kyzemesuhy u Ilpeapary Tamosuhy
Ha YJIOXKEHOM BPEMEHY W TPEHETOM 3Hamby, MPU deMy OMX ce MOCeOHO 3aXBAJIHO
npodecopy Tanosuhy Koju Me je m ymosnao ca oBoMm obsiactu. Takohe 6ux ce
zaxBasino u npodecopy Iparomyby Keukuhy Ha npeneToM 3Hamby U3 MaTeMaTHKE
y MPOTEKJIe JTBEe TOIUHE.
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