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YBOI

Tema oBor pajga he dutn mpoHasaxkeme rpadoBa KOju Cy J0OpPO IOBE3AHM, a MMA]y
peJIATUBHO MaJii OpPOj MBUIA — TAKO3BAHUX excUaMgepa. Bp3o je youeHo ja cy eKClaHepu
YCKO TIOBe3aHUu ca TpadOBUMa KOjU MMAjy BEJIMKH XPOMATCKUA OpPOj W BEJIUKY Iy2KUHY
najkpaher mukmyca. Epgom je jorr 1959. rogune joKa3ao mpodaduIMCTUIKUM METO/IaMa
rnocrojambe rpadoBa ca BEJIUKHM XPOMAaTCKUM OpOjeM U BEJIUKOM JIy?KHHOM Hajkpaher
mukiyca [E|, a kombunaropuum npedpojaBamem [Iunckep [P] je nokaszao na excrnanmepu
II0CTOje, HO JyT'o HAKOH TOora Huje npoHaheHa eKCIUIMITUTHA KOHCTpyKImja. IIpBe ekcru-
[[UTHE KOHCTPYKIMje JaJju ¢y cKopo ucrospemeno Jlydonku, @uimnc u Capuak y [LPS| n
Maprymuc [M1], [M2] 1988. rogune. I He camo fa ¢y majm eKCIUIUIUTHY KOHCTPYKIIH]Y,
Beh cy ce ®uUx0oBHU rpadOBU MOKA3aJN KA0 ONTHUMAJIHU €KCIIaHAepu — T3B. PaMaHyIaHOBU
rpacdoBu. Y 0BOM paJry m3jIoKuheMo KOHCTPYKIn]y JIydorkor, Puimnca u CapHaka, Koja
je cama 1o cedu eJieMeHTapHA, aJid JIOKa3 J1a TU rpadoBU jecy ONTUMAJIHU T00PO TTOBE3aHU
rpadoBH ca MAJ0 WBUIA, 3AJIa3W Y TEOPHjy Mmogyaaprux dopmu. OBa Teopmja je cpk
BEJIMKOI' Opoja JyDOKWX pe3y/iTaTa MaTeMaTUKe JIBAJIeCeTor W JIBAJIECET IMPBOI BEKa —
na mpumep, Exmapy Bajic je xopuctmo oBy Teopujy y cBom jso0ka3y Bemmke Pepmaone
Teopeme! Jeany of HajBaKHUjUX XUIIOTE3a O MOAyIapHUM (opMaMa (hopMyancao je
MHAMjCKU MaTeMaTndap PamaHyad jomr modeTkoM jpajieceTor Beka. OBy xurmoresy je
nokazao Hemumw Tek 1974. rojamHe, Kao IOCJIEIUIY HETOBOT JIoKasza BejmoBux xuroresa
3a Koju je modomo PuigcoBy memasby. Cp:k JloKa3a ja Hamm TpadOBU jeCy ONTUMAJIHU
eKCcIaniepu je darn orena u3 PaManyrianHoBe Xurorese, ma OTYy/ia U HUXOBO UMe. Y IIPKOC
ToMe, Mohm heMo [a J0KaxKeMoO Ja KOHCTpyHUCaHu rpadoBU jecy A00pO MOBE3aHU W 14
“Majy MaJii Opoj UBHIA KOopucTehn He TOJIMKO HAIpeHe ajare.

ITpoyunmo magio bosbe Hatme 3axrese. [locmarpajMo Hatt rpad Kao TeIEKOMYHUKAITMOHY
Mpexy. [Ipuposamo je ma kejumo MITo OOJbY MOBE3AHOCT MPEXKE, U MOXKEMO TaKO HEIITO
OCTBapuUTH ca, Ha TpuMep, KoMiuierHuM rpadom. Ho, y crBapHOM CBeTy MOpamo y3eTu y
003Up U TPOIIKOBE IIPAB/HEIHA T€ MPEXKe - 38 KOMILIeTaH rpad 0poj uBuiia pacte KBaIpaTHO
ca Opojem uBopoBa. [lakie, KeqmuMmo 1a mporahemo rpadoBe KOjuMa OpOj WBHUIA PACTe
OTHPUINKE JIMHEAPHO Ca OpOjeM YBOPOBA, & JI00PO Cy ITOBE3AHU.

Cajta ka1 cMO 00jaCHMJIM IIITa 3HAYW MaJIu OpOj UBHIIA, IPUPOJHO ce Hamehe nmurarme
mrTa 3Ha9u Ja je rpad modpo noesan? Ypemumo cienehy BesmanHy Koja he HyMepudkn



2 1. ¥YBona

OKapaKTEPUCATH ITOBE3AHOCT I'pada.

Hedunnunja 1.1. Heka je X (V, E) neycmepen npocr rpad (u3mely cBaka jnsa uBopa
nocToju Hajsuiie jeaHa uBuna). OHIa je usouepumetlpujcka KoHCWanta WIn KOHCTUAGHTLA
excuanauje rpacda X, y osnamu h(X), nedunucana ua cienehn naumn:

. o
X) =inf P C F
) =t { T +F € VO < F1 < +oo).

npu demy je OF rpanuna mojackyna F' ckymna usoposa V rpada G meduHECAHA KAO CKYII
CBUX WBUIA ca jemHNM KpajeM v F', a npyrum y V — F'.

ITorsnemajmo cat Ha IpUMeprMa KAKO Ce TIOHAI, H30IIePpUMeTPHjCcKa KOHCTaHTa. AKo je
K, xommyieran rpad ca n usoposa onma je [OF| = |F|(n — |F|) 1j. M(Ky,) =n— 5] ~ §.
Hacyupor 106po nosesaHom KoMiuieTHOM rpady, 3a nukiyc gayxute n, Cy, Baxn |[0F| =
2= h(Cp) < % ~ %, nanme h(C,) — 0 kama n — oo.

Hapemaro mornas/be oBor paja mocseheHo je mpeTBapamy TpaskeHHX KOMOWHATOPHIX
CBOjCTaBa y HyMEpHUUKe YCJIOBe, Koje hemMo pejlaTUBHO JIaKo MONW Jia m3padyHamo. Y
JPYyroM IorjaB/by hemo Takohe neduHmcaTH MTa 3HAYA 7@ je HEKH rpad ONTUMAJIAH
eKCIIaHJIep, OJHOCHO Ja je Hekn rpad Pamamynanos. ¥ tpeliem mnorsaBby Hasazu ce
[EJIOKYITHA, TeOPHjCKa TPHUIIpeMa 3a KOHCTpYyKIjy PamanynanoBux rpadoBa, Kao U cama

KOHCTPYKIIHja, JOK Ce y IOCJIeIHeM MOTVIaBJ/bY HAJIa3W JTOKa3.

ITocebny 3axBasHocT jyryjem cBoM MeHTOpy Ap Comu Uykuh Ha KOpucHuUM caBeTuMa, ajin
TIpe CBera Ha MmocBefieHnM 1 HHCIMPATHBHUM MTPEIABAIGIMA U MATEMATHIKOM 3HAGY KOjUM
je oborarmia MOje IeTBOPOTOIHUIIELE IITKOJIOBAhEe U MOTHUBHCAIA MOje Oyayhe m3dope.
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I'pacdboBu 1 BHUXOB crieKTap

2.1 Marpuiia moBe3aHOCTU U clieKTap rpada

Y oBoM moryiaB/by hemo rpad, Kao KOMOMHATOPHU 00jeKaT, OKaPAKTEPUCATH HyMEPUIKA
y3 nomoh jimHeapue ajredpe. I[locmarpahemo rpadose X = (V, E) rue je V ckyn uBoposa,
a F ckyn uBuna (rpaxa). ¥ OBOM pajly yBeK heMo mocMarpard HeycMmepeHe rpadose u
Hamu rpadosu he Hajuernthe OuTHM KOHAYTHM.

Hedunnnnuja 2.1. Heka je V = {v1,vs,vs,...} ckyn usoposa namer rpada. Onia je
matipuya tosesanociy rpada X Marpuna A mHIeKcHpaHa 1O v;,v; € V Tako ga je
A = (A;j) mpu 4emy je A;; = Opoj uBHIIA Koje HOBE3Yjy v; ca vj.

I'pad je Gpoctwi ako mocToju HajBuie jenua msuia udMehy cBaka aBa uBopa. Ilpeseneno
HA je3UK MaTpPHIlE MOBE3aHOCTH, CBAKK eJIeMeHT Marpurie npunasia ckyiy {0, 1}. JomarHo,
rpad He caJpKu IeT/be akKo U camo ako je Vv; € V. Ay, = 0.

Hedunnuuja 2.2. Heka je k > 2 upuponan 6poj. I'pad X (V, E) je k-perynapan ako 3a
cBe v, vj € V Baxn Zv]-ev Aij =k.

Axo rpad Hema meTI/be, OBO 3HAUM JIa CBAKW YBOP MMa TAadHO k Cycesa.

IIpermocraBumo Hajsasbe fa je rpad X KoHavdaH u Ja uma n uBopora, n € N. Onna je
IHErOBa MATPUIA TOBE3AHOCTU CHMETPHUIHA 1 X 1 MaTpuIia. /lakje, momrTo ¢y cuMerpudne
MaTPHUIIE JUjaroHaAIN3adUITHe, MATPUIIA, TOBE3AHOCTH UMA 11 PEAJTHIX COIICTBEHUX BPETHOCTH
padyHajyhu BUITECTPYKOCTH U 1. OJIrOBapajynux COTCTBEHUX BEKTOPA KOjU IMHE OPTOHOP-
mupany 0a3y. Te comcrBeHe BpegHOCTH MOXKeMmo mopeharn y omamajyhem pemociemy Ha
caenehy Hadmn:

Mo 2= [ 2= fHo = 2 1.

CKyII COICTBEHNX BPeJHOCTH MaTpulle nosesaHocTu A ce nasusa cuexap rpacda X.
3a npowmssosban rpad X (V,E) mocmarpajmo cee dyukumje f : V. — R wu3 ckyna
YBOPOBA y CKYII PEAJIHUX OpojeBa U J1epUHHUITIMO IIPOCTOD

CV)={f:V=>R| D [f(v)]’ < +oo}.

veV
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IIpocrop ¢?(E) ce nedbunutTe aHAIOTHO.
JacHo je na, ykosmko je V komadan, 1j. |V| = n, cBaka dyuknuja f : V — R npunaia
l5(V). Hlrasuie, cBaky byHKIHMjy MOXKEMO IIOCMATPATH Kao BeKTOp y R™.

A A - A, f(v1) A f(vr) + Araf(va) + -+ A f(vn)
Af — Aoy Axp -+ Ay, f(v2) _ Ag1 f(v1) + Agaf(va) + -+ + A2nf(vn)
Anl An2 T Ann f(Un) Anlf(vl) + Aan(UZ) +--+ Annf(vn)
Hakne snamo ga je (Af)(v;) = Z?Zl A;;f(v;). Haname hemo, pagu jemnocraBHOCTH

3ammnca, WHIEKCE Y MATPUIM ITOBE3AHOCTU IIOMCTOBETUTH Ca YBOpOBUMa rpada Tj. 3a
x,y € V marpuna nosesanoctu A je (Azy)zyev. Y OBAKBOM 3alliCy IPETXO/HA dOpMyIIa

nocraje (Af)(x) =3 cy Awyf(y) 3z € V.

Teopema 2.1. Heka je X konauan k-perynapan rpad ca n usoposa. Ouua je:

(1) ,U():k?,
(2) || <kszal<i<n-—1,

(3) po mva BumectpykocT 1 ako u camo ako je rpad X nosesan.

Aoxas: Younmo Hajupe jia je f = 1 comcTBeHM BEKTOP HAIlle MATPUIE TOBE3AHOCTU UMja
je comcrrena Bpeanoct oar k. Caga TOKaKUMO 18 Cy CBe COIMCTBEHE BPEIHOCTH MATPHUIIE
A 1O ancosyTHO] BPETHOCTH Malhe WM jeJIHAaKe oj k ¥ TuMe heMo J0Ka3aTh mpBa JBa
TBphema.

Heka je f comcrBenun BeKTOp KOju OjfroBapa COICTBeHOj Bpemuoctu . Heka je x € V
TaKaB J1a je

|f ()] = max[f(y)]

yev

Bamemyjyhu f ca —f ykoamko je To morpebHO, MOXKeMO mpernocraButu Ja je f(x) > 0
(Bazku cTpora HejeHAKOCT jep O y cynpoTHOM f OO HyJla BEKTOp, IITO je Hemorylie jep
je o concrBenu BekTop). Onja je:

F@)lpl = 1f@)pl =1 Aay FOI < D Al fOI < f(2) D Ay = fla)k.

yev yeVv yev

CkpaliuBamwem winana f(x) ca obe cTpaHe HejeTHAKOCTH JOOUjAMO TPayKeHy HejeHAKOCT.

Hoxkaxumo cazna tepheme (3). Hajupe npernocrasuvo ga je X mosesan. Hexka je f
[IPOU3BOJBAH COIICTBEHU BEKTOP KOjU OJroBapa corcTBeHoj BpegHoctu k. Kako cmo Beh
Jokazaam qa je fy = 1 comcTBeHH BEKTOP 3a COICTBEHY BPEIHOCT k, JIOBOJBHO je Jia
JIOKaXKeMo J1a je f KOHCTaHTaH BEKTOp Tj. JuHeapHO 3aBucaH oz fo. Heka je, kao u panuje,
x € V rakaB ga je |f(z)| = maxyey | f(y)|. Onzna je:

fa) =MD 5 Aagy

yev
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. A L
[Ipumernmo u na je Zyev ¢ -1 =1jep je fo = 1 concrsenn BeKTOp 3a k, MTO 3HAYN

na je f(x) mammcaHo Kao KOHBEKCHA KOMOWHAIMja peaaHux opojesa f(y) KOju Cy CBH IO
arcoayTHOj BpenHocTn Mawbu win jenHaku f(z). To smaum ma je f(x) = f(y) 3a cse y
3a koje Ay, # 0, Tj. 3a cBe y Koju cy mosesanu ca . Mcrum aprymenTom dynkmuja f
y3umMa BpenHocT f(x) u 3a cBe UBOpOBe Koju cy cyceau TakBux y uria. Kako je rpad X
[OBE3aH, eBEHTYAJIHO 1001ujaMo j1a dbyHKImja f y3uma BpeaHocT f(x) Ha CBUM YBOPOBHMA,
Tj. KOHCTAHTHA j€e, YUMe 3aBPIIaBaMO OBaj CMeD.

Hpyru cmep tBphema (3) hiemo mokazarm konrTpamnosurmjom. IIpermocrasumo ma X
nuje mose3an. OHIA MOCTOje MUCjyHKTHU HempasHu noickymosu Vi, Vo C V Taksu ma 3a
cBake v] € V1,v9 € Vo uBuna {z,y} uuje y E. [locmarpajmo dbyukuujy f mnedunucany na

caenehy Hadmm:
)Lz eV
f(@) = {—1, z € Vs
3a by BaxKu:
eV @ Af(z) = ZAzyf(y) = Z Awy f(y) = f(2) Z Agy = f(2)k.
yeVv yeVL M%)

Ucra oBa jemmakocT Baxku u 3a = € Vo, Te je oBako jgeduHHCAHO [ COICTBEHW BEKTOD
3a BpenuocT k. Ho moHOBO, KOHCTaHTHa (DYHKIMja je COICTBEHHM BEKTOpP 3a k, ma cMo
HAILIN J[Ba HE3aBUCHA BEKTODa 3a kKoja Baxku Af = kf = pg uma BurmectpykocT dap 2,
KOHTpamKIja. OBUME 3aBpIIaBaMO HAII JTOKA3. ]

Hedbunutiuja 2.3. I'pad je dutiapliuiiar YKOJUKO MOCTOJU MAPTUIINAja CKYIA IBOPOBA
V =V, UV_ rakBa Jia 3a CBe YBOPOBE I,y 32 Koje je Agy # 0, Bazkn ako x € Vi (z € V)
oumay € Vo (y € V).

Hakse rpad je OumapTuTaH akKO UBOPOBE MOXKEMO OOOjUTH Yy JBe OOje TaKO Ja HUKOja
JBa 1BOpa mcre doje Hucy cycemnu. HaBeammo caj map cBojcTaBa CIEKTPa OUIMAPTUTHUAX
rpadosa.

Teopema 2.2. Heka je X mosesan k-perynapan rpad ca n uBopoa. Onma cy ciegaehu
HNCKa3U €KBUBAJICHTHU:

(1) rpad X je dbunapruras,
(2) cnekrap rpada X je cumerpuyaan oxo 0,
(3) pn-1=—k.

Joxas. (1) = (2) Heka je V. = V, U V_ oxrosapajyha maprunuja rpada X. Heka je f
COTICTBEHHU BEKTOP KOjU O/roBapa HEeKOj (PUKCHPAHOj COIICTBEHO] BpeaHocTh (. Heka je

o(a) = {f<x>, eV
—f(x), zeV_.



6 2. I'padoBu U HLUXOB ceKTap

Jlako ce nokasyje na je (Ag)(z) = —ug(x), mro 3naun na je cuekrap rpada cUMETpUYaH
OKO HyJIE.

(2) = (3) OBaj cmep je Tpusmjasan kopucrelin reopemy 2.1.

(3) = (1) Heka je f concrena dyHKIHja KOja OaroBapa COINCTBEHO] BPeIHOCTH —K.
Heka je z € V TakaB na je |f(z)| = maxyev |f(y)|. Bamemyjyhu f ca —f yxomuko je To
noTpedHo, MoxkeMo mpernoctasut fa je f(z) > 0. Ouna je:

fla) = A 5 Aoy S A gy

yeV yev

Cajia cmo Hanmcasun f(r) Kao KOHBEKCHY KoMOuHaiujy opojesa Koju Hucy Belin oj mera,
JIaKJIe OHU My MOpajy Oall OUTHU jeJHAKU - 338 CBAKU UBOP Y KOJU je ITOBE3aH Ca IBOPOM T
Baxku ja je f(x) = — f(y). [lonoBo ce 3a cBaku Takas 4BOP Y JOCTUKE MAKCUMYM (DyHKIH]je
| f| Te u cBaku wuUxOB cycen z 3amoBosbaBa f(y) = —f(z) nrn. Kaxko je nam rpad mosesan
eBeHTyaJ HO heMO Ha 0Baj HAYMH OOMNU CBe UBOPOBE M MPUPOJHO ce Hamehe mapTHUIMja
ckyna upopoBa V =V, UV_1aeje Vi ={v eV : f(v) >0},aV_={veV: f(v) <0}
Ounrnenno cy cBe rpane rpada m3melhy usoposa u3 Vi m V_ UmMe 3aBpIIaBamMoO HAII
JIOKa3. ]

Jlakyie nokazajum CMO Jia je 3a CBaKM KOHadaH moBe3aH k-perynapad rpad X Hajseha
COIICTBEHA BPEIHOCT IheroBe Marpuile nose3anoctu Oamt k. Jlomarwo, ykosmko je X u
OMIIAPTUTAH HEeroBa HajMama COlCTBeHa BpemHocT je —k. CorcrBene Bpeanoctu k u —k,
aKo ce —k mojaBibyje, Ha3WBaMO Wpusujaisrum. Pasmuka ug — pu1 = k — g1 ce Ha3uBa
cuexmpasn pasmar rpada X.

2.2 OmneHe crieKTpaJIHOI pa3MaKa

Hexka je X(V, E) rpad u ueka je F' C V. Ilpucerumo ce nedununmje rpaHuie CKyma
F' u usonepumerpujcke Koucrante rpada X.

Hedbununmja 2.4. Heka je X (V, E) neycmepen npocr rpad (m3mely cBaka nsa dBopa
nocroju Hajsuiie jeana usuna). OHA je u30UepumMetlpujcka KonCUana WId KOHCTUAGHTA
excuansuje rpada X, y osnamu h(X), nedunncana ua cienehn naunm:

) |OF|
h(X) = inf : F C F
(X)=in {min{|F|,|V—F|} CV,0<|F| <40y,

npu demy je OF rpanuna mojackyia [’ ckymna uBoposa V rpada G aedunucana Kao CKyIl
CBUX WBHUIA ca jemHUM KpajeM v F', a npyrum y V — F'.

Kaxko hemo y Toky Behmue pajia mocMaTpaTd KOHadHE rpadOoBe BpeIr HAIIOMEHYTH Ja 334
IbUX OBa JeUHUIINAja U3TJIESIa HEIITO jeJHOCTABHU]E:

F
h(X):min{%”:FgV,O<]F|<|‘2/‘}.
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Hedunnnnuja 2.5. Heka je (X;,)m>1 damminja KoHauHUX, NOBE3aHUX, k-peryjJapHUX
rpadosa, npu demy |Vi,| — 400 kaga m — +oo. Kaxemo na je (Xpn)m>1 Pamusuja
excuangepa ako nocroju € > 0 3a koje je h(X,,) = ¢ 3a ceako m > 1.

Teopema 2.3. Heka je X = (V, E) konauam, nose3an k-peryiapan rpad Koju He cajpKu
metbe. Heka je p11 IpBa HETPUBUjaJIHA COIICTBEHA BPEIHOCT MATPHUIIE TTOBE3aHOCTH rpada

X. Onna Bazkn:
i S < (X) < VORGE— p)

Zloxas. Ilounmmo ox mpBe HejeqnakocTu. Jomeammo Hajupe cBakoj uBuiy n3 F macymuany
opujerTarujy. [lpumerumo ma je Ha OBaj HAUMH CBAKO] UBUIM JO/IE/HEH FHEH IOYETaK €_ U
kpaj er. Cama Moxemo jnedunucarn oneparop d : £2(V) — (2(E), rae je za f € £2(V) n
e€eF,

df(e) = fles) — fle-).

Nwmajyhn na ymy ma je £2(V) 3ampaBo peasan BeKTOPCKH HPOCTOP KOHAYHE JMMEH3H]e,
KOpHCTHNEMO CTAaHIAP/HU CKaJapHU IIPOU3BO/L

(f9) = flx)g(x).

zeV

Anasorno jmedunummMo u cKajapau npousson y (2(E). JedburummMo n ajijyHTOBaHI
oneparop d* : (?(E) — (*(V) 3a koju saxxu (df,g) = (f,d*g) Vf € ?(V),g € (*(E).
Heka je § : V x E — {—1,0, 1} unaukaropcka dbyHKImja TakBa j1a je 3a x € Ve € E:

1, T =ey;
z,e)=4¢ -1, z=ce_;
0, y OCTaJIUM CJIy4dajeBUMa.

Jlako ce nposepasa 1a je3ae € Eu f € (2(V)

df(e) = d(x,e)f(x),

zeV

1ok jezav €V u g€ (?(E)

T glw) = Y bz, e)g(e).

eeE

Jedbwmummmo xombunatopnu Jlataacos otepatiop A = d*d : 2(V) — £2(V). Vimamo na
je:

Af(x) = d*df (x) =D d(x,e)df (e) =Y | d(x,e)- > 5(y,€)f(y)

eclk eck yeVv
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= (e’ f(@)+ YD (me)d(ye)fy) =Y 1-fl@)+ > —1-f(y)

ecl eceEyeV ecl zyeE
=y TH#Y TEe THY
= deg(a) - f(z) = Y fy) = kf(@) = Y Auyf(y) = kf(z) — Af(2).
ryelr yev

Hakme A = k- 1d — A, npu gemy je Id o3naka 3a jeIUHUYHY MATPHUILY AUMEH3HUjE N.
IIpumernmo ma Jlamracos omeparop He 3aBUCH OJf IIPOU3BOJFHO M3adpaHe OpHUjeHTAaIld]je
uBHIA. ¥ OPTOHOPMHUPAHO] Da3M COMCTBEHUX BEKTOpa Marpuiie mose3anoctn A Jlamracos
oreparop uMa cjejehu odJIHK:

O k— pin—1

pu demMy corncrtbBena BpegaHocT () onrosapa KoHCTaHTHUM dyHKujama Ha V. Heka je f
sektop y £2(V) koju je Hopmamam ma KoHcTanTHy dbynkumjy. Omma je Y sy f(x) = 0.
HomarHo, y HAIIOj OPTOHOPMEUPAHO] a3, KOOPNHATA BEKTOpa f KOja olroBapa KOHCTAH-
THOM colicTBeHOM BekTopy jeanaka je 0 (ITapcesasioBa jenmakocr). Onja umamo :

14

dfll3 = (df. df) = (AF. ) =D (k= pmio1) - f(z:)* = (k— w)|f1I3.

i=1

Nzadepumo cax omrosapajyhy ¢yHKIMjy Ha Kojy hemMo IpHMEHUTH OBY HEjeIHAKOCT.
®ukcupajmo nojickyn F' ckyma uBoposa V. Heka je

V—-F| ,z€F;
fay= IV F
—|F| ,x eV —F

Jlako ce B na je Y., oy f(x) =0, kao u na je |[f||3 = |F|- |V = F|*+|V = F| - |[F|* =
|F|-|V — F|-|V|. DonatHo,

F(e) = {O ,aKO je e UBHUIIA KOja craja JBa uBopa u3 F mwiu jnBa uBopa u3z V — F'

+|V| ,ako mBuna e crnaja usop u3 F' ca usopom u3z V — F
Haxe, ||df||3 = |[V|*|0F|. Yoamusamem y TpeTXo/Hy HejeHAKOCT JT0OHjaMO:

VIP|OF| = (k — m)|F|- [V = F|-|[V].

NMaMO:

v
Hasbe y3 npernocraBky ja je |F| < ‘2

- > —
Ia /(k ,ul)

V-_Fl Jk—m
|4 2
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k—
Cana uz pedbununumje ciaemu h(X) > 2,u1.

Hoxkaxkumo cajzia u apyry Hejeanakoct. Oukcupajmo nenerarusny byukimjy f vHa V u
HEKa je
2 2
By =) |f(es)’ = fle-)?l:
ecl
Oznaummo ca 8, > B,—1 > --- > [y Bpeanoctn Koje y3uma dyurmmja f. [locmarpajmo
caenehe ckymose:

Li={zeV:f(x) =08} (i=0,1,...,r).

FeomeTpujcku mocMaTpano, MOKEMO 3AMUCTUTH JIa CMO HA OBaj HAYUH MOJETUIN IBOPOBE
rpacda Ha ,eHepreTcKe HUBOe”, Ijie ce HUBO [3; CACTOjU 0J] CBUX YBOPOBa 3a Koje je f(x) = f;,
ay ckyny L; ce HaJla3e CBU YBOPOBH KOju UMajy ,eHeprujy’ Behy mim jequaxy (;. Ilomeanmo
HAIII JIOKa3 Y HEKOJIUKO jeJIHOCTABHUjUX KOpaKa:

Kopak 1: By = > 1 |0L| (87 — B2_,).

ITocmaTpajmo camo oHe usuIle e 3a koje je f(e—) # f(ey). HasoBumo taj ckyn usnma Ey.
Ba e = xy € Ey ozmaummo ca i(e) n j(e) mamexce taxse ma je f(z) = Bie), f(y) = Bje) 1
i(e) > j(e). Omma je:

_ 2 2 _ 2 2 2 2 2 2
By =) (B~ Bie) = D (Bie) = Bie-1 T Bitr-1 = = Breps1 T Breps1 — Brey)

eEEf BEEf

i(e)

ZZBZ Bi1)-

e€Eyi=j(e)+1

JakJjie, oBuMe CMO 3a CBaKy WMBHILYy € KOja O3HAa4YaBa Ipeja3ak ca HUBOA i(e) Ha HUBO
j(e) Taj npenasak pasduiam Ha mpesacke uaMely ysacronmHux HuBOa. Y HaIeM H3DPa3y
CBAaKOM TOM TIPEJIACKY OATrOBapa IO je/IaH IaH Blz - 51271. To 3Haum na ce yman ﬂlz — /812—1
II0jaBJbyje Yy W3pa3dy TaTHO OHOJIMKO IIyTa KOJMKO MMaMO IIpeja3aka ca HUBOA €HepIHje
Belie wm jeiHAaKe OJ1 [3) HA HUBOE ca HUYKOM eHeprujom oJ [, Ho oBaj opoj je Tauno |0L;| -
rpanuiy ckymna L; uuHe cBe oHe rpane rpada Koje moBe3yjy IBopoBe u3 L; ca IBOpOBHMA
Ha MambUM eHepreTckuM HuBomMa. OBuMe je KOpak 1 3aBpIleH.

Kopax 2: By < V2k||df[[2]| /2.

Br =) |f(es) + fleo)llf(es) = fle)l

eck

1/2 1/2
[Z(f(6+) +f(6—))2] : [Z(f(e+) —f(e—))2]

ecE ecF

N

1/2 1/2
<V2 [Z fler)* + f(6)2] ldfll2 = V2k [Z f(x)2] ldfll2 = V2k||df ||2]| fl2;

ecE zeV

npu "eMmy mpsa Hejeamakoct ciean us Kommu-IIsapna, a apyra us (a + b)? < 2(a? + b?).
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Kopaxk 3: Hocaw dyukimje f je nedunucan kao supp f = {zx € V: f(z) # 0}. Heka je f

174 .
’2'.oﬂaajeza,>fmx>ufuz

TakBa n1a je |supp f| <

\%

Kako je f menerarusua dyHkimja, y3 yciaos na je |supp f| < 2| MOYXKEMO 3aKJBYIUTH 13
v
je fo =0 m |L;] < ‘2‘ 3a i = 1,2,...,r. Onga, uz gedununuje h(X) 3naMo 18 BaxKu

|OL;| > h(X)|L;|, re HAa ocHOBY KOpaka 1 mmamo:
X)Ll (Bi=Bi-1) = (X) [|Le|B7 + (| Ly = [Le))B7 -y + -+ (| Lol = [L1])B1] -
i=1

ITpucernmo ce na je pasmuka |L;—1| — |L;| yupaso 6poj 4BOpoBa Ha €HEPreTCKOM HHUBOY
Bi—13a1=1,2,...,7, |L,| je 6poj uBoposa Ha HUBOY [, a 9 = 0, Te je wian y 3arpaju
Samm jemnax || f||3 wmMe 3aBpmaBaMo u 0Baj J1e0 J0Ka3A.

Kopak 4: Y oBoMm Kopaky heMo makjbuBo n3adpatu GyHKIN]y f U IPUMEHUTH IPETXO/IHE
KOpakKe Jia OucMo jokasasin Tpaxkeny unejemaaakoct. Heka je g corcrBena dyuxkimja Jlammaco-
Bor oreparopa A Koja oJrosapa corctseroj speanocru k — . Heka je Vi = {z € V :
g(x) > 0} (Vi # 0 jep je > ey 9(x) = 0, a g nuje myna dyskmuja). IIpomerom g ca

V]

—¢g, YKOJHMKO je 1moTpebHo, MoxkeMo mpermnoctasutu |Vi| < o Heka je f TakBa na je

f(z) = max(g(z),0). Kako je g(v) < f(v) 3a cBaku 4Bop v, 3a & € V,:
(Af)(x) = kf(2) = Y Awyf(y) < kg(a) = Y Auyg(y) = (Ag)(2) = (k — p1)g(x).
yev yev
Kopucrehn oBy ormeny modujamo:

ldf (13 = (AF ) =D (AN @)g(@) < (k—m) Y g(@)* = (k—m)|f]3-

zeVy zeVy

V3 kopak 2 u Kopax 3 1001jamo:

hONFIIZ < By < V2K||df |12l f]l2 < V/2k(k — p) I £13.

CkpaliuBamem || f||% >0 ,U,OSHjaMo TpakKeHy HejeJHaKOCT M 3aBpIIaBaMO J0Ka3 TeOpeMe.

O]

OBa TeopeMa HaM y CyIITHHUA oMOryhaBa Jia M30IEPUMETPHUjCKY KOHCTAHTY, KOja je
PEJIATUBHO TeIIKa 38 MAHUILYJIHCaFe, 3aMEHUMO 3HAYajHO jeJHOCTABHU]OM BEJIUUNHOM -
CIIEKTPAJIHUM Pa3MakoM rpada.

ITocnemumna 1. Heka je (X, )m>1 damuinja KoHAUHUX, TIOBE3aHUX, k-peryaapHux rpadosa,
upu demy |Vi,| = +00 kama m — +oo. Pamminja (X, )m>1 je baMmmja excranzepa ako
u camo ako nocroju € > 0 3a xoje je k — pu1(X,,) > € 3a ceako m > 1.

OBuMe cMO CIIEKTPaJIHO OKapakTepucaan dhavuimje ekcuanuepa: (X, )m>1 je bamuminja
eKCIIaH/Iepa aKKO je CIEeKTPAJTHHU pa3MakK oBUX rpadoBa OJBOjeH O Hysle (He TEXKU HYJIH).
IIraBumre, n3 teopeme 2.3 ciaeam na ImMTO je Behum CIEKTpajHA Pa3MakK, TO je OO0JbU
,KBaJINTET "HAIINX E€KCIAHIEPA.
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2.3 AcCHMIITOTCKO IOHAMIalhe COIICTBEHUX BPEIHOCTU

VY [IPeTXOIHOM JIeJIy CMO JIOKA3aJIu J1a je KBaJuTeT eKcranaepa oapehen J10moM rpaHu-
IIOM CIIEKTpPaJHOT pa3Maka Tor rpada. Ho, ncnocrasspa ce m1a, aCHMITOTCKH, CIEKTPAJIHA
pa3Mak He MOXKe Jia Oyae MHOro Beiuku. Hamgame pagmmo ca rpadoBuMa KOju HEMajy
eTJbe.

Teopema 2.4. Hexka je (X,,)m>1 damuinja KOoHAYHEX, TOBE3aHUX, k-peryiapHux rpadosa,
upu uemy |V, | = 400 kaga m — +oo. Onpa je

o S —
}rllrgirégpl(Xm)/Q kE—1.

Hedunuiinja 2.6. Konagan nmosezan k-perymapan rpad X ce HazsuBa Pamanyuahos ako
3a CBaKy HETPHBHjaJIHY COIICTBEHY BPEJIHOCT TOr Tpada p Baxku |u| < 2vk — 1.

Heka je (Xpm)m>1 dammmmja k-perynapuux PamanypanoBux rpadoBa Koju Hemajy
newbe Taksa Ja |Vi,| — +oo kaga m — 400. Ouga X,,-oBu jgocreky najsehn moryhu
CIIEKTPAJIHU PA3MaK U CTOra OHU YMHE HAJONTUMAJIHU]Y (DaMUIN]y eKCIaHIepa.
Komenwap: Teopemy 2.4 noxkazamu cy Anon n Bonana (3a gokas sugu [N| u [LPS| nan
[DSV]).

Crenehn omepak je mocsehen mpoHaazkemy dopMmyse Koja fie cryKuTn Kao TeMesb 3a
Jodujarbe OIleHa COIICTBEHIX BPEIHOCTH Tj. CIIEKTPAJHOT Pa3MaKa Y ITOCJIEIHEM TIOTJIABIbY.

2.4 Tpar marpuile mMOBe3aHOCTH

Hexka je X (V, E) nosesan, npoct, k-perynapan rpad, 0pu 4eMy HEje HEOIXOIHO Ja je
X konauas. Iyt nyxune r 6e3 gpahara y X je Hus

€= (.Z‘(],.iUl,..-,l’r)
yBopoBa u3 V', TakBux Ja 3a cBako i € {0,1,...,r — 1} rpana x;x,11 npunaga F u 1a je
Xi—1 # wip1 3a cBako i € {1,2,...,r — 1}. [owewax nyra e je 4Bop g, a kpaj je x,. 3a

r € N gecdunumumo marpune A, uagekcupane 1o V' x V koje hie npeacras/baTi yoLIITeHE
MaTPHIIE IOBE3AHOCTH, a duhe MOJMHOMHU 1O A:

(Ay)zy = Opoj myTeBa gyxkuHe r Oe3 Bpaliatba 4Uju je IIOYETAK YBOP T & Kpaj IBOD Y.

[Mpumernmo ma je Ag = 1d, a Ay = A, npu demy je cranmapaHO A MATPHUIA TOBE3AHOCTH.
Beza uzmely oBux marpuiia je oKapakTepucaHa cjaeaehoM JIeMOM:

Jlema 2.1. (a) A3 = Ay +k-1d,

(6) dar>2Baxu A14, = A A = Ar+1 + (k‘ — l)ATfl.
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Joxas. (a) 3a x,y € V enemenr marpune (A?}),, je 6poj cBux myresa jyxune 2 o
x 10 y. Ako x # y, cBaKH O OBUX IIyTe€Ba MOpa Ja Oyle U IyT Oe3 Bpahaiba,
naxye (A%)z, = (A2)zy. AKo je z = y, cBakn oj] U3dpojaHUX IyTeBa jecTe IyT ca
Bpahamem, u kako je X mpoct u k-perynapan, Opoj THX IyTeBa je TadHO k; caean

A2 = Ay+ k- Id.

(6) Hokaxumo na je AyA1 = Arpq + (K — 1)A,—1. Hokas na je AjA, = Appq + (k —
1)A,_1 je anamoran. (A,A1)yy npeicrasiba 0poj myTeBa (T = X0, 1, ..., L, Tryl =
y) myxuHe r + 1 6e3 Bpahiama ocuM MOXK/Ia y 1ocsemeM Kopaky. 3asojmo oxia 2
cIydaja y 3aBUCHOCTH Ja JIA je y HOCJIeImheM KOpaKy JOILIO 10 Bpahiama mim He:

(1) Ako je x,—1 # y, y IoCIeIIbeM KOpaKy Huje JIOLIo 10 Bpahiama 1 6poj 0BaKBUX
myTeBa je dar (Ay41)qy;

(2) Ako je z,_1 = y, y TOCIe/meM KOpaky jecre jionuio 0 Bpahama u OHJA
[OCJIe/Iba B KOpaKa MOXKeMo Jia n3abepeMo Ha k — 1 Haunna (y = x,_1 uMa
k — 1 cycema pasauauTux OJ T,_2), & IPBUX 7 — 1 KOpaka HAM YHHE IyT 0€3
Bpaliama gykuue r — 1 Te mux dupamo Ha (A,_1)y, HaUNHA; JaKJe YKYyIHO
(k —1)(Ay—1)yy OBaKBUX IIyTEBA.

OBuMe 3aBpITaBaMO HAII JIOKA3.

O]

Kao mupekTHy 1ociie/inily IIpEeTXO/HE JieMe, MOYKEMO JIAKO M3PAdYyHATU I'€HEPATOPHY
dyukIimjy unza A;-oBa, HanMe:

Jlema 2.2.

S At =
ST - At (- 1t

Pa/u1 jetHOCTABHOCTH, TTOKYIIAjMO 18 n3darmmo Spojuiar 1—t2 y mperxoanoj opiysin.
VBennmo un3 marpuria 1, Koje cy takohe mosmHOMHU 110 A Kao:

T = Z Ap_or (m € No).

0<r<y

Jlema 2.3. I'eneparopna dyukmuja auza 1), je:

> 1
T t™ = .
> Tt = e

Zloxas.

[e.9]

i Tmtm = i Z Am—2rtm = i Z Am—2rtm - ZtQT Z Am—2rtm_2r
m=0

m=0 0<r<% r=0m>=2r r=0 m>=2r
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1 1— ¢t 1
= Zt” ZAltl : =
1—12 1—-At+(k—1)t2 1—At+ (k—1)t2

r=0

O]

Jlema 2.3 Beoma moziceha Ha remepaTopHy (DYHKIHM]Y jaKO BaKHE KJIace MOJTUHOMA- 1eduInes-
JbEBUX ITOJIMHOMA.

Hedbunuiuja 2.7. YedumreB/beBu mouHoMu ce JeUHAINTY KAO MTOJUHOMU CTEIEHa 17

_ . sin(m + 1)6 )
KOJU ce ZI00mjajy KaJla MOKYIIAMO /14 U3PA3UMO —— g "Pexo cos 0 j.
sin
si +1)0
U (cos0) = Wi), m € No.
sin 0

Ha npumep Up(z) = 1, Uy (z) = 2z, Us(x) = 422 —1,. .. Kopucrehu Tpuronomerpujcke
UJCHTUTETE JTOOMjaMO /13 38 OBE MOJMHOME BaxKu cjefeha pekypeHTHa (popMyia:

Un+t1(z) =22 - Upy, — Upp—1 ().

Jlaspe u3 oBe pekypenTHe hopmysie 100ujaMo J1a 3a reHepaTopHy OyHKIHjy YedureBibeBux
ITOJIMHOMA, BaYKU:

> 1
U (o)™ = —
D> Un(@) 1— 2at + 12

V3 mpocty cMeHy TpPOMEH/bHBE MOYKEMO H3PAdyHATH T'eHepaTopHY (QYHKIHjy (daMuinje

nomsoma, (k — 1)/ . U, ﬁ
i m/2 m = 1
— zw/ 1—at+ (k—1)t2

[Tocmarpajyhu orteparop 1}, Ka0 IOJTUHOM CTEIIEHA, 1M IO MATPUIIN TOBE3aHOCTH, ITopehermeM
MIPEeTXOIHOr m3pa3a ca jJeMoM 2.3 modujamo ciaemehn npeHTATET:

A
ITocaenuna 2. 3a m € Ny Baxu 1), = (k — 1) 2 Uy, (2\/7>

Hexka je X (V, E) xonauan, k-peryiapan npoct rpad ca n 9BOpOBa YUju je CIeKTap

k=po=p 2 2 pn-1.

Cana hemo Tpar marpurie Ty, OJPEINTH CHEKTPAJTHO W3 MPETXOJHE TOCTEIUIE Kao U
KOMOMHATOPHO U3 came jpedurumje marpure 1,,. Kako je T,, nosmaoM o A y opTOHOP-
MupaHoj Dasu cOmCTBeHMX BeKTopa Mmarpuile A m marpuna T, je aujaroHaaHa W BayKu
caeneha dopmyira:
n—1
m My
TrT,=(k—-1)2 Un| — .
LY n (5 )
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Ca gpyre cTpaHe, Ha OCHOBY jeduHHUIAje T, TMaMO:

T D= Y TrdAmo=> > (An-o)m

0<r<7g zeV 0<r< %

3a cBako x € V osmaummMo ca f;, dpoj myresa de3 pahama JyzKume { 9uju Cy ModeTak I
Kpaj bant usop x. Apyrum peunma: fr, = (A1)ze

Teopema 2.5.

>N fmora=(k T;JZUm (2\/7>

zeV Ogrg%
3a cBako m € Nj.

Kako hemo y HacTaBky TekcTa KOHCTpyucaTu rpadoBe Koju Cy WpaH3uiiuHy TIOTIe-
JIajMO KaKO OBa TeopeMa U3IVIE/a y CJIy4ajy TaAKBUX, BeOMa CUMeTpuIHux rpadosa. ['pad
ce Ha3WBa TPAH3UTHUBHUM aKO 38 CBAKU IIap YBOPOBA X U Y MOCTOju ayToMopduzam f Tor
rpacda rakas ga je f(x) = y. Ca 0BOM I0ZaTHOM HPETIOCTABKOM OpOj fy, He 3aBUCH O
YBOpa T U YMECTO Ebera hemo mucatu camo fp.

Ilocaeauma 3. Heka je X koHadyaH, TpaH3UTHBaH, k-peryjiapaH rpad ca n IBOpPOBA.
Onga 3a cako m € Ny Baxu:

= om0 ()

o<r<
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Koncrpykinnuja PamanyiianoBux
rpadoBa

Y oBom norviaeiby iemo Hajupe mpohu Kpo3 HEOIIXO/HY TEOPUjCKY IpHUIIpeMy (IIpBe Tpu
ceknyje), a HakKoH Tora hemo KoHcTpyucaTu jBe damminje rpadosa XP? u YP? 3a xoje
hemo mokazaru ma cy uzomopdue. CBpxa KOHCTpyKInje fABe dhamMminje rpadoBa orjea ce
y TOME IIITO HeKAa KOMOMHATOPHA CBOjCTBa MOXKEMO TPUBHUjaJHO BUIETU KO rpadosa X4
(YP9), nok y cayuajy rpadosa YP4(XP7) ona HECY HU HAJMAHe OYUITICHA. Y HAPEIHOM
IorJIaB/by heMo IToMohy OBUX CBOjCTaBa JIOKA3aTH Ja OBHU rpadoBu 3amcra unHe paMuiujy
€KCIIaHIepa.

3.1 KejaujeBu rpadoBu

Heka je G rpyma u Heka je S HempazaHn KOHAYAH MOJACKYT Te Tpyme. JlogaTHo, Heka je
S cumerpuuan 1j. S = S7L.

Hedbununuja 3.1. Kejaujes pap G(G,S) je rpad kojem je ckym uBoposa V jennak G,
a CKYII UBHIIA je AeduHucan Ha ciaeiehu HAYWH:

E={{z,y} 2,y G;3s€ S:y=uws}

Jaxkte 1Ba 9BOpa Cy IMOBE3aHA YKOJIUKO je je1aH JOOUjeH O/ APYTor JeCHUM MHOXKEHHEM
HekuM ejieMenToM u3 S. [Ipumernmo jomr u na je Harn rpad HEYCMEpEeH - YKOJIMKO WBUIA
xy € G oHma u umBuna yr € G jep je ckym S IO KojeM CMO JedUWHUCATU PEJIaIln]y
ITOBE€3AHOCTUA CUMETPUIAH.

Hagenumo cama u Heka on cBojctaBa KejimjeBux rpadosa koja he mam ykazaTu Ha
Be3y KOMOMHATOPHE CTPYKType caMor rpada ca CTPyKTYPOM I'PYIe U HeHOT MOCKYIIA.

JIema 3.1. Heka je G(G, S) Kejnujes rpad u ueka je |S| = k.

(1) G(G,S) je upocr, k-perymnapan, Tpansurusad rpad. IIpucerumo ce npurom ga je
CBOjCTBO TPAH3UTUBHOCTU jeduHucano Ha ciejgehu Haumu: rpad je TpaH3UTHBAH

15



16

3. Koncrpykimuja Pamanyrianosux rpacgosa

YKOJIUKO 33 CBaKWU Iap YBOPOBa & U Y MOCTOju ayToMopdusaMm f Tor rpada Takan
na je f(z) =y.

(2) G(G,S) ne cajpxu neTIbE aKO U caMo ako 1 ¢ S.

(3) G(G,S) je moBezan ako u camo ako S renepuiie G.

Jlokas. (1) Kako je |S| =k uy = xs; u y = xsy noBiaun $; = Sg, OUUIVIETHO je A je

Hair rpad upoct u k-perynapan. [Ilto ce tudue TpansuTuBHOCTH, (DUKCUPAJMO AP
aBopoBa 7,y € G u gokaxumo ma je f : G — G, f(g9) = yxr~'g oarosapajyhu
ayromopdusam rpada Koju masbe 9Bop & y uBop y. 3aucta f(x) = y. Ouurieaso je
na je npeciukasame f 1 — 1 jep f(g) = f(h) = yz~'g = yz~'h = g = h. Taxobe,
0BO TpecHKaBame je Ha jep 3a cBako g € G mocroju h € G, mamme h = zy~lg,
takBo Ja je f(h) = g. 3a kpaj, ako cy uBopoBu g u h nosesauu y G(G,S) onu cy
nosezany 1y f(G(G,S)) m odparro (g = hs < yr~1g = yz~'hs). Jlakme osaj rpad
je 3amcTa TpaH3UTHBAH.

Oso TBpheme ciaeaun TupeKTHO u3 JeduHuImje rpada.

Axko S remepumie G oHJa 3a cBako ¢ € (G MOCTOjM KOHAYAH HU3 eJieMeHaTa u3 .S,
HA30BUMO WX Si,S2,...S, TAKBHX Ja je g = 1- 8182 S,. dakne mocroju myT of
jemuuuIe 710 g, HamMe oyT 1,1 -s1,1-81892,...,1 818y, MITO 3HAYU JIa je HAII
rpad mosezan. ObpaTHO, ako je rpad OBE3aH CJIMYHO KAa0 PaHHje IPOHAIAZUMO
IyT OJ OMJIO KOT' YBOpa ¢ JI0 jeJWHUIE, W Taj IIyT DE€HEPHUIIe HEKO MPEICTAB/bAHE
ejleMeHTa ¢ MoMohy ejemeHara u3 S.

O]

Y mapemnoM Jiey hemo y3 momoh KBaTepHHOHCKe ajiredpe nmponahu srogny rpyny G u
IEH CHMETPHUIAH TOACKYT S, Koju e HaM TOCTyKUTH 3a KOHCTPYKIHjy rpada XP?4 xao
Kejmujesor rpada G(G, S).

3.2 KBarepHumoHcKka ajiredpa

- mpumnpeMa 3a KOHCTPYKIjy rpada X!

Hedunuunuja 3.2. Ksarepanoncka anredpa nas npecrenom R,y ozunamu H(R), je acomu-
jaTwBHa aJiredpa ca jeJUHUIIOM, YHja je Mpe3eHTaIrja 3a/1aTa Ha cjaeieNn HadIuH:

(
(
(
(

1)
2)
3)

4

H(R) = {ao + a1t + CLQj + a3k lap,a1,0a9,a3 € R},
1 je MysITUIIIUKATUBHA jeIMHUTIA,

Z'Q
ij =—ji=k;jk=—kj=1iki=—ik=j.
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AKo je KBaTEpPHWOH ¢ = ag + a1t + azj + ask, HErOB KOHjyTAT je KBATEPHUOH § = ag —
a1i — azj — azk. Hopma xsarepmnona ¢ je samata ca N(q) = ¢ = qq = a3 + a? +
a3 + a3. Jlaxo je mokazaTy Ja je KBaTeDHHOHCKA HOpMa MyJITHILIUKATuBHA Tj. N(q1g2) =
N(q1)N(g2) Va1, q2 € H(R).

3a koHCcTpyKIWMjy PamanynanoBux rpadosa hie HaMm duTn moTpedHO Ja nIeHTHMOUKYjeMO
KBATEPHUOHCKY ajredpy Haj mosbeM K ca anredpom marpuria 2 X 2 Hagr K, cTora HaBeImMo
caenehy Jjemy:

Jlema 3.2. Heka je K mospe umja KapakTepuctuka uuje 2. IIpermocraBumo ma moctoje
z,y € K maxsu ma je 22 + 42 + 1 = 0. Onza je H(K) usomopdua ca amredpom Mo(K)
MaTpura 2 X 2 Hag mobeMm K.

IIpe Hero mrTo 3amovHeMO M0Ka3 MIPUCETUMO ce AepUHUIINje KAPAKTEPUCTUKE IIPCTEHA.
Kapaxtwepuciura npcrena je mim 0 mim, YKOJIUKO ITOCTOjU, HAjMAILHU MIPUPOIAH OpOj M
TaKaB Jia je

O=m-1=14+1+---+1 (m myTa).

VY caydajy mosba KapakTepucTuka mopa outu win 0 wiu mpoct 0poj - Hiup. 3a noka Q, R
n C xapakrepuctuka je 0, 0K je kKo KoHauHuX nosmba Fy, rae je ¢ = p* cremen mpocror
opoja p, wuxoBa Kapaktepuctuka p. Caja ce BpaTUMO Ha JOKA3.

Joxas. Heka je ¢ : H(K) — My(K) 3anaro ca:

aoy +aix +azy —ai+ag + azx )

. . k) —
w(ao—i-aﬂ—i-agj—i-ag ) ( —a1y — a2 +as3r ag— a1xr — asy

Jlako ce nposepasa ja je ¥(qi1q2) = ¥(q1)¥(g2) 3a cBe q1,q2 € H(K). Kako je ¢ K-
JIMHEapHO IpecimKaBambe m3Mely mBa K-BeKTopcka Ipocropa aumensuje 4, ma OucMo
JloKazam Jia je 1 m3omopduszaMm JOBOJBHO je Ja Jokaxkemo ja je ¢ '1-17 Tj. ma je
dim ker(¢)) = 0. Ho, oBo TpuBmjaiHo cieau u3 dumenuie aa u3 (ag+ a1i+ agj +ask) =0
godoujaMo 4 X 4 XOMOTE€HHU CUCTEM JIMHEAPHUX jeJHAUNHA Ihja je JeTEePMUHAHTA Pa3JInInTa
0J1 HyJIE:

1 =z Y
0 -y 1 X 2 2
=4 =4
0 —y -1 =z (°+y7)=4#0,
1 =z 0 -y
pu 1emy je 4 £ 0 3aT0 MITO KapakTepucTuka mosba K Huje 2. O

VY namem Tekcry hemo BelimnoMm pazmarpaTn apuTMeTudKa cBojcrBa kBarepuuona H(Z)
HaJI, IPCTEHOM Z, CTOTa IIPOYyYNMO MaJjio D0Jbe HBUXOBY CTPYKTYDY.
Jlako je nokazaru jia cy cieseha Tpu TBphema eKBUBAJIEHTHA:

(1) « je jenuanann (nuBeprudninu) eaement y H(Z),
(2) N(o) =1,

(3) « € {*1,+i,+j, £k}
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Hedunannuja 3.3. (1) Ksarepuuon o € H(Z) je aapan (neuapan) axo je N(a) napan
(memapan) 1eo 56poj.

(2) Ksarepuunon « € H(Z) je apoctw ako o uuje jenuauna y H(Z), u 3a cse 3,y € H(Z)
TakBe Ja je o = [y BaXu Jia je dap jeman ox [,y jeIMHUYIHU eJIeMEHT.

(3) sa kBarepumona a, o’ € H(Z) cy acoyupanu ako 1mocToje jeIMHUTHE KBATEPHUOHN
e n ¢/ TakBu 1a je a = eag’.

(4) Ksarepuuon 0 je Jecuu jgesuarn KBarepHuona « axko nocroju v € H(Z) rakas na je
a = ~0.

Cuomuano kao u y npcereauma Z u Z[i] u y upcreny H(Z) nocroju dakropusanuja za mpocre
eJieMeHTe, JIofyiie Ta (pakTopusaiuja Hehe dutn jequmacrsena. Takohe, numajyhu y Busy 1a
IIPCTeH KBATEPHUOHA HUje KOMYTaTHBaH, MOpamMo MoaudukoBatu EyKIuaoe ajaropuram
y ckjaagay ca TuMm. VMcrmocraBmba ce Jia ce EyKaummoB ajropuraM MOyKe peaM30BATH HA
napoBuMa KBaTepHuoHa «, 5 € H(Z) ykonuko je [ HenapaH JIeCHUM UJIU JIEBUM JI€JbEEHEM.
Y narbeM TeKcTy fieMo ce CITyKUTH CaMO JECHUM JIeJbEHEM.

Vo, B € H(Z) 3,0 €H(Z) a=n~8+6N(5) < N(QB).

Hedununmja 3.4. Heka cy «,  nemn ksarepunonu. Onga je § € H(Z) necun najsehu
3aje/JIHUYIKN JIeJInIal KBATepHUOHA «, 3 y o3Hamu § = (v, ), axo je:

(1) 9§ je mecuu memwmnar ox « u of 3

(2) Axko je 0y € H(Z) necun nenuiian, KBarepHuoHa « u 3, oHJA je Oy JIECHU JIeJIUIIAIL
KBaTEPHUOHA 0.

Jacuo je na je mecam H3JI, yKoJMKO IMOCTOjU, jeIMHCTBEH JI0 HA jeIUHUIHU €JIEMEHT.
Hamomenumo u ja necuun u jieu H3/1 nBa kBaTepHUOHA HE MOPAjy OUTU UCTH.

JIema 3.3. Axo cy «, [ nesiu KBaTepHUOHH, IpK YeMy je [ HenapaH, oHja nocroju («, 3),.
IIIraBure, Baxku u yormmTeHa Be3syoBa Teopema:

Ivy,0 € H(Z B]) TaKBHX T3 (a, B)r = ya+ 00,

pu demy je Z [%] nedurmCcano Kao nmogupcered npcerena Q rue je Z [%} = {2% cke€Z,ne No}.

Kapakrepusanuja npocrux esemenara y H(Z) je usnenaljyjyhe jeqnocraBra - 11e0 kBarep-
HUOH (v je IIPOCT aKO M CaMO aKO My je HOpMa IpocT Opoj y Z. ¥ jnamseM TekcTy hemo dosbe
OPOYYUTH IIeJie KBaTepHUOHE «v 3a Koje je N(a) = p* rae je p memapan mpoct 6poj v Z.
Naxo 3a ommre xkBaTepauone mehe mocrojatu jeaumucrBeHa hakTOpU3allMja HA IIPOCTE, y
OBOM CJIy4ajy MOxKeMmo poHahu ob/imk (hakTopusalmje KOju je je JUHCTBEH.

3a 1o he mam dutm nmorpedHa Jarxodujesa weopema n3 Teopuje OpojeBa, Koja HAM raje
Opoj mpejicTaB/bambha MPUPOJTHOT Opoja Kao 30up detupu Kajparta. OHa TBpIM:
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Teopema 3.1. /Jakodujesa weopema/ Heka je n € N. Onza je 6poj werBopku (ag, ai, az, as)
€ Z* za xoje je a3 + a2 + a3 + a3 = n jennak 8Zd|n d.

Hakie zeka je p menapan npoct 0poj y Z. Kopucrehu JakodujeBy Teopemy Koja TBpIu
Ja jeTHauYnHa
a%+a%+a%+a§ =p

uma 8(p + 1) pemema y Z 3akspydyjemo jga nocroju 8(p + 1) omrosapajyhunx nesnnx
KBaTEepPHUOHA ag + a1i + agj + ask umja je Hopma p. Ako je p = 1 (mod 4) jeman a;
je Hemapas, a ocraju cy napam; ako je p = 3 (mod 4) jeman a; je mapas, a octaju Cy
HemapHu. ¥ CBAKOM CJIy4ajy IIOCTOjHU jeJlaH a; KOju ce pasynkyje oj ocraiux. Hazosumo
ra a?. Axo je a? % 0, mebhy 8 acorupaHux ejemMeHaTa £q €JIeMEHTa (¢ TIOCTOJU TAYHO jeJaH
KojeM je HynTa KoopauHaTa jeinaxa |a|. Mzadepumo Sarm Taj KBaTepHUOH jia HaM Oyie

[IPeICTABHUK OBe KJIace aCOIMPAHUX KBATEPHUOHA. YKOJIUKO je a? = 0, o1 yKyIIHO ocaM
0
')
—ea. Y 0BOM cilydajy n3adepuMo OMJIO KOjU O] IbUX Kao MpeJicTaBHUKA. Jlakie oBume cMo
U3ABOjWIIH p + 1 eceHNUjaTHO Pa3IUINTUX Pellerma jeITHAaUnHE

aCOIMpPaHUX eJIeMeHaTa MOCTOje TaYHO JIBa KOjUMa, je HyJITa KOOpJAWHATA a,;, HANMe £ U

2 2 2 2
a0+a1+a2+a3:p,

Ipy YeMy KBATEDHHOHU KOJU OJ[roBapajy peniemuMa 3a70BosbaBajy: o = 1 (mod 2) nim
a=i+j+k (mod 2). Mehy uzabpanum npecraBHUIIMA Ce TIOJAB/bYjy U ( U O YKOJHUKO
je ap > 0, oK ce mOjaBJbyje caMO jeJaH KBATEPHHOH M3 KOHjyTOBAHOT Hapa ako je ag = 0.
Cazia MOXKeMO J1a JePUHUTIIEMO CKYTI

Sp = {alama e 7048)05755B17 e 7/Bt}a
[P Y€MY 38 (y; BarXKu a(()i) >0, a3a f; je 5(()i) =0, xao u a;a; = —32 = p?. llpumernno u
maje2s+t=|S,| =p+1.

Hedbunnunuja 3.5. Pegyxosara pew Haz Sy, je ped Hax ajndaderom S), Koja He CaiapKH
oaped OOJIMKA aioTi,aTai,,BJZ (i=1,2,...,8; j=1,2,...,t). Ayosrcuna pean je dpoj
cuMOOJIa KOjU Ce MOjaBJbYjy V 3aIUCy T€ PeYn.

Teopema 3.2. Heka je k € N u a € H(Z) rakas ga je N(a) = p*. Onma nocroju
jenmHcTBeHA (haKTOpU3alja KBATEPHUOHA 'y ODJIMKY @ = &P’ Wy, TJE je € jeTuHuIHU
eaement y H(Z), wy, peaykoBana ped Haj S, gayxuue m u k = 2r +m.

Jlokas. Hajupe mokaxkumo nocrojare oBakse dakropusanuje. Pukcupajmo o € H(Z) 3a
koje je N (o) = p*. Omma a Moxemo fa 3amumieMo Kao mpoussos npoctux y H(Z) kao:

a = 0102 0p.

Nmajyhin va ymy kapakrepusanujy npocrux y H(Z), kao u To 1a je HOpMa KBaT€pPHUOHA
MYJITHILIHKATUBHA, 3aK/bydyjemo ja je N(d;) =p3ai € {1,2,...,n}, re je onma u n = k.
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Kako je N(d;) = p, 3a cBaKo i MOkeMO U3abpaTH y; € Sp TAKBO 13 je §; = £;;, IPH deMy
je &; jemuananu enement y H(Z). Onna je

Q= E171€272 " " ERVk-

Cajma npuMeTHMO Ja 3a CBaKO ¥ € S, W CBaKH jeJMHUYHH eJIeMEeHT € noctoje v € S, u

P P
jenuauuan ejseMeHT € TakBu Ja je ye = &', Jlakie, MOXKeMO IIOMEPUTHU CBe £; Ha JIeBY
cTpaHy u godutn dpakTopu3anyjy dpoja a y ciaemehem oduKy:

IV /
=Mz Vi

Y 0BOM TPEHYTKY CMO (v HaIlUCaJId Kao ped HaJj Sy, alal Ta ped n Jla/be HHje pelyKoBaHa.
Ho, To ce maxo mompaBsba, HaNMe, YKOJUKO CE Y PEUH MOjaABIBYj€ (i, (i (v WIIN ﬂ?, daxkTop
p Moxkemo u3Byhu Ha JeBy crpany (0poj 3 Z KOMyTHpa ca CBUM KBATEDHHOHMMA) U THME
CMAILUTH JYKUHY peun 3a jBa. llonaB/bajyhu oBaj mporiec JoKJje Tof je TO IOTPedHO Ha
kpajy hemo modbutu Tpazkerny dakropusanujy. OBaj mporiec ce 3aBpIaBa, jep TOYeTHa Ped
“Ma KOHAYHO MHOTO CJIOBA, a y CBAKOM KOPaKy CMambyjeMo Opoj cyioBa 3a 2. OBuMe CMO
JIOKa3aJId TIOCTOjarbe.
JemurcTBeHOCT hiemo JoKa3aT KOMOMHATOPHUM apryMmernToMm. Hanme, bpoj KBaTepHUOHA

3a xoje je N(a) = p* je mo Jaxobujesoj Teopemu jemmax

SZp —8< k+1_1>.

Cazia m3dpojuMO KOJIMKO UMa PeJIyKOBAHUX Pedd HaJl S, JyKHHE m. 3a IPBO CJIOBO Y
peun ummamo |Sp| = p + 1 moryhnocrn, a 3a cBaxko crenehe p moryhnocrn ga ducmo
n30€rJIn 110jaB/bUBABE (v (Y, (i WU 5]2. Axo je m = 0 6poj peyKOBaHUX PEUH JIyKIHE
m je 1. Onya 3HaMO 118 je Opoj m3pasza odmKa £p’ Wy, TJe je € JeJUHIIHU eJIEMEHT, Wy,
peslyKoBana ped Haj Sp Iy’KUHE m, U BaxKu 2r + m = k dam:

( + Z (p—|— 1)pk— 27"_1) ako je k nmapam;

8 Zr o(P + 1)ph2r-1 aKo je k Hemapam.

k1

1 . .
pl)’ Tj. Opoj

uspasa ep’ w,, KOjH 33JI0BOJHAaBajy OJroBapajyhe ycjaoBe je jelHaK OpOjy KBaTepHHOHA
unja je nHopma pF. TTo mpeTxoqHOM /ey, ¥ KOjeM CMO JOKA3aJll Ja Ce CBAKN KBATEPHUOH
HopMe p* Mozke 3ammcaTn y OBIHKY €p Wy, 3aK/bydyjeMO ja je TakBa (baKTOPH3AIlHja
jemmuacTBeHa. OBUME 3aBPITABAMO HAI JOKA3. O

Y oda ciydaja Jjiako J100ujaMo Jla Cy TH MU3pa3u Oall je/IHaK’ 8<

YBeaumo jort u ciejiehu cKyir, koju he HaM moMohu mpu KOHCTPYKIUjU Hate dhaMusinje
eKCITaHIepa:

N={acHZ):a=1 (mod?2)wm a=i+j+k (mod2), N(a)=p" 3a neko k € N}.

Jlako ce Bumu zna je A’ 3aTBOpeH y oJHOCY Ha MHOXKeIbe, Kao 1 1o ga S, C A’. Jonarmo,
IPeTXOo/IHa JieMa 3a KBaTepHUOHe U3 cKyna A’ mMa jomr jenimu odJnK:
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Iocneauna 4. Ceaku eqement o € A’ Hopme p* MoXKe ce Ha jeIMHCTBEH HAYMH 3aINCATH
Kao o = £p"wyy,, r7e je wy,, peyKoBaHa ped HaJ S, Jy:Kune m u 2r +m = k.

Joxas. Ilo mpeTxomHOoj JIeMU (v MOZKEMO 3AIIUCATH KAO P’ Wy, TAE T U Wy, UMA]y TPaXkeHa
CBOjCTBa, a € je jenmnmdan. /laxiie Tpeda ma mokaxkemo ma je € = +1. Pexyknujom mMomysio
2 pobujamo a = ewy, (mod 2). Ba oy, f; € S, Koje ce 10jaBibyjy y 3aIUCy PEUN Wiy, BAXKH
Jla cy KOHTpyeHTHH ca 1 win ca i + j + k momyso 2. O3HadanmMo ca -y Opoj cjioBa y wy, Koja
Cy KOHrpyeHTHa ca i + j + k momyso 2. OHja 3HAMO 112 je

a=¢e (mod 2), aKo je 7y mapas;
a=e(i+j+k) (mod2), axo jey memapam.

Kaxko je o € A’ 3namo na je « = 1 wm (i + j + k) (mod 2), re je y oba cayuaja e = +1
(mod 2), ma Kaxo je € jeIUHUYHY eJIEMEHT, 3HaMo J1a je darr jennak +1. OBuMe 3aBpinaBaMo
JIOKA3.

KomenTap: Y Toxy jgokasza cMo ceyna kopuctuan (i + j + k)2 = =3 =1 (mod 2). O

3.3 Auredbpa marpuna 2 x 2

Y IpeTXomHOM JieJly CMO JieMOM 3.2 HajaBwiu Ja hemMo KBaTepHHOHE 3alpaBO IOCMa-
TpaTu Kao marpure 2 X 2, e he Tema oBOr 10T/1aB/Ha OUTHU yIIPpaBO aaredpa OBUX MATPHUIIA.
Veemthemo map Beoma OUTHUX Ipyla u jJoka3alieMo Heka mUX0Ba CBOjCTBA Koja he momohn
npu anaau3n Pamanynanosux rpadosa X7 koje hemo KOHCTpyHuCcaT y HAPEIHOM TIOTJIABIBY.

Heka je K mipon3BOJ/bHO MOJBeE.

Heduunuuja 3.6. Ounwiwa suneapha pyta vam nobem K,y osnanu GLo(K), je rpymna
MHBEPTUOUIHUX MaTpHIlA 2 X 2 YUju Cy eJeMeHTH u3 1osba K.

Cueyujanna aureapra Tpyta van nowem K, y osuanu SLo(K), je rpyna marpura unja je
nerepmutanTa 1. JIpyrum peunma SLo(K) je jesrpo npeciukasama det : GLo(K) — K*.
Ouwma Gpojextiusha aureapra pytay o3naru PG Lo (K) je kommunudka rpyna aeduHu-
cagHa ca

PGL(K) _GLQ(K)/{< g . ) :)\EKX}.

Cueyujanna upojextiusta auneapra Ipyta y o3uaru PSLe(K) je KonumuHWdYKa rpyna
nedUHICAHA Ca

PSLy(K) = GLg(K)/{( (8) 2 ) e = 11}.

Kako je PGLy(K) nedunncana Kao KOJUIHAYKA TPYIA, 3HAMO JIa TIOCTOjJH TIPUPOIAH
xoMoMopdu3am

(Vo GLQ(K) — PGLQ(K),

quje je je3rpo darll rpymna HeHyJia CKAJapHUX MaTPHUIA.
HomaTHo, TocToju jOII je1aH IPUPOIAaH HATUH HA KOJU MOXKEMO Ae(PUHUCATH IIPOjeKTUBHE
ymneapre rpyne. Hamve, yrommhemo rpyne PG Lo(K) u PSLy(K) y rpyny Sym (PY(K)),
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rpyiy epmyTanuja npojektusae npase Pl(K). Ilpojextusra npasa P1(K) nedbunucana
je kao K U {oo}. CBakoj marpumu A = ( CCL Z > € GLy(K) monemmhemo MebdujycoBy

tpanchopmarmjy ¢4 : PH(K) — PY(K) nedunucamy na cienehn madum:

(2) az+b

z) = )

va cz+d
2 akoc#0

Honarno nedunucahiemo p4(00) = ¢ © Ko ¢ , KA0 U Q4 (—5) = 0o. OBume cMmo
oo akoc=0

nedbunncamm xomomopduzam rpyna ¢ : GLa(q) — Sym (PY(K)) e je p(A) = pa.
Jesrpo oBor xomomopdusama je Oalmr rpymna CKaJapHHX MATpPHIA, T€ JIAKO BHINMO 4
moxkemo uientudurosarn PG Ly(K) u Im ¢. CiimaHo Bazku 1 3a CIeIujajHy TPOjeKTUBHY
JIMHEAPHY T'PYILY.
Kowmenrap : Nako exementu PGLo(K) u PSLy(K) Hucy uctu y CMUCIY J1a KOCET jejHe
marpurie y PGLy(K) nelie umatu ucru 6poj enemeHara Kao U KOCET Te HCTe MaTpPUILE
y PSLs(K), ykonuko nocroje apa ucra upezcraBauka kocera n3 PGLa(K) n PSLy(K)
cmarpahieMo Jia ¢y oHH ucTH, Tj. npupojaHo hemo yromutu PSLy(K) y PGLo(K).

Hexa je F, xomauno nmome pena q. Pagu jeanocrasuujer 3ammca hemo rpyme MaTpuiia
HaJ1 OBUM 1osbeM o3Hadasaru ca GLa(q), PGLa(q), SLa(q) u PSLa(q).

Jdema 3.4. (a) |GLa(q)| = q(q—1)(¢*> — 1)
(8) [SLa2(q)| = |[PGLa(q)| = q(¢* — 1)

q(¢* —1), axo je ¢ mapan

(8) |PSLa(q)| = q(¢®> -1 .
5 s Ko je ¢ memapai

Jloxas. lro ce tuye nena (a), 3a uzbop npse KojoHe y Mmarpurnm u3 GLy(g) mmamo

¢*> — 1 Henyma MoryhiHOCTH, 8 KAaKO JpPyra KOJOHA MOpPA JIa YMHU BEKTOP KOjU je JIHHEeApHO

HE3aBICAH OJI IPBOT 32 Iy uMamo ¢2 — 1 — (¢ — 1) = g(¢ — 1) mMoryhuocTu; naxie yKymHo

q(q—1)(¢*> = 1). Henosu nox (6) u (B) cieqe Tpusmjaano u3 gena mof (a) u Jlarparskose

TeopeMe. [

Hedunurimja 3.7. ['pyna G ce Hazusa cxopo Adensosa, yKOJIUKO MOCTOjU HEHA HOPMAJTHA,
noarpyna N, taksa na cy u N u G/N Abdenose rpyte.

Hedunnnnuja 3.8. Heka je G rpyma u Heka cy ¢g1,92 € G. Komywawop [g1,g2] je
nedunncan xao [g1, g2] = 919291 1 9o ! Komyrarop je jeasak HeyTpasy ako W camo ako g
u g2 KomyTupajy. CKyIl cBUX KOMYTATODa jeJHe IpyIe y OIIITeM CIy4ajy HUje 3aTBOPEH
y OJIHOCY HAa OMEPAIujy TpyTe, ald TOCTOJU KoMyWwatopcka 4ogipyua rpyme G, Koja je
JeduHNCaHa KA0 3aTBOPEIE CKyIla KOMyTaToOpa y OJIHOCY Ha oleparujy rpyme. Bemuanna
KOMYyTaTOpCKe MOATPYyIe yKa3yje Ha TO y KOjOj MePH je omeparyja Irpylle KOMyTaTHBHA -
HITp. Ko/ ADesIoBUX rpymna KOMYTATOPCKY MOArPYIY YHHU CAMO HEYTpaJl.
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Jlema 3.5. I'pyna G je ckopo AbesioBa ako u camMoO aKo je 3a CBe g1, 72,93, 94 € G

(g1, 921, (93, 94]] = 1.

Joxas. (=) IlpernocraBumo Hajupe ma je G ckopo AbemoBa. Omnja mocToju HOpMaJIHA
noarpyna N rtaksa fa cy u N u G/N Abenose rpyne. Heka cy g1, 92, 93,94 € G. Kaxko
KOCeTH! gl_lN u gz_lN KOMYTHPajy 3HaMo Ja je gl_lgz_lN = g;lgle Te 3HaMO Jia IIOCTOju
n € N takBo 1a je gflggl = gglgfln. Ownpya je mo meduHUIM)E KOMYTATOD [g1, g2] jeHAK
Hamr n. Anasiorao nocroju u m € N takso Ja je [g3, g4] = m. Caza, kako je N Abeiosa,

3HAMO JIa M U M KOMYTHDPajy, Tj. Ja je 1 = [m,n| = [[g1, 92|, [93, 94]]. OBume 3aBpmasamo
0Baj /€0 JI0Ka3a.

(<) IIpermocraBumo caja 1a 3a cBe g1, g2, g3, g4 € G Baxu [[g1, g2|, [93, 94]] = 1. O3na9MMO
ca N komyrtaropcky noarpymy rpyme G. Ha ocuoBy [[g1,92], [93,94]] = 1 3aksyqyjemo

Jla CBaka JBa KoOMyTaropa MelycodHO KOMyTHpPAajy, a CAMUM THM U CBaKa J[Ba €JIEMEHTa
KOMYTATOPCKE MOArpyIe. 3aucTa, CBAKU €JIEMEHT KOMYTATOPCKE MOJATPYIEe MOYXKe Ce 3allu-
caTu Kao IPOM3BOJI KOHAYHO MHOI'O KOMYTATOpa, T€ OHU CBU KOMYTHPAjy MehycodHO.
Haxse komyraropcka mnoirpyna je Abesosa. lokaxkumo caga ga je u G/N Abenosa
rpyna. Tume hemo mokaszaru ja je G 3amcra ckopo AbestoBa. Heka cy a u b mpousBosbHA
aBa ejqemenTa n3 (. Ham z3amarak je ma mokazkemo ma cy kocetu abN = alN - bN u
baN = bN - aN jenunaku. Heka je n € N, ouna je

abn =ab-b "t a ) [a o7 -n=0ba-([a" ", b7 n) € baN,

Sam 3aro mro [a~!,b7!] € N. OBume cmo mokasamm ga je abN C baN. Amasorno ce
nokasyje baN C abN e cy oBa aBa Kocera jeanaka. OBumMe 3aBpIIaBaMo JIOKa3 TeopeMe.
O

JIema 3.6. Heka je ¢ npocr 6poj. Ako je H npasa noarpyna ox PSLs(q) u |H| > 60,
onjia je H ckopo Abesosa.

Zoxas. oka3 oBe jieme mojieimheMo Ha JiBa Caydaja Y 3aBHCHOCTU O/ TOTA Jia JIK ¢ JIeJIn
|H| nim we. Y HacTaBKy TekcTa HapellieMo JioKa3 Kajga ¢ jeau |[H|, a apyru ciyuaj
OCTaBJ/HAMO YUTAOILY, jep je TEXHUYKHU 3aXTEBaH, a He IPy2Ka O0J/be Pa3yMeBarbe CaMUX
Pamanynanosux rpacdoBa Koju cy TeMa OBOT Paja.

Haxme nmexa ¢ gemu |H|. Tpeba ma mokazkemo ga ako je H mpasa moiarpyma of
PSLs(q), onna je H ckopo Abenosa. la ducmo jokazaiu oOBaj Cjiydaj HMOTpeOHA HAM
je xapakrepuzamnuja enemenara pena q y PSLs(q). Ho, najupe naBemumo TBpheme o
nepMmyTanujaMa Koje fie Ham momolin mpu IpoHaJIaXKemy OBe KapakTrepusalyje (CeTHMO
ce, Y4 Cy mepMyTaryje IpojeKTHBHE Ipase!).

Tspbeme: Heka je o0 nepmyranuja ckyna X u Heka je teH pel mpocT 0poj ¢. OHma cBaku
ejieMeHT ckyma X y OIHOCY Ha MEPMYTaIujy ¢ uma pen 1 wim q.

Jloxas: Heka je H moarpyna rpyme Sym (X)) renepucana nepmyraiujom o. [loznaro je
|H

[He|

onma na je || = npu demy je €1, opdura emeMeHTa T y OfHOCY Ha rpymy H, a
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H, ={a € H : a(x) =z} je crabmimzarop Tor enementa, rakohe y rpynu H. Onma Kako
je |H| = q nmpoct 6poj, 3namo ja |2, Mmopa 1a dyae nian 1 win g, auMe 3aBpIaBamMo J0Ka3
TBphema.

IIpumernmo 1a je Tauka dmja je opdouTa BeaudnHe 1 3ampaBo PUKCHA TAIKA.

JIema: Axo je A € SLy(q) ouma cy cienehia Tpu TBpherma eKBUBajIeHTHA:

(i) ¢a nma pex g;

(ii) mocToju jeMHCTBEHU jeJHOJMMEH3MOHN noTupocTop D mpocropa ]Fg TaKaB 18 WIN
A nmn —A durcupa D (dbukcupa cBaku ejgement oj D noHaocod);

(i) ¢a je xomjyrar y PG La(q) nexoj ¢, tie je b € .

Matrpuna Cp, neduHncana je Kao < (1) ll) ), rae b € Fy.

Joxasz: (i) = (ii) ¢ je Medujycosa tpancdopmanuja na PH(F,), Tj. To je nmepmyrarmja
ckyna koju uma |P1(F,)| = ¢ + 1 enemenara. Kako je pesn Te mepmyTanuje dam ¢ Ha
OCHOBY IIPETXOHOT TBphema 3HAMO Jla Ta IEepMyTalldja MOpa WMaTH Oap jedHy (UKCHY
Tayky (CyMa BeJnduHE CBUX opoura je ¢ + 1, a opbure Mory Ourtm BesmuunHe 1 wim
q). ®ukcha Tauka y P! (Fq) omrosapa jeamoM jemaHOTMMEH3MOHOM mOTHpOCTOPY Dy Fg
KOjU je TIJI0DaJHO WHBapHWjaHTaH y ofHoCy Ha JuHeapHu omeparop A. Caja, kKako je
jearpo mpecsmkasama @ u3 SLa(q) v PSLa(q) ABOIMMEH3MOHATIHO, U KAKO je p4 Dela
q, 3akibyuyjemo na pex marpune A y SLo(q) moxke dutn ¢ mwin 2q. OHJa pasinkyjemo
ciesieha JiBa cirydaja:

(1) A uma pexn q. Onzma pecrpuknumja oneparopa A Ha D upejicraBba EPMYTAI]Y
ckyna [F, Bemmunne ¢ umju je pex ¢, a KakKo 3HaMO Ja OBa TpaHchopMalyja IMa
Sap jenny durcuy rauky (tauxy (0,0)), oHma 10 ropeHaBeieHOM TBPherby 3HAMO J1a
CBaKa TAYKa MMa OpOMTY BesuduHe 1 (30up BeawdnHa CBUX OpOUTA je ¢, & HOCTOju
jenna koja je seqmunne 1). [lakse cBe Tauke cy dukcae tauke 1j. A dbuxcupa D
TAYKy-II0-TAYKY.

(2) A mma pex 2q. Onja cBa IpeTXo/Ha 3amazKkarba Bazke 3a Marpuy A2, re A% dukcupa
D rauky-mo-tauky. Ouma A nenyje Ha D Tako mrro mabe £ y —x, Te omepaTop —A
durcupa D tauky-no-rauky. OBuMe CMO 3aBPUININ 0Baj JI€0 JOKA3A.

(74) = (i4i) Nzabepumo dazy {e1,e2} o IF?I TakBy Ja e; € D. Y 10j da3u marpura A nma

00TMK b >, upu uemy a = d = +1 u b # 0. OBo 3nauu 1a je v 4 y PSLa(q) xoujyrar

a
0 d
ox ¢c,,, ab # 0.

(73i) = (i) OBo je TpuBHjasIHO jep CBaKU ¢, uMa pex ¢. OBUMe 3aBpIIaBaMoO JI0KA3 Ieje
Jieme.

ITpumernmo ma u3 JOKa3a MPETXOJHE JeMe MOXKeMOo 3akjpy4anTtn cienehe: Heka cy A u B
MaTpHUIE TaKBe Ja CY @A U @p pema q. Axo one dyBajy mctu mpasarn Dy Fg OHJIA QYA
U pp TeHepuIly ucry noarpymy peaa q y PSLo(q). Hanme, To Baxku jep y dasu uuju je
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npeu BeKTOp u3 D, 00e marpurie A u B umajy odnuk C) 3a A # 0, a TPUBHUjAJIHO ce BN

1
Ja cBaka Marpuiia odsmka Cy 3a A # 0 reHepwuime ey MmoArpymy { < 0 11) ) :be Fq}.

Cazia ce MOXKeMO BpaTUTH JIOKa3y ryiaBHe Teopeme. TBpaumo jga H uma jeJMHCTBEHY
noarpymny pemaa q. U 3amcra, Kako q menu pen rpyme H, onma 3umamo ma y H mocroju
eJIEMEHT pella ¢ KOju TeHEpUIle MOJArPYIy peja ¢, JaKJie IMOCTOju 0ap jeliHa MOJArpYyIa
pena q. IIpermocraBumo cana na mocroju ase u HazoBumo ux Ci; u Ch. Ha ocmoBy
[IPETXO/IHE JIEMe U IIPOIPATHOr KOMEHTapa 3aK/bydyjeMO Jla T'eHepaTOpuMa OBUX JIBE]Y
MIOJITPYIIa OJINOBAPAjy JBa PA3JIUYINATA, MPABIA Y Iﬁ‘g KOja Cy BHUMa TJIODAJHO (DUKCHUpaHa.
[TpumeTnmo f1a reHEpaTOPU OBUX I'PYyIIa MTOCTOje jep, o KormjeBoj TeopeMu, y TPyIu peaa
¢ MOpa TIOCTOjaTH eJIeMeHT pejia ¢ 3a mpocre ¢q. OHa mocMaTpajMo da3y IpocTopa Iﬁ‘g KO0jOj
ce TpBHU BeKTOp Hasa3u y D, a apyru y Dy. ¥V TakBoj dasu reHepaTopu, a CaMUM TUM U
onrosapajyhe noarpyne Ci u Cy umajy cienehn oduk:

e{(s 1) 2em) w amof(} 2)men)

Ho cajza, 1ako ce Buju ja yH#ja 0Be JiBe OArpytie redepuiie meyno PSLa(q), mro 3uauu j1a
je H = PSLsy(q), mrro je y KOHTpaJWKIWju ca TuM Ja je H mpasa mogarpymna ox PSLa(q).
Hakue, cama cmo jpokazamm ga y H mocroju jenuucreena moarpymna C pema g. Ona 3001
CBOje jeIMHCTBEHOCTH MOpa Ja Oyae HopMmaJsiHa y H. VY cynmpoTHOM MOXKeMO n3adpaTu
Hexu enement h € H takas na je hCh™! # C, a rpusujamuo ce Buau ga je u hCh™!
noarpyna ox H pena g. Cajma, Ha OCHOBY TOpeHaBejleHe JieMe MOxKeMo Hahu 0asy of Fg
. 1 A . . .

y kojoj je C = ¢ {< 0 1 ) tAE Fq}. Y oBakBoj baszu C nejcrByje Ha Pl(IFq) Kao CKyT
Tpaunciamyja 2 — z + \. Jeauncrsena duxcua tauxa nenor C na PL(F,) je oo, Te y3
qnmbenuily Jia je C' nopmasaa y H 3uamo na 3a cBako w4 € C'u pp € H Baxmu:

pa(pB(00)) = ¢B(Yp-148(0)) = ¥B(00).

Onja je ¢p(co) dukcHa Tauka 3a @4 € C, Te oHma Mopa Ja dyje ¢p(00) = 00 3a CBAKO
vp € H. OBo 3naun ja je H noxarpyna craduiamsaropa eiaementa oo y PSLa(q), koju je

6aHl 'e“HaK:
B“ — ('LQ 1 - a e ]FX 15| b e ]Fq
0 a ) q ’

Osa rpyma ce Hasusa Bopesiosa rpyta u oHa je ckopo Abesosa. 3ancra, JIAKO ce IpoBepaBa

na je rpyma N = ¢ {( (1) 11) > :be Fq} ABenosa noarpyna rpyne By. HonarHo, By/N

. a 0 % .

j€ CKYII KoceTa eJeMeHaTa 0 a1 )0 € F; ¢, koju raxohe unne AbesoBy rpymy.
Onpa je rpyna H kao moarpyma ckopo Abesose rpyme By Takohe ckopo Abesosa. Opume
3aBPINABAMO HAIIl JOKAa3. O

Hapenuu neo oBor moriassba je mocBeheH HOBOM KOHIENTY KOju he HaMm momohu Ipu
AHAJIM3W HAIUX JITHEAPHUX I'Pyla - Teopuju penpesentanyja. Hanme, Teopuja penpeseH-
Talyja 1peJCcTaB/ba BeoMa JyDOK KOHIENT y MATeMAaTHIU KOjU IMPOXKUMa OUPOMAaH OPOj
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obJylacTu - KOPHUCTH Ce y Teopuju rpyma, JlujeBoj Teopuju, Teopuju OpojeBa, KBAHTHO]
MEXaHUI, KOMOMHATOPUIIH... Y JIaJbeM TEKCTy yBemleMo IojaM pelpe3eHTalije HekKe
rpyne u HaBenmheMo I1ap OCHOBHUX TeOpeMa Koje Cy HaM IIOTPedHe 3a I'Py00 pa3yMeBarbe
ose Teopuje. Hakon Tora nasemhemo u Teopemy Koja ce KOHKpeTHO Tude rpyne PSLa(q)
1 KOjy hemo KOpucTuTH y J0Ka3y Ja HAIW rpadOoBU 3aucTa dnHe (haMUInjy eKCIaHIepa.

Hedunnnnuja 3.9. Heka je G rpyna. Peupesentuayuja ipyte G je ypehenu nap (w, V),
rze je V' KOMILIEKCaH BEKTOPCKH IPOCTOp, a 7 je xomomopduzam 7 : G — GL(V), npu
gemy je GL(V') rpyna nuneapuux rpancdopmanuja npocropa V. Cilietien perpe3eHTaiyje
(m, V) je kommiekcna aumensuja mnpocropa V', 1j. dime V.

HasemuMmo m Heke mpuMepe perrpe3eHTalja;

(1) Koncranran xomomopduzam uz Gy GL(V) npencraBba Wpusujasrny peupeser-
wayujy rpyne G Ha V'

(2) Csaku xomomopduzam G — C* npezcrasiba pernpesenTanujy crenena 1 rpyne G Ha
(&

(3) Heka je X konauan ckyI, Takas ja G jejerByje Ha X, Tj. 0CTOju XOMOMOpdU3aM
G — Sym (X) u meka je ca CX osmayen ckyn csux dyskmuja f : X — C
(IpUMeTHMO /13 je OBO 3alpaBO KOMILJIEKCAH BEKTOPCKU IPOCTOp juMensuje |X|).
Onpna je sesa pewysapha peupesenimayujo \x rpymne G va CG nedunMCcaHa KOPHII-
hemem JieBor MHOXKewa y G Kao:

M@ f)(@)=flg™'z)  (feCG; g,xeq)

Zecna peryrapra peupesentiayuje px rpyne G va CG nedunmncana je kopuihemeM
JlecHOT MHOXKema vy G Kao:

(rc(9)f)(x) = f(zg)  (f€CG; g,2€Q).

Hedununmja 3.10. Heka je (7, V) penpesenranuja rpymne G. Ilorapocrop W npocropa
V' je unsapujanimian ako 3a cako g € G Baxku w(g)(W) = W. Pecrpukinuja narie
penpesenraije Ha W naje HoBy penpesenraimjy (7|, W) Koja ce HasuBa Gogpeupesen-
wayuja penpesenranuje (w, V). Ioropocropu 0 u V' ce HazuBajy Wpusujaaru WHBAPU-
JAHTHH TOTIIPOCTOPH.

Hedunnnuja 3.11. Penpesenranumja (7,V), V # 0 je upegyyudusna axo He MOCTOjU HU
jellaH HeTpHUBHjaJIaH MOTIPOCTOP o V mHBapujanTan y ognocy Ha (m, V).

Heduunumuja 3.12. Heka cy (7, V) u (p, W) nse penpesenranuje rpyne G. Jluneapao
npecikasatbe 1T : V. — W 3a koje Baxu T7n(g) = p(9)T, 3a cBako g € G, Ha3uBa
ce unwepmwsajnep usmehy m u p. Kaxkemo jma cy ase penpesenranuje m u p rpyne G
exeusarenline ako IIOCTOjU MHBEPTUOMJIHA MUHTEPTBAjHED KOjU UX I0Be3yje Tj. nocroju 1’
TakaB Jia 3a cBe g € G Baxu p(g) = Tm,T7L.
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[Tpumernmo ma mperxomHa nedUHUITja TTOAPA3YMEBA /13, ako je 1 mHTepTBajHep m3Mmehy
T U p, OHJA cJjejehn jaujarpamMm KOMyTHUDa:

v "9 oy
T LT,
w9 W

Hedbuunuuja 3.13. /[upexiina cyma penpesenramuja (7, V) u (p, W) rpyne G, y o3nam
(m @ p, V& W), je rakobhe penpesenranuja rpyne G na V & W, nebunncana Kao:

(@ p)(9)(v,w) = (7(g)v,p(g)w) (g€ G,veV,weW).

Caza cTu»keMO JI0 JBE€ TeopeMe KoOje IPeJCTaB/bajy OCHOBHE Pe3yjTaTe KOju €€ TUIY
perpe3eHTalrje KOHAYHUX IPYIA.

Teopema 3.3. Csaka penpesenraruja (7, V'), V # 0 konaute rpyne G MOKe ce 3alHCATH
Kao JUPEKTHA CyMa KOHAYHO MHOTO UPEIYIIMOMIHUX Perpe3eHTaInja

T=p @ D p.

[ITaBure, 0BO pacTtap/baimbe je jeIMHCTBEHO JI0 Ha PACIOPE U €KBUBAJEHTHOCT UPEJLYIIU-
OMJIHMX KOMIIOHEHATA.

Teopema 3.4. Hexa je (p1, W1), ..., (pp, Wj) nucra cBUX UpEIyIIUOMIHIX PEIPE3eHTAIIN]a
konaune rpyne G 10 Ha eKBHBaJeHIM]y W Heka je n; = dime W; cremen penpeseHTanuje
h 2

pi. Onma Baxkn |G| =) | n;.

Iake, cBaKy HETPHUBHUjaJHYy pelpe3eHTalnjy Konadue rpyrne G MOXKeMO DPa3JIoKUTH
Ha UPEeIyIuOUIHE, & UPEIYITUONIHAX Pelpe3eHTaIja nMa Konaduo muoro. Jlomaruo, 30up
KBaJIpaTa BUXOBHUX JIMMeH3uja je jeaHak Besuumnu rpyme . Hagasbe, Teopuja penpesen-
Taryja rnocraje cruernuduaHa 3a cBaky rpyiy. He mocroju yHUBEp3aJHE aJ1aT KOJUM MOYKEMO
nahu cBe mpeaynuOWIHEe perpe3eHnTalnje Heke rpyIe, ajn 33 KOHKPETHY TPYILY KOja HaM
je moTpedbHa MOXKeMO MCKOHCTpymcaTu ojapeheHu Opoj pempeseHTaruja, U ako KBaJpaTh
ILUXOBUX JUMeH3uja y 30upy najy GG, 3HAMO J1a CMO WX TPOHAILIN CBe.

Cuenielin pesysrar onnocuhe ce Ha upeyuomiHe penpesenraruje rpyne PSLa(q).

Teopema 3.5. Heka je ¢ > 5 mpocrt 0poj. OHma cBaka HETpUBHjaHA PEIpPE3EHTAIN]a

rpyne PSLs(q) nma crenen Sap qT

OBa TeopeMa uMa JIell J0Ka3 KOju ce 3aCHUBa Ha HAjIIpe KapaKTepU3alliji Perpe3eHTa-
ja Bopesose rpytie, Koja je jearocraBauja o PSLa(q), & OHIA Y HEKOM CMUCILY ,, VCJIOKEA-
Barba” TUX pelpe3eHTallrja TaKo Ja O BHUX J00ujeMo perpesentanuje rpyne PSLa(q).
Ho, mame Buire ,mpaBosimarjcKu” 10Ka3 Ou OO Hahu JINCTY CBUX UPEIYITUOMITHIX Perrpe-
senTanuja rpyne PSLy(q), u3 Koje ce TpUBHMjaJHO BU/M Jia je CTElleH cBake oJ1 mbux Behin

jemHaK O qT BaunTepecoBanu ynraonu mory Hahu y smreparypu kwury [DSV] y kojoj

j€ UCIHCaH JT0Ka3 MPETXOIHE TBPIIbE.
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Panu Sosmer pazymeBama MPETXOIHUX KOHIICIIATA MOYKETE MPOYUUTH JIUCTY UPEITyIIn-
OWJITHUX perpe3eHTallrja rpyne S3 Kao Hajje/IHOCTABHUjU MOTyNu mpuMep, Koja ce Hajaa3n
y kwu3u [E|. ¥V 0Boj Kbu3u Hama3u ce jOI nap JUcTa UpelyMONIHAX Pelpe3eHTalnja 3a
Buie ocHOBHEX rpyna (mehy xojuma cy u GLa(q) 1 PGL2(q)), Kao 1 JOKa3 HPETXOIHIX
TeopeMa O pPerpe3eHTaljaMa KOHATHIX I'PYIIa, 3a8j€JIHO Ca 3HAYAJHO TYO/bUM PE3yITATUMa,
TeopHje perpe3eHTalH]a.

3.4 KoHcTpyKkuuja rpada X

Hexa cy p u ¢ pasmurautu mpocTu 6pojeBu. Y HOTIaBby 3.2 MO JedbUHUCAIN CKYTI Sy,
KOjU! ce cacToju of p + 1 meanx KBaTepHUOHA HOPME P.
TlocmaTpajMo peayKIujy MOIYIO (:

74 H(Z) — H(F,).

IIpucerumo ce jeme 3.2. IIpeTxogHuM KOpaKOM CMO KBATEPHHOHE HAJI IPCTEHOM IIEJIMX
OpojeBa mIeHTH(MHUKOBAIN ca KBaTEpHHOHHMa HaJ mojbeM [, KapakTepucTuke q # 2,
Te cajla KopucTtehn jieMy MOKeMO IbUX HIeHTH(UKOBATH ca MaTpurama 2 X 2 maz [Fg.
IloTpedno je camo ma ,ZLIOKa}KeMO na nocroje x,y € Fy TlaKBI/I na je x2 +y?>+1 = 0. Bauncra,
y Fy mocroju Tauno % KBaJipaTa padyHajyhu u 0 (% KBaJIPATHUX OCTATAKa MOJYJIO (),
cTora Cy KapJWHAJHOCTU CKYIIOBa

Ap ={1+2?:2€F,}, A_={-y*:yecF,}

1 . .
darm %, Te Ta JBa CKyIla MMajy Hempa3aH npecek. V3adepuMmo jerqan map TakBUX T,y U

rocMaTpajmMo muMa oapehen nzomopduzam
g : H(Fy) — Ma(Fy).
Jlako ce mpoBepaBa J1a 3a oBaj m3omopduszaMm Bake cjieieha TBphema:
(a) N(a) =det(¢q(r)) 3a cBe a € H(F,);
(6) ako je av ,peaslan” KBATEPHHUOH, Tj. aKO je (v = & OHJA je 1)4(ar) cKaTapHa MaTpHIA.

Ba a € S, marpura ,(74(a)) npunasa rpymm naBepTrdmIHIX Marpuia GL(q) mpcreHa
My (F,), jep je N(a) = p # q. Takobe ¢,(14(a@)) = q(14(qr)) je Hemyma cramapHa
matpuria y GLo(q). Cana na/se KOMIIOHYjeMO HaIlle MPECINKABAILE Ca TPECTUKABAIEM

v : GLa(q) — PGL2(q),

qmje je jesarpo TadHo MOArpyINa CKaJapHUX MaTPHIIA.
Hexka je:

Sp.q = (P 01q 079)(Sp)-
Ha ocnoBy cBojcTaBa KOMIIOHOBAHHX XOMOMOP®U3aMa 3aKJbydyjeMo Jla 33 CBaKO o; € Sp
Baxu @; € Sp u (o), o71,) (o) = 1d, a 3a cBako §; € S, Bazku (¢ 0 1, 0 7,)(B?) = 1d.
Hakne ceaku wian u3 Sp, UMa HHBEP3 Y Sp g, Tj. Spg je CHMETpHYAH IIOJCKYI IDyIIe

PGLy(q).
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Jlema 3.7. Ako je ¢ 10BOJbHO BEJIMKO y OfiHOCY Ha p (HIp. axo je ¢ > 2,/p) ckyn Sp 4 uMa
p + 1 enemenara.

Zoxas. Heka cy a = ag+a1i+aoj+ask u B = bg+b1i+boj+bsk pasnuauru KBaTEpHUOHT
u3 Sp. Onna nocroju i € {0,1,2,3} takBo 1a je a; # b;. Kako je N(«) = N(f) = p umamo
na je —/p < a;,b; < /p, Te axo je ¢ > 2,/p 3aMo0 1a je a; # b; (mod q) 1j. T4(r) # T4(5).
aspe, Ha ocHOBY meduHHIHMje IpecanKaBama 1, 3aKkmbydyjeMo u Ja je A = (¢ 0 74) ()
pasiuuuto of B = (¢4 0 74)(8) vy GL2(q). Caza, paau KOHTpaIUKIHje IPETIOCTABIMO
na je ¢(A) = p(B). To smaun ma nocroju ckamap A € F A # 1 raxas na je A = \B.
Kasa y3memo gerepyunanty nodujamo p = det A = M2det B=Xp=> N2 =1= )= -1
(cerumo ce A # 1). lakne A = —B, u3 vera cieau o = —f (mod q); 1j. a; = —b; (mod q)
3a i € {0,1,2,3}, no y3 ycinos q > 2,/p 3axkmpyuyjemo u ga je a = —f. Ilo nedununuju
ckyma S, mMamo ag,by > 0 Te mopa na Baxkm ag = by = 0 = a = B, mTo BOaM ¥
KOHTPA/IUKIIU}y jep CMO CKYyII .S}, OupaJIi Tako Ja, ako je o € Sy, u ag = 0, oHna & ¢ Sy, 4.
V3 unmenniy ga je |Sp| = p + 1 3aBprmaBaMo HaIll J10Ka3. d

AKo je p KBaJpaTHU OCTaTAK MOJIYJO ¢, Tj. (p) = 1, ckyn S), 4 je 3aIpaBo MOACKYII
q
PSLs(q). Baucra, Hexa je a € Sp. Ozmaunmo (1,0 7,) () ca A. Onma je det A = p*. Kaxo

je <p> = 1 smamo ja nocroju x € Fj Takso ma je 22 = p¥ (mod ¢). Cana TpusujaiHo
q
3akJbydyjeMo ja ce marpunia A € GLy(q) Hanasu y kocery Heke marpurie B € SLa(q) C

GLsy(q) auja je nerepmunanrta 1 (B - < 5 2 > = A). Jlakse ne camo ja ce p(A) Hanasu
y PGLs(q) Beh ce namazu u 'y PSLy(q). Koncrpynmumo cama rpad XP? kao Kejnmjes
rpad

XP4 = G(PSL2(q), Spq)-

. . (P
Axko p Huje KBaJpaTHU OCTATAK MOMIYJIO ¢, Tj. | = | = —1, CIUYHO Kao y MPETXOTHOM

ciaydajy 3akipydyjemo ga je Sp, C PGLa(q) — PSLa(q). Cama XPY nedbunumenmo Kao
Kejnujes rpacd
XP1=G(PGL2(q), Sp,q)-

3.5 Koucrpyknuja rpada Y74

ITns oBor mornaB/ba je KOHCTPyKIHMja apyre dammnmje rpacdosa YP9, 3a kojy he
ce uCIocTaBUTH Ja je um3omopdua rpadosuma XP 4. Illrapume, 3a rpacdose Y4 hemo
MoOhM Jla JIOKaKeMo Iap JIeuX CBojcTaBa, MeDy KojuMa je u I0oBe3aHOCT, Koja he durtn
3HaYajHA 3a pa3yMeBarbe IbUXOBe CTPYKType, Kao W 3a JIOKa3 Jia HaIld TpadOBHU 3anCTa
jecy eKcraHJiepu.

Heka je p memapan mpoct 0poj. CetuMo ce Ja CMO y TOIVIAB/bY O KBATEPHUOHUMA
nedunncamu ckyn A’ C H(Z) xao:

N={acHZ):a=1 (mod2) wm a =i+j+k (mod2), N(a)=p"* 3a neko k € N}.
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Hedunnummumo na A’ penanujy eksupasennmje ~ : « ~ 3 ako nocroje m,n € N taksu j1a
je pma = +p"B. Ca [a] hemo o3HauaBaTn Kiacy eksubaseHnuje eaementa o € A') a ca
A = A’/ ~ hemo o3HaunTH CKyn oBuX Kjaca eksupajennuja. Ca

7o N — A

03HAYMMO Mpec/IKaBambe Koje ciamka « y [a]. Ilpumernmo na je omeparmja MHOXKeHA
J100po neduHMCaHa U Ha CKylmy A: ay ~ as u B ~ fBo = 181 ~ aofs. lllTaBume A ca
omepanmjoM MHOXKeIha UMHH IPymy. Jlako yodaBaMo J1a je MHOXKeme acOIlljaTUBHO, Kao
u ga nocroju jemununa. I1Ito ce Tmye musepsa ako o € A onma je m & € A, Te y3
aa = aa ~ 1 podujamo [a] ™! = [a] € A.

Kao u xox rpacdosa X4, :xenumo J1a 1ejie KBATEPHUOHE €a KOjUMa, PaCIIOIaskKeMo IIPeTBO-
puMo y KBarepHnone Haj mojbeM [Fy. Ho, xaxo hemo y osom ciaydajy pagurn ca Kiracama
€KBUBAJICHIIjE, & HE Ca CAMUM KBATEPHMOHUMA MOPAMO MAa3UTH Ja T00PO Je(UHUIIIEMO
MIPOjeKIjy Koja he moImToBaT pesianujy eKBABAJICHIIT]E.

Jlakiie, panuje CMO TIOCMATPAJIN OOUYIHY PEILYKITH]Y MOIYJIO §:

7, H(Z) — H(F,),

koja A’ masse y rpyny H(F,)* nnseprudminux enxemenara uz H(F,). Youumo nenrpanny
noiarpyny Z, rpyue H(F,)*:

Zy={a e H(F,)" : a =a}.

Ilentpanra Gogipyta HEKe TPYIe je cBaka IOArPyla Te IPyIe Koja ce HAJAa3u y IEHTPY
Te Ipyle; yeHilap TPyIe YMHE CBU €JIEMEHTH T€ IPYyIle KOju KOMYTUPAjy Ca CBUM OCTAJIHM
eqementnMa rpyme. Ilocmarpajmo rpymy H(F,)* /Z,. Ykomuko Baxku o, € A n o ~ 3,
onma cy 74(a) u 7,(8) y mcrom kocery menrpamme rpyne Z, (1,(a)7,(8)7! = 1.(af7h) =
(%) € Z,). Haxne 7, : A — H(F,)* ce Ha HEBOY KOJTHYHEYKHNX IPYIa CBOIM HA JOOPO
neduHICAHE XOMOMOPhU3aM:

I, : A — H(F,).

Osnaunmo ca Im II, camky ckyma A mpm oBoMm mpecsmkasamy. Kako 3Hamo ga mocroju
1100po nedunncan nzomopduzam koju masse A/ ker IT, y Im I1,, manamse hemo y Texery ose
nse rpyne noucroserutu. Heka je 1), , = (II; 0 7.)(Sp). Kao u y nperxoanom moriasiby
kox rpacosa XP9, 3a 510BOo/BHO BeMuKo ¢ (Hamme, ¢ > 2./p) umahemo |T,,| = p + 1.
Hedunumumo caga rpad Y9 kao Kejnujes rpad:

YP4 =G(A/ kerIly, Tp q)-

Kaxko je |Tp 4| = p+ 1, YP9 je p + 1-perynapan. Jokaxumo u Ja je nosesan. Ha ocHoBy
neme 3.1, ma ducmo sokasanm na je rpad YP4 mosesan JoBo/bHO je Ja oKaxkeMo Ja T, 4
reaepuite A/ kerIl,. Ho, 3bor komcrpykiuje, 0Bo du cirenmio u3 duibeHure ga m~(Sp)
renepurie A. W 3aucra, Ha ocHOBY mocjeaune 4 cBaki KBaTepHHOH o € A’ eKkBuBajieHTaH
je HeKoj penyKBaHO] pedn HaJ Sp, Te je odnuriaeHo 1a . (Sp) renepumre A.

Y HpPEeTXOIHOM IIOITIaBJbY CMO y OBOM TPeHYTKY yBean u msomopdusam g : H(F,)* —
GLsy(q). Iormenajmo mra ce jemaBa ca OBUM u30MOPGMU3MOM cajia Kaja PaJIMO Cca
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KOJIMYHUYKKUM rpynama. [Ipumernnmo na 1), masmbe Z, y rpylly MHBePTUOMIHUX CKaJIapPHUX
marpuna y G La(q), Koje 3anpaBo dopmupajy jesrpo npeciaukasamba ¢ : GLa(q) — PGLa(q).
3bor oBora ce mzoMopduzam 1, CBOJH Ha J00po JedbuHUCAH H30MOPdI3aM

B:H(Fq)*/Zy — PGL3(q).

Caga moxkemo, y3 momoh ciemeher komyTupajyher aujarpamMa yropeauTi KOHCTPYKIIHAje
rpacdoBa XP9 u YP1,

S,c A T HE) U GL(g)
Lo { 1oy
I, B8

A — H(F,)*/Z, — PGL2(q)

3a cala 3HAMO 071 Koje IpyIie je HacTao rpad X, , - y ciydajy Ja je p KBaJpaTHH OCTATaK
Mmozyso g To je PSLy(q), a ako je meocratak To je rpynma PGLs(q), amu He 3HAMO 112
je XP1 nmosesan. Y ciaydajy rpada YP? cmo mokasaau Ja je OH IIOBE3aH, A HHCMO
unenrudukoBanu rpymy A/ kerIl, ox koje je oBaj rpad HacTao, ma CaMHM THM HEMAMO
nHdOpMaIijy 0 BeroBoM 0pojy uBopoBa. MehyruMm, ca mperxomHor komyTupajyher mmja-
rpama ce Buan 1a je (T, 4) = Sp4 Ia cBaKako 3HaMO 1a je YPY moBesaHa KOMIIOHEHTa
rpada XP4. Tlopenehu name ose rpadose, yrepauhemo 1a je XP4 nosesan 3a g > p° na
cy rpadosu YP4 u XP9 uzamopdun.

IIpoyunmo masio bosbe KoMOMHATOpPHA cBojcTBa rpada Y4, Jlykuna Hajkpaher rukiry-
ca y HekoM rpady je Beoma OUTHO CBOjCTBO HEKOr rpada u dwhe oJI BEeJIUKE BAaXKHOCTU Y
HameM s10ka3y. Takohe, momohy me hemo mohu ga npornahemo oy oreny 3a Opoj IBOpoBa
Halrer rpada, IMTo je BeoMma 3HAYAjHO jep J0 caJia HUCMO HAILIN HU jeJHY HHMOOPMAIH]y
0 0BOj BeqmunHu. Hanme:

Jlema 3.8. Heka je g(Y??) nyxuna najkpaher muxiyca y rpacdy Y4, Onna je 2 log,, [V
+2 > g(YP9), upu gemy je ca |YP?| oznauen 6poj uBoposa Tor rpada.

YPa) _ 9
u, a ako je g(YP?) memapan, Heka je

g(YP1)

Joxas. Axo je g(YP?) napan, Heka je r =

YPa) — 1 Y P4
o u, Y oba ciyuaja je g

—1<r< . Iocmatpajmo dbukcupan
qBop xg € YP9 u nmocmarpajmo moarpad W rpada YP? koju unHe CBU YBOPOBU KOjU CYy HA
pacrojamy He BeheM o T 01 YBOpa xy. Pacrojarmbe aBa 9BOpa je OpOj UBHUIA KOje CaIPKU
najkpahu myT m3amehy Ta aBa uBopa. TBpaumo qa je W npBo u 1a cBaku UBOp KOju HHUje
qmcT uMa TadHo p~+ 1 cycema. OBo je ounriie o, jep yKOJUKO O TIOCTOja0 MUKITYC YHYTAP
W, onga ou y YP? nocrojao nukiyc umja je ayxuaa < 2r < g(YP?) xoHTpajuKkIimja.
Jlaibe, YKOJIMKO je YBOP X1 Ha PACTOjarby CTPOrO MAEM OJL I OJ1 YBOPA X(, OHJA CY U CBUX
werosux p + 1 cycema usz YP? (cerumo ce, YP? je p + 1-perynapan) Ha pacTojarby MameM
WK jeTHAKOM OJT 7 OJ1 xo Te ce Hasraze y W. Cama jrako godujamo ma ce y W HaIa31 TadHO
(p+1)p" —2 .
————— uBoposa. Ounja je:
p—1

(p+1)p"—2

1 < ’YP,Q‘
D —
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(p—DYPI +2
p+1

r
X

)

IITO je HAKOH JIOTaPUTMOBAIHa

g(v) (b= DY +2 _\ (p+ DY |
5 —1<r<log, ) < log, =— =0 — = log, [Y1],
mTo cpehuBameM Jaje TparkeHy HejeIHAKOCT. O

Kaxko cmo koncrpyucasau rpad YP? kao cnenujaran Kejnujes rpad, moxkemo nahu u 1omy
OlleHy 3a Jy>KWHY Hajkpaher nmukiryca:

Teopema 3.6. Hajkpahu nukiyc y rpady Y je ayxune dap g(YP?) > 2log, q. Axko je
P KBaJIpATHU HEOCTATAK MOJIYJIO ¢ BaxKku jorr 6osba Hejeunakoct: g(YP9) > 4 log,, ¢ —log,, 4.

Jloxas. Pajan jeqnocrasaoctu 3anuca ymecro g(Y??) mucahemo camo g. Heka cy xg, x1, . . .,
Ty = X YBOPOBU Koju bopMHpajy HIUKIyC JyKHHe ¢. Y3 uumbenuily jga rpad YP4
kao Kejnuje rpad nma ocodOMHY TPAH3UTUBHOCTU, MOXKEMO O€3 yMAarbEHha OIIITOCTH A
IPETIOCTABUMO Ja je Tg = x4 = 1 y A/kerIl,. Taxobe, 360r rora mro je Y4 Kejnujes
rpad, 3naMo jJa nocroje ti,ta,...,ty € Tp , TakBU 112 je

xi:tltg"'ti, (izl,?,...,g).

Capna, 30or koHcTpyknuje ckyma 1), ,, UMaMO Ja mocrtoje v; € Sp 3a i € {1,2,...,9}
raksu ga je t; = IIy([y;]). Heka je o € A’ TakBo 1a je oo = 1727y U Heka je o =
ap + a1t + agj + azk; 3mAMO Ja je Y17y2- -7y 3aIPaBO pelyKoBaHA ped HaI Sy, jep je
Tp—1 # Tpy1 3a k € {1,2,...,9 — 1}. Baucra, yKOJIUKO ce TOjaBe 3apeiioM «; U @y WJIH
ce JiBa IyTa 3apejoM I0jaBU (3;, TO 3HAYU Jla CMO y HallleM HajKpaheMm MUKJIYCY Mpentin
ucry rpany jgasa nyrta (dq;op ~ ), ma caMuM THM H3adpaHW IUKJIyC Huje Hajkpahu,
KOHTPA/JIUKITH]a.

Buamo ga je tita-- -ty = 1y A/ kerll,, na xajue ma moraenamo fa uu je u [y1][y2] -+ - [vg] =
[1] y A. IIperxoaan n3pas MoxkeMo 3amucaTy Ha ciejgehin Haunu: nocroje m,n € N taksn
na je p™ = £p"vy1y2---yy. Ho y172---7, je HerpusmjanmHa pemykosaHa ped HaJ Sp,
TaKO J1a 300r jeIMHCTBEHOCTH (aKTOPHU3alMje JOKA3aHO] y TeopeMu 3.2, JI0Ja3uMO 10
kouTpauknuje. Jdakie [a] # [1] y A 1j. o auje exBusanentHo ca 1y A’. OBo 3Haum na je
dap jesan oJ1 a1, ag, a3 PAJTUIUT OFf HYJIE.

Ca apyre crpane I ([a]) = 1, na [o] € kerIl; & 75(a) € Z, < q 1 ap u glar, az, az. Kaxo
je dap jemaH of BUX PA3JIUIUT OJ] HyJIE, UMAMO JIa, je

q2<a8+a%+a%+a§:N(a):p9.

U3 oBora sorapurMoBarmeM JUPEKTHO Jodujamo g > 2log, ¢, 1nmMe 3aBpmiaBaMo IIPBU J1€0
JIOKa3a.

IIpermocraBumo caz ma je <p> = —1. Kako je
q

P’ =N(a)=ad +ai+a3+ai=ad (mod¢?) = p?=a (mod q)
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()= -

“MaMo J1a je g mapas opoj 1j. g = 2h 3a Heko h € N. Onya je

U Kaxo je:

P =} (mod ¢°)

2h h

—ag) = (p" — ao)(p" + ao)
= p"=+ap (mod ¢?),

¢*|(p

jep (p* — ao,p" + ag)|2a0, a q 1 ap. Homarno a2 < p? = |ag| < p". pernocrasumo na je
4 4 2 2
_ qa . on 4 n_ 4 . o4
g<4logpq—logp4—logpz, JIaKJIe P <Z:>p <E. Ounpga je u |ag| < p <E:>

Ip" £ ao| < ¢%. Y3 p" = +ag (mod ¢?), modbujamo p" = +ag = p? = ap = ai,az,a3 = 0,
rJie JI0Ia3uMO JI0 KOHTpauKImje ca [a] # 1. Makie g > 4 log,, ¢ —log,, 4 1nme 3aBpiaBamo
0Baj JIOKAa3. O

KombunosarmeM mociiesiiba Jia TBphema godujamo ciegehy mocenuiry:
IMocaenuna 5. 2log, g < g(YP9) < 2log,, [YPI| + 2 = 1 < |YP9|
p

Cajsia “MaMO CBe IITO HaM je TOTPedHO Jia JIoKaxkeMmo Ja je rpad XP? mosesan.

Teopema 3.7. Heka je p > 5 u g > p®. Onzna je rpad XP? nosesan. Jomarno, nzomopdarn
je ca YP4,

Zoxas. Ha ocaoBy neme 3.1, ma ducmo mokazanu ja je XPY moBe3an, JOBOJBHO je Jia
JokazkeMo Jia SP? renepurie PSLa(q) ako je <p> = 1, ogaocao PG Lo (q) axo je (p) =
q q

—1. Kako S, renepure 1eno A u II; je xomomopdusam, na ducmo goxasamm ga (1)) =
Sp.q renepuine 1eno PSLy(q), onnocno PGLy(q), mosomio je ga goxkaxemo ga ((Im I1,)
reHepuIne oAroBapajylly mpojeKTUBHY JIMHeapHy Ipylly. PaHmje y TEeKCTy CMO HAIJIACHIN
na hemo nnenrudukosaru Im I1,; ca A/ kerl,, Te cana »kequMMo 18 JJOKaxKeMO Ja

q

PSLs(q), axo (p> —1;
PGLs(q), <p> = 1.

B(A/ kerIl;) renepure
q

Hexa je Hp g = PSLa(q) N B(A/ kerI1y).
Tepheme: 3a 0ka3 Teopeme y 0da ciIydaja JOBOJBHO Jia HMOKaxKeMo Ja Baxku Hy, =
PSLsy(q).

Zoxas wepherva. AKo je p KBagpaTHH ocTaTak MOIYJI0 ¢ TBpheme je ounrsiemno. Cama
IPETIIOCTABUMO [ia je p KBaJIpaTHU HeocTaTak. Pammje cMo nokazanu na je Sp o C PGLa(q)—
PSLy(q) = 3A € Sy 1akBo na je A € PGLy(q) — PSLa(q). Heka je B duo xoja
marpuna u3 PGLa(q) — PSLa(q); onna marpuna A~ - B npunana PSLs(q) 3aTo mTo joj
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je JlerepMuHAHTa KBaIPATHU OCTATaK MOJLYJIO ¢ (HeocTaTak IryTa HeoCTaTakK Jaje OCTATaK ).
¥3 mpernocrasgy Hp, = PSLa(q) umamo na je A~'. B remepucano ejieMeHTHMA CKYIIa
B(A/ kerI1,). Cana je rpusnjasmo u A-(A~' B) = B renepucana ejieMenTUMa CKyna Sy =
nieo ckyn PGL3(q) je nsrenepucan ckynom 3(A/kerll,), mro je u Tpedaso mokazaru. [

Bparumo ce cajg ma mokas. Ilpucerumo ce jsieme 3.6. OHa HaM TOBOpH, 3aj€JHO Ca
IpeTXonHuM TBphemeM, /12 je 3a 3aBpIIeTak JoKa3a J0BOJBHO Ja JI0KaxKeMo 1a je |Hp 4| >
60 u ma H nuje ckopo Adesosa rpyma. 3ancra, ouga Hy, 4, kao noarpyna ox PSLy(g) koja
nuje ckopo AbesioBa u uma Buie ox 60 ejlemMeHaTa, He MOXKe OUTH IIPaBa HOArpyIia, Beh
Mopa dourtn dam jequaka rpynu PSLa(q).

Hajupe ce ysepumo ga je |H, 4| > 60. Baucra, kako je p > 5uq > p®, Ha ocHOBY mpeTxOIHE
TIOCJIETATIE TMAMO:
YP4] = [A/ ker IT| > % > 120.

IIpucerumo ce ciaenehe Teopeme us aaredpe:
Teopema //Ipyia weopema o uzomoppusmuma/ Heka je G rpyna, S wena noarpyna u N
IbeHa HopMaJHa moarpyna. OHmga BaXKu:

(1) mpoussox SN je moarpyna ox G,
(2) mpecek SN N je HopmasiHa noarpyna rpyie G,
(3) rpyme (SN)/N u S/(SN N) cy nzomopdue.

Heka je oBze G = PGL3(q), N = PSLy(q) u S = B(A/kerlly) (S je rpyma jep je
B m3omopdusam, A je rpyma, a kerll, je mena nHopmasna noarpymna). Onna je H,, =
SNN = PSLy(q) N (A/kerlly), a SN = PSLy(q) - B(A/kerIl,). V¥ cayuajy ma je
B(A/kerIly) C PSLa(q) ayromarcku mvamo |H, 4| = |B(A/kerIly)| > 120 > 60, e
HaM Ipeoctaje ga morienamo ciayuaj rae je S(A/kerIl,) N (PGLa(q) — PSLa(q)) # 0. Y
JoKa3y Teopeme cMmo Beh mokasamm fa y osoM ciydajy B(A/kerIly) - PSLy(q) renepute
neino PGLa(q) te je SN = PGLy(q). Onna u3 nena (3) mvmamo 11a je :

PGLy(q)/PSLa(q) = B(A/ ker1ly)/Hp 4.

Kako cmo y semn 3.4 nokazamu na je |PGLa(q)| = 2 - |PSLa(q)|, n3 nperxomsor cienn

A/ ker Il 120
na je |B(A/ kerIly)| = 2|H, 4 16(A/ kerILy)| > —— = 60. OBuMe 3aBpIIABAMO
Jokas na je |Hp 4| > 60.

2 2
Cana mokaxkumo ma Hy, , amje ckopo Abesosa. Ilpema semu 3.5 moBosbHO je 1a mponabhemo
91,92, 93, 94 € H, 4, Takse n1a

Tj. ‘an‘ =

(g1, 92], (93, 94]] # 1.

Hcrnmmrajmo pBa caydaja:

(a) Axko je (5) =1: Spq = B(Ipq) C PSLy(q) u Tpqy C A/ kerlly = Spq C Hpy.

Onpa 3a g1 u3adepumo 6I/I.HOi KOju esleMeHT u3 Sp 4. 3a go m3abepumMo OHIO0 KOju
eJIeMEHT Sy, ; Pa3IuIuT OJ1 g ! Heka je g3 = g1 u Heka je g4 OWIO KOjU €JeMEHT
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Sp,q KOJU je pasiamdnT Of gt gF'. Omma je [[g1, g2), [93, 94]] pemykoBana peua Hax
Sp,q Ayxxune 16. IIperocraBumo Ja je oa peu jeanaxa 1. Kaxo je nmpecimkasame 3
n3zomopduzam, y rpady Y9 onna mocroju nukiyc aykuHe 16 Koju ojrosapa IaToj
pedn, ajau TO je y KOHTPAJAUKIIAJU ca TeopeMOoM 3.6 Koja KaxKe:

g(YP1) > 2log, q > 16,

360r npernocraske ¢ > pt. OBHMe 3aBpIIABAMO JIOKA3 Y OBOM CJIy4ajy.

Axo je <p> = —1 3namo ga Sy, C PGLy(q) — PSLy(q) na duso Koju IpousBoLL 1Ba
q
eseMenta u3 Sp, npunaga PSLy(q), a camum tum u ckyny Hp ,. Heka je hy 6mio

KOji efeMenT u3 Sy ; Hexa je hy € S, — {hi'}; wexa je hy € S,, — {hE1 WEY.
N3zadepumo onga g1 = hihs, g2 = hahs, g3 = h1ha, g4 = hohs € H), ;. Pacnucusamem
BHIAMO 112 je [[g1, 92], (93, g4]] penykoBana peu max Sp, myxune 24, ma y3 momoli
TeopeMe 3.6 3aBpITaBaMoO JOKA3 KA0 U Y MPETXOTHOM CIyYajy:

g(YP?) > 4log, q — log, 4 > 24.

Jaxe, oBume cMo jtokasann j1a je rpad XP ¢ moBesaH, a KaKO CMO paHHUje HAITOMEHYJIH,
Y, ¢ je merosa nosezana KomnonenTa = XP9 u YP4 cy uzomopdun. O
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4

Jloka3 - crieKTpaJjiHe olleHe

Y IpeTxoMHOM HOIVIAB/Y CMO KOHCTpyucaJu jse nuzomopdue damvumimje rpadosa X4
u YP4 Ham 3amgaTak y OBOM IIOIJIaB/by Omhe Ja JIOKaxkKeMo J1a 3a (PUKCHpPAHO P OHE
jecy 3ampaBo daMuinje eKCIaHaepa, ¥ T0 heMo yINHUTHA Tako IITO heMo mpoHahm ropimy
TPAHUILY CIEKTPAJHOT pa3Maka oBuxX rpadoBa 3a I10BoJpHO Besmke ¢. OBu rpadosu he
sanpaso ourn u Pamanyianosu rpadosu (3a Koje CMO PeKJIH JIa Cy OIITHMAJIHU eKCIIAHIepH ),
HO KaKO CMO HAajaBWJIA Ha TOYETKY pajia, Taj J0Ka3 je IPEBUINe TEOPUjCKH 3aXTEBaH.
Yupkoc Tome, 0Ka3 Ja Cy Hammu rpadOoBu 3ampaBo PaMaHylaHOBU IIPATH OBaj JI0KA3 JI0
jenne Tauke (Hanme, hopmysie (M)), a KIbyIHA PA3INKa HACTAjE KOJ| IIPOHAJIAYKEHA TOPHEe
orene, e heMo Mu UCKOPUCTUTH eJIEMEHTapaH Pe3y/ITaT u3 Teopuje Opojesa, a JIydorku,
Quunc n CapHak OceXKy 3a OIEHOM Koja je rmocjeiuna PaMaHylIaHOBE XUIIOTE3€ U3
MOyJapHuX (popmu. 3amHTEpPECOBaHU YMTAOH MOry Hahm mormyH joKa3 y CapHaKOBO]
Kku3m [S].

Temess Hamer gokasa ouhe mocaeauna 3. OHa HaM Jaje HyMepUIKY KapaKTepU3allujy
COTICTBEHUX BPEIHOCTH KOja Ne MOCIyKUTH 38 OIeHY CIEKTPAJJIHOr pa3Maka. 1y mocyeuiy
MOXKeMO uckopuctutu jep je rpad XP¢ rpansuruan u (p + 1)—perymnapan rpad (kao
Kejnujes rpad mas ckymom kapguHaaHoct p + 1). O3Hadnmo ca n dpoj 4BopoBa rpasa
XP4 koju cmo m3paaynasu y jemu 3.4. Heka je, kao u panuje, ciekrap rpacda XP 4 osnauen
cappg=p+1=>pu = = up—1. Ouna popmysa u3 mocienuiie 100uja cireaehu odIUK:

Jlecna crpaHa TpeTXOJIHE jeJJHAKOCTH HAC MOTHBHINE Jia, paju Behe jeHOCTABHOCTH,
nocmMaTpamMo CMeHy NPOMeH/bUBE Koja o masbe y 2,/pcosx, Kojom hemo concTsene Bpeji-
HOCTH [} 3allUCaTH Kao 2,/pcos ;. OBaKBO Ipec/mKaBambe CKyIl

O, = [ilog \/p,0] U [0, 7] U [rr, 7 + ilog \/p]

nmasbe y peajian unrepsas [—p — 1, p + 1]; mrasumie, oHO je Sujekiyja u Imajbe MHTEPBAJI
[0,7] y Pamanypanos unrepsan [—2,/p,2./p]. Haxie, cBakoj comcTBenoj BpeIHOCTH fij
oirosapa jeiuHcTBeHo 0; € ©,, TakBo na je p; = 2,/pcosf;. YV oBakBuM O3HaKaMma,

37
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TOpeHaBEJIeH UJIEHTUTET TIOCTaje:

Hecrannapnna o3naka naTepBaJia y KOMILIEKCHIM OpOjeBAMa O3HAYABA YK Y KOMILJIEKCHO]
PaBHU ca OYETKOM Y IIPBOj TAYKH ,,MHTEepBajaa”, a KpajeM y apyroj. lomarHo, Kkocuuyc u
CHHYC KOMILJIEKCHUX OpOjeBa Cy AePUHUCAHU Ko

& 2n iz —iz > 2n+1 iz —iz
. n % e +e . gy % e’ —e
cosz=) (1) 2n)l 2 w sinz =3 (-1) m+ 1) 26

YV oBakBUM O3HaKaMa, Ja OMCMO JoKa3ajau ja je rpad XP?4 PamanynanosB Tpedajo ou
JIOKa3aTH [a Cy CBH 0; KOjI 0J[roBapajy HeTPUBHjAJTHIM COICTBEHAM BPETHOCTAMA, PEAAHU.
Kako cmo Beh peksin, Taj joka3 je mpeBuilie KOMIUIMKOBAH W Y JlaJbeM TEKCTy hemo
JIOKa3aTH Ja je, 3a JIOBOJFHO BEJUKO ¢, MMaruHapaH Jeo OpojeBa 0; Koju oarosapajy
HETPUBUjAJTHUX COMCTBEHUM BPEIHOCTHMA OTPAHUYEH OJI03M0 KOHCTAHTOM KOja 3aBUCH
caMo of .

Ja ducmo TO ypajuin, MOKyIIajMoO Jia 3allUIIeMO JIECHY CTPaHy jeJHAKOCTH () Ha
TIOTOJTHUAjA HAYWH.
Wnerarudukyjmo rpadp XP 4 ca rpadom YP4. [locmarpajmo nyT de3 Bpahama ayxRuHe [
xo=1,21,...,27_1,2; = 1 Koju mounrbe u 3appinasa ce y jeaununu y rpady YP 4. Onna
nocroje tq,...,t € T, 4 TakBu ga je x; = tity---t; 3a 1 < i < [. Heka je t; = I1;([oy]) 3a
Heke a; € Sy e ¢ € {1,2,...,1}. Cana je, cirano kao un y teopemu 3.6, [aq][a] - - [oy]
peJlyKoBaHa ped Jyzkune | Haz Sy, jep je msrenepucana IyTamoM Oe3 Bpahama. Kako je
I ([a][e] - - - [w]) = @ = 1, Buaumo ma [on][oe] - - - [oy] mpunaga jesrpy kerIl,. dakie,
cBakm IyT Oe3 Bpahama ayxkune [ y XPY oarosapa jeIHO] pelLyKOBaHO] pedu IyKuHe |
Haj S, Koju ce Hasnasu y kerlIl;, a peKOHCTPYKIMjoM IPETXOJHUX pasMaTpamba yHa3a/l
npuMehyjemMo m Jla cBaka peJykoBaHa ped Jgyxxune [ man S, koja ce Hamasu y kerll,
PeHepHUIle jeJHy IyTamy 0e3 Bpahama myxune [ y XPY. Sak/bydyjemMo 11a je oHua f; darr
Opoj peJlyKoBaHHX peun JyxKuHe | Haj S, Koje ce Hamase y ker I1,.
Kraca xBarepunona [af, rme je a = ag + ia; + jaz + kas, nanasu ce y kerll, ako u
camo ako T4(a) € Zg < q { ap u qlay, az, az. OBaksa crpykrypa kerII, MoruBumte Hac 1a
nmocMaTpamo ciefehy kBajaparay dgopmy:

Q(wo, x1,22,23) = g + ¢* (2] + 23 + 23).
Jlaspe, mocMaTpajMo BEJIMIUHY:
sQ(@™) = {(zo, x1, 22, 23) € 74 | Q(zo, 21, 22,23) = p™" wxp+1 =21 =29 =23 (mod 2)}|.

VeII0B 0 KOHI'pyeHIjaMa MOTHBUCAH je CTPYKTYypoM cKyma A’ y Kome je cBaku KBaTepHUOH
KOHTpyeHTaH mian ca 1 miau ca ¢ + j + k momysno 2. Jlako BHAMMO f1a CBaKOj I€TBOPKU
opojesa (xg,1,x2,23), KOja JOUPUHOCH BeJHIHHH SQ(p™), oAroBapa KBATEPHHOH o =
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To + qu1i + qroj + qrsk Koju ce Hamasu y A’ n umja Kiaca eKBUBaJIeHIIje IpUIaa ker I1,.
Tj.
so(p™) = |[{a=ap+ari + azj + ask € A" | N(a) = p™ u qla1, az, as}|.

Heka cama xBaTepHHMOH (v JOIPUHOCH JE€CHOj cTpanu mperxomue dopmysne. Ha ocmoBy
Teopeme 3.2, a ce jeuHCTBEHO (GaKTOPHUIIE KA0 +p 1wy, o TIE je Wy,_2 PELyKOBaHA ped
Ha1 S, ayxuHe m — 20. To nosmaun 1a je [o] pemykoBana ped gyxune m — 20y A, a 350r
KOHCTpyKImje oHa mpunajga n ker Il;. Obparno, cBaka pegyKoBaHa ped W,_g JAyKHUHE
m—2l y ker 11, renepurie j1pa KBaTepHUOHA (¢ = +plw,,_o KOjU JTOITPUHOCE TOPEHABEIEHOM
uspasy 3a sq(p™).

Ha ocHoBy nperxonHnmx 3alazkarba 3aK/bydyjeMo jga je sqQ(p™) = QZog j<m fm—21- OBO
JIOBOJIN JT0 HOBE (hopMyIIe :

n—1

Sln m—l—l

(&)

2 m
ipg
n

M

S =
Q™ smH
J=0

O oBOI TpeHyTKa, Halll 3aJaTaK he OUTH Ja JIeBy CTPaHy OILEHMMO OJI03I'0 HEKOM
KOHCTAHTOM II0 P, & Jia JECHOM CTPAHOM OJ03r0 OIEHMMO MMAarWHAPHE JIeJIOBe OHUX O
qnju je umaruHapuu jeo Behu ox 0.

Hexka je p1j = 2 cos f; HeTpuBHjaIHA COICTBEHA BPEJIHOCT KOja ce He Haja3n y Pamamy-
IIAHOBOM HHTepBasly [—2./p,2./p]. Onga numemo:

0; = 1, axo 2,/p < pj < p+1,
0 =m+iy; axo —p—1< p; < —2,/p,

pu demy je y oda ciaydaja ¢; € [0,1n/p].

Jlema 4.1. Hexa je pj dpurcupana HeTpuBHjaHA COICTBEHA BPEIHOCT KOja HE MPUIAIA
PamanyiianoBom unTepBasy u Heka je M (uy) mwena suinecrpykocr. OHzua 3a napae m
BaXKU:

n—1

2 m

sin(m + 1)6 2 m sinh(m + 1)y,
solp™) = 2p TV

1> Zp% M)

—2p7 1).
s1n0J n sinh ¥y, p2(m+1)

M

7=0

Zloxas. Kako je m mapHO, 3a CBaKy HETPUBHjAJIHYy COICTBEHY BPEIHOCT KOja HUje Yy
PamanyianoBom mHTEpBaJIy BaXKu:

) o iGE(mAD) ;) —i(i(m+1)w;)
sin(m+1)0;  sini(m+1)y; T :
sin 9]' N sin i%‘ N ') =t vy))

24

(m4+D)y; _ —(m+1)y; .
< = = sinh(m + 1)1,
- ) —; - . 2 O?
e 7—28 g sinh 1);
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1)1 > 0 < sinh; > 0. Onpa je:

+
2 m sinhim+1)Yr 2 m sin(m + 1)6;
S D | 20 5 s+ 10

)= —p2 M
so(P™) an (12k) sinh ¢, + ) sin 0;
JiagF i
2 m sinh(m + 1 2 m sin(m + 1)6;
> 2y 2R D0k | 2 g g sib(mt Ul
n sinh ¥y, n ' sin 0
Jilugl<2y/p
2 m sinh(m + 1)y, m
> —p2M _—— -2 1),
02 M) Sl 0y, p>(m+1)
sin(m + 1)0

PN YeMy TIOCJIE/IEha HEjeTHAKOCT BaXKW jep je < m+ 1 3a peanne 0, a 5poj

sin 6
COIICTBEHNX BPEIHOCTH y PaMaHylaHOBOM MHTepBaJy HEje Behm ox p + 1, ma camMmm Tum
HHU 07 N.

sin(m + 1)z
sin x
nanMe 0a3a 3a m = 0 je TpuBUjasIHA, a HHAYKTUBHU KOPaK Ce J0Ka3yje y3 momMoh ajurmone

dopmysie 1 HejeHAKOCTH TPOYIJIa

KomenTtap: Hejeanakoct < m 4+ 1 ce Jlako NoKagyje WHIYKIIAjOM IO M,

. 1 : . .
sm(n.z + 1)z _ sin(ma) cos IL‘.—I- sin z cos(mx) _ |cos(ma) + sm.(mx) cos
sin sin sin
sin(max)
< |ecos(ma)| + |———||cosz| < 1+m- 1.
sin x
[Mocnenma HEjeTHAKOCT BasKH 10 WH/LyKTHBHO] XUIIOTESH. O

[IpeTxo/1HOM JIEMOM CMO IIPOHAIILIH JIOHY OIEHY, T€ HaM je Ca/1a IIPEOCTAJIO j1a IpoHaheMo
ropmy olleHy 3a Beamdnuny sg(p™). Ja du mperxonma jiema Omiia 3a0BOJbeHA O CAJ, I1a,
HaJIaJbe M je TapHO.

ITorsegajmo oHoBoO neduuumjy so(p™):

sq(p™) = {(z0, 71,29, 73) € Z* | Q(z0, 71,70, 73) = p™ W w0+l =21 =29 =23 (mod 2)}.

Kako je m mapuo, umamo ga je p™ = 1 (mod 4), e na du Baxuno Q(xg,x1,x2,r3) =
23+ (3 +23+23) = p™ =1 (mod 4), Mmopa 1a Baxu 0 = 29+1 = 71 = 79 = 23 (mod 2).
Cana maxo BummMo 1a je sg(p™) 3ampaBo Opoj YeTBOPKH Iieanx Opojesa (Zg, X1, T2, T3) 3a
koje Baxku z3 + 4¢%(22 + 23 + 23) = p™. Onenmmo cajia OBy BeJTIIHHY.

Hajupe onenumo 6poj morylinx Haunsa ja nzadepemo . Ouursesno Baxu |zo| < p
Honatao:

El
2=p™ (mod ¢?) = z2—p" = (zo+p?)(xo—p
mro y3 H3/I(z + p? , 20 —p*) | 2p% maje wy = +p

JomaTtHo, Kako Cy p W Ty 0Da MApHU 3HAMO Ja BaXXW Tg = (mod 2¢?). Oso y3

I
H
S

m

m . pz .
|xo] < p2 3HAumM ma mmamo HajBuie 2 - (2 + 1) MIOTEHIUjaJTHIX MOryhHOCTH 33 (.
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Kana je xg duxcupamno, nai mpodjeM ce CBOAYM Ha TPOHAJIAYXKEIHEe OPOja TPOJKU MEeTUX
OpojeBa x1, T2, T3 3a Koje je
m
p> —

2 2 2
7 +.’132 +.’E3 =
4q>

Ja ducmo pasymesnm Kako pacTe OpOj IpeACcTaB/baiba IIPUPOIHOr Opoja m Kao 30up
TpHU KBaJipaTa, MOTPedHO je Ja MPBO UCIIMTAMO OPOj MIPeCcTaB/barba Opoja 1 Kao 30Up JBa
kBajsipaTa. OBa TeMATUKA je BEOMa M3yUeHA U [TOCTOje OPOJHU Pe3yJITaTH y OBOj 00JIaCTH,
o Kojux je Hajmosuatuja OjrepoBa Teopema:

Teopema 4.1. Ilpuponan 6poj n Moxke ce 3ammcaT Kao 30Up JIBa KBaJIpaTa akKo U CaMO
akKo je vy paKTOPU3AIUji TOT OpOja CTEIeH CBAKOI IPOCTOT JAEINOIA KOjU je KOHIDYEHTaH
ca 3 moxyso 4 mapam.

Nwmajyhn na ymy na je a®+b? = (a-+ib)(a—ib) mpobiem pacTaBbama 6poja Ha 30up IBa
KBaJpaTa Ou TpedaJIo Jia HaC MOJICeTH Ha TOIJIaB/be O KBarepHnoHuMa. V13a 30upa yerupu
KBaJ[paTa KpUja e CTPYKTypa KBATEPHUOHCKE aJredpe; CJMIHO TOME, CPK PACTaB/barba
Opoja Ha 30up sBa KBaJpaTa je CTPYKTypa KOjy HasuBamo Upciien laycosur ueaux, y
osnamy Z[i|. Hanwme, on je gedunncan xao Z[i] = {a + ibla,b € Z} u nako ce gokasyje ja
je TO MOTIPCTeH NpCTeHa KOMILIEKCHUX OpojeBa. Kao u KoJ KBaTepHUOHA, U OBJIE MOYKEMO
nedUHICATH:

(1) jeaunune npcreHa - TO Cy WHBEPTUOWJIHU €JIEMEHTH y OJIHOCY HA MHOXKeme, Tj. +1 u
+i,

(2) acomupane ejleMeHTe - €JIeMEHTH « U «/ Cy acoUupaHu ako MOCTOjU jeJUHUIHU
eJIEMEHT € TaKaB Jia je a = ',

(3) MyJITHIUIMKATHBHY HOPMY - ako je a = a + ib, oHja je HopMma JedUHUCAHA Ko
N(a) = aa = |af? = a? + b2,

(4) mpocre enemenTe - KaxkeMo Ja je m € Z[i] mpoct ako 3a cBe a, [ € Z[i] 3a Koje je
m = af Baxu ja je dap jeman o «, B jemununa y Z[i].

3a pasyiuKy OJi KBaTEPHUOHCKE aJiredpe, 0Baj IPCTEH je KOMYTATUBAH, Y EbEMY BayKu
Besyos craB, m mocrtoju jemmHcrBeHa ¢akTopm3aiuja Ha mpocre. Hamme, ykoamko je
a€Zlilua=mmy-- T = 01020y Cy JABe dhakTopu3sanuje 6poja Ha IPOCTE eJEMEHTE,
ongia je k = | u nocroju nepmyranuja f Opojesa 1,2,...,k, Taksa Ja cy my;) U 0;
acorupann 3a cBako ¢ € 1,2,..., k. Mehyrum, kapakrepusaruja IpOCTUX €JIEMEHATA Y
Z[i] nuje jenuocraBua kao y H(Z). Hanme, moxe ce nokazaru ciesehe:

Bpoj « € Z[i] je mpocT ako m caMo ako je UCIyHeH jeJaH o ciegehux ciydajeBa:

(1) N(m) =2 1j. m 1 4 4;
(2) N(m) =p, tne je pupocrty Zup=1 (mod 4);

(3) 7 je acorupanu ejeMeHT oj ¢, rje je g upoct y Z u ¢ =3 (mod 4).
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Nmajyhu oBo Ha yMmy, COpeMHH CMO Ja JOKaxkemo JlexkamapoBy dopmyiy 3a Opoj
[IpeJICTaB/balba HEKOT Opoja y 00JIMKY 30Upa /iBa KBaJpaTa. ¥ BeJINMO Hajlpe HeKe O3HAKE:

(1) rg(n) = H(:co, o xp1) €TF Zi‘:ol z? = n}

(2) di(n) je 6poj memmnana dpoja n € N Koju cy KoHrpyentHu ca 1 Moyiio 4;

(3) ds(n) je dpoj nemmtana opoja n € N koju cy KoHrpyeHTHHU ca 1 momyiio 4;

(4) d(n) je dpoj mesmnara 6poja n € N.
Teopema 4.2. /Jlesicangposa weopema/ 3a cako n € N Baxu ra(n) = 4(dy(n) — dz(n)).
Jlokas. Hexa je 6(n) = di(n) — d3(n). Heka je N = 2'km npu gemy je

a b
k= szh,phz 1 (mod4)um= Hq;j, qn =3 (mod 4).
h=0 Jj=0

V3 qumeHHIly j1a je Heku Jiesuiial opoja N KOHTpyeHTaH ca 1 MOy/Io 4 ako u caMo aKo
HUje JIeJbUB Ca 2 M aKO je IeroB ,,q—1e0” KOHIrpyeHTaH 1 MO/yJo 3, Ha OCHOBY IPETXOIHIX
nedunaIIIja MOXKEMO U3BeCTH ciaenehn naeHTUTeT:

O0(N)=di(N) —ds(N) =di(km) — (d(km) — di(km)) = 2d1(km) — d(km) =

= 2d(k)dy(m)—d(k)d(m) = d(k)(2d1(m)—d(m)) = d(k)(dr(m)—(d(m)—di(m))) = d(k)é(m).

0, ako je dap jesian s; Helmapax
Tepheme: 6(m) =< J6 Lap JeAat & . P '
1, ako cy cBHU S; MapHH, Tj. M je KBaJpaT
Joxas: Yxomuko je meknu s; Hemapan, BYO mnpernocrasuMo ga je To Oamr s, 3HaMO Ja

s1+1 m s1+1 m
d = di | — d3 | —=
1m) 2 <q1) T (Q?)’

jep ma dm menmtarr Opoja m Omo KOHTpyeHTaH ca 1 MOmyso 4, OH MOpa y CBOM CACTaBy

uMaTH TapaH 0poj g-oBa (paduyHajylinm u MyaTHILIHIMTETE), TE 3a W3adpaHU JEJIUTIAL OJf

m s1+1
MMaMO YBEK TadHO

BaxKu ciejehe:

—1 HAYWHA & ra JOIYHUMO CTEIEHOM ¢ TaKO Jia OH Oye

q
koHTpyeHTaH 1 momymno 4. AHANOTHO ce JOKa3yje Ja W 3a JeJHolle KOHI'PYeHTHe ca 3

MOJ/YJIO 9€TUPHU BazKuU:

s1+1 m s1+1 m
o) =52 (G )+ 57  ().
1 1

1. dg(m) = di(m) = 6(m) = 0.

. m
Heka cy caza cBu s; mapuu. Jokaxumo na je 6(m) =6 (SJ>, mrro he y3 YdumbeHuIry Ja
4
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je (1) = 1 maru ga je 6(m) = 1 3a cBe m Koju cy KBajparTu. Pasmarpama ciaumdHa Kao y
MIPETXOIHOM CIyYajy Hajy cienehe miaeHTHTETE:

di(m) = (%] + 1) dy (;’Ig]) + (%) ds (:;) ;
o) = () (25) + (3 + 1) (35).

Hakon oxysumarma modujamo: 6(m) = dy(m) —ds(m) = dy (%J) —ds (%J) =9 (%J), qIMe
3aBPIIABAMO JIOKa3 TBphemba.

3 Tephema qupekTHO cyiean ja je d(N) = d(k), axo je m noruym Ksajpar;

0, nHavJe.

Caza kama cmo ompemmmn Bemamdauny O0(N), moxemo mnpehn Ha amanmmsy Opoja r(IN).
Kopuctumo ncre o3nake Kao 'y IPETXOJAHOM JeJly Jokasza. AKO m Huje MOTIYH KBaJIpar,
no OjnepoBoj Teopemu 3HaMO Ja ce N He MOXKe 3alMCATH KAO 30Mp J(Ba KBAJpaTa Tj.
ro(N) = 0, mro y3 6(N) = 0 3aBpimasa Joka3 TeopeMe y 0BOM ciydajy. Heka je cama m
nornyH KBajpar. IlocMaTpajmo paziarame opoja N = A% 4 B2, Ueja je 1a 0BO pasiarame
nocMarpamo Kao pasdbujame Opoja N Ha nsa dakropa y Zli] (N = (A+iB)(A—iB)) u ga
HCTOBPEMEHO IOCMaTpaMo pasJarame opoja N Ha mpocre dakrope y Z[i]. Kako je Hopma
y Z[i] MyaTUIIIMKATHBHA BEJIMYNHA, Ha OCHOBY KapaKTepu3allije npocTux ¢akropa y Z[i|

3aKJpydyjeMo Jia dpakropuzanuja dpoja N Ha npocre y Z[i] u3rieia oBako:
a b
N = (—l)t(l + ,i)2t H W;hﬁrh H qjy’
h=1 j=1

LU YeMy Cy 7p, IIpOCcTH ejeMeHTH Z[i] 3a Koje je N(mp) = pp. Cana y3 N = (A+iB)(A—
iB) u N(A+iB) = N(A — iB) 3ak/pydyjeMo Jia MOpa BaykKuTn ciezelie:

a b 5.

Ve

A+iB=u(l+i) [[ =7 [] o
h=1 =1

a b s
v
A—iB =4 (1+1i) | | TR | | q;
h=1 j=1

upu deMy ¢y u u v MHBEPTHOWIHU ejleMeHTH TakBu ja je uu' = 1, a wp +up =71y (1 <
h < a). HapaBuo, cBaku u300p 3a u-0Be U wp-0Be Jaje BaauaHo pemewme (A, B), jep je
OYWIJIETHO JIa je KOHjyraT JecHe CTpaHe IpBe jeIHaKOCTH jeTHAK JIECHOj CTpaHU Jpyre
jemnakocru. dakie saxu: ro(N) = 4[5 _, (rp + 1) = 4d(k) = 46(N). Osume 3aBpuaBamo
JI0Ka3 TeopeMe. ]

[IperxoHa TeopeMa HAM TPUBHJAJHO Jaje ONEeHy 3a pacT Beqmamue ro(n). Pagam makmer
padyHa ca OBOM OIICHOM, yBeIuMo ciejaehy neduHumjy:

3a dukcupano £ > 0 kaxkeMo j1a je peasHa Besnunsa f(n), Koja 3aBucu ox n € N, jeHaka
O¢(n®) ako nocroju koucranta C' = C(e) > 0, TakBa 1a je |f(n)| < Cn® 3a cee n € N.
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ITocnemuma 6. 3a cse € > 0 Baxu r2(n) = O (nf).

Jlokas. Tlo nperxomnoj Teopemu 3uamMo Ja je ro(n) = 4(di(n) — ds(n)) < 4dy(n) < 4d(n).
Jaxie 10BOJBHO je ma JoKaykeMo Ja 3a cBako £ > 0 Baxku d(n) = O.(nf). Pukcupajmo
caga € > 0. Onga je:

d(n) a+1l a+1 a+1
ne H ae H pae ’ H poe ’
p*ln p|n p¥|n
p<21/s p221/5
IIPU 9eMy CMO (PAKTOpE IPYIUCAIN Y OJHOCY HA BEJIUUNHY IIPOCTOT JIEJIMOIA P ITPUPOTHOT
6poja n. Hamr 3ajiaTak je ja mokakemo jia mocToju peasiHa koHcranta C(g) Koja je yBex
Beha o1 ropeHaBeIeHOT U3pasa.

. . . . . oa+1
3a moUeTak MOCMATPAJMO CJIyYa] KaJa je p = 21/e. Ounma je p° > 2, ma je o S
p
a+1 . . .
9a < 1. [lakise, Apyru OTpomw3BoO/, je OTPaHUYEH jeIUHUIIOM OJO0T30, T€ je IIPEeoCTaso Ja

OTPAHUYUMO IIPBU IPOU3BOJL OJ03r0 HEKOM KOHCTAHTOM KOja HE 3aBUCH O/I M.
Ba cBaxu mpocT 6poj p Bazku P > 2% = 12 > neln 2, ma je:
a+1 1 «
pae - paE + pae paE cln?2’

Cajia, Kako IIPOCTHX OpojeBa 3a Koje BaxKu p < 21/ mMa KOHAuHO MHOTO, 33 KOHCTAHTY

1
C(e) moxemo yseru cneaehe: C(e) = [[, 91/ <1 + 12) OBuMe 3aBpIIaBaMo Halll
eln

JIOKa3.
Cazia mMaMo CBe MITO HAM je TIOTPeDHO JIa OIEHUMO PacT BeJuduHe 73(n).

ITocienuma 7. 3a cako £ > 0 Baxku r3(n) = Oe(n%“).

Zloxas. Kopucrehu mocmemuity 6 modujamo cieaehe:

V7] V) 1
ra(n) =Y ra(n—k*) < Cle) Y (n— k)" < Cle)y/n-n = C(e)n2 e,
k=0 k=0

O

Bparumo ce cama ma riasam npodsem. Jlo caga cMo yodmim Ja 3a 9€TBOPKY IEJIUX
opojesa (zg, 1,2, 23) Koja TOIpUHOCH BesqmduHH SQ(p™) (M mapHO) IOCTOjH HajBHIIE
2 - (% + 1) moryhinrocTn 3a m3d0op Opoja xp, a 3a CBAKO TaKBO (PUKCUPAHO T( OCTAJIO
HaM je Ja IpedpojuMo Opoj TPOjKH IPUPOIHUX OpojeBa 4YMju je 30Mp KBaJpaTa jeaHak

n 2
p2 —xj

5 Ha ocuoBy nperxosme mmocjeauiie 3HaMO:
q

m\ 3+e m
2 2
sQ(p™) = Oc <pq2 > <pq2 + 1) = 0.

m(1+e) 5 (1+2¢)
p — + p .
q q
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OgBaj pesynrar y3 jemy 4.1 nmaje cirenehy HejeHAKOCT:

m(l+e) p%(]."rQE)

M (ug) m sinh(m + 1)1y, n
e

n b sinh 1y,

p

m
2

< Ce +p2(m+1),

q

sa mexo C. > 0. CkpalinBameM ca p? u xopumhemeM anmenune aa je n < ¢° (sema 3.4)
J100ujaMo:
sinh(m + 1)y,

< m(%+e) 2, me 3 1).
b oy Celp™ 2™ + ¢ p™ ] + ¢ (m + 1)

M ()

Ceruno ce ja m Huje (BPUKCHPAHO U H3adOepuMO TaKBO m 3a Koje je p2 < ¢°. Ounpa je

sinh(m + 1)y, o

M <
() = o

Celd®™% + 7% + ¢*(1 + 61og, q).

Vs sinh ¢ < sinhln/p (sinh pacryha) u log, ¢ = O:(¢°) nobujamo:
M (py,) sinh(m + 1)y, = Os[q3+66].

Cazma, ma ducmo onenwmn sinh(m + 1), m3adbepumo Hajselie morylie mapro m Takso Ja

m

je p2 < ¢>. OHua je 3a JOBOJBHO BEJHKO ¢

N|=

e(m+1)y . e(—1+610g, )y, . e
3 - 3 -3

(m+1

sinh(m + 1)y, > ebloep 4V,

[IpBa HejemHaKOCT Baku 3a TakBe ¢ 3a Koje je e Wk > /3, ApyTa BaxXKW jep je m
najsehn mapan 6poj 3a xoju je m < 6log, g, a mocieama jep je ¢y € [0,In/p]. Onma je

6}

M(ug) = O(q* % Tr).

Y 0BOM TPEHYTKY CMO JOILIN JO HOIPHUIMYHO JIENe OIleHe 32 BHUIIECTPYKOCT COIICTBEHE
Bpennoctu M (pg) npeko vy. dakie, jelMHO 1ITO HAM IPEOCTaje Ja 3aBPIIMMO JIOKa3 je
Jla pasyMeMo Kako ce noHaina Besmdauna M (ug). OBje HAacTyIa Teopuja pernpeseHTalyja.

Jlema 4.2. Heka je p HeTpuBHjaIHA COICTBEHA BPEIHOCT MATPHUIIE TMOBE3aHOCTH rpada

—1
XP4 1y, |pu| #p+ 1. Ouga je M(u) > qT

Alokas. Heka je V,, concrsenu IpocTOp KOjU OJroBapa COIICTBEHO] BPEIHOCTH fi.
Tepheme: locroju penpesenranuja rpyme G Kojom je msrenepucan rpad XP¢ (nakne, G
je PSLy(q) mma PGLy(q)) ma npocropy V..

Joxas: Joxkazahemo 3anpaso Ja je V,, ”HBaprjaHTaH IOTIPOCTOP JIeBe peryIapHe perpeseH-
taruje rpymne G. OBo HaM je JIOBOJBHO jep PECTPUKIIHja PEIPE3eHTAIje Ha NHBAPU]aHTHOM
nornpocropy Takohe jecre pempesentaryja. Heka je v € V), mpoumsBo/baH COICTBEHH
BekTop. Hamr 3asarak je na fnokazkemo na je onzma um Ag(g)v takobe y V. Ho, oBo ce
TPUBHUjaAJIHO J100uja 10 JedrHunmjn

(AXc(9)v)(x) = Av(g™'z) = wu(g~'z) = p(Ac(9)v)(z)  Vg.x € G,
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Ipu YeMy JpyTa jeJJHaKOCT BaxKi 3aTo ITo v € V).

Cayia cMo Hamu penpesenrtanyjy rpyie G Ha V), anm Kako je y cBakom ciay4dajy PSLa(q) <
G 1o 3Haum Ja mocroju penpesentanuja PSLy(q) Ha V,. Crenen oBe penpeseHTaije
je dam M (u). Cerumo ce cama teopeme 3.5. OHa TBpIu 1a je CBaka HETPHBHjAJHA

-1
penpesenrtaimja rpymne PSLy(q) dap qT, Te je Ja OMCMO JI0KA3aJid TPAaYKEHO CBOjCTBO

mysarumanurera M (p), Tpeda jennHo Ja moKaXKkeMo Ja 3a || # p+1 Hama penpeseHTanuja
Huje TpuBujasHa. IIpeTocTaBuMo CyIpOTHO.

P
q

Aa(g)v(xz) = v(x) 3a ce g,x € G, v € V,, jep je Hama penpeseHTalyja TPUBHjAJIHA,
amu onja je no gebunmmmin v(glx) = v(z) 3a cse g € PSLy(q), Te je craku v € V,
KOHCTaHTHa (DyHKIHja, aju OHJIa je i = p + 1, KOHTpaauKImja!

Axko je (2) = —1, rpad XP? je macrao ox PGLy(q). Kao u panuje 3HamMo ja Baxku

Axko je = 1, rpad XP? je macrao ox PSLs(q). Y Tom ciydajy 3HaMO aa je

q
v(g~ z) = v(z) 3a cBe g € PGL2(q), © € PSLy(q) n v € V,,. Jlakse cBaku BekTop v € V,
je KOHCTaHTaH Ha cBakOM oj1 Kocera rpyne PSLy(q) y PGLa(q), 1j.

ay Ha PSLy(q);
v =
a_ wua PGLs(q) — PSLa(q).

Homatao v # 0 je COICTBEHN BEKTOP COIICTBEHE BPEIHOCTH (i T€ BAXKU:

pa— = (p+1Lar wm  pap=(p+1la_.

IIpurom, oBo Bazku jep je y oBoM ciy4ajy Spq € PGLa(q) — PSLa(q), Te cy msa 1uBopa
noBe3aHa jeJHo ako je jeman'y PSLo(q), a npyru'y PGLa(q) — PSLa(q). Muoxkemem oBe
nBe jemHaunte u ckpahubameM ca aya_ (Moxe jep je v # 0) mobujamo p? = (p + 1)%, na
MOHOBO JIOJIA3MMO JI0 KOHTPAIUKH]E.

OBuMe je HaII JIOKA3 3aBPIIEH. O

_ Svg .
Caza nmamo Ja je M(Mk) = Oa(q?’wE 1np) > "5, LITO 3a JIOBOJBHO BEJIUKO ¢ Jiaje:

6 1
34+6e— Ok 51 oy < (—i—E)lnp.
Inp 3

Cerumo ce na Baxku umm Oy = iy WA T + i1Py, Kao u pi, = 2./p cos O, Te je onja

. 5 1_
|| = 2+/p| cos(ihg)| = 2¢/pcosh iy, < ps ™= + ps .

OBuMe CMO JIOKa3aJIM Ja 32 JIOBOJbHO BeJinKO ¢ Haimu rpadosu XP? 3ancra dpopmupajy
damMmiinjy ekcraniepa.
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O Pamanynany

CpunnBaca Pamanyian je duo jegaH o Haj3HAYAJHUJUX MATEMATHIApa Ca MMOYETKA
aBajsieceTor Beka. Maxo je »KuBeo caMo 32 TomuWHE, HEroB JOIMPUHOC MHOTUM OOJIACTUMA
MaTeMaThKe je orpoMaH. MeDy meroBuM HAJIO3HATHjUM paJOBAMa HaJa3e ce OpOojHU
UJEHTUTETH U3 Teopuje OpojeBa, aHajmse, Kao U Xapau-PamManyiaHoB MeTOT Kpyra, KOjuM
jé HIIp. MPBU YT JOKa3aHa aCHMIITOTCKA OIeHa 33 OpPOj MapTHIja HEKOT 0Poja.

Cpak meroeor paja Oujao je mocMmarpame (DYHKIHja HA XUMEPOOJUIKO] TOJIYPABHH,
KOjé Cy Y HEKOM CMUCJIY ,IIepUOAuIHe’— TaKo3BaHUX Moayiaapuux dopmu. Mehy muma cy
PamanynanoBe Tera yHKINje, Kao U reHepaTopHa PyHKIINja PYHKIU]e Opoja MapTUIAja
IPUPOIHOT Opoja, a jeaHa O HEroBUX Haj3HAYUAjHUjUX XUIIOTE3a IPOU3UIILIA je U3 ITOCMa-
rTpama Pavanyuanose way dynrkyuje T(n), Koja je neduHmcaHA KAO N-TH KOCDUIUJEHT Y
peny

o0 o
Alg)=q [ -gm*=> 7(n)g"
n—1

n=1

[IpBa xmmore3a ouia je ma je Tay DYHKIM]a MYJITUILIAKATABHA Tj.
T(mn) = 7(m)7(n) (m,n) = 1.

pyra xunoresa riracuia je:
11
|7(n)] < d(n)nz.

[IpBy xunoredy nokazao je Mopgen pesatusmo 0p3o0, Beh 1917. rogune. Mehytum npyra
XHUIIOTe3a HCIOCTAaBHJIA Ce TexKa, U 3alCTa, BOAUJIA je Ka jeJHOM JIyODOKOM pe3yiITary u
pa3Bujaiby HOBe Teopuje - Teopuje MoOAyIapHux dopmu. [pyry XUnoresy y yoHIITEHOM
00JIuKy J0Kazao je Hemum 1974. rogune m cMaTpa ce Jia je OHa jeJaH oJ1 Haj3HAYajHUjUX
pe3yJTaTa y MaTeMaTHIH.
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