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0 YBonm

['nmaBHM IMsB OBOT pana je Aa yBeAEeMO TEOPUjy KOja Ceé KOPUCTU 3a MpaBJbe-
b€ U Pa3B0Oj MHTEPAKTUBHUX MOKA3MBada TeOpeMa, Kao U Kylame MporpaMa.
MuTtepakTuBHU HOKa3MBaY TEOPEMA je MpOorpaM KOju MOKE TPOBEPUTU MATEM-
ATUYKNA OOKa3. KOPUCHUK muIle KO, KOju MpeacTaB/ba JOKa3 HEKe TeopeMme,
a mporpam IpoBepaBa na JU jé Pe30HOBAImEe OUJIO TAYHO.

OcHOBa MHOTMX MOJEPHUX HOKa3mBava, kao mro cy Coq u Lean, je mambna
pauyn. Jlambma pauyH mMa CBOje TepMe KOJjU CE€ CBU MCTOBPEMEHO MOTY
nocMaTpaTu 1 kao ¢yukmuje. [IpBo yBommmo nambna padyH 0e3 THUIOBA U
NOKa3yjeMO HeroBa CBOjCTBa, a 3aTHUM CBAKOM TepMy JaMbaa padyHa IpU-
opyskyjemo tun. Taj tun he mamo orpaHMYUTH KAKO MOMKEMO Ma T'DAIAMO
TepMe, aJau TO U kejqmmo. VcmocraBiba ce ma ako MoskeMo Hahu Tepm OmIIO
KOI' TUIA, OHZA MOXKEMO MOKa3aT! OMJIO KOjy TEOpPEeMY, IITO CBAKAKO HE Ke-
mumo. CBOjCTBO cTpore HOpMasu3anuje tepama (Ja ce HU jemaH TepM He
MOke DECKOHAUHO penyKoBaTh) urpalie KibydHy yIIoOry y JOKAa3y KOH3UCTEHT-
HOCTU CHUCTEMA.

Ha kpajy, ykpaTko onucyjemMo MMIJIEMEHTAN]y IporpaMa 1 IPeacTaBsba-
MO HEKOJMKO NOKa3a KOJU Cy KOMIIjYTEPCKU MIPOBEPEHM.

Taxkobe, kemeo Oux na ce 3axBajJuM CBOM MEHTOPY UM IpOdecopy re-
oMerpuje, 3opany [lerpuhy, Ha Benmkoj moMohu y OTKpUBamHY U pa3yMeBamy
oBe 00JIACTU, KA0 U Yy THCAKY paja.
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1 Jlam0Ona pauyH

1.1 Jlam0ma pauyH 0e3 TUIIOBA

JlamOna pauyu npBu je yBeo Amonszo Yepu. Mmeja my je Ouia ma HA HEKU
HaUMH ONUIINE M3padyHaBame HeKor nporpama. OBme hemo HaBecTu nepumHU-
IMjy U HEKa OCHOBHA CBOjCTBAa OBOT CHUCTEMAa. 3aHUMJBMBO je na he oH Outu
Tjypunr koMmmieran, Maaa ce OBOM YWEHEHUIIOM HEe OaBUMO OBIE.

Hedumuumnmja 1. Cryn cBux tepma, A, neduHUCAH je WHAYKTUBHO:
1. IIpebpojuBo GECKOHAYHO MPOMEHILUBUX: Ui, Vs, -+ € A,
2. Axo je xr mpomenmuBa, a M € A, ouna je \z.M € A,
3. Ako cy M, N € A, ouna je (M N) € A.

Ilpyro mpaBuiao 30BeMO alcTpaknuja, a Tpehe mpumena. Amncrpakiuja
“Ma YJIOry IpaBibelma (yHKIUje Ol TepMa, MOK e IpuMeHe oMoryhaBaTu na
nprMeHuMo Ty ¢yHEunjy (kanma yBememo [S—penykuujy, buhe jacuuje).

Horamnuja. /lepuHumeMo HEKOJIWKO TpaBuUJa KAaKO O HAM OWJIO JIaKIIe Ia
3aIMCyjeEMO TEPME.

e Kana je tepm (M N) mobujeH mNpuMeHOM, MOMKEMO CKIOHUTU CIOJHHE
3arpane, na mooujamo M N.

e Cmarpamo ma mpuMmeHa aconupa Ha jJeBo, ogHocHo A B C' je mucrto mro

u (A B) C).

e Y cayuajy ma mmamo Ar.A B, cmarpamo ma je to Ar.(A B), a He
(Az.A B).

IIpumep 1. ynruujy f(r) = 2*>—3 MOKEMO IPEACTABUTYA IPEKO TepMa AT.12 —
3. Mosxemo uak pehu: Ar.(la.z? —a) 3 (3 he ma ce 3aMeHUn yMecTo a TPeEKO
f—penykuuje kojy hemo kacuuje nepuancaru). Cana ako KeJIUMO Ja BUIUMO
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4 1. Jlam06ma pauyn

ronuko je f(5), ypamumo npumeny u mobujemo (Ar.x® —3) 5 = 52 — 3 = 22
(5 ce MOHOBO 3aMEHMIIO YMECTO T TPEKO [—penykunuje). Y OBOM NpUMEPY
CMO IPETIOCTABUIN Ia HaM je CTEIEeHOBame U ONy3UMame Ne(QUHUCAHO IPEKO
HCKUX TepMa - nHade \r.x2 —3 yommre Huje TepM. Kacruje hemo BumeTn kKako
je oBo moryhe ypaautu.

Jom nuctuueMo ma TepMu KOju MpEeACcTaBsbajy QYHKIUje HEMA]Y OTpaHUYEH
nomeHn. Jlomen mMm je meo ckynm A. Moryhuoct 3a ¢yskmuje ca ompebhennm
ooMeHOM mobuhemo y jgaMOna pauyHy ca munosumda.

IIpumep 2. Tepm [ = Ar.x npencraB/ba UACHTUYKO MIpECJUKaBame. Tepme
T = A \yx u F = Ar.\y.y hemo 3BaTtu TauyHo u HeTA4yHO, pemoM (To je
camo kouBennuja). Tepmu (y Az.x) mum (x y) tarkobe mocroje, anu Hucy
,3aTBOPEHN , TO jeCT MPOMEHJbUBE T U Y Cy CJI0DOMIHE V HUMA.

Hepununmja 2. Ilogrepmu tepma nodbujenor amcrpaxnujoM A\r.M cy M n
cu noarepmu ox M. ITomrepmu tepma mobujenor npumenom (M N) cy M,
N, cBu moarepmu on M u cBu moarepmu on N. Jemuru moaTepM IPOMEHLUBE
T je x.

Canma yBomumo ciobonne u Besane npomensmuBe tepma. Ca FV(M) o3-
HAYABAMO CKYII cJI000qHuX npoMenmsuBux Tepma M, a ca BV (M) ckyn Be3anux
npoMeHJsuBUX Tepma M.

Hedmuunuja 3. Cryn ci1000IHUX U Be3aHUX NPOMEHJHPUBUX A€ (PUHUNIEMO WH-
AYKTUBHO:

e Axo je Tepm z npomenmusa ouzna je FV(x) ={z}, a BV (z) = 0;

e Ako je Ax.M tepm noGujen ancrpakuujom, ogga je FV (A\x.M) = FV(M)\
{z}, a BV(Ax.M) = BV (M) U{z};

e Ako je M N repm nobujen mpumenom, ouna je FV(M N) = FV(M)U
FV(N), a BV(M N)= BV(M)UBV(N).

Honmatao, mepunnmemo VAR(A) = FV(A)U BV(A) 3a cBaku tepm A.

Ba:xno je maszmaumtu ga FV(M) N BV (M) se Mopa 6urty mpas3aH CKyI,
Ha npumep y tepmy M = z Az.x mmamo na je FV(M) = {z} u BV(M) =
{z} jep je mpBO MOjaBLUBaEKE MPOMEH/LUBE T 3AMPABO CIODOIHO, a APYTO je
Bezano. Onga hemo y repmy A\x.M umaru FV(Ax.M) =0 u BV (\x.M) = {z}.
[IpumeTumo ma je oBme MpoOMeHJ/bWBA I Be3aHa MBa IIyTa - TO je MO3BOJHEHO.



1.1. Jlam06pma pauyH 0e3 TumoBa 5

1.1.1 «a—xoHBep3uja

Y oBOM mOrJaBJby HaBemheMo u fokKa3ahieMo OCHOBHA CBOjCTBa —KOHBEp3Uje,
OMHOCHO TPEMMEHOBAMKkA BE3aHUX IPOMEHBUBUX. MHTYUTUBHO, KEIUMO Oa
UCKa/KEMO JeTHAKOCT HEeKUX TepMma. Ha mpuMmep, Hema pasJora ga IpaBUMO
pa3nury uaMeby Az.x u A\y.y.

Ca M|[z/N] o3aauaBaMo TepM KOjU je HOOUjEeH TAKO WITO jeé CBAKO CJIOBOIHO
ojaBJbUBalke€ MPOMeHbUBE T Y Tepmy M 3amemeHO TepMoM /N.

Hedbununmja 4. 3a cBaku TepMm N 1 TPOMEHBUBY &, HeOUHUIIEMO OIEPAIIA]Y
[x/N] max TepMuUMa UHIYKTUBHO:

o z[z/N] =N,
e ylz/N] =y (sa y # z),
o (\z.M)[z/N] = \z.M,
o (\y.M)[z/N] = Ay.(M[z/N]) (3a y # z),
e (A B)[z/N] = Alz/N] Blz/N].
Jlema 1. Basu cienehe:
o Mlz/z] = M.
o Mz/N] =M wama z ¢ FV(M).
o Mlz/ylly/N] = M[z/N] rana y ¢ FV(M).
o Mlz/X]ly/Y]=Mly/Y][x/X[y/Y]] rana z ¢ FV(Y).

e Ako = € FV(M), ouna VAR(M[z/N]) = VAR(M)UVAR(N) rana z €
BV(M), omaocao VAR(M[z/N]) = (VAR(M) \ {z}) UVAR(N) rana x ¢
BV (M).

Jloxas. orazahemo camo tpehe cBojcTBO, ocTana ce takobe mokasyjy uH-
OYKIjOM TOo cioxkeHocTu Tepma M. MoskeMo mpermocTtaBuTHl y # . 34
6a3y mam tpeba x[r/ylly/N] = x[z/N] = N (upumenom nepununuje Bazku) u
z[z/ylly/N] = z[x/N] = z 3a z # x,y (nonoBo camo mepuuunuja). Haswe,

o (Ar.M)[z/ylly/N] = (A\z.M)[y/N] = Av.(M[y/N]) = \z.M (jep je y ¢
FV(M)).

o (Az.M)[x/ylly/N] = (Az.(M[z/y]))ly/N] = Xz.(M[z/y]ly/N]) = Az.(M[z/N]) =
(\z.M)[z/N]
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e (AB)lz/ylly/N] = (Alz/ylly/N] Ble/ylly/N]) = (Alz/N] Ble/N]) = (A B)[z/N].
]

Heduuunmja 5. 3a trepme A n B nepuHUEMO (‘—KOHBEP3Ujy WHIYKTUBHO.
A ~, B Basku ako:

e A=(CD),B=(CD)uDn~,D,

e A=(C D), B=(C"D)uC~,C,

e A=XC,B=Xt.DuC~,D umm

o A=)Xx.C, B=Xy.(Clz/y]) uy ¢ FV(C).
Jlema 2. Penanuja ~, je cumeTpudvHA.

Joxasz. Horazyjemo A ~, B =— B ~, A MHIYKINjOM IO CIOKEHOCTU TEpPMa,
A. Axo je A npumeHa TOBOJbHA HAM je jeqHa WHAYKTUBHA TPETIOCTaBKa. AKO
je A= \zx.C' ancrpaknuja, nmamo 2 ciaydaja 3a B.

1. B = XMx.D, na je C' ~, D, a no magykrusuoj npernoctasuu D ~, C u
B ~, A.

2. B = W.(Clz/y]) m y ¢ FV(C). Cama x ¢ FV(C|z/y]), ma je B ~,
Ax.(Clx/ylly/z]) = Aax.C = A.

[]

Ilepuaunmuja 6. =, je pePIIeKCUBHO-TPAH3UTUBHO 3aTBOPEHE PeJallje ~,,.
Jlema 3. =, je penanuja eKBUBaJICHIIN]E.
Jlokas. uperTHOo U3 nedpuHunuje u geme 2. []
Jlema 4. Axo je A=, B, onna Basku memTo o ciaeneher:

e Au B cy npomensmuse u A = B,

e A=(M N),B=(M N)uM=,M', N=,N,

e A=Xx.C, B=Xy.DuClzx/y| =, D u jom y ¢ FV(C), x ¢ FV(D).
Loxas. VI3 mepununuje pemanuja ~, U =,. []

Teopema 1. Axo je A tepm m X mpom3BOJ/baH KOHAUYAH CKYI MPOMEHJHUBUX,
onna nocroju tepMm A’ rakas na je A=, A’ u BV(A)NX = 0.
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Joxas. Nunyruujom mo cioskenoctu tepma A. Ako je A mpomensbuBa, OHIA
BV(A) = 0. Ako je A= (M N) npumeHna, OHAa IO UHAYKTUBHO] IPETIOCTABIN
noctoje M’ u N’ taksu na je M =, M', N =, N, BV(M')NX =0 u BV(N')N
X =0, na je (M' N') =, A Tpaskenu tepm. Axro je A = \z.M ancrpakuuja,
MOYKEMO 0 MHIAYKTUBHOj mpermnocraiu na Habemo tepm M' =, M rtakas na
je BV(M')Nn (X U{z}) =0. Cana onabepemo npomenmusy ¢ tako na t ¢ X U
VAR(M') (oba Ta ckyma cy KOHauHa, ma t 3amcra mocToju). TpaskeHu tepm
he 6uru At.M'[z/t]. Momxemo nposeputu ma je M'[z/t] =, M[x/t], onakme
he caemuru A\t.M'[z/t] =, M\t.M[z/t] =, Az.M (36or n3bopa mpomeHbuBe t
HeMaMo npobiieme). [l

[Iperxoano CBOjCTBO MOKA3aJM CMO 3aTO MTO NeMO KaCHUje MMIIJIEMEHTU-
paTty QyHKIUjY KOja MeHma MMeHa IIPOMEHJHUBUX, II0 IOTPEOM.

Y o6ynyhe, kaga sanumemo tepMm A, MucanhieMo Ha KiIacy €KBUBAJICHINjE
penamuje =, y kojoj je A. Iloucrosehyjemo cBe Tepme KOju Cy MCTU IO TOj
pejanuju, OOJHOCHO CBE TepMe KOjU Ce PAa3jUKY]y caMO y MMeHNMa Be3aHUX
IPOMEHJLUBUX.

1.1.2 [—penykmuja

B—penykmuja he wmam omoryhuTu ,m3pauvyHaBame’ TepMma, WUIA TPUMEHU-
Bame (YHKIUje.
Tepm 30BeMO pemekcoM ako je obmuka (Ax.M) N.

Hedomaunmmuja 7. 3a Tepme A u B mumemo A —5 B ako M caMO aKO BaKU
HemTo on caeneher:

e A= (Ax.M) N je penexc u B = M[z/N]|, rne je N y3eTo Tako Cy Hmerone
Be3aHe MPOMEHJ/bUBE PA3JIMYUTE OJ CBUX NMPOMEHJLUBUX TepMma M

e A=)z M, B=Xx.NuM =5 N,
e A=(M N), B=(M N')u N =3 N';
e A=(M N), B=(M N)u M —z M.

Ipyrum peunma, A —5 B ako cmo moruu on A ma nobujemo B mprMeHOM
jemHor mpaBumia [J—pemnyKiuje.
IIpumep 3.
(A\z.x) t =5t

(A\zy) t —py
(Ar.(Aa.2® —a) 3) 5 —5 (Ma.b* —a) 3 —55° — 3 =22
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Hepuanmnuja 8. Penanuja —» 5 je peIeKCUBHO-TPAH3UTUBHO 3aTBOPEH:€ Peslalnje
—3-

ITocnemuna 1. Axo A —3 B ouna nocroju n u trepmu A; = A, Ay,... A, =B
TakBu na je A, —p A1 3a cBako 0 <1 < n.

Crneneha teopema npBu myT je mokaszana y [4], a mu hemo npencraButu
moka3 u3s [7].

Teopema 2 (Uepu-Pocep). Ako cy A, B u C tepmu Tako na Baku A —g B,
A —3 C, onga nocroju TepMm D Tako na B -3 D u C -5 D. IlpyruMm peduma
— 3 3a10BOJbABA ,,CBOJCTBO pomba’ .

Loxas. IlocmaTpajMo MHAYKTUBHO Ae(UHUCAHY Delanujy =g:
o M =3 M;
o Ako M =3 M', ouna \z.M =5 \x.M’;
e Ako M =3 M' u N =43 N, ouna (M N) =53 (M N');
e Ako M =3 M' u N =43 N, ouna (A\x.M) N =3 M'[xz/N’].

Mosxemo nokazatu nunykmujom ga A =3 B = A -5 B. Tarobhe mosxemo
3akmpyuntn na A -3 B = A =3 B. Cana mMamo na je pedeKCHUBHO-
TPAH3UTUBHO 3aTBOPEH:€ PeJlallije =3 3aIPaBO —»3.

Mowxna Huje omMax jaCHO 3alllTO je =>g clabuja onx —»g. Y 3MHUMO 3a
npumep tepMm A = (Az.z ) Az.x. Vmamo na je A =5 (Az.x) (Ar.z) u mmamo
A —»p A\r.z, anu Hemamo A =5 A\zv.x.

ITorkazahemo jomr jemHO CBOjCTBO Mp€e HETO MITO HACTABUMO:

Jlema 5. M =3 M'.N =3 N' = M|[z/N]| =43 M'[x/N’] (z suje Bezana y M).

Jokas. Manykmujom o caoskenoctu tepma M. Axo je M = x mpoMeHsbuBa,
ouma je M[z/N] = N =3 N' = M’'[z/N'|. Nuaue umamo ciydajeBe Kama je
M ancrpaknuja miay IpyMeHa. JenwHW 3aHUMJLUB ciaydaj je kana je M =
(A\y.My) My penexc u M' = Mly/Mj]. Moxkemo y3zeru y taxo na y ¢ FV(N').
Cana je M'[x/N'] = M{[x/N']ly/(Mj[z/N'])]. Ilo urIyKTUBHO] NpPETHOCTABIM
nmamo ga je Mi[x/N| =5 M{[x/N'| u Ms[z/N| =5 Mj[x/N'], na no nepunnnnju
maaso 1a je Mz/N] = (g.(M[/N))) (Malz/NT) =5 (g (M [o/N)) (Mfe/N) =
M/ N[y (M [/ N)] = M [/ N7, 0

Iorazahemo na 3a cBaku tepm M mocroju tepm M*, takaB ma 3a cBe N
Baku M =3 N = N =3 M*. JlepuaumumMo omepanujy * MHIYKTUBHO Ha
ciaemehu HAYMH:
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e 3a mpomeHmuBe ¥ = 1]

o (\x.M)* = \x.M*;

e Ako (M N) uuje penekc, ouna (M N)* = (M* N*);
e 3a penerce ((Az.M) N)* = M*[x/N*].

Ha wvexku mauwn, M* npencraB/ba UCTOBPEMEHO PEIYKOBAME CBUX PEEKCA
Koju mocroje y M (anu mobujeHu TepM MOKe Ha CAAPKUA PEIeKCe).

Nunykmjom mo M mokasdyjemo ma 3a cBako N Bawu M =g N = N =4
M~*. Axko je M mpomenmuBa jacHo je ma Basku. Cana pasaBajaMo IO CIIyda-
jeBuMa 3a ciaoxkenuje M:

e Axo je M = A\zx.M,; ancrpaxriuja, oHIa U3 JepUHUNUjE =3, TOOUjaMO Ia
jem N = Az.N; 3a Hero N; tako na M; =5 N;. Cana je 10 MHIYKTUBHO]
npernoctaBnu Ny = M|, na no pepununuju numamo A\x.N; =g Av. M| =
M

e Ako je M = (M; M) n M Huje pemekc, CIMYHO KAO Yy IPOLLIOM CIy4Yajy
nvmahemo N = (Ny N,) rme Basku My =53 Ny u My =53 Ny. Omparie he
cnequtu N =3 M*;

e Axko M = (A\x.M;) M, jecre penmekc, onga je M* = M;[x/M;] u nocroje
nBe MoryhuocTu 3a N:

— N = (Ax.Ny) Ny, rme je My =5 Ny u My =3 No. Ilo maAyKTUBHO]
npernocTaBou nMamo ma je Ny =g M| m Ny =5 M;. Cana je mo
nepunnmuju N =5 M [z/M;] = M*

— N = Ny[z/Ns] 3a mexe Ny u Ny, roe Baku My =5 Ny u My =45 Ns.
ITo manykTuBHO] mpernoctaBnu je Ny =3 M; n Ny =5 M. Ilo
aemu 5 umamo na je N =5 M{[x/M;] = M*.

Cana penamuja =3 3a00BOJbaBa CBOjCcTBO pomba. OcraTak JOKa3a Teo-
peme 2 je caMo TBpbheme na ako IPOU3BOJbHA PEJIAIN]ja 3a10BOJHABA CBOjCTBO
poMba, OHIa ra U HeHO TPAH3UTUBHO pallupeme 3ad0BoJsbaBa. [lajemo camo
CKUILY.

ITpernocraBumo na je A -3 B u A -3 (. Kako je —»5 TpaH3UTHUBHO
3aTBOpEmEe pejanuje =g, uMaMo ma nocroje A;; = A, Ayq,...,A,1 = B n
Al,l = A7A1,27~-3A1,m = (C Tako a je Ai,l :>5 Ai—i—l,l n Al,j :>ﬁ Al,j—l—l- C&,J_Ia
he HaAM CBOjCTBO KOje CMO IOKa3ajM 33 = HAIPDABUTU Mpexy Tepma A;; y
unjum he ce homxosuma manaszutu repmu A, B, C u D = A, ,,,. Onarie he
burtn jacHo nma Baxku B —g D u C —5 D. [
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Hedbunumnmja 9. Kaskemo ma je tepm A y HOpMAJIHO] (OpPMHU aKO HUjenaH
BEeroB noarepM Huje penpekxc. lomatro, HOpManaHa (opma TepMma X je TepMm
A (roju je y mopmanHOj popmu), ako je X —»g A.

Hopmanna popma HEe MOpa YBEK Ia MOCTOjU, HA TPUMED KOI TepMa
(Ar.z z) (Az.x x) konuko rox f—penykunja na ypamumo, sehe ce mpomenuru.

Teopema 3 (JemuucrBenoct HopMasiHe popme). Ao TepMm X mMa HOPMAJHY
¢bopmy, OHZIA je OHAa jeTWHCTBEHA.

Zoxas. IlpernocraBumo nma cy A u A’ mopmamue dpopme Ttepma X. Tana je
X -3 An X -3 A'. Ilo teopemu 2 mMmamo ga mOCTOju TepM Y Tako na
A—-gY nA -3 Y. Karko cy u A u A" y mopmannoj popmu, He cMmejy
calp:KaTy peneKce, OMHOCHO Mopa Baxkutu A =Y = A'. [

Heduaumuja 10. Tepm = je HOpMaau3mbuUIaH akO TOCTOjU HU3 [J—PEaYKIILja
KOju moBoau no HOopMaJjiHe (popme. Tepm z je cTporo HOpMaaIM3MOUIAH aKO
He TOCTOju GeCcKoHadaH HU3 S—penykiuuja (Jakie cBakKU HU3 [J—penyKuuja y
HEKOM TPEHYTKY INOBOAU A0 HOpMaJHE (OpMe).

Hepunanmnuja 11. =5 je HajMama pejanuja eKBUBAJICHIMjE KOja je HAICKYII
penanuje —»g.

Teopema 4 (Koudayenuuja). Aro je M =5 N, ouna nocroju R tako na M —» g
Ru N —;R.

Hoxas. Arxo je M = N, ouna nocroju a3 A; = M, A,,..., A, = N Tako na
3a cBako 0 < i < n Bakm A; -5 Ay um A1 —g A;. Nanysnujom mo ¢ > 1
nokasyjeMmo ma mocroju IR rako na A; »g Ru A; -3 R. Kana npaBuMo Kopak,
HeTPpUBHjaJIaH ciaydaj je xKanma A; -3 A;41. Tanma mo MEHIYKTUBHOj XMIOTE3M
y3memo R takxo ma A; - Ru A; -5 R, a onna no reopemnu 2 y3memo R’ Ttako
oa R -3 R n Ai—i—l -3 R. []

Hasemhemo mekommMKO mpuMepa Kako OMCMO WIIYyCTPOBAJU [—pPEmyKIu]y,
Maaa HaM OBU mpuMepu Hehe MHOrO 3HAUUTU KacCHU]E.

IIpumep 4 (YepuoBo kKomupame IPUPOTHUX OpojeBa). Y 3uMaMO IPUPOTHE
opojese ma Oynmy obaura Af.\xr.f" x, omHOCHO:

0=Af ) r.x
l=Af . fx
2=NfAz.f (f x)
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Moskemo medumHMCATH U onlepanuje Ha oBUM OpojeBuma. [Ipumerumo na je
m = Af.Ax.m f x 3a cBaku O6poj m. AKo mpoMeHUMO f WM T MOKEMO HOOUTH
pasue crBapu. Ila ducmo mobumu m +n y tepmy m hemo ,momeputu’ x 3a
n mpuMmeHa (QyHKUUAje f:

p= mIAf zm f (n f x).

MoskeMo poBepuUTH Oa ce penumo p 2 2 penykyje y 4:

p22—>gAfix2 f(2f )
=g AfAx2 f(f (f 2))
=g A e f (f (f (f ©))).

Panuje cmo pernau na he mam tadyHo m HeTavyHo Outu tepmu 1 = Az \y.x
u F = \x.\y.y penom. [la au moxkeMO mepuHUCATU TEPM SzZ€ro 3a KOjU BaKMU
tszero 0 =g T m iszero n —g F 3a n > 07 Moxemo:

iszero = AnAf A r.n (Au.z) f.

Ilobpa je Be;xkba mpoBepuTHU ma OBO 3alpaBo paau. 1puk je OMo ma ako ce
f mojaBu y n, orna noctaBumo na f 6yme dpyurumja koja yBek spaha z. Ilpeko
0OBOT'A MOKEMO NOOUTHU M TEPM isone, aju je TOCTYMaK MAJ0 KOMIIJIMKOBAHU]U
jep MopaMo ma TMpoOBEPUMO ma Ju ce f mojaBibyje TAYHO jeTHOM. Y BEAUMO
cnenehe Tepme:

A = da.\b.)\c.a
B = Aa.\b.)\c.b
C = da.\b. \c.c.

Heka je f = Az.x B C C. Ilpumernmo na je f A =3 B, f B =3C n
f C =5 C. Axo je n upuponar 6poj, ouna je B=gn (Ax.x B C C) A ako n
camo ako je n = 1. Komauno, mobujamo:

isone = nn (Ax.x BCC)AFTF

IIpumep 5 (Pekypauja). [Tocmarpajmo tepm Y = Af.(Az.f (z ) (Az.f (z z)).
Axo ra npuMeHnMO Ha HeKoO g uMamo ciaenehe:

Y g5 (Av.g (z 7)) (Ar.g (z z))
—59 ((A\r.g (z 7)) (Ar.g (7 7)))
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=59 (Y 9)

OBo vam omoryhasa na qedunHUIIEMO PEKYP3Ujy 1 OBO HAM Iaje 3aHNMJIbUB
becrkonauan cuyct. (OBaj TepM MOKe MMATU HOPMAJHY (OpPMY, PENUMO 3a
g = Au.v.w mmamo ma je Y g —3 Av.w. HMnak, Huje TadHO na Ce CBAaKHU
HU3 S—penayKnuja 3aBpliaBa y HOPMAaJHO] pOpPMHU, Ia OBaj TEPM HUje CTPOTO
HOPMAaJIM3UOUIIaH.
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1.2 Jlam0ma pauyHu ca TUIIOBUMA

1.2.1 Hedumuaumuja PTS

sRemumo nma tepmmMma namMbpa pauyHa npuapy;xkumo tunose. llpe, y mpu-
MeHU (M n), HUCMO TPaKUJIM HUKAKBE mocebHe ycioBe 3a n, Ok hemo cana
3axTeBaTu na OHO uma oxpeben o6muk, ommocHo Tun (Taj Tun he 3aBucuTu
on tepma m). Kacuuje hemo Bumern ma onpebene TumoBe MOKEMO TOUC-
TOBETUTU CA& MCKA3WMa y HEKO] JIOTUIM, a TepMe KOjUu MMajy Te THUIOBE Ca
nookKas3uMa TUX ucka3a. llocToju Bume HauymHA 1a OBO ypaauMo, Ia hemo
nepuHMCATU ey Kiaacy JaMbra padyHa ca TunoBmMa koje hemo 3Batu PTS
(Pure type system). OuHu cy ce mpBU IyT IOjJABUIU, y MaJiO APyradujem
obnury, y [2].

Hebpuannuja 12. PTS cnenuduranuja je Tpumimer ckymnosa (S,4,R), rue je
S cxym coptu, 4 C § X S cryn akcuoMa 1 R C § X § X § CKYI IpaBuUJIa.

Caara cnenuduramnuja S he mam magykosatu PTS AS.

JHedmuaunmja 13. Tlceynorepmu y (S, 4, R) nepunucasu Cy UHIYKTUBHO HA
cnenehu mauun:

e [Ipomenmuse 1, xs,... Cy ICEyAOTEPMHU,

e Copre s € § cy nceynorepmu,

3a nceymorepme T u M u npomMenmpuBy r umMaMo na je A\x : T.M mcey-
norepM (A—amcrpaknuja)

e 3a nceynorepme T u M u npomenmuBy = nmamo na je Iz : T.M mncey-
norepm (II—ancrpaknuja)

e 3a nceymorepme M u N, (M N) je nceymorepMm (mpumeHna).

OBa medpumHUIMja IIceymoTepMa je CIWYHa JeGUHUNUjU TepMa y OOMYHOM
mamOpna pauyny on panuje. Ar.M mpemuio je y Az : T.M, nobunau cMO HOBY
ancTpakinujy m mobunau cmo copre. ll—ancrpaknuje Owuhe Tepmm koju he
OUTU TUTIOBU A\—AaICTpakliuja, a copTe he OUTU ,, TUTOBU TUIOBA~ OITHOCHO
tunoBu lI—ancrpakmnuja.

Cnobonue u BezaHe TPOMEHJbUBE Ne(UHUCAHE CY UCTO KAO PaHUje - je IMHA
pasnuka je mro he cama u Il ma Be3yje mpomenmuse. Taxobe, y Ax : T.M,
pauyHamMo u npoMensmuse u3 1T u npomenssuse us M (anu x uuje Besano y T,
Beh camo y M). Cununo 3a II.
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Q—KOHBep3uja m J—penyKiuja 3a A—allCTpakKIuje pajle UCTO KAao paHuje
(ronm f—penyrnuje, Tun y penekcy ce ,6pume” ). 3a [I—ancrpaknujy, nedus-
UIIeMO caMO a—KOHBep3ujy (koja HapaBHO y cayuajy llz : T.M, e mema cio-
6omua r y 7). Csa cBOjcTBa KOja CMO IO cajla JOKa3auu 3a obuuan jgambaa
pauyH npenocuhe ce, ma ux Hehemo monoBo mokasuBatu. OHO mTo he OGuT;
HOBO je ma he 3a mere PTS cBakm Tepm mmatu HOpMasHy Gopmy. OBO cBO-
jcrBO Omhe HAM KJ/BYYHO Oa MOKAKEMO Ta CUCTEM HHUje KOHTPAIUKTOPAaH.

IIpe mero mro mepuwHMIIEMO TpaBMIA 3a NOLENY THUIOBAa, NIPBO AeduUH-
UIIEMO TICEYTOKOHTEKCTE U CEKBEHTE.

Iebmuunmja 14. 3a npomenmsuBy x u nceygorepm 1, uzpas z : 1T 30BeMoO
nekygapamujoM. Raxkemo na x mma tum 1.

Hepuaunmja 15. 3a nceymorepme A u B, uzpaz A : B 30BeMO H0I€JIOM.
Raxxemo ma A mma tun B.

Hedbuannuja 16. Ilceydoxonmexcm je (ypebena) mucra meknapamuja: =z :
Tl,ZL'Q . TQ,...,ZEn . Tn-

Hedbuaumnuja 17. Tomen nceymokontekcra ' = x1 @ Ay, 29, Ao, ..., 2, : A, je
dom(T) = {z1, 22, ..., x,}.

Hedbuuunmja 18. ' A : B je cexgenm, roe je I' mceynoronrekct, a A : B je
[OeA.

3a ussohewe cekBeHara, Kopuctuhemo npasuaa uzeohewa. OHa cy mara y
cnenehoj dopmu:

P P ... P,
P

r

Osne cy P, ... P, upemuce, nok je P mocienuinia mpaBujia Yuje je uMme 7.
3a mame norpebe, nmociaenuna Moxke outu camo cekBenT (obsuka ['H A : B),
IOK Impemwuce Mory 6urtm obmmka o € A, a ¢ A (rme je A Hekn ckyn) uiu
CEKBEHTHU.

On canma, ma Hama/me cMarpamo ma pamumo y ommrem PTS, A(S,4,R),
OCUM YKOJIMKO HE HArJacUMO APYTaduje.

Jepuaunmja 19. Y mapemnom cmarpamo na je I' mpomsBospaH INceyIoOKOH-
TeKcT, x je mpoMmensmuBa, A, B, C, D cy nceymorepmu, a s, S1, Sg, S3 CY IPOU3BOJLHE
copre. IIpaBuna u3Bobhema cy:

(81, 82) €eq

aKCUOM
Fsy: sy
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I'FA:s x¢&dom(I)
Nx:AFx: A

II04YeTakr

I'FA:s T'HEB:C x¢dom(I)
x:A-B:C cnabibere

F'FA:s; T)o:AFB:sy (s1,82,83) € R
I'FIlz: A.B: s3

[I—mpaBuio

'FA:s; Tha:AFC:sy Tyx:AFB:C
I'Xx:AB:1lz: AC

A—IIpPaBUJIIO

I'-rA:llz:C.D THB:C
't (A B): D[z/B]

IpUMeHa

'EB:C T'HC':s C=5C'
r-B:C’

KOHBEP3Wja

Ilahemo kpaTko mojammeme 3a CBAKO MPABUJIO PEIOM, jep OHA Ha MPBU
morJyien He Neilyjy TOJUKO WHTYUTUBHO.

e [IpaBuno akcuoMm u ckynm 4 naje HAM TUIOBe 3a copre (KOju Cy YBEK
noHOBO copte). Ilpumerumo nma jemna copTa HE MOpa MMAaTHU jeIUH-
CTBEHU TUI, y 3aBUCHOCTU O CKymna A.

e [IpaBuio nouerak HaM omMoryhaBa ma y KOHTEKCT JIOZAaMO HOBY IeKJIapalnujy.
MoskemMo momaTu caMoO AeKJapalidje YKOJIUKO je TUM y OeKJapanuju y
HEKOj COPTU.

e [IpaBuio crabmeme Takohe HaM oMoryhaBa fa y KOHTEKCT 10 IaMO HOBY
OEeRJIapalujy, ajdu Aa He TpoMeHuMO Beh moOujeHy momesy.

e Y I[l—mpaBuny je medpunucano koju tun he mvmaru Il—ancrparnuje. Taj
Tun 3aBucu on ckyna K. Kao u y mpaBuny akcuom, tun [[—amncrpakiuje
He MOpa OWUTU je IMHCTBEH.

e Y \—mpaBuiy neprHUIIEMO KOja je TayHo ll—anmcTpaknuja Tun A—amncTpaknuje.

e Y mpaBuiy mpuMeHa nepUHUIIEMO TUI IpuMeHe. MoxkeMo npumeTuTn
na, Kaga bmcmo mMasm nepuHucany [(—penyruujy 3a [I—ancrpakmnuje,
ouma Ou taj tun 6uo f—jemuak nceynorepmy (Ilz : C.D) B. Y npasuiy
IpUMeHa CMO OAMaX y3eJU PeayKoBaHy (opMy Oamr na He OMCMO MMaJIn
norpebe na medunumemo [S—penykuujy 3a [[—amncrpakmuje.



16 1. Jlam06ma pauyn

e KonBep3uja omoryhaBa ma MOMCTOBETUMO CBE CEKBEHTE KOju mobujajy
ponese ca [J—jemHaKUM TUIOBUMA.

Hedbunumuja 20. Mzeohewe cexBenta I' - A : B je npBO uuju Cy YBOpPOBU
npaBuiia u3Bohema, JUCTOBU Cy akcmome, a kopen je ' A : B.

Hedmuunuja 21. Cexent I' - A : B je u3BOAMB aKO NMOCTOjU HETOBO U3BOI-
jeme.

Iepuaumnmja 22. [IceynmokonTekct [’ je KOHTEKCT aKO MOCTOjU N3BOOVB CEKBEHT
' A: B 3a meke nceynorepme A u B.

Hedbunumuja 23. Ilceynorepm A je TepM ako mMOCTOju M3BOIUB CEKBeHT | F
A:Bwum I' - B: A 3a Hekn nceynokoHTekcT I u mceymorepm B.

ITpumep 6. ¥Y3mumo PTS A({s}, {(s,)},{(s,s,s)}). Kao npBo, y cBakoM KOH-
tekcty [ he ceksenr I' b s : s Guty m3BoAuMB (OpUMEHOM TpaBUIA MOYETAK
n Bumie npasuia ciabmeme). Canma je m cekBent I,z : s b s : s usBoaus,
na npuMmenoMm ll—mpaBuna mobujamo ma je I' - Ilx : s.s : s u3BoauB 3a cBakuU
kouTeKkCcT ['. Conmuno je u ' Iz : s.o u3Bomus, anu I' - Ilx : x.s Hukana uuje
u3BoauB. MoskeMo m3Bectu na tepMm Ax : s.x mMma tun llx : s.s. VcnocraBuhe
ce ma y oom PTS, cBaku Tep™m mMa jenuHCTBEeH TUN (10 HA [—PEIyKIU]yY).

IIpumep 7. Hera je cana PTS y kome pagumo mat ca A({s1, s9, s3}, {(s1, $2), (s1, 83}, 0).
OnmMax je jacHO ma Cy CEeKBEHTHU b s1 : So 1 b $1 : S3 M3BOAWBU, AU TAAa TUI

on s, Huje jemmHcTBeH. Takobe, 30or mpasmor ckyma R, Hehemo mohu na
yPaArMO TOTOBO HUIITA CEM MPUMEHE IPBa TPU HpaBUiIa (AKCHMOMA, TOYETAK

u cnabmeme). 3aucra, [[—nmpaBuio 3axTeBa Tpojke u3 CKyna K, JOK IpUMEHa

1 A—IIPaBUJO 3aXTEBajy HmOCTOjame Tepma ca [[—amcrpaknujom.

1.2.2 OcnoBHa cBojcTBa PTS

Osne hemo maBecTu BaskHa TBphema koja ce onnoce Ha ce PTS. Heka hemo
ocTtaBuUTU 0O€3 MOKa3a jep OHM HUCY HUIITA enoxaJjHo. [lyHu moka3u u jorn
HEeKa cBOjcTBa MoOry ce mponahu y [6].

Jlema 6. 3a xourekct ' =21 : Ay, 20 : A, ... 2, 1 A,
o FV(B)UFV(C) C{xy,...,x,},

'%‘Ziﬂj —> 1=17,

I'Fa:Aszacse (a,A) € 4,

o 'Fux,: A 3a cBe i <n.
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[IpBO cBOjCcTBO HaM Kaske na Cy ce CBe CJIOOOIHE MPOMEHJ/bUBE Y TEPMUMA
MopaJjie MOjaBUTU y KOHTeKCTy (uHauve m3Boheme He OM OUIO NPABUIHO).
Ilpyro cBOjCTBO je mociienuua TOra Oa y IpaBUIUMa W3BODema IodveTak u
cnabmeme 3axTeBamo x ¢ dom(I'). Tpehe u werBpTO Ce Mory mokazaru npu-
MEHOM IpaBuila cilabdjbelmha U IPaBUIIA 338 aKCHUOME.

Jlema 7 (Cyncrurynuja). Heka cy 'y u I'1,y : A, Ty kourekctu, A, B,C, D
TepMu 1 y mpoMmenspuBa. Tarkobhe neka cy ceksentu 1 D: Auly,y: AT+
B : C ussomusu. Tana je u I'1,Ts]y/D]| + Bly/D] : C|y/D] uzsoaus.!

Kayuno y mperxonmHoj jemu je ma CMO MPOMEHJLMBY TuUlla A 3aMEHUIN
TepMOM Tuna A 1 M3BEeIEHU CEKBEHT je OCTA0 U3BOIUB.

Zoxasz. Nunyrmujom no uzBobemy cerksenrta [,y : ATy = B : C mon nper-
moctaBkoM na umamo 'y F D @ A. Ako je 'y mpasan u mocienme IpaBuiio je
noderak, ouga mopa outu B =y u C = A. T'orosu cmo jep je yly/D] = D.
Axo je I's mpasan u mocnenme npaBuio je ciabieme ouna Baku [+ B : C
ITo nemu 6, y ¢ FV(B)U FV(C). Tana je Bly/D]: Cly/D] =B :C.

Axko je mocaenme npasuiao HacaebuBama Ouiso [I—mpasuio, A—upasuio,
KOHBep3uja uau je 'y mpa3Ho u mocienme NPaBUIO je OWUI0 modyeTak WJIu
cirabieme, U3 UHAYKTUBHE MPETIOCTaBKe U IPUMeHe IpaBuja 1o0uheMo oHO
mrTo HaMm Tpeba. Pemumo, 3a A—mpasuiio:

'=T:sy T'o:THEFM:s, T,x:THFR:M
'FXe:T.R:1lx:T.M

Y mperxomaom je ' =T,y : ATy, a B=Xx:T.Ru C =1lz: T.M. Tlo

UHOYKTUBHO] IPETIOCTABIN MMaMO M3BOAVBE CEKBEHTE:

A—IIPaBUIIO

o I't,Is[y/DIETly/D] : 1,
o I't,Isly/D],x: Tly/Dl = M[y/D] : 5o m
o Iy, Ibly/D] - Rly/D] - Mly/D].

. TIpumenoM A—npasuia 106ujano

I't,Tsly/D) = A : Tly/D].R[y/D] : 1z : T|y/D].M|y/ D]

OcTao je camo ciydaj Kaza je HOCienqme IpaBmJIO npuMeHa. Heka je
B = By By u C = Cylx/Bs]. Jom Basku:

'Kana mamumeno I's[y/D] Mucaumo wa (mcey 1o )KOHTEKCT MOOUjeH Kaia ce y CBAKOM THUITY
Koju ce mojaBiyje v I's cmobomua mpoMeHbUBa y 3aMeHU TepMOM D.



18 1. Jlam06ma pauyn

'-B:lle:Ci.Cy TEDBy:C;
'k Bl B2 . CQ[.:C/BQ]

Cnu4aHOo KAO y NPOMIJIOM CIIyYajy, IO MHIYKTUBHO] IPETIOCTABIM U j€IHOM
npasuiry npumene mobujamo na je I'v,Is[y/D] &+ Bly/D] : Cyly/D][x/Bsly/D]].
Mosxemo npernocrasuty na © #y u x ¢ FV(D), na je Csyly/D][z/Bsly/D]] =
Cslz/Bs]ly/ D] = Cly/D]. Tume je nanykunja rorosa.

IpUMeHa,

]

JIema 8 (IIpomwmpeme). Axo cy I' u I'y kouTercru, rue je I' C T'y (makime, cryn
neknapanuja [' je monckyn ckymna gexaapanuja ['1) u jom je ' B : C, onna
jeuIhTFB:C.

Jlema 9. Heka je I' =x; : Ay, 29 : As,...,x, : A, KOHTEKCT U Heka cy M, N, P
tepmu. Tana Baxke cienehe mMmnaukanuje:

e'Fs:P,runejesesS = P=5s €SA(s,51)€ 4 3a HEKO 57,

e 'z:P, roe je v npomennuBa — Fi<nax=x; u P=3 A, n
lzy,... 2,01 F A; - s 3a HEKO s € S,

'Fllz : MN:P = I'EM:syulx: M~ N :s, u P =3 s3 3a HEKO
(51782783)€R7

eI'FX: MNP = TI'FM:syull,o - MF-B:soul',2: MFN: B
nl'F1Ilx: MB:s3su P =gllr: M.B 3a Hekn TepM B U HEKO IPaBUJIO
(31a32753)€K7

e I'FMN:P = TFM:llt:ABul'FN:Awu P =5 Blx/N] 3a Heke
tepme A 1 B u HEKYy IPOMEHJbUBY I,

e I'FM:P = dses5(P=sVIFP:s).

OBy memy hemo Tarkobe ocraButu 6e3 mokas3a. Kama moriemamo mpaBuiia
IoCTaje UHTYUTUBHO jaCHO 3allTO OHA Baku. PeruMo, tepm obsmka Az @ M. N
MOTJI CMO JOOUTU caMO aKO cy Beh OMIu UCIyHeHU HEKU YCJIOBU, HA ITPUMED
na je M : s;. Twun tor tepma je yBek mpBo Heka l[[—ancTpaknmja, ma je
3aro P =5 llz : M.B (MOpaMO CTaBUTH =g jep CMO THI MO IPOMEHUIN
KOHBEP3UjOM ).

JIema 10 (ITepmyraunuja). Axo cy I'y u I'1,z: A,y : B,T'y xourerctu, a P u @
TEPMU U BAKU:

N,z:Ay:BIyFP:Q
u jom je ['y - B : s 3a HEeKo s € §, oHna je:

IN,y:B,z: A TyyFP:Q.
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306or ummenune na je 'y - B : s, 3aamo ma je I'y,y : B,xr : A 3aucra
BaJIMIAH KOHTEKCT. Ropucrehu semy 8 o mpommpemny, MOKEeMO OJOOUTH aa je
I'y,y: B,z : A Ty rakobe Bamuman kouTekct. Tama je, MOHOBO MO UCTO] JIEMMU,
uly,y: Bix: ATy FP:Q.

Jlema 11 (Penykosame). Heka cy cy I' u IV kourekctu, B, B’ u C tepmu u
Heka je ' B:C. Axo je I' »3 1" u B -3 B’ onna Basu:

e I'FDB:C,
e ["FB:C.

/oxas. Iorazyjemo oba tBphema jemHoM WMHIYKIUjOM, IO AyOwHU crabia
u3zBobhema cexkBenra [' - B : C'. MoxkeMo nmpernocTaBUTu na ce MeCUIa TaIHO
jenna [(—pemnykiuja.

Heka ce f—penyrnmja mecuiaa y KOHTEKCTY. ¥ KOJIMKO je MOCJEeNHe IIPU-
MEHEeHO IPAaBUJIO A—npaBuio, [[—mpaBuno, npuMena niau KOHBeEP3Uja, IO WH-
AYKTUBHO] XUIIOTEe3u CMO nokazauu na 17 = B : C. Ykoauko je mocienme
MIpaBUJIO TOYETaK WU cjaabibeme U PEeAyKIrja ce HUje MeCUJia y MOCIENHO0]
nersnapamuju y [, Takohe cMo roToBu MO MHAYKTUBHO] mpeTnocTtaBiu. Heka
jell=T1,2:Aul"=Ty,2: A rne je A =3 A" 1 Hera je mocientme IPaBUIO
ouno mouerak. Ilo memum 9, I'y H A : s 3a Heko s € S. VIHOYKTUBHU KOpPak
HaM Kaske ma je tama u 'y A’ : s, ma npumeHnoM mpasuiia moderak J00OUjamMo
',z : A Fx: A. Tlpumenom mpasuia koHBepsuje mnobujamo [V F x : A.
Cuyuaj rama je mocnienme TpaBuiIo O6mio ciaabibeme ce pagu CIUYHO, CAMO
HaM He Tpeba KOHBep3Wja Ha Kpajy.

Capna pasmaTpaMo mITa ce JemaBa ako ce S—peayknuja gecusia y repmy B.
YKOMUKO je mocienme npaBuio ouio A—upasuio, [[—upasusno, kouBepsuja,
IIO4YeTaK MNJIN CJIa6JLeH)e 3aBpllaBaMO IMPMMEHOM MHIAYKTUBHE IIPDETIIOCTaBKeE.
Pasmarpajmo cayuaj kazma je mocienme mpaBuiao Ouia nmpuMeHa. Tana je
B = By By, C = Cslz/Bs], rme je T'F By : Iz : C1.Co u '+ By : C (nema 9).
YKOJIUKO ce penyknuja mecuina yHyTap B; mam By, 3aBpmiaBaMoO ITPUMEHOM
UHIYKTUBHOT Kopaka. llpermocraBumo ma je omma By = Ax : C1.B3, roe je
I'FB;:C) (C) =5 Cy) m na je B' = Bs[z/Bs]. Ilpumenom neme 7 ma [+ By :

, mobujamo I' b Bs[x/Bsy] @ Cilx/Bs]. Jom jemHoMm kKOHBep3mjoM, mobujamo:
I'F Bs[z/Bs] : Colz/Bs). [l

[Iperxomua tBpbhema Baske 3a cBe PTS. Hamkamocrt, Tun Hekor tepma y
jeaHOM KOHTEKCTY HHje je IMHCTBEHO oapeleH, ajau ako J0daMO jemaH jemaHOC-
TaBaH ycJoB Ouhe.
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Hepuaunmja 24. PTS je ¢ysrmujcku axko je 4 C § X S oyurumja mu R C
(§ X 8) xS pynrmuja.>

JIema 12 (JemuucTBenoct noneine tunoBa ¢pyarunjckux PTS). Y dyHkmmjcrom
PTS, 3a kourekct I' u tepme B, C u C' rme Basku ' B: Cu '+ B : (' je
C=5C".

JenmuHo MecTo rme CcMO 3ampaBO MOTJIM CYMITUHCKU & TPOMEHUMO TUII
HEKOI' TepMa je MPUMEeHOM IpaBuiia akcuoMe mau [I—mpasmna, anu GyHEIN-
jcxu PTS mam To He mo3BoJshaBa.

Jlema 13 (Jauame ca penykuujom 3a ¢yuruujcke PTS). Hera je I' =T,z :
A,y kourekct, B u C cy Ttepmu 3a koje Bazku [' - B : C', a x je npoMeHLUBA
u Bazku ¢ ¢ FV(I'y) U FV(B). Tana nocroju repm C’ 3a koju ',y = B : C' u
C —5 (.

Nuaryunuja u3a oBor tBphema je ma O6u Ttepm B Tpebao ma mMma jenauH-
CTBEH TUIl y KOHTEKCTY KOjU MMa CBe HeroBe ciobomHe mpoMmeHsmpuBe. Tana,
monaBame neknapanuje x : A He 6u Tpebasno nmra na npomenu (nakue, C' He
6u Tpebasno na 3aBucu on x). Mnak, x moxke ma ce nmojasu y C, anu he ce
U3TyOUTH HEKUM [5—penyKIumjama.

Jloxas. Pagumo munyknujy mo u3dBohemy cekBenTa I' - B : . 3aHUMILUBU
caydajeBU Cy Kaja je MOCJeNmhU KOpak A—IPaBUJIO U IPUMEHA.

Pemuvo ma je B = Ay @ B1.By, C = Ily : B1.Cs. Tapna je I' - By : sy,
Ny: BiFCy:souly: Bl F By : (5. Ilo "HAYKTUBHO] MPETIOCTABIN j€
I',TobF By sy uly, Iy, y: By F By : C) 3a mHero Cy —5 Cf.

IMlomemn 9, C) =g s € Sus:so € Anm Ch:s € AU s =Sy O jequn-
cTBeHocTu TunoBa. Ilpumenom A—mnpasuna, nobujamo 'y, I's = Ay : By.Bs :
Iy : B;.CY,.

Heka je cama B = By By u C' = (Cyly/Bs]. Kako je mocmenme mpaBuiio
npumena, ' - By : [y : C1.C5 u I' + By : (. Y3 UHAYKTUBHY TPETHIOCTABKY,
UYepu-Pocepa u jenny kouBep3ujy, nobujamo na nocroje Cy -5 Cl u Cy —5 ()
tako ma je ['|,I'o F By : lly : C1.C, u I' = By : C]. Canma mpaBuioM IpuMeHe
mobujamo I'1,Ts = By By : Cyly/Bs]. Tume je unmykuuja rorosa.

]

IMocnemuma 2 (Jauame 3a ¢yuruujcku PTS). Y dyurumjcrkom PTS, mera cy
I'y,z : A, Ty korTercr, B u C npomensuse u Basku © ¢ FV () UFV(B)UFV(C).
Baxu jom ma I'y,z: A,I'y - B:C. Tanma je ['[, s+ B : C.

’He Tpasumo na je moMeH GyHKIUje 4 3aIpaBo CKyT S HUTH 14 je JOMEH CKyTa K 3ampaBo
CKyIl § X §, caMO na Cy IOMEHM IOACKYIOBUM THX CKyIOBa (pemoM).
y ) y y y
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Loxas. 13 neme 13 3mamo gma I't,I's F B : C' roe je C —5 C'. U3 ngeme 9 je
C=seSuml,x: ATyF C:s. Y upsom cayuajy je C = C’. Y apyrom
cayuajy je I'1,T's F C' : s mo memnu 13, ma ¢cMo roToBu y3 jenny Kousepsujy. [

1.2.3 CsojcTrBa Hekux PTS

3a nmorpebe osor morsassa, yzehemo nma je ckyn coptu S = {x,0}, a cryn
akcuoma 4 = {(x,0)} (ommocmo 4 = {* : O0}). Unryurusno raemano, * he
HAM TVIYMUTU YHUBEP3YM JIOTUUKUX MCKa3a. 3aTO NEeMO M KOPUCTUTHU O3HAKY
Prop ymecTo * Kama mpudyaMo O UCKA3UMa y OBOM CUCTEMY.

Karo 6ucmo masio omakmadu 3anuc, yBemhemo jom noramuje. 3a llx : A.B
numemo A — B kana © ¢ FV(B). Ilo norosopy, urepupasa — je acoumpana
yaecHo, mro 3Haun ja A - B - C=A— (B — ().

Cucrem F

Kako Oucmo creknu mHTyunujy 3a pan y HekoMm PTS| mpencraBuhemo oae
Cucrem F. Y oBom meny, naahemo Buime mpumepa Hero mokas3a (Ieo TUx
npumepa upeyset je u3 [9]). Kacuuje hemo ce Bparuru nokasusamy Teopema
o ApyruMm cucrteMuma (mpBO jemuum jemnocraBHujuM on Cucrema F| a 3atum
U pauyHy KOHCTDYKIHja KOju he OUTU KbydaH 3a HAII IPOrpam).

Cuctem F' (uecro u A2) 6ulie PTS ca ckynom npasuia Ry = {(*, *, %), (, *, %) }.

OsaraB ckyn mpasuia omoryhasa [I—ancrpakmuje obauka Ila : A.B rme
cy A: % u B : x (mnpaBuio (*,x,%)), amu u obmura I1X : *.Y rme je YV : %
(mpaBuio (O, %, *)).

[IITa oBo 3HAuUM 3a JOrMKYy KOja he OmTu m3oMopdHA HAIIEM CUCTEMY?
Cerumo ce ma je * = Prop Tun mpemukara mam muckasza. ll—amcrpakmuja
rnymuhe Ham kBantuduraTop V. Twun Ila : A.B npeBomumo kao ,,3a CBakd
noka3 a uckaza A, Baxku B’ . I'emepasno, B mehe 3aBucuru ox a, ma he oo
6utu npocta uMmmimkanuja u 3anucusahemo A — B. C apyre crpane, Tum
I1X : Prop.Y ka:ke mam ma 3a cBaku ucka3 X Bazku ucka3 Y. OBo je, makie,
KBaHTU(UKATOD APYTOr pella jep Ipudya O CBOjCTBY HEKOI' MCKAa3a.

ITpumep 8. 1IA : Prop.A je Tun koju Ou ce y JOTUIM TPEBEO KAO ,,3a CBAKU
ucka3d A Baxku A” . OBo, HApaBHO, HE CMe OUTU TAYHO WHAYE j€ HAIl CUC-
TeM KOHTPaAWMKTOpaH. bam 3aTo oBaj TUI 30BEMO KOHTPAIWKIVja M O3-
navaBahemo ra ca False. Peniumo na je f : False Heku mokas KOHTpaIuKnuje.
Tana je A:Propt (f A): A, omsocro (f A) je moka3s muckasza A 3a 6uiao roju
ucka3. OBo oarosapa mpaBuiy ,CBe CJIeOUW U3 KOHTPAAUKIUje’ TPUPOIHE
nenyKIuje.
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IIpumep 9. Tepm AA : Prop.A\a : A.a uma tun I1A : Prop.Ila : A.A (omHOCHO
ITA : Prop.A — A) y cBakom koutercry. Oaj tun ogrosapahe peuenuru ,,3a
cBaku ucka3z A, A = A,” Koja je, HapaBHO, YBEK TayHA.

Jorm jemma jaka crpana oBor cuctema duhe moryhHOCT mpaBshbema TUIOBA
nonyt Bool, mapoBa, npuponguaux 6pojera... Cana hemo mmycrpoBaTtu TO.

Y3ehemo ma je Bool = 11X : X — X — X. Osmaummo mBa Tepma TOT
TUTIA ca:

T=XX :x)x: X\y: Xz
F=XX:x)Xx: X)\y: Xy

Tepaumo, Ge3 mesor mokasa, na Cy TO jeauHa ABa TepMa Tor Tuna (y
OPa3HOM KOHTEKCTY). 3amcra, ako MOCMATPAMO CAMO TepMe y HOPMAJIHO]
dopmu, mopamo ma ypamumo 3 A—ancrparimumje (AX @ x, Az : X u Ay : X) n
Ha Kpajy MOpaMO HaBECTHW HEImTO Tulla X, a JeIMHO Cy HaM Ha pacIojiarakmby
x n y. Tepme Koju HUCY Yy HOpPMAaJIHO] (POPMM pemaBaMO CTPOrOM HOPMAaJI-
n3anujom (kojy mHehemo nmokaszarwu 3a oBaj cucreMm, Mana he oHA Ba:KUTH).

Pemumvo ma je B tuna Bool, a v u v neku tepmu tuna U. Ila gwm mocroju
Ha4yMH Oa pasiaukyjeMmo kaxa je B =T, a kanma je B = F7 Ilpenusnuje, na
I MOYKeMO HampaBuTu ,if-else” xkomamny koja Bpaha u kama je B =T, a v
kana je B = 7 Vcnocrassma ce ma je TO BeoMa jeTHOCTABHO aKO IOTJIEIaMO
nepunuimjy osux tepma. Ono mro Tpaxkumo je B U u v. ITocmaTpajmo Gera
pPenykKIujy oBor TepMa kKama je B =T

TUuwv=AX:xXx: XAy: Xx)Uuwv
—g (Ax: Uy :Ux) uwv
—5 (Ay :Uu) v

—»5 u
Cauuno he Outu kana je B = F':

FUuv=MX:*xXx: X\y: Xy Uuw
—5 (A : Uy : Uy) u v
—5 (Ay:Uy) v

H—)g’l)

Jor jeman Beoma 3nauajan Tun 6uhe Tun npupogaux 6pojesa. IIpobahemo
[a MOTUBUIIEMO KaKO OmcMO momiau a0 Tor tuna. Cranmap oy HAYUWH 13 UX
nepunumemo je na mmamo objexkar 0 u pyurmujy S : N — N, a cBaku 6poj he
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6utu obmmka S(S(...(5(0))...)). Y myxy namGma padyHa Derau OUCMO xa
je:
N:+0:NS:N->NFS (S (...(50)...)): N.

Axko canma ,ucmpasHuMO”’ KOHTEKCT, H00MjaMo:
FAX txXo: XAs: X > Xs(s(...(s0)...): IX:xX > (X - X) > X.

N3 oBor pasnora ysehemo na je tun npupomuux 6pojeBa dam Int = I1.X :
* X — (X — X) - X. Ilonoso, 6e3 noka3za, TBpAUMO na he jeauHu TepMu ma
6yny obuuka AX :xXo: XAs: X — X.s (s (...(s 0)...)) u mux hemo 3BaTu
npupoaauM OpojeBuMa. Bpoj n 6buhe mpencTaB/beH OHUM TEPMOM y KOMeE ce
S TIOHABJbA N yTa, MAKJE:

O0=2X:x)Xo: X )Xs: X = Xoo
1=AX:%xX0: XAs: X - Xso
2=AX:x)o: X As: X = X.s (s 0)

Ca oBako neduurcanmM npuponHuM OpojeBuma mMohm hemo na nedus-
UIeMo U omnepaluje cabupama u MHOKewma. [locmarpajmo craenehu Tepw:

AX ko : XAs: X > Xn X (m X o5s) s,

rae cy m u n Hekn O6pojeBu tuna Int. Tobujenu tepm onrosapahe tepmy
Koju oaroBapa Opojy n+m. Wneja je buna na y TepMmMy n e ce S TOHABJLA
n myTa, IOMepUMO modeTak (TO jecT 0) 3a m:

m X os—»gs"(0)
n X s"(0) s »5 s"(s"(0)) = 5" (o).

IIpumep 10. Y3mumo n =1 1 m = 2 1 mocMaTpajMo penyKIUjy HaIler TepMa
(urmopumyhu amncrpakuuje Ha TOYETKY ):

n X (AXg:xXo2: Xo.As9: Xog = X5.59 (52 02)) X 05s)s—gn X (s(s0)) s
(AX7 :xXor : X Asp Xy = Xi.sp01) X (s (s0) s—ps (s (so)).

Kama BpaTtumo amcrpakmnuje oBo he 6uTu TepMm Koju oarosapa Opojy 3.

Moskemo mobutu 1 3aTBOPEHU TEPM KOjU IpeacTaBsha cabupame:

p=Ax:Int Ay : Int.AX : xdo: XAs: X — Xz X (y X 0 5s) s.
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CauvHOM maejoM MOKeMO HoOuTH U MHOkeme. OBaj myT, yMECTO Ia MEH-
jamo o, memahemo s. 3a OpojeBe m U N, HBUXOB MPOU3BOI MOKEMO IMIPEI-
CATBUTU KAO:

AX ko XAs: Xon X o (Ax: Xom X zs).

Tepm Az : X.m X x s nupencraBiba QYHKIUjY KOja 3a HEKO T Bpalia meron
m—TU clenOEeHuK, Ha Kala Ty (QYHKIUjY HPUMEHUMO N IyTa Ha O 3anCTa
nobujamMo mn—Tu ciieadbeHuK Opoja o.

Hasxanoct, Hehemo mohu na mocTtaBMMO HEKe TeopeMe O OBUM OpOjeBUMA.
Twun uckaza o uekom m : Int 6m 6uo Int — Prop. la dbucmo dopmupanu taxkas
TepM, mOoTpebHO HaMm je mpasuio (%, s) 3a meky copry s. OBume hemo ce
baBuTu KacHuje, a 3a camxa hemo crknonuTy mpasmio (O, %, %) kako Oucmo
OKa3aJii HeKa CBOjCTBa O TOM, jeIHOCTABHUjeM, CUCTEMY.

Jlambma pauyH ca HIPpOCTUM THUIIOBUMA

Iedmuunuja 25. Jlambna padyH ca IpOCTUM TUIIOBUMA JAT j€ CIeuOUKaI-
jom A(S, 4, Ry—~), rme je Ry— = {(x,*,x)}. OsmauaBamo ra jom ca \.

Osaj cucrem npsu 1yt je yBeo Yepu [5].

[TomTo HaM je ckyn mpaBuja TaKO OrpaHUYeH, jeaumHe [I—amcrpaknuje y
A7 ouhe obmura Iz : A.B rme je A : Prop u B : Prop. Camum tum, 6umhe
memoryhe na B 3aBucu on x, ma je llx : A.B = A — B, omaryie u mona3u
o3naka A\~ . KacHuje majemo u mokase 3a oBa TBphema.

Ucnocrasma ce na he jenuHu M3BOAUB CEKBEHT KOjU MMa IPA3aH KOHTEKCT
outu F x : 0. To mam Beh mokasyje KOJIMKO je OBaj cucTeM cJaabuju on
Cucrema F', anu y Hempa3HOM KOHTEKCTY UIIAK MOKEMO HEIITO yPaauTH.

Teopema 5. Y rourercty A : Prop, B : Prop Bakmu:
A—-(A—-B)— B
(mmm A = (A = B) = B 3a cBaka aBa uckasza A u B).

Zoxasz. Tlorpebuo je camo ma mHalhemMo TepM KOju WMa HaBEOEHW TUI. 34
[IOYeTakK, MPEeTIHOCTAaBUMMO Oa MMaMoO OokKa3 ox A u mokas om A — B u 03-
HaunmMo ux ca a u ab penom. Hakmne a: Awu ab: A — B. Caga 1aK0 MOKEMO
nahwu tepm Tuna B jemnom mpumenom: (ab a) : B (oBaj TepMm HaMm miycTpyje

Monyc-tionenc). Kama ce To cmojumo y jemso, mobujamo Aa : Alab : A —
Baba:A— (A— B)— B. [l
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Hucmo morsm pehu ,,3a csako A : Prop u 3a cBako B : Prop Basku A —
(A — B) — B” 3aro mro 6u ce to npeseso y tun IIA : Prop.IlB : Prop.A —
(A — B) — B koju HaM HUje HO3BOJbEH HamuM ckynom mpasuia (y Cucremy
F je mossosen npasunom (O, *, x)).

MoryhzocTuy oBor cucrema HUCY BesqmKke. JenuHM MCKa3uW Koje hemo mohm
Ia mocMaTpaMo y meMmy Omhe oHU KOju ce rpae U3 UCKILYUYUBO MMILIUKAI]A.
WNnaxk, 6am 360r cBoje orpanudene mohu, A\~ 6mhe npBu cuctem y kKome hemo
mMohu ma mokaskemo jaky HOpMmasdusanujy. OHO IITO claeau je JOKa3 CTpore
HOpMaJI3anuje 3a A\, Koju je mpeyser u3 [13].

Jlema 14. Jemunu tepMm tuna [ je *.

Zloxas. 1lpBo, mpuMeTuMO ma He MO:KeMO yBecTu mpomenmuBy tuma [1. Ilo
npaBuanMa 3a onpebuBame Tuma, jeaumHa MOryNHOCT OCTaje HEeKa COPTa Ol-
HOCHO *. []

Hedbuuunmja 26. Tepm P je mun y A7 xama je I' F P : x 32 HEKM KOHTEKCT
r.

Jlema 15. CBaku Tun je mpoMmensbuBa uiu je obauka [lx : A.B 3a Heke Tumnose

Au B.

Jloxas. 1lo mpaBunuMa u3Bobhema, CBU TEePMU TUMA * CY COPTE, MTPOMEHJLUBE
unu [z : A.B. He mocroju copra 4mju je Tum *, ma ocrajy TPOMEHJbUBE U
[I—ancrpakumje. Kako je jemmHo HO3BOJBEHO NMpPABUIIO (k,*,%*), MOpa OWUTH

A:xu B: *. ]

Jlema 16. Hexra je T tun. Tana je T npomensmuBa unu je T = A — B 3a Heke
tunoBe A u B.

Jloxas. Nunykmujom mo ciioskeHoctu Tepma 1, menehu Ha ciydajeBe mo JieMu

15. ]
Ilocnemuna 3. Tunosu cy crporo HOpMaam3yjyhu.

3a moka3 cTpore HOPpMAJU3AIM]jEe 3a CBE TepMe, HauBHA UHIYKIMja IO Tep-
MUMa Ha:KaJOCT He mposaszu. lloTpebHO je ma 3HayajHO OjayaMoO WHIYK-
TuBHY mnpetnoctaBky. IIpBo hemo 3a cBaku Tun T yBecTu CKyI jako HOP-
manusyjyhux tepma L(T). 3arum hemo moraszatu ma 3a cBako ¢ : T Basku
na Kama y t CyOCTUTYHUIIeMO CJI000mHE MPOMEHJ/bVMBE HEKUM TepMUMa, OOOu-
jamo emement ckyna L(T). Cnemujasno, MOEHTUYKOM CYICTUTYIUJOM TUX
npomensprBux nobuhemo na je t € L(T), To ject ma je cTrporo HopMaan3abu-
JIaH.

Hedmuumnmja 27. Cxkyn SN je ckynm cTporo HopMmaausyjyhux tepama.
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Hebunnnuja 28. 3a csaku tun A ysomumo ckyn L(A) koju je mepunucan
VHIYKTUBHO:

e 3a npomensuse P, L(P) je ckyn cBuUX cTpoOro Hopmauau3syjyhux repma
p 3a Koje mocToju KoHTeKcT ' Tako na ['Fp: P,

e 3a A— B, L(A— B)={m | ¥n € L(A).(m n) € L(B)}.

Jlema 17.
L(P) C SN.

Joxas. Nanykuujom o P. Ako je P upomensmusa, u3 nepunurnuje L(P) C
SN. Heka je P=A — B. Cana je L(A — B) = {m | Vn € L(A).(m n) €
L(B)}. Kako je (m n) € L(B) 3a cBako m € L(A — B) u n € L(A), moxem0
3akmpyunTy na je (m n) crporo mopmamusyjyh. Omarne ciaemu ma je u m
cTporo HopmaJsu3yjyh u moka3s je 3aBpIIIeH. ]

Jlema 18.
m € L(P) Am —»gm' = m' € L(P).

Loxas. Nunyruujom mo P. Axko je P mpomensmuBa, ouma je m € SN. Tana
jemm' € SN um': P, na je no nepunauruju m’ € L(P). Axo je P = A —
B, mno6ujamo na 3a cBako n € L(A) Baxu (m n) € L(B). Ilo mEIYKTHUBHO]
npernocrasuu je u (m' n) € L(B), na nobujamo na je m’ € L(A — B). []

Crneneha smema kaske ma MoxkeMO na ,,00pHeMo” jemny [(—penyruujy u
ocranemo y ckyny L(T), mro he mam racuuje natu MoryhRHOCT ma DOKa:KEMO
na cy A—abcrpakuuje y onrosapajyhem ckymy L(A — B).

Jlema 19.
Vt.(Vt’.t —3 t —= t' e L(T)) = te L(T)

Zoxas. Nanykmujom o T. Axo je T npomenssuBa, onna je csaku t' mobujen
jemHoMm penykmujoMm onx t jako HopMmanausyjyh mepm tunma 1, ma je u t jako
HopMmausn3yjyh repm tuna 7. ITo nepurnunju, t € L(T).

Axo je T = A — B crBapu ce mayo koMmiaukyjy. Ilo mEIyKTUBHOj mpeT-
IIOCTaBIM MMaMO:

Vi.(Vt't »5t" = t' € L(B)) = t € L(B). (1.1)

durcupajMo HEKO M 3a kKoje Baxku Vn.m —zn = n € L(A — B). Ke-
auMo na nokaskemo m € L(A — B). To je ekBuBasentso ca Vn € L(A).(m n) €
L(B). Ilo nHAyKTUBHO] MPETIOCTABIM, TOBOJLHO j€ MOKA3ATH:

Vn € L(A).Yw.(m n) g w = w € L(B).
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3a oBo TBpheme KOPUCTUMO MHIYKIHU]Y 1O HU3Y OeTa pemyKIuja O n:
3aaMo na je n € L(A), ma je n € SN, TO jecT CBaku HU3 PEIyKIUja C€ 3aBP-
maBa y HEKOM ng. [lokaszyjemo ma je:

Vw.(m n*) g w = w € L(B)

3a n —»gnt.

ITo nemu 18 je n* € L(A). IlocmarparpajMo HAjIy:KU HU3 PEAYKIUja O
n* u Hera je o myskuHe N. Axo je N = 0 omma je n* = ng, ma mMamMo Oa
je w = (m' n*) rme je m —g m'. To mam nmaje ma je m' € L(A — B), na je
no medpununmju tor ckyma (m’ n*) € L(B). Hame muaykumjom mo N. Axo
je w = (m' n*) nokas pamu mcro rao y 6asu. Cama je w = (m n') rme je
n* —5 n'. Hajsehwu 6poj penyrmuja ox n' mo ng je cBakako mMamu on N, ma
[0 MHIYKTUBHO] MPETIOCTABIM UMAMO:

Vw'.w —gw = w' € L(B).

Cana je, mo MHAYKTUBHOj npeTnocTtasnu 1.1 npuMemenoj na w, u w € L(B)
YyMe CMO 3aBpHINIU 00e MHIYKI]jE. [

Jlema 20. Axko 3a cBako a € L(A) Baxku blx/a] € L(B), onna je Ax : Ab €
L(A— B).

Joxas. Kemnmo na moraskemo nma je 3a cBaxo a € L(A): (Ax : Ab) a € L(B).
3uamo na je v € L(A), na je blz/x] € L(B), to ject b € L(B), na je b € SN.
Takobe je a € SN. Canma pamuMo MHAYKIMjy 1O 30Upy MaKCUMaJHOT Opoja
penyknuja a u b 1 mokasyjemo:

Vw.(Az : Ab) a -5 w = w € L(B).

Ako je w = blz/a] mo ycnoBy meme mmamo ma je w € L(B). Aro cy a u
b y mopmasHoj popmu, mopa butu w = blx/al, ma cmo oBume mobunau GaszHu
caydaj. Aro je w = (Ax: AV) arme je b —p b, 10 MEAYKTUBHOj IpeETIOCTABIN
nMaMoO 1a je:

Vw'w =5 w = w' € L(B)

mro no nemu 19 maje w € L(B). CamyHo MOKEMO ypaauTH Ciydaj Kaaa je
w=(Ax:Ab) d rme je a—pd.
Capna, y3 npumeny sgeme 19 mobujamo (Az : A.b) a € L(B). [l

Konauno, nmonazumo no tBpbhema Koje CMO MOMEHYJIU HAKOH HOCTequie 3.

Teopema 6. Heka je FV(b) = {xy,29,...,2,}, a; € L(A;) m x; : A; € T 3a
i=1,2,...,n. Taga ' b: B = blxy/ai][z2/as] ... [2n/an] € L(B).
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Zloxas. NunykmujoM mo cTpyKTypu b:
e Ako je b=y, ouna je I'Fb: Ay u b[zy/a1] = a1 € L(A).

e Arko je b= (m n) mopa 6utu ' -m: A — Bul Fn: A 3a zHexkn tun
A. Tlo wmmnykruBHOj npernoctasiu je m' = mlzy/ai][za/as] ... [x,/a,] €
L(A — B) u n' = nlz1/a][xs/as] ... [xn/as] € L(A), ma je no mepununumju
ckyna L(A — B)u (m'n') € L(B). Ouna je u (m n)[x1/ai][za/as] ... [x,/a,] €
L(B).

e Ako je b=Xx : Am, ouma 'z : AF-rm: M u B=A— M. Cana, mo
VMHIYKTUBHO] IIPETIOCTABIM, 38 CBako a € L(A) Bamku

mlzy/a1][za/as] . .. [xn/an][x/a) € L(M).

ITo memm 20 mobujamo na je Az : A.(m[zy/ai][xe/as). .. [xn/as]) € L(B).
Kako ce mpomensuBe x; He MOry IOjaBJbUBaTU y TUIY A, oBaj TepMm je
nneHTrdaH TepMy b(xy/ai|[xe/as] . . . [xn/ay).

TuMme je MHAYKOMja TOTOBA. [
Teopema 7. Caku Tepm m je cTporo HOpmaau3yjyh.

Zloxas. Pemmumo ma je I'-m : M. Cana je, mo Teopemu 6,
mlxy/x][xe/z] . .. [xn/xn] € L(M),

rae cy Ii,Ts,...,T, caobomHe npomenmuse y m. Iakmxe, m € L(M), na je
m e SN. [

PauyH KoOHCTpYKIHja

Pauyn koucrpykuuja (nouekan AC') je majrommiekcuuju PTS koju hemo oBne
pasmarpartu. YBeo ra je Kokan [11] u meroBa BapujaHTa YMHU OCHOBY 3a
morasusau Coq. Ilat je ckymom npasuia Ro = {(x, *, ), (O, *, %), (x0,0), (O,0,0)}.
Ilakae, mpaktuyno cse [[— ancTpaknuje cy HaM JO3BOJbEHE U HE MOPAMO BUIIE
Jla TMa3uMO Ha TO.

WNcnocraBma ce ma, yOIpCcKOC TOME IITO jé OBaj CUCTEM TOJUKO OOTaT, OH
1 Iajbe 3a0BOJbaBa CTPOHTY HopMaausamujy. Hasomumo oBo TBpbheme Ge3
[OKa3a, Koju ce Moxke nponahu y [6].

Teopema 8. CBu TepMu pauyHa KOHCTPYKIUja Cy CTPOro HOpMaau3yjyhn.

OBo cBojcTBO Ouhe KILYyUHO Y HOKa3y ciaeneher.
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Teopema 9. Ceksent - f : 1A : x. A HUje m3BOIUB.

Tun ITA : x. A npencrasma Tun False mro cmo HaBenu panuje. Ako 6um
noctojaso f : False, onma 6u cBaku nckas 61O MOKa3UB, jep OBaj TEPM 3aUCTa
rOBOPH ,,3a CBaku ncka3 A mocroju tepm tuma A’ .

Jloxas. IlpernocraBumo cynpotHo. [lo TeopemMu 8, MOKeMO TPETIOCTABUTU
na je f y mopmamuoj dopmu (makiae, e canpsxku penekce). Tarobe, f mema
cs060IHUX MPOMEHJBUBUX jep je koHTekcT nmpasan. Cama je f = AA : x.f', rue
je A:xF f': A u jenuna cnobomua npomenmuBa y f' je A. WMumyrumjom
mo cTpykrypu TepMma f' mokasyjemo ma oo muje moryhe. Axo je [ = A,
ouna je A : x - A : A. Ilo jemuHcTBeHOCTM THUIOBa, MOpa Outm A =z *,
mTo Huje moryhe. Axko je f/ = Az : XY, tana je A : xF Ax : Xy : Iz :
X.Y, ma je monoBo mo jemuacTBeHoctu Tunosa Iz : XY =3 A mro omner Huje
moryhe. Axko je f' = M N, ouma je A :xF M : Ilz : X.A. Karo je M y
HopMaaHoj ¢popmu, M je mnu A—ancrpaknuja, uau je M = A. IlpBu cayuaj
naje M = Az : X.f" rme je A: x+ f”: A mro muje moryhe mo uHIyKTUBHO]
npernocrasnu. pyru ciayuaj naje Ilr : X.A =3 %, mTo noHoBo Huje Moryhe.
Komnauno, ako je f’ mexa Il—ancrpakuuja, ogna je A : x = f': s roe je s copra,
na je A =g s, mrTo moHOBO Huje Moryhe. [8] [

Pauyn korcTpyknuja 6uhe ocHOBa 3a HAII TporpaM Koju Tpeba ma mpoBep-
aBa Teopeme. Cana hemo y map mpumepa UIYyCTPOBATU KAKO TO PAJIMA.

ITpumep 11. Penumo na skenmMo na nepurHUIIEMO IpupoaHe OpojeBe. Y 3ehemo
TUINI TPUPOAHUX OpojeBa nat : % ¥ TO MPBO CTABHAMO Yy KOHTEKCT. Pasior
IITO UX CTaBJHAMO y * je IITO 3aMCTa HeMaMO IPYTLY COPTY Yy KOjy Oucmo
morsm ma ux cmectumo ([ Hema CBOj TUI, Ta CAMUM TUM HE MOKE CaAp:KaTh
npomensuse). Jlame, sxeaumo na npesememo I[leaHoBe akcmome Ha pauyH
koHCTpYEKNUja. IIpBo HaM Tpeba jemHakocT, KOja joIl HUje HUTAE Ne(PUHUCAHA
- Tako3Bany JlajomumnoBy jemmaxoct.® Wmeja je ma ako cy mBa Opoja wmcra,
OHZAa Y CBAKOM MCKa3y MOYKEMO jenaH na 3aMeHuMO ca npyrum. O0jerar Koju
npencraspa Jlajorumnosy jemraxoct 6mhe eq : nat — nat — Prop. Hakme, ona
y3uma 2 mpuponna 6poja m Bpaha mckaz (o muma). Cana momajemMo mpse
aKCUoOMe, KOje Triace:
eq; - Iz : nat.eq x x,

eqe : IIP : nat — Prop.Ilm : nat.Iln : nat.(eq m n) - P m — P n.

I[IpBa om oBUX je cacBUM jacHa - KayKe Na je CBaKU OpPOj T jeoHaK caMOM
cebu. lpyra akcuoma Kaske ma 3a CBaku npenukar tumna nat — Prop m cse

30Ba jemmaroCcT je pas3iuuUTa O =g. Penammju =p 3ampaBo Hehemo Mmohm na
,IPUCTYyIMMO” KaJa TOKa3yjeMO TeopeMe, OHAa je Ty 3a MPOBepPy MCIPABHOCTU IOKA3a.
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npupoaHe OpojeBe m U n, aKO Cy M U N jeAHAKW U Baku P m OHIa BaKku u
P n. OBo he mam omoryhutu ma mokaskeMO HEKa OCHOBHA CBOjCTBa, PEIMO
[a je jemHakoCT KOMyTaTwBHA. 10 TBpheme mpencraBmeHo je tunom lIm :
nat.Iln : nat.(eqg m n) — (eq n m). Tepm koju nokasyje maro rBpbheme nouehe
ca Am : nat.An :nat.Ap : (eq m n). rue je p 3anpaBo MPETIOCTABKA Aa CY M U N
uctu. Cana :KeauMo 1a TPUMEHUMO eq, na mobujemo eq n m. 3a P ysehemo
Ax.eq x m. Tepm Koju moka3syje KoOMyTaTUBHOCT Ouhe:

eq. = Am : nat.An : nat.\p : (eq m n).eq. (Ar.eq x n) m n (eq; m)

Saucra, P m =3 eq m m je mora3zaHo TepMoM (eg; M) OHAKIE Clenu
P n =3 eq n m. Jlemora oBora je mTO MM padyHapy HE MOPaMO HUIITA
na objamrmaBaMO - MU CaMO YHECEMO TepPM 3a KOju KaKeMO na je TOKa3, a
BEroB 33aTaK je Ma M3padyHa TUI TOT TepMa. ¥ OyayNHOCTA MOKEMO KO-
pUCTUTHU eq. Kao ckpahenuny 3a Ham mgoka3. Takobe, mucahemo x = y kKao
ckpahenuny 3a eq x y.

Capna 6ucMmo ma momamo HyJIy u QyHEIUjY cienbenuka: 0 : nat, s: nat —
nat. AkcumoMme Koje Be3yjy oBa aBa objekra Ouhe caenehe:

snotzero : IIn : nat.s n = 0 — False

sing :llx :natlly:nat.s xr=sy—>xr=y

l'ope ce mojaBuno p — False rme je p : Prop mexku mcra3. OBo 3ampaBo
IpeacTaB/ba HETANU]y - aKO BAKU P, HOOMjaMO KOHTPAIUKIA]Y.

Ocrano je jom momatu mHAYKIUjY u omepamnuje. Vuayknujy mnomajemo Ha
cinenmehu HAYMH:

ind : IIP : nat — Prop.P 0 — (Iln : nat.P n — P (s n)) — Iln : nat.P n.

Omnepanuje + u - Hehemo pazmarparu oBIe 3aTO mTO TepMu Beh mocrajy
IPUJINYHO BEJIVKU.

OBuM TPUCTYOOM MOKEMO YpamuTu MHOTO. MokeMo mnomaTu JIOTUYKe
omepatope A m V, kBaHTUGUKATOP I U uckbydewme tpeher: Ilp : Prop.p V
(p — False) (roje Huje mOKa3UBO y mpa3HOM KOHTEKCTY). Mmak, mocroje HeKu
npobJieMu.

Cucremu Behu on pauyHa KOHCTpPYKIHja

[IpBu mpobsem KOju ce mojaBi/byje Kada KOPUCTUMO PadyH KOHCTPYKIHTja je
IITO MU Hallle CKyMoBe objekara cTaB/haMO y *, MAaKO OHM HEMAajy Be3e ca
uckazuma. Ilocnenuna tora je ma hemo moHekan mohu ma MOKa;KeMO BUIIIE



1.2. Jlam0pma pauyHHU ca TUIOBHMA 31

CTBap® HEro y, PEIrMO, JIOTUIM BUIIEr pena ca MCTUM KOHTEKCTOM. Pem-
eme Ou OmiIo momaTu COPTy Koja he Outu copTa objekara W NPBU KAHIUAIAT
maMm je [J. Ako 6ucmo momanu akcuomy [J : [, Moram 6ucMO ma yBOIUMO
npomenssuBe tuna [l. Haskamoct, TakaB cuctem Beh He 3amoBoJsbaBa CTPOryY
HopMmasim3anujy. He camo To, Beh mocroju Ttepm tuma False (mapasno, Taj
TepM Huje y HOpMauiHoj ¢popmu). [10]

Hpyru mauun je momatu copte ,u3uan’ [1. Heku morasuBaum Teopema
y3uMajy OBaj NPUCTYN - uMajy OeckoHAUHY Xxujepapxujy coptu Type, rae
je Type; : Type,.; u Prop : Type,. Tana cy copre msman Prop mamenecue
3a oD0jekTe, mok Prop mp:um camo mcka3e. Jom jemHa MoryhHOCT je momaTu
copry A u akcuomy A : [ ca omropapajyhum ckymom npasuia. Pazmurimao
caM O TOMe, ajd HUCAM YCIeOo na IOKaKeM na he TakaBU CUCTEMHU OUTHU
KOH3UCTEHTHU, 11a CaM OAJIYyYHO Ma Ce 3aIP/KUM Ha PAYyHY KOHCTPYKIUjA.

HeKI/I JOKa3nBa4du PIMaJy 1 00 0JaTHE TUIIOBE - TAKO3BAaHE MHAYKTUBHE TUIIOBE.
NUneja je ma ce y tuny mepuHUNIy caMO KOHCTPYKTOPHU, a CUCTEM CaM IOIa
mra je morpebuo. Ha mpumep, rkom mpupomaux OpojeBa y mpumepy 11, mMum
ducmo camo mepunucasau 0 : nat u s : nat — nat, a cucrem 6u o oxpebhenom
aJITOPUTMY 3aKJ/bYYMO IITa CBe Tpeba ma mona.
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Jlambnma pauyn




2 HVMmnaemenrTamnuja

Y oBOM moOrJiaB/hy hemMo YKPaTKO ONMMCATUA UMIIEMEHTAIN]Y WHTEPAKTUBHOT
MOKa3MBava W OaTU Map IprUMepa HEKUX MTOKAa3a.

Jesuk koju je xopumhen 3a mMmmiueMmenranujy je C#. ['maBue wiace y
nporpamy cy LambdaTerm, PTSDefinition, Context u TypingRules.

LambdaTerm

3amaTak OBe Kjace je na Ol HMU3a KapKTepa HalpaBU JIPBO KOje MpencTaBiba
Tepme jambna pauyHa (ca TumoBmMa). Joml jemaH, MHOTO TEXU 3aIaTak,
je ma ypaam cBa IpEeMMEHOBama IPOMEHJLUBUX, MPOBEPABa je THAKOCT TEPMa
(npeko [—HopMmasHe (opMe) W masu na Hemamo ,uieranse” Tepme. OBba
KJaca je HajOMTHUja jep ce y HO] OABUjajy CBe TpaHchopMaluje TepMma U
[Ie0 MpOorpaM 3aBUCHU OJ He. 3aTO je KylaHa ca MOCEOHOM MaKHOM U TPaKU
BeoMa crenupryas GopMaT y KOMe ce TeEpMU yHOCe, J1a CUI'YPHO He O [OLIIO
IO T'DEIIKE.

PTSDefinition

Knaca y xojoj ce nepunume PTS, omHOCHO H,0] JajeMO CKyIl COPTH, aKCHOMA
u upaBuaa. OBa kmaca He Ou Oumsna moTpebHA Kama OMCMO XTenau Oa ce
OIrPAHUYMMO CaMO Ha PAaYyH KOHCTDPYKIMja, ajii OBAKO je MHOIO JIaKIIe IIpe-
bamuTu ce Ha Heku npyru PTS m mobutu pesyarare y meMmy.

Context m TypingRules

OsBe 1nBe Kiace 3ajedHO YyBajy KOHTEKCT ¥ MPOBEPABA]y THUII CBAKOD TE€PMA.
[IpoBepa Tuna ypabena je pekyp3uBHO U IPBO U3BODhHema TUMA CE HE U3BOAU
EeKCIJINIIITHO, MaJla je YBEeK MOryhe pEeKOHCTPYUCATH ra.

OsBe uyeTupu Kja1ace 3ajeqHO HAM Ja]y CBe IITO je Y TEOPUjU MOTPEOHO na MU
noka3yjemo Heke teopeme. Mmak, 3a yoBeka je roTtoBo Hemoryhe ma yHOCH
cBaku TepMm caM 3a cebe. Jloka3zum HEKUX TeopemMa MOTY UMATU U XUJbAIE
KapakTepa, ma HaM je moTpeDaH HEKU HAUYWH Na TEeHEPUIIEMO CaB Taj KOI.
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3aTo je UMIIEMEHTUPAH CUCTEM y KOMe je Moryhe mucaTtu GyHKUMUje Koje he
IpeBecTr TEKCT KOju JOBEeK Hamwuiie y oaroBapajyhe tepme. Taj cucrem ce
y MHOroMme Oa3upa Ha jamMbaa padyHy 0e3 TUIOBA, T'e HAM YUHEHUIA 13 je
o TjypuHr KoMmIeTaH maje BEJUKY Ca000my.

IIpumep 12. IIpencraBuhemo kKom Koju je moBe3aH ca mpumepom 11.

axiom nat : Prop;
axiom eq : nat—nat—>Prop;
infix eq =;

axiom eq_intro : #n:nat.n=n;
axiom eq_elim : #A:nat—Prop.#x:nat.#y:nat.x=y—(A x)—>(A y);

# mpencrassa [[—ancrpakmujy mok he @ mpeacraBmbaTu A—alCTPAKINA]y.
Komanma axiom a:A momaje y KOHTEKCT merjgapamnujy a:A, mok infix eq — kaske
na cBu X—=y Tpeba nma ce mperBope y eq x y. Cunenehu kon je moka3 KoMyTa-
TUBHOCTU 34 €THAKOCT.

theorem eq comm : #x:nat.#y:nat.x=y—y=x

{

let x:nat{
let y:nat{
let k:x=y{

eq_elim @n:nat.n=x x y k (eq_intro x);

}

Komanna let a:A momaje y KOHTEKCT mekgapanujy a:A ajgu camo y OJIOKY
orpaHuvYeHOM BuTHUUacTuM 3arpangama. Cse let komanme ce ckmamajy A—IpaBUIOM
¥ IpoBepaBa ce Tul nobujeHor repma. AKO je Taj TUI UCTU KaOo OHAj HaBe-

IeH y TeopeMH, OHIA Ce oMAaje IMPaBUIO KOje CBAKU IIyT Kaja Ce HaIWIle
eq_comm 3aMEHM TepM KOju moka3zyje komyTaTtuBHOCT. l[leo Tepm wm3irena
OBaKO:

@x:nat.Qy:nat.@Qk:((eq x) y).
(((((eq_elim @n:nat.((eq n) x)) x) y) k) (eq_intro x))

Penumo na mMmamo TepM koju Hoka3yje p:x=y. Moxemo nmepuHucatu pyHKIM]jE
bin_left p u bin_right p koje Bpahajy penom x u y. Canga moskemM0 13 p 01Max
noOUTH NOKa3 3a y=X Ae(UHUCAHEM joII jenHe (yHKIUje:

func make eq comm t=eq comm (bin left t) (bin_ right t) t;
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Y oBoj nunumju func y3mma mMe (yHKIUje U ImapaMeTpe Ipe 3HaKa =.
3aTuM mae KO Yy KOME Ceé €BEeHTYaJHO MO0jaB/pyjy TU mapamerpu. Kana y
oynyhuoctu manumemo make eq comm p mobuhemo ommax mokas om y=X,
YMECTO Ja MUIIEeMO CBaku myT eq_comm X y p. OBO je moceOHO KOPUCHO Kaaa
CYy X U 'y HEKU CJIOKEHUjU M3Pa3U.

HaBonumo canma m mokas TPaH3UTUBHOCTU.

theorem eq trans : #x:nat.#y:nat.#z:nat.x=y—>y=z—x=z

{

let x:nat{
let y:nat {
let z:nat {
let a:x=y{
let b:y=z{

eq_elim (eq x) y z b a;

[TonoBO MOskeMO yBecTu ckpaheHuiy Kao 3a KOMYyTaTUBHOCT:

func make eq trans 11 12=
eq_trans (bin_left 11) (bin_right 11) (bin_right 12) 11 12;

Hapemhemo jom medumunnujy cadbupama m mokazahemo acomujaTUBHOCT.
Ily:xuHa Koa KOjU TeHEePUIle Taj JOKa3 HaM FOBOPU Jla BEPOBATHO MMa JOCTA
npocropa 3a ayromaruzanujy. C apyre crpaHe, TepM KOjU ITOKa3yje acoIluja-
TuBHOCT MMa ckopo 2000 kapakTepa, TaKO Ja CMO UIaK CeOM NOCTa OJIAKIIAIINA
mocao.

axiom plus : nat—snat—>nat;

infix plus —+;

axiom plus_ succ : #a:nat.#b:nat.a+(succ b)=(succ atb);
axiom plus_ zero : #a:nat.atzero=a;

theorem a plus one : #a:nat.a+(succ zero)=(succ a);

Teopemy a_plus one maBeau cmo oBae Oe3 morasza. Cama cienu mokas
aCoIUjaTUBHOCTU. ¥ MOKa3y ce MojaBJbyje jOII map CTBApU O KOjUMa HUCMO
OUCKYTOBaJIM, MaJa BUXOBA UMEHA Majy cacBUM HOOpPO objammeme O TOMe
mTa ce memaBa. JOII HEmTO ITO KOPUCTUMO Cy yribeskaeHe Teopeme. Rama
HaBeAeMO TEOPEMY yHyTap TeopeMe U NOKAKEMO je, OHIA je MOKEeMO KOPHC-
TUTU ¥ OCTATKY ITOKa3a.
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theorem plus assoc : #a:nat.#b:nat.#c:nat.(a+b)+c=a+(b+c)

theorem 11 : (a+b)+zero=a-+(b+zero)

theorem 111 : bizero=b{plus_zero b;}
theorem 112 : a+(b+zero)=a+b{

apply f to eq @x:nat.atx 111;

theorem 113 : at+b—=(atb)+zero

{eq_comm (a+b)+zero atb (plus_zero atb);}
theorem 114 : a+(b+tzero)=(atb)+zero
{eq_trans a+t(btzero) atb (atb)+zero 112 113;}
make eq comm 114 ;

theorem 12 : #c:nat.(atb)+c=a+(btc)—>

(a+tb)+(succ c)=a+(b+(succ c))

let c:nat{

{
let a:nat{
let b:nat{
{
1
}
{
1
}

1

}

et h : (atb)+c=a+(btc){
theorem 121 : (a+b)+(succ c¢)=(succ (atb)tc)
{plus_succ atb c;}

theorem 122 : a+(b+(succ c¢))=a+(succ b+c)
{apply f to eq @x:nat.at+x (plus_succ b c);}
theorem 123 : a+(b+(succ c¢))=(succ a+(btc))

{make eq trans 122 (plus succ a btc);}
theorem 124 : (a+tb)+(succ c¢)=(succ (atb)tc)
{plus_succ atb c;}

theorem 125 : (succ (atb)+c)=(succ a+(btc))
{apply succ_to_eq h;}

theorem 126 : (atb)+(succ c¢)=(succ a+(btc))
{make eq_trans 124 125;}

make eq trans 126 (make eq comm 123);

ind @c:nat.(a+tb)+c=a+(btc) 11 12;
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[Heo kom ca jom HEKOJMKO TeOpeMa U CBUM OepUHUIjaMa MOyke ce Hahum
y ¢$ajiy Koju je IpUIOKeH moa mMeHOM proof.txt.

IIpumep 13. Panuje cmMo momenynau ma momaBame akcmome [ : [0 pymwm
KOH3UCTEHTHOCT Hamer cucreMa. Mmak, Mu y mporpamy MOKeMO Te(pUHUCATHA
TaKaB CHUCTEM UM MPOBEPUTU nOa 3amcrta mnoctoju Tepm tuma False. Ilakme, y
HapemHoM hemo pamuTu y padyHy KOHCTpykmuja ca [l : [J kao momatrHOM
akcmomoM. Cuenehu kon nmaje tepm Hasenen y [14], koju mporpam TavysHo
mpoBepaBa Kao HOKa3 KOHTPAIUKIMje y OBOM CUCTEMY.

func false—/r:Prop.r;

func not r=r-—>false;

func p A=A—Prop;

func Usix:Type. (((p (p x))—>x)—>(p gp x)));

func tau t=@X:Type.@f:((p (p X))—>X
@P:(p X).(t @x:U.(P (f ((x X) f))));
func sigma s=((s U) @t:(p (p U)).(tau t));

func Delta=Qy:U.(not #P:(p U).

(((sigma y) P)—=>(P (tau (sigma y))
func Omega—reduced (tau @QP:(p U).#x:U.(((sigma x) P)—

func fp=(Q0:#P:(p U).((#x:U.(((sigma x) P)->(P x)))—>(P Omega)).
(((0 Delta) @x:U.@2:((sigma x) Delta).@3:#P:(p U).
(((sigma x) P)—>(P (tau (sigma x)))).(((3 Delta) 2)
@P:(p U).(3 @y:U.(P (tau (sigma y))))))

@P:(p U).(0 @y:U.(P (tau (sigma y))))

@QP: (p U).@QL:#x:U.(((sigma x) P)->(P x)).((1 Omega)
@x:U.(1 (tau (sigma x)))));

— e TN

theorem f : false

{
}

fp
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3 3akipydax

Ilepuuucanu cmo mamMbna padyHe ca M 0e3 TUIOBA U JOKA3aJM MHOTA HU-
xoBa cBojcTBa. HajOouTHUju mokaszu Ouau cy norasu Yepu-Pocep teopeme
0 jemmHCTBEeHOCTM (—HOpPMAaJiHE (OpME U NOKA3 CTPOre HOpMaJsn3aluje 3a
mamMbna padyyH ca jemHOCTaBHUM TumoBuMa. llokazasm cMo ma cTpora HOP-
MaJm3anuja, 3ajeqHo ca Yepu-PocepoMm, nmaje KOH3UCTEHTHOCT CUCTEMa, Y
cvucay na je tun 1A : x. A npasan. [IpemcraBunu cMO pauyH KOHCTPYKITja
Y HA OCHOBY MHera CMO HAIPABUJIM IpOrpaM Koju omoryhaBa mOKa3uBame
TeopeMa ca ayTOMAaTCKOM IIPOBEPOM.

[TocToju mocta mpocTopa 3a Hampemak. Beh cMo momenysnu mpobiieme
padyHa KOHCTPYEKIUja u Moryhe mompaBke. Takobe, mrTo ce came mmie-
MEHTallije TU4Ye, CBaKaKO MMa MHOTO CTBAapU Koje Ou MorJje ma ce moaajy Kao
Ha IpUMEp ayTOMaTU30Bame NOKa3a KOJU Cy YUCTO AJITOPUTAMCKMU.
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