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YBOI

1.1 MWcrTopuja

JlujeBa Teopuja mpeIcTaB/ba MUPOKY OOJACT ¥ MATEMATHIIH KOJOM Cy ce DaBHIH
pa3Hu MaTeMaTH4dapu jomr of 19. BeKa W Koja je W J1aH JaHAC aKTyeldHa. DJIHCKO je
HIOBE3aHa Ca pa3HUM I'DaHaMa MaTeMaTHKe: ajiredpe, aHa/iu3e, reoMeTpuje, TOHoJI0rje,
na u maremarudke ¢gpusnke. Camum TuM je He3a00mIa3Ha 06/1aCT 32 MHOTE MATEM-
aruydape u puznyape.

Mozke ce pehu 1a je jeman o TpBHX 3a4eTHUKA JInjeBe Teopuje HOPBEITKN MaTeM-
atrnaap Codyc Jlu (1842 — 1899), Koju ce 3aHMMA0 3a KJIacuduKamjy cBUX Moryhnx
JlejcTaBa TpyIa Ha HeKe MHOTOCTPYKOCTH. YBeo je JIujeBy anred6py Kao objekaT Koju
je ycko moBesan ca JlujeBuMm rpymnama, ajqm WMa jeJHOCTABHH]Y CTPYKTYPY (CTPYK-
TYpY BEKTOPCKOT IPOCTOPA), W CAMHUM THM je jeIHOCTABHUjU 3a n3ydaBame. [lokazao
je Takobhe Heke o moBe3aHocTH JIujeBux rpyna u JlujeBux asnrebpa.

Hberos pa vajorpaljyje nemauku maremarndap Buixem Kununr (1847 — 1923),
KOjU MHCUCTUPA Ha TOMe Ja 3a Kiacudukanujy aejctsa JIujeBux rpyna npso mnoTpebHo
kjgacudpuroBaru Jlujese anredpe. Ilpumehyje na my je 3a kiaacudukarujy Jluje-
BUX aireOpn BaskHa Kiacudukamumja mpoctux (Hepactapbubnx) JlujeBux anreGpu.
Wako HeKm meroBu J0Ka3W HUCY OWJIN CKPO3 TaYHU, J0JA3U /10 OTpKuha Ja cy cBe
HepacTaBsbuBe JIujeBe ajrebpe oHe Koje Be3yjeMo 3a JIUHeapHe, OPTOrOHAJHE U CUM-
IJIETHYKE IPYIe, OCUM KOHATHOI OpOoja CIelujaTHuX H30JI0BAHUX CIYUajeBa.

Osaj upobuiem y normynocTu pemasa Gpaniycku maremarudap Eix Kapran (1869
—1951), koju Hagorpahyje Kuminurose uneje, yHoCH 3HaYajHE OPUTHHAIHE HHOBAIH]E
U yCTenTHo KaacnuguKyje Hepacrappuie Jlujere aaredpe. Ou Takohe 10Ka3yje MHOTE
Jpyre OuTHe TeopeMe 3a JIujeBy Teopujy, o1 Kojux heMo HEKe CyCpecTd M y paiy.

OBo je bmta KpaTka ucTopuja 3adeTka Jlujese Teopuje. Habpajame cBux 3HavYa-
JHHUX JIOIIPUHOCA OBOj Teopuju Ou norpajajo, ma hy nasectu camo Heke: JlaBug
Xuabepr (1862 — 1943), Xepman Baju (1885 — 1955), Kiox Heasej (1909 — 1984),
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Jesrennj dunkun (1924 — 2014)...

JlujeBa Teopuja ce mpupoiHo Hamehe u y (UMM Kao ajaT 3a HMPOYyUYaBAIHE
cuMerprja objekara. Tako mga cy MHOTH (GHU3HYAPH 3HAYAJHO JONPHHETH pPa3BH-
jamy OBe TeopHuje.

1.2 Ilperaen campkaja

Y oBoMm pajay hemo npehu npeko nekmx ocuosa JlujeBe Teopuje. Ilpso hemo
nedwHUCATH Y JAPYTOj IJIaBU HEKe OCHOBHE TOjMOBE W3 TOIOJOTHje M JaudepeHIin-
jajHe reoMeTpuje Koju cy HaM noTpebnu 3a jgaspu pad. /[lame hemo nedunucarn
mTa cy To JlujeBe rpyme u Jlujese moarpyme. llokazahemo Heka ocHOBHa TBphema
3a Jlujese rpyme koje he Ham gatm 60/bM YBUJ Y HBUXOBY CTPYKTYPY. 3aTHM, y
YeTBPTO] IVIaBH, JePUHUINIEMO €KCIIOHEHIINja/THO IIPEeCNKaBambe KOje HaM Jlaje Be3y
n3mely TaHreHTHOr MpocTopa jenuHuie Heke Jlujese rpyme u te JIujese rpyme. OBo
npec/ImKaBame HaM oMoryhaBa Ja JeUHANIIEMO OTepaIijy KOMYyTaTOpa 33 TAHT€HTH
IPOCTOP jeIMHUIIE, KOje HaM 3aTHM Jiaje OCHOBA Jla yBeleMo mojaM JImjeBe anredpe.
JlujeBe anredOpe MMajy CTPYKTYPY BEKTOPCKOT TPOCTOPA, Ma Cy JAKIIe 33 IPoyda-
Bambe Hero Jlujese rpyne. Mebhyrum, y neroj rjaBu 1mokKasyjeMO OCHOBHE TeOpeMe
JlujeBe Teopwuje, Koje HaMm Jajy Bezy uszmebhy Jlujeux rpyna u JlujeBux ajiredpu.
CamuMm TuM, CBOAMMO u3ydaBame JIujeBux rpymna Ha u3ydapame JlujeBux aarebpu.
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OcCHOBHU IIOJMOBHU TOIIOJIOTHU]jE U
audepeHnujajHe reoMeTpurje

Hedbunnuuja 2.0.1. Tonosomku mpoctop je ypehenu nap (X, O), vae je X ckym,
a O konexkmyja mocKymnoBa o X, KOju UCIYBHhaBajy cienehe Tpu akcmoMme:

(1) X,0 € 0,
(2) mpecek KOHAYHO MHOTO OTBOPEHHX CKYIOBA jé OTBOPEH CKYII,

(3) yHHja IPOHM3BO/HPHO MHOTO OTBOPEHHX CKYIIOBA jé OTBOPEH CKYIL.

Esemente O 30BeMO OTBOpEHUM CKYIIOBUMA.

Hedbunnnuja 2.0.2. Oxonune (engl. neighbourhood) enemenrta x ckyna X HeKor
TOTIOJIOIIKOT TTPOCTOPA jé OTBOPEH CKYH KOJU CAJIPIKA T.

Hedbunummja 2.0.3. Ckyn A je oTBOpeH y cKyIy B HEKOr TOHOJIONIKOT TPOCTOPA,
ako A C B u 3a cBakW eleMeHT ¥ A MOCTOju OKOJIMHA TOT eJIeMeHTa KOja MU

B.

Hedbunumnuja 2.0.4. Ckyn A je 3aTBOpeH ¥ CKyIy B HEKOT TOMOJIOIIKOT TPOCTOPA,
ako A C B u A% je orsopen ckyn y B. Opue A o3nauaBa KomjieMeHT ckyna A.

Hedbunumuja 2.0.5. Cxkyn X je moBe3aH ako Cy jeJWHH TOJCKYNOBH cKyma X
romnojomkor npocropa (X, Q) koju cy u orsopenu u 3arsopenun 6am X u (.

Hedbuuumnmja 2.0.6. 3arsopeme A mojckyna A o ckyma B HEKOr TOIOJIOIIKOD
HPOCTOPA, YMHU CBAKU ejieMeHT Yy B TakaB Jia He MOCTOjU HeroBa OKOJIMHA KOja je
nucjyHKTHA ca A.
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Hdedununumja 2.0.7. Kaxemo 1a je moackyn A rycr y ckymy B HEKOI TOIIOJIOIIKOT
IpocTopa, ako je B C A.

Hedbunnnuja 2.0.8. [IpecoukaBame f : X — Y usmely aBa Tormosomnika npocropa
X nY je xomeoMopdu3zaM ako 3a10BObaBa:

(1) f je 6ujexumja
(2) f je mempekumHO

uHBep3Ha GyHKIUja f~1 je HempeKuHa.
3 dynxnmja f7

Hedunnnuja 2.0.9. [arka MHOTOCTPYKOCT (HaJasbe MOJAPA3yMeBaMo J1a CY MHO-
POCTPYKOCTH TJIATKE) je TOMOJIOMKH TIPOCTOP KOjU 3aI0BO/bABA:

(1) Tomosomku mpocTop je Jokanuo Eykmuacku. To 3Ha4u ja 3a cBako m € M
nocroju okosmna U C M koja cajpzxku m u xomeomopduzam ¢ : U — R".
Ypebhen nap (U, ¢) HasuBamo KapToMm.

(2) Tomosomku npocrop je Xaycaopdos. OBo 3Ha4H J1a 32 CBaKe J[Be pa3He TaduKe
y M mnocToje mUXOBE OKOJIMHE KOje CY JIMC]YHKTHE.

(3) Tocroju mpebpojusa Tonosomnka 6a3a. To 3HaYM Ja TOCTOjU TPEITPOJUBO OTBOPEHO
npekpuBambe B = B; C M|i € N tako na 3a csako B; N B; # (), taja nocroju
By, € B tako na By, C B; N B;.

(4) Hedunumumo atnac on M xao ckyn kaptu A = (U;, ¢;), Tako na |JU; = M.

MHorocrpyKocT je rjiarka ako HoCTOju ariac Tako ja Baxu ja 3a kapre (U;, ¢;)
u (U}, p;), Taxo ma sasku U; N U; # (), Basku 1a je p; 0 p; ' TIATKO HPec/mKa-
Bame EyKJINICKUX mpocTopa.

Jnmensuja maorocTpykoctu M jennaka je nuMmen3uju EyKImacKor mpocTopa KoaoM-
eHa KapTH.

Hedbunnnuja 2.0.10. dudeomopduszam je rimatku xomeomMopdusaMm u3melhy riaTkux
MHOrocTpyKocTH. ['pyna audeomopduszama Koju caInKajy MHOrocTpyKocT M y camy
cebe o3nauanajy ce ca Diff M.

Hedbunnnumja 2.0.11. Kazkemo ja je dyHKIEja rIaTKa KO je HeIpeKu1Ha 1 audep-
eHIja0IuHa TPON3BO/HPHO MHOIO IyTa Ha EHEHOM JOMEHY.



Hedbunnuuja 2.0.12. (Tanrentnu sekTop) PasmarpajMo muoroctpykoct M au-
mensuje n. Mzabepumo kapry (U, p) Tauke x, TakaB 1a je XoMeoMopdusaMm ¢ :
U — R". Heka je v : (—1,1) — M xpuna taksa jga je v(0) = z u ma je
@ oy :(—1,1) - R” rmarko npecaukasame. Taga je (¢ oy)'(0) TanrenTHn Bek-
TOp KpUBE Y y Tauku r. KaxeMo ja Ccy JiBe KpUBE eKBUBAJEHTHE aKO MPH JIATO]
KapTu JI00MjaMO UCTHU TaHTeHTHHU BeKTOp. Vcmocrasiba ce jia je oBakBa JeUHUIU]A
He3aBHCHA 0] U300pa KapTe.

Hedbunnnnuja 2.0.13. TanreaTHE IPOCTOP MHOTOCTPYKOCTH M y TadKu & je CKYII
CBHX TAHI'€HTHHX BEKTOpa y T M o3HadaBamo ra ca 1,M. Opaxsa geduHuiuja je
He3aBUCHA 0J1 u30opa Kapre. TAHTEHTHU TPOCTOP je BEKTOPCKU TPOCTOP.

Hedbunaunmja 2.0.14. Cmemrame (engl. embedding) je riaTko npecaukaBarmbe
u3Melhy rimarkux muorocrpykoctu f : M — N Tako Ja je JOMEH OBOI' IPeCIUuKa-
Bama qudeomopdan mwerosoj caunu (f : M — f(M) je nudeomopduzam).

Hedunnunmnuja 2.0.15. M je cMelTena MoAMHOIOCTPYKOCT OJI TJIATKE MHOTOCTPYKOCTH
N ako je M C N u unjerurercko npeciaukasamwe i : M — N, i(m) = m je cmer-
Tarme.

Hedbununmja 2.0.16. IToraname (engl. immersion) je nIaTKo NpecjanKaBambe MHO-
roctpykoctu f : M — N Koje je Ha JTOKAQJHOM HUBOY cMellTame. OIHOCHO, 38 CBAKH
esqtemenT m € M moctoju merosa okosmna Uy M tako ga je f: U — f(U) audeo-
MOpdu3aM.

Hedbunumnuja 2.0.17. M je noTor/peHa MOAMHOTOCTPYKOCT OJf TJIATKE MHOTOCTPYKOCTH
N ako je M C N wu wHzaeHturenko npecankabame i : M — N,i(m) = m je mora-
name. Tama X mMa CTPYKTYpy MHOTOCTPYKOCTH M 3a CBAKO r € X BaxKWd ja je
T,X CT,N.

[IpumeTnTn 1a je cMmemTame 3ampaBo MOTATAE Ca JOJATHUM OrDAHUYEHLUMA.

Hedbunumuja 2.0.18. [Hokpusame je JioKaaHO XOMEOMOP(MHO, CYPJEKTUBHO TIPEC-
JHUKaBame m3Mehy aBa Tomnosomka npocropa f: X — Y, Tako ga 3a cBaKu eJIeMeHT
y € Y, Baxku ja je [~!(y) auckperan noackyn o X W Ja je KapAEHAJIHOCT OBOT
CKyIla He3aBHUCHA oJ u3bopa .

Hedbununmnuja 2.0.19. EngoMopdusam je Mopduzam HeKe CTPYKTYpe y camy cebe.
Ckyn enmoMopduzama cTpykType V' je 3aTBOpeH Y OJHOCY Ha KOMIIO3UIU]Y U O3-
nauasa ce ca End(V). Cuenujanno, ennoMopdusMu BEKTOPCKOT IIPOCTOPA CY HEroBa
JINHEAPHA MPECTNKABAHA.

Y teopuju pernpesentanuje y morsasmy 2.2, End(V) hie takohe 6utn u rpyna u
mozke ce o3nadasaru ca GL(V)(rpyna smaeapaux uaepTubminnx Tpancdpomarimja
Ha V') 3a BEKTOPCKH IPOCTOp V.
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Hedbununnuja 2.0.20. BekTopcko mobe v MHOTOCTPYKOCTH M je mpecuKaBambe
cBakKor ejqeMenTa m € M y Heku merop tanrenTHu ekrop: v(m) € T,,G.

Ckym CBUX BEKTOPCKHUX T0Jha YMHH BEKTOPCKU TPOCTOP HAJ OMEPANUjoM Cabu-
pama BeKTOpa (301D 1Ba BEKTOPCKA MOJbA V1, U2 j€ BEKTOPCKO MOJbE U TAKO /14 BAZKH
v(m) = v1(m) + ve(m) 3a ¥Ym € M). Osaj Bekropcku mpocrop ox M hiemo o3nada-
BaTH ca Vect(M).

Hedununuja 2.0.21. Vnurerpassa kKpuBa 3a BEKTOPCKO TO/bE 6 j€ HENPEKUIHA
kpuBa 7y C M, Tako ma 3a cBako p € v umamo v(p) € ,. Hehemo nokaszusaru
[IOCTOjarba MHTEIPAJHUX KPUBH, IOMITO Ce J0Ka3 Oasupa Ha AudepeHIrjaanoj re-
OMETPH]H.
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JInjeBe rpymne

3.1 JlujeBe rpyne m noarpyme

Hedbunnumuja 3.1.1. Jlujesa 2pyna je ckyn G ca caegehe ase crpykrype: G je
rpymna u (G je TyiaTKa MHOTOCTPYKOCT. Takohe Baku j1a Cy MHOYKEH€ W WHBEP3Uja
rpyle IjiaTKa MpecuKaBaba.

Jequanmynu esement JlujeBux rpyna hemo o3nadaBatu ca 1 u 3Bahemo ra je-
JIMHATIA, JIOK NeMo TaHreHTHH mpocTtop v 1 o3nadaBarm ca g = 11G.

IIpumep 1. Pagm naximrer pasymeBama HAaBOJAUMO HEKOJHWKO IpuMepa .JInmjeBmx
rpyna, Koje hemo MoxKja cpeTaTu y Ja/beM pajy:

(1) (R, +),

(2) (S' ={z € C||z| = 1}, %) — jeunuunu Kpyr y KOMILIEKCHO] PABHU Ca OlePaIlUjoM
MHOZKeFha KOMILIEKCHUX OpojeBa.

(3) (GL(n,R),*) — ommra JuHEapHa rpyna — Ipyla HHBEPTHOWIHAX 1 X 1 MATPHIIA
ca CTAHJAP/IHOM ONMEPAIMjOM MHOKEIba MATPUIA. 3a CBe HapeHe MATPHUIHE IPyIie
mopasyMeBa ce Jia je omepalyja MHOXKeHe HaJl MaTpHUIlaMa.

(4) SL(n,R) — cnenujanna JuHeapHa rpyla — rpyla MaTpPHUIA CTEHeHa N ca JeTep-
MHUHAHTOM 1, Takohe HOpMmasHa moarpyna ox GL(n,R).

(5) O(n,R) — oproroHasHa rpyna — rpya MaTpHIa CTEMeHa 1 Koje 4yBajy PacTojarba
Kaja Tpanchopmuiny Eykauacku npoctop (m3omerpuje). OBe maTpuiie 3aj0BOJI-
jasajy jenmakoct AAT = I (camum tam det(A) € {—1,1}) u crora uune noarpyy
on GL(n,R).

(6) SO(n,R) — cuenujasna oproronanna rpyua — noarpyna ox O(n, R) raksa jna je
det(A) = 1 — unne poranuje Eykaugckor mpocropa.

7



8 3. Jlujese rpymne

(7) U(n) — rpyna KOMILTEKCHHX MaTpPHIa CTeleHa n Koje ucnymwasajy UU* = I, rie
je U* xomyrar TpancnonoBaue matpurie U, takohe moarpymna ox GL(n, C).

(8) SU(n) — moarpyna ox U(n) Taksa ga je det(U) = 1,
(9) Sp(2n,R) — cummiernyka rpyna — rpyla MaTpuia creneHa 2n Koje 3aJ0BOJi-
jaBajy

Sp(2n,R) = {A € Mayxan | ATQA=Q}

rie je ) gedpunmCcaHO Ca

0 I,
> (4 5)

3a jegunuvne marpuie [,. OBe Marpure ouurjieHo 3a10B0/baBajy det(A) = 1, rako
1a je Sp(2n,R) sanpaso noarpymna o SL(2n, R).

I'pyne marpuna (2) — (8) 3ajemHo ce HA3UBAjY KJIACHYHHM IDyTaMa.

[Tpumernmo ma He 3axTeBaMo Ja HaM (G, Kao TOMOJIONIKY IIPOCTOP, HY/Ie OBE3aHO.
Bancra, na mpumep, O(n, R) Huje moBe3ano, HEro UMaMo JBe MOBE3AHe KOMIOHEHTE
Koje ofrosapajy nerepmunanTama o +1 (rpyna SO(n,R)) u —1. Mehyruwm, creneha
TeopeMa HaMm omoryhaBa jia cmesemMo npoyuvaBarke Ha 1oBe3aHe Jlujese rpyte u
JICKPETHE I'PYIIe.

Teopema 3.1. Heka je G° noseszama KoMmmonenTa jexunune 3a Jlmjesy rpymy G.
Taza je G° nopmasna noarpyna of G. Taxobe, kocer G /G° uunu 1ucKpeTHy rpyiy.

Jloxas. TIpumeTumo Ja ce ocobuHe MHOIOCTPYKOCTH B aCOIHjaTHBHOCTH I'PyIIe HaC/Ie]-
jyjy on G u ja jemununa ceakako npumaga GO,

[ToKazKIMO 3aTBOPEHOCT TPYIIe, OTHOCHO Ja ako a,b € GO, taga u ab € G°. Bnajyhn
1A, je MHOKeThe IJIATKO MPec/anKaBame, I TO /14 IOCTOjU MyT O a 10 1, Tajga MHOKeH-
jeM 31ecHa ca b 3a CBaKH eJeMeHT ImyTa o1 a A0 1 mobujamo u myT ox ab mo b. Ann
KaKO IOCTOju IyT oj b 10 1, Taja mocroju nyT o ab 10 1 npeko b.

AHaJIOrHO J10J1a3MMO JI0 TOra Jla HHBep3 ejemMeHTa npunajia G° ako u caMm Taj eJe-
MeHT IpHIaja. 3amucTa, ako a € G, oHja mocToju myT o1 a 10 1, Ta Ta1a MHOKEHeM
ca a~! mobujamo ma mocroju nyT on 1 1o a~ L.

OsuM cmo nokazaan aa je G 3ancra moarpyna. Jla 6IcMO TOKa3aIn 12 je HOPMaJIHa,
nozrpymna oj G, oiHOCHO Ja 3a cBako g € G u h € G pawu jna ghg™! € G°, noBosBHO
je ma npumernmo Ja Baxku ¢ 'lg = 1 € G° u na je upecsukasamwe Ad, : G — G
, Koje jecpunumemo na cauka x € Gy grg ', Takohe IJIaTKo HpecauKaBambe, TaKo
na je ghg~! cBakako mosesano ca glg~!, jep je h nmosesano ca 1. OaHOCHO BaxKn
ghg™* € G°. Tlpecankasame Ad, 30BeMO a/jyHIOBAHOM DENPE3CHTANMOM H KACHUje
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heMmo je neTasbHUje U3YUUTH.
Yumenuna na kocer G/G® aunu rpyny npomtasym u3 Tora c¢to je G° HopMasHa moj-
I'pyma, 0K IWHEHUIA A je JUCKPEeTHA IPyTa JUPEKTHO CIeIN U3:

a,a3 € A€ G/G° & aa;' € G° = a; — ay

IJie TOC/Ie/itha €KBUBAJEHTHOCT O3HAYABA JIa CY A1 U (g OBE3AHU U CJIEJH U3 JECHOD
MHOZKEEha €a ay (OJHOCHO EeIrOBHM HHBEDP30M ).

[]

Hedbununmuja 3.1.2. Kaxemo ga je H cmemrena Jlujesa noarpyna Jlujese rpyme
(G, ako je moarpymna ox (7, Koja je Takohe um WmeHa CMeIITeHa MOAMHOIOCTPYKOCT.

Teopema 3.2. Cpaka Hempasna cMmemnreHa Jlujepa moarpyna Jlujepe rpymne G je
3aTBOpeHa y G.

Joxas. Pasmarpajmo cmemreny Jlujesy noarpyny H. Heka je H 3arsopeme o H
y G.

Jlema 3.1. H je noarpyna y G.

Jlokas. OuurienHo jenquHnua npumaia H, Tako na Tpeba 1a HOKayKeMO /14 Cy MHOZKEHe
U WHBEP3 3aTBOPEHU.

[IpernocTaBuMo CynpoTHO: 1ocroje hy, hy € H taksu na hihsg ¢ H. To 3nauu ja
nocroju oxosmua U o hihy mucjyakraa ca H. Mebyrum, y3mumo nexe ki, ko € H
Tako ja je ki y okosmHU o1 hy n kg y okosmmHu ox ho. Tana 3namo nga kiky € H.
[Ipumerumo j1a, 300r HENPEKHTHOCTH, MOXKeMOo ja m3abepeMo ki u ks Tako ja je
kike € U. 3amcra, uMaMoO Jia je MHOXKerbe ki ca ko HEIIPEKUIHO KAKO IMoMepaMo ki
10 hy 1 ko 10 hy. Kaxo je k1ko € H ut kiks € U a U u H cy IMCjYHKTHH, JT0Ja3HTMO
JI0 KOHTPAAUKIHje. 3aK/byIyjeMO J1a MHOYKEHme 3auCTa jecTe 3aTBOPEHO.

3HaMO J1a je WHBep3Mja UCTO HEMPEKUIHO MPECANKABAHE, TAKO /18 aHAJOTHO Kao
1 33 MHOKeIbe JI00HjaMo J1a je HHBep3Uja 3aTBOpeHa YHyTap H. O

Jlema 3.2. 3a cBaxo x € H Baxn ja je kocer Hx orBopen u rycr y H.

Jokas. Jla 6ucMo mokas3aan 1a je oTBopeH y H, Tpeba 1a MOKazKeMo 13 3a CBAKH
eqement y Hx mocroju merosa okosnna y H koja je caapxana y Ha.

ITozoBuMO ce Ha Teopemy u3 audepeHIrjaHe TeOMeTPHUje Koja TJIach J1a 3a CBaKy
cMernTeny noaMuoroctrpykoct N ueke muoroctpykoctu M Baxku ja je N JIOKaJIHO
3aTBOPEHO, OJIHOCHO 3a cBaKo ¥ € N BaKu ja mocToju okoauHa ox x : U C M tako
naje NNV = NnNV. Tepheme oBe Teopeme ce MozKe Halil y 101aTKy.

[Tpumenom ose reopeme Ha H (koje je cmemrrena nogmuoroctpykoct o G) j1o-
oujamo ma 3a cBako h € H Baxkum ma mocrtoju okonmna U C G ox h Tako ga je
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HNU = HNU. Ilomuo:xkumo obe crpane 3iecHa ca © € H. Oso je audeomop-
dusam koju cawe H NU y (H NU)z, mro je sanpaso Hx N Uz, u came HNUy
HzxNU. Tozosumo ce Ha Jtemy 3.1. u3 Koje BuamMo jaa je Hx = H. 3ak/bydyjemo
na Baxkm: Hr NUzx = HNUzx. C jexne crparne mmamo ga je H N Uz oxosnHA 0
hx 'y H, a ca apyre cTpane HMaMoO [a je Ta OKOJInHA cagprxkana y Hx. CamuMm TiM
FMAaMO /12 33 CBAKH eJIeMeHT o7 Hx BasKu Jia HOCTOJU HeroBa OKoJIuHa y H Koja je
cajgpxkana y Hx. OBo 3naun ja je Hx orsopen y H.

Jla bucMo moKazaJm Ja je TYCT, HEONXOIHO je Jia MOKayKeMo JIa He MOCTOoje efe-
ment iy y H u merosa okosmna U, tako ja je U pucjynxrao ca Hx. TIpermocrasumo
CYIPOTHO, /13 Tako HemrTo moctoju. Tama je Uz~! oxommna ox yr~! koje Hpﬂnaﬂa
H 3aro mro je To rpyna. Amu 1o 3Hatm Jla cBaKa Iheroba OKoJinHa, na u Uz~ !, cede
H, mexa je o y exementy h. h € Uz~ = hx € U, mro je KOHTpaIuKIHja. O]

Jlema 3.3. H = H, onnocuo H je 3aTrBopeHo.

/loxas. IlpernoctaBumo cympoTrHO. To 3HAYM jJa 3a HEKO T € ﬁ\ H Baxu na cy
H u Hz nucjyuxtau. Ho, xao mTo cMo gokazamu, Hz je ryer v H, Tako 1a 3a
cBaky okouny U ox Hekor h € H Baxu jga U cewe Hx. Anm nomro ¢y Hr w H
JINCJYHKTHH, 3HAYN 72 3a cBaky okoaunny U mexkor h € H Baxu mga U ¢ H, mro je
KOHTPAJIUKTOPHO ca oTBOpenomnthy o H. O]

Kako je H 3arBopeno y G, ouna je u H 3aTBOpeHO. O

3aHUMJ/BUBO je Ja BaxkKu 1 oOpaTHO TBphembe, Koje HelieMo JT0Ka3uBaTH.

Teopema 3.3. (KapranoBa sarBopena-noirpyna teopema) Cpaka 3arBopena (y
TOMOJIONIKOM CMHUCJIY) moArpyna Jlujese rpyre je cmenirena JIunjesa moarpyna.

ITocaenuna 3.1. Iloezana komnonenta jegunune G° us reopeme 3.1. je cMmermrena
JImjeBa moarpyma.

Jokxas. Y teopemu 3.1. Beh cMO mMoka3aaum Ja je MOBe3aHa KOMIIOHEHTA jeIMHUILE
HOJrpyIa, TaKO Jia HaM je JOBOJHHO Ja MOKAXKEMO JIa je 3aTBOPEHA Y TOIMOJIOIKOM
cmucay. JIoBOJBHO je Jla MpUMEeTHMO Jia, aKO CBaKa OKOJMHA HEKOI eJIEMEHTa Cede
G, onga je Taj enement nosesan ca GO ma csakako mpumajga G°. Crora 3a cBe
g € G\ G° Baxu ma nocroju okosmHa o1 g y G Koja je mucjyukraa ca G°. Camum
M je GY 3aTBOpEHO. O

IMocaeantia 3.2. Ako je G nmose3ana Jlujesa rpyna u U Heka OKOJIUHA jeTHHUIIE,
ouyna U renepuiie (G, OJHOCHO MHOXKemeM ejiemMenara u3 U mozxemo jgo0utu 6ujio
koju ejgement u3 G.
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/oxas. Heka je H monrpyna kojy rerepuite U. [loarpyma je 3aTo mro 6110 KaKBUM
JIAJbEM MHOXKEIbeM He MOzKeMo joduTn HuimTa 1mro uuje y H. To 3nadm ga 3a
ceako h € H,hU C H, mro 3uaun na je H orsopen y (G. Takobe, H je orBOpeH
HOJICKYII MHOIOCTPYKOCTH, TaKO JIa je TO CMeNITeHa MOJAMHOIOCTPYKOocT. Tako na
3ak/byuyjemo ja je H cmemrena Jlujera moarpymna. Ho, kao mTo cmo Bugenn u3
npomrie Teopeme, H je 3arBopen y G. Kako je H u 0TBOpeH M 3aTBOPEH IOJCKYII
on (G, a 3HAMO 11a je HeMpas3Ho, u3 noBe3anocTn (G 3ak/pydyjemo 1a je H = G. O

Ha nekmwm mectuma y pajy (riasa 4 cienmduano) 6uhie Ham nmorpebHa Ipyradnja
nedbununyja JIujeBux moarpyna.

Hamomena: y HeKoj iuTepaTypu cMelliTeHa JInjeBa noArpymna Hazuba ce 3aTBOPEHOM
JlujeBoM moarpynoM (MOTHBHCAHO TeopeMama 3.3. u 3.2.) Wau Herje dak camo Jlu-
jeBa mojrpyia, J0K ce 1noroibeme Jlujese moarpyne, Koje hemo caj jedunucaru,
Ha3uBajy JlujeBuM mnogrpynama.

Hedbunumuja 3.1.3. Jlujera nmoarpyna H Jlujere rpyme G je moackyn H C G
KOjH 33710BoJ/baBa Ja je H moarpyna ox (G, kKao u Ja je H WHjeKTWBHA MOTOIJbEHA
HOJIMHOTOCTPYKOCT o1 (.

[ToaceTrnmo ce U3 yBOJHUX TIOJMOBA J1a, aKO je H MHjeKTUBHA NOTOIL/LEHA MOAMHO-
rocTpykocT o1 (G, TO 3HAYM Ja TOCTOJU MHJeKTUBHO ypamare [ H — G, tako na
jo H = f(H).

WMako Ha mpBU TOIJIe]l U3TJIETa JIa je WHjeKTHBHO ypambakhe UCTO CTBap Kao U
cMernTame (ITo 6u 3HAYUIIO J1a je TOToIbeHa JIujeBa MoArpyna ueTo mTo U CMeIIT-
ena Jlujesa nojrpyna, Tako jia pakKTUIKH HICMO MOPAJIK Jla YBOJIMMO OBY jiebuHu-
IHjy) TO 3aIIPaBO HUje YBEK TAYHO. CMEIITarhe 3aXTeBa Ja WHBEP3HO MPeCUKABAE
Oyze HempeKuIHO, JIOK ypamarme To He 3axTeBa. OBo TBpheme hie 6GuTn TavHO aKO
je ToMeH KOMIaKTaH, Y CYIIPOTHOM He Mopa ja Oyae. OBO je aHAJOTHO TOME MITO
HEIpeKnIHa OHjeKInja HUje UCTO IITO U XOMEOMOP(MHU3aM.

3.2 JlejcTtBOo JIumjeBUX rpyrna Ha MHOTOCTPYKOCTHU

Hedbunnmnuja 3.2.1. /lejcrso JlujeBe rpyne G Ha MHOTOCTPYKOCT M je XOMOMOp-
duzam p : G — Diff M, Takap na je npecukapame:

GXxM— M:(g,m)— p(g).m

[JIATKO IpecnKaBambe n3Mely maorocrpykoctu G X M u M.

Y oBoj gedununuju p(g).m MpeacTaBba CIAKY o1 m upu audeomopdusmy p(g).
Haupaum jesuxkom, xohemo Hekako ja ejreMmenTuma JIujese rpymne G npuapyKumMo
Tpanchopmalije MEOrOCTpyKocTH M Tako Jia ce Te TpancdopMaliije nmoHaliajy Kao
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Ipyla Ha UCTH HAYUH KAao mTo ce u (G moHaria.

Moz a Ha TpBU OV M3TJIeJa BEIITAaYKU, ajll Y KUBOTY YecTo cpeheMo me-
JcTBO Heke JIWjeBe rpyTe HA HEKY MHOTOCTPYKOCT U CAMHUM THM je TIPUPOIHO JIa TO 1
npoydaBaMo. ¥ JIMHeapHOj ajredpu cMo ce Beh cycperanu ca JiejCTBOM HeKUX Irpylia,
TaKo Jia HEeKe 01 cjiejgehnx Teopema Hehe OUTH ANCOJIYTHO HOBE.

Hedununuja 3.2.2. Penpezenranuja Jlujese rpymne G mpencraB/ba BEKTOPCKH TPOC-
Top V, 3ajenno ca xomomopdusmom p : G — End(M), TakaB 1a je mpecinkaBatbe:

GxV —=V:(g,v) = plg)v

[JIATKO HpecjnKaBambe u3Mehy muorocrpykoctu G X V u M.
Moxkemo mpuMeTHTH Ja penpe3eHTallnja MpejacTaB/ha BEKTOPCKH IIPOCTOP 3a-
jeaHo ca aejcTBoM JIujeBe rpyre HaJ TUM BEKTOPCKUM TPOCTOPOM.

ITpumep 2. Hekonmko npumepa JiejcraBa JlujeBux rpyna
(1) Hejerso rpyne O(3,R) na S? npejcrasba nzomerpuje cdepe y camy cebe.

(2) Hejerso rpyne GL(n,R) wa R™ npeacrab/ba naBepTubuiHe auHeapHe TpaHcdOp-
Marmje BeKkTopckor npoctopa R™. 3ajeano ca R™ oHo npejcrapB/ba perpe3eHTalm]y
on GL(n,R).

(3) HejerBo rpyme SO(2,R) na S' mpencraspa poTamujy KpyzKHHIE OKO HEHTPA.
[TpuMeTHMO Jia ¢MO 3a MCTO JIejcTBO MOIJIN ja IHIIeMo U jejerBo S' na camy cebe
(mpumep 1.2).

Pann Bakuumx ocobuna, nejcrso .JIujeBe rpymne Ha camy cebe hemo jeraspbHuje
U3Yy4IUTH Y caejeheM MOIJIaBby.

Hedurunmmo Kaxko jenoBaibe Jlujese rpyne GG Ha MHOTOCTpYKOcT M IIPUPOIHO
Jeayje Ha TaHTeHTHe TPOCTOpe MHOTOCTpyKocTn M.

Hedununuja 3.2.3. Heka Jlujera rpyma G genyje na MaHOrOCTpyKocT M, Taja je
Gs : ToyM — Ty M (ve je Thy M ckyn cBux TaHreHTHUX IIpocTopa Hal M) oneparuja
KO]y JepUHUIIIEMO TPEKO TEPMHUHOJIOTHje KOjé CMO KOPUCTUIN Y JIe(DUHUIIMJUA TaH-
reHTHOT BekTopa (nedurnmmja 2.0.12.):

Axo je 7 KpuBa TpeKko Koje JeMhUHUINIEMO TAHTCHTHH BEKTOD @ Y TAYKH T €
M (nedbununuja 2.0.12.), Taga je g.a BEKTOP KOjH OJroBapa KPUBH:

r:(=1,1) = M,r(t) = g.~(t)

(rae je g. nenoBare g Ha KpuBy (1)) m xomeomopduamy f oxkosmue U C M o a ca
EyKIuacKuM npocTopoM:

f:U—-R"

OnuocHo, g.a = (f or)'(0).
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ITocaenuua 3.3. Heka cy g, h € G,a € Ty M, tana je: g.(h.a) = (gh).a.

Jloxas. Heka je v(t) kpusa koja jgedunuite a. Taja je kpusa koja gedunuiie (gh).a
Gamr (gh)y(t). Ho kpuBa koja gedunnire h.a je hy(t), Tako na je kpuba Koja jeduH-
uiite g, (h.a) ucro (gh)y(t). Tako jga cy oBa jiBa TaHI€HTHA BEKTOPA HCTA. O

JejerBo Jlujese rpyme G #Ha MHOrOCTpyKOoCcT M Ha NPpHPOJAH HAYWH TOBOIM 110
perpesenTtaruja G Ha pa3HUM BEKTOPCKWM ITPOCTOPUMA KOje Be3syjemo 3a M.

ITpumep 3.

(1) Penpesenramuja G Ha BEKTOPCKOM IPOCTOPY markux dbyHKIwmja Hax M, koje
MOKeMO 13, 1edUHATIIEMO Ca

p:G—=C¥M):ged, feCM),me M, p(g).f)(m)= f(g~'m)

Ine je g~ 'm nejerso g~ ' na m.
Bancra, 0BakBo JepUHICAHO NPECINKABAILE p je XOMOp(pU3aM jep BayKu:

(p(a)-(p(0)-))(m) = (p(B).f)(a "m) = f(b""a""m) = (p(ab).f)(m)

(2) Penpesenraiuja G Ha BEKTOPCKOM MPOCTOPY BEKTOPCKUX MOJba HAT M (Koje ¢Mo
Jgedunncann y 2. 1JaBu), Koje MOXKeMO ja jeduHHIIeMO aHAJIOrHO Kao 1o/ (1):

p: G — Vect(M):ge G,veVect(M),m € M, (p(g).v)(m) = g.(v(g"'m))
['ne je

Osa onepanuja vam omoryhasa jma mmamo jejcTBo ejnemenTta Jlujese rpyme Ha
TAHT'EHTHE BEKTPOPE MHOTOCTPYKOCTH KOje pa3zMaTpaMo.

3.3 JleBo, mecHO m 060OCTpPaHO 1€jCTBO

Kao mrro cmo HajaBumsm, cjeanm aHaan3a HEKUX OJf HajBayKHUjuX jejcraBa Jlujee
rpyie Ha camy cebe.

JleBo nejcrBo L, : G — G npejcrasiba npeciukasame Lg(h) = gh
Hecuno pejcrso L, : G — G upencrasiba npecinkasame Ry(h) = hg™?
O6Gocrpano aejereo L, : G — G npejcrasmba npeciaukasambe Ad,(h) = ghg™
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Mozkemo npumerntn ga Bazxku Ady(h) = Ly(h)Ry(h) = Ry(h)Ly(h).

McTo oBako MOzKeMO ne]pUHHCATH JIeBO JIeJCTBO Ha TAHIEHTHE BEKTODE.
Ly : TyM — Ty M :v € Ly (a) = g.a

Awnasnorno geduHuIeMo 3a JecHO U 000cTpano jejctBo. Panm nakirer nucama, 3a
JIEBO JIEjCTBO HAJ €JIeMEeHTUMA rpymne heMo KOPUCTUTH O3HAKY ¢.h a 3a JIeBO JejCTBO
HAJ BEKTOPAMA (4 Q.

Hedununmja 3.3.1. Bekropcko mome v € Vect(() je JneBO-HHBAPHJAHTHO aKO
L,.(v) = v 3a cBako g € G u gecHo-uuBapujanTHo ako R,(v) = v 3a cBako g € G.

Teopema 3.4. llocroju uzomopduzam uzmely 717G 1 BEeKTOPCKOT ITPOCTOPA, JIEBO-
MHBAPHU]AHTHUX BEKTOPCKUX T0/ba HaJ G (medununuja 2.0.20.). Vero Baxku u 3a
BEKTOPCKH MPOCTOP JIECHO-UHBAPUJAHTUX BEKTOPCKUX TO/bA.

Zlokas. 3aucra, pazmarpajMo npeciaukaBame ¢ : L, — TG Koje nedunuiremo ca:
v € Ly,v—v(l)

OBO npec/IMKaBambe CJIUKa JeBO-UHBAPUjAHTHO BEKTOPCKO MOJBE Y BEKTOP TOI' II0Jba
y jeIMHUAIIM KOju oumrenno npunaia 11G.

JloBO/bHO je ja moKarkeMo Jia 3a cBaku BeKTOp a € T)(G 1mocToju jeuHCTBEHO
BEKTOPCKO MOJbe ¥ Tako Aa v(1) = a. 3aucra, 1eUHATITIMO TO OB ca: V() = g.a.
OcTaje Ja TpOBEPUMO J1a je 0OBAKBO T10/be JIEBO-MHBAPU]AHTHO, OJHOCHO Ja g,v(h) €
v. Amn, g.v(h) = g.(hia) = (gh)sa = v(gh) € v. Yumenuna aa je jeTUHCTBEHO
3aXTeBa J1a 34 CBAKO @ 3a CBAKO ¢, §y( UPUIAJIA BEKTOPCKOM IOJBY, IITO U JeCTe MO
KOHCTPYKITU]H. 0

ITocnenuna 3.4. Ilpumernmo na Ad, : G — G 4yBa jeJUHUILY, TAKO /18 IMa CMHCJIA
nedbunncaTn 060CTPaHO JIejCTBO ¢ Ha TAHTeHTHHU HpocTop jeaunune 1G:

Adg, - TG — TG,z € G,z — g*x*g_l,

r7e je g, JeBO JejCTBO ca ¢, a g © JIeCHO JejcTBo ca ¢ .
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JInjeBa aJjiredopa

Y oBOM mOIVIaB/bY ieMO pa3MaTpaTh IPEeCIUKaBahe KOje CJMKA TAHTEHTHHU IIPOCTOD
jenunune Heke Jlujese rpyme y Ty JlujeBy rpymy. Camum TuM, 700HjaMO TOBE3aHOCT
oBe jiBe crpykrype. Hajasme hemo Bujierun Kako HaAC TO MOTHBHIIE J1a JeDUHUIIIEMO
mojaM koju 3oBeMo JIujepa aiarebpa m KakBe cBe OBe3aHOCTH 1nocToje u3mehy Jluje-
Bux ajirebpa u JIujeBux rpyma.

4.1 EcKnoHeHIjaJIHO NpecnKaBambe

Teopema 4.1. Heka je G Jlujesa rpymna, g = 171G n #eka je x € g. Taga mocroju
jemurcTBeHn XOMOMOpdu3am 7, : (R, 4+) — G rakas xa je v.(0) = x.

N3Boa y 0oBOj Teopemu je 1o napamerpy t gomena xomoMmopduszma. [Ipumerumo
Jla je cAWYHA MOCTaBKa JeWHHUIje TAHTeHTHOT BEKTOpa, TaKO Ja OMCMO MOTJIHA J1a
npedOpPMYIUIIEMO OBY TEOPEMY Jia TBPJIH Jla IOCTOjH jeIMHCTBEHA KPHUBa, Koja je
XoMoMOpdu3aM, YHji je TAHTeHTHN BEKTOP V HYJIH Oalll jeTHaK .

Taxobhe, npumeTnMo @ KOMyTaTUBHOCT cabuparba HaJ R, 300r xXoMoMopdusma,
noBja4n Ja he KOJOMeH OBOT Ipec/nKaBama outn AbesoBa rpyma.

Jloxas. 1lpBo hemo mokazaru jeJIMHCTBEHOCT OBaKBOr Xxomomopdwuszma. Hahumo
~.(t). Tlo nedbunrunujun n3Boma uMamo:

¥ (8) = lim y(t+ h})L -1

15
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=7(t)7'(0),

rjie Jipyra jeJHaKoOCT CJeju U3 YUIbeHUIle Ja je 7 xomoMmopdusam, jIok Tpeha jej-
HAKOCT CJIeJM U3 Tora Ja 3a jako manao X Y(t + h) u y(h) ce Hamaze y okoJImHAMA
on y(t) omrocHo ¥(0) 3a Koje Mozkemo Hahm xomeomopduzam ca Eykanackum mpoc-
TOPOM, TAKO JIa MOYKEMO Jia U3BPIIAMO JUCTPUOYTHBHOCT U PA3JIUKY.

3060r TPETXOHO CIIOMEHYTe KOMYTaTUBHOCTH Takohe mobujamo ' (t) = v/ (0)~(¢).
Osa dopmyna nac nojceha Ha KOHCTPYKIU]y JIEBO-UHBAPH]AHTHOI BEKTOPCKOT 1OJba
u3 Teopeme 3.4. 3amcra, ako 7/(f) mocMaTpamMo Kao TAHT€HTHH BEKTOD y y = (1),
Bakn: v(y) = y,v(1). Aim Kako je oBO moJbe jeMHCTBEHO opeheHo u3 Teopeme 3.4.
TaJa je U -y jeJMHCTBEHO W TO Oalll HHTerpaaHa KpUBa OBOK BEKTOPCKOr moJba. OBO
JIOKa3yje jeTMHCTBEHOCT.

3a J0Ka3 HoCTojama pa3MaTpajMo JIEBO-HHBAPHUJAHTHO BEKTOPCKO II0JbE U 3a KOje
je v(1) = z. Hexka je ®' : G — G Bpemencka GyHKIHja 38 BEKTOPCKO MOJBE U KOja,
HAWBHUM JE3UKOM, CBaKH ejieMenT g € GG cimka y ejeMedT o1 (G y KoM OU ce OH HaIlao
kpehyhu ce 1o BeKTPOCKOM II0J/bY OP3UHOM BEKTOpA y TAYKH Y KOjOj C€ TPEHYTHO
Hanasu. OBy DYHKIHU]Y TPaBUIHO MOXKeMO Ja JedbUHUIIEMO caMo 3a Majo ¢ (3a
koje je g(t) y Eykmuackoj okonmun) kana Baxu g(t) = g(0) + v(g(0)) * ¢t. ITpume-
THUMO JIa HaM JIEBA-WHBAPUJAHTHOCT OJI ¥ Y3POKYje JeBy-UHBAPHUjaHTHOCT BPEMEHCKE
byuxuuje: P'(ab) = ad'(b).

Hedbunnmmmo caga y(t) = ®'(1). Taxa je:

Yt +s) = 27(1) = (@(1)) = O(7(s).1) = ¥(s).2"(1) = ¥(s)(t)

v(t + s) = v(s).y(t) nam omoryhira ga v medunudemo 3a 6uio Koje t € R u Takobhe
3HAYH JIA 7Y 32UCTA jecTe XOMOMOPdU3aM, KOJU OUUTJIETHO UCITY HhaBa YCJI0BE TeOpeMe.

]

ITocnenuia 4.1. Tlpumernmo ojMax jga HaM jeIMHCTBEHOCT OBaKBe (PyHKIIHje Jaje:
Yee(t) = 7.(kt) 3a VE € R. Bancra, obe dyHKIMje ncnymanajy yciaose Teopeme 4.1.
U UMajy U3BOJI y HYJIU jeIHAK KkT.

Hedbununuja 4.1.1. Heka je G JIujea rpyna, g = 11G. dedunumemo mpecinka-
Bame exp : g — G ca:

exp(r) = 72(1),
re je v.(1) xomomopdusam u3 reopeme 4.1.
OBo mpeciukaBambe HaM jaje Be3y u3Mel)y TaHTEHTHOT TPOCTOPa jeAHHUIE U
JIujese rpyre.

ITocaenuria 4.2. 13 Teopeme 4.1. mobujamo ja 3a JIeBO-HHBAPHjAHTHO BEKTOPCKO
1oJbe v, TakBo Jja je v(l) = x, Baxku Ja je BpeMeHCKa (PYyHKIHUja TOT 110/ba JaTa
Ipec/juKaBameM: g — . exp(tx).



4.1. EKCHOHEHIUjaJIHO MIPECIUKABAHE 17

ITocaenuna 4.3. JlupekTHo u3 nociaeaune 4.1. u nedbunuimje exp gobujamo exp(tr) =
Va(t)-

Casa cien HEKOJMKO OCOOMHA OBOI IIPEC/AUKaBamba. Y HAPEJIHHUX HeT TeopeMa
G je meka JlujeBa rpymna, g je TaHTeHTHH TpoOCTOp y jeamuaunu oa G u x je HeKH
eJIeMEHT O/T .

Teopema 4.2. l[locToju oKoJInHA HyJIe UV ¢ TAaKO Jla 33 CBe T € U BaXKH:
exp(z) =14z + ...

Joxas. Y nokazy teopeme 4.1. Beh cMO KOpPUCTHIIM HJIE]y /18 3a HEKY OKOJIMHY
jemmaune Uy G koja je xomeomopdua Eykmmackom npocropy saxu: $H(1) =1+
v(1)t, tae je (kao y gokasy reopeme 4.1.) ®'(1) Bpemencka gpyHKIMja KOja 0AroBapa

JIeBO-MHBAPUJAHTHOM BEKTOPCKOM TOJby 3a koje je v(l) = x. Tama je: ~,.(t) =
14+ xt = 7,(1) = 1+ z, oguocno exp(x) = 1+ z. Ilpumerumo jga 0BO BaxKku caMo 3a
HeKy okosinHy exp(z) € U, OIHOCHO caMo 3€ HeKy OKOJHMHY HyJe Uy g. ]

Teopema 4.3. exp((t + s)x) = exp(tz) exp(sz)

Zoxas. 13 nedunuimje exp u ocobnHa xomoMoppusma vy, A00ujaMo:

exp((t+5)2) = Ytre)2(1) = Ya(t+5) = 1(£)V2(s) = ee(1)7s(1) = exp(tx) exp(sz)
[l

Teopema 4.4. lIpecsimkaBame exp npejcrabiba audeoMmopduzam udmelhy Heke oKo-
qune 1y G ca nekom okomuaoM 0y g. VHBep3 oBOr JIOKaJIHOT IpecinKaBama hemo
o3HavaBaTH ca log.

Zoxas. Tlocrojame xomeomopdusma mamehy okosmuae 0 y g u okonune 1y G je
oKa3aHo y TeopeMu 4.2. YumbeHuna j1a nocroju audeomopdusam ciean u3 npuMeHe
TeopeMe MHBep3He (PYHKIUje — 3a HEKY OKOJUHY KOJOMeHa XoMeoMopdu3Ma BaxKu
J1a je xomeomopduszam HHBEpTabUIaH, OJIHOCHO Jia je audeomopduszam. O

Hedbunumuja 4.1.2. Heka cy G| u G5 Jlujese rpyne u vHeka je ¢ xomomopduzam
n3mehy wux. Jedunumemo mopduzam @, : T1G; — TGy u3mehy onrosapajyhux
TAHTEHTHWX MTpocTOpa jeaunuie Ha ciaenehn nayun: 3a x € T1G1, Heka je y(t) Kpusa
Koja aedunuire z (aedumumuja 2.0.12), omna gedumnumenmo na je p(vy(t)) kpusa Ko-
jom pedunuiemo ¢, (r) npeko aedununuje 2.0.12.

Teopema 4.5. Heka cy Gy u G, Jlujese rpyue u neka je ¢ xomomopdusam usmelhy
BHX. AKo x € g, Taga exp(p.x) = @.exp(z)
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Jlokas. U3 reopeme 4.1. BuauMo Ja ocToju jeauncTeenn xomomopdusam v : (R, +) —
Go takas y1a je 7'(0) = p,x. Cajenne crpane, exp(tp.r) 0BO OUUIVIETHO 3a/10BOJbABA.
C apyre crpane, momTo je exp(tr) KpuBa Koja gedunuire r, ouaa u3 geduHuImje
4.1.2. mmamo Ja je tanrentHu BeKTOp 3a t = 0 on p(exp(tz)) 6am p.z. Crora cy
exp(ty.x) u p(exp(tx)) ncre kpuse y G, ma je cBakako exp(p.x) = ¢.exp(x). O

Teopema 4.6. Heka je G Jlujera rpyma. 3a 6wmo koje X € G,y € g, Bawu:
Adx (exp(y)) = exp(Adx.(y)), rne cmo Adx, nedunucann y nocaenunn 3.4.

Zloxas. HoospHO je na mpuMeTuMmo 1a je Adx enmomopdusaM, TaKo 13 MOXKEMO 13
HPUMEHUMO TeopeMmy 4.5. U3 4era cjeju TBpheme. O

ITocnenunia 4.4. Heka cy G, G2 noBe3ane Jlujese rpyme. Tazma je 6m1o Koju MOp-
rm3aM ¢ : G; — (G jemuHcTBeHO OnpeherH MOpGMU3IMOM TAHTEHTHHUX MPOCTOPA Y

JeMHATIA Oy © g1 — §,.

Jloxas. Teopema 3.4 mam jiaje jia . jeJIMHCTBEHO o/ipehyje ¢ 3a HEKY OKOJIMHY je-
munune y Gp. 3aucra, ako ce & € g, cauKa y y € g, 3Ha4u a2 ce exp(x) € G caumka
y exp(y) € Gy. U3 nocsenute 3.1. BUAMMO Ja OKOJMHA jeTHHUIE T€HEPHIIE My
I'PYIIY aKO je OHa TOBe3aHa, TAKO Ja J00ujaMo J1a je p jeIMHCTBEHO oJpeheHo 3a meo
nomen (3. O

Crenehy Teopemy HaBOAUMO 6€3 MOKa3a.

Teopema 4.7. Heka je m : G; — G5 xomomopduzam nopesanux JlujeBux rpyma,
Ttako na je G mpocto noee3ano. Ako je f, : 171G — T1G5 uzomopdusam, tana je n
f mzomopduzam.

4.2 KomyTaTop

N3 Tteopeme 3.4. Bupmmo moresanoct u3mehy g u G. Moxkemo na mpumeTnmo je ma
je cmucaeHo na MHOXKemwe y (G IompuHece HEKO] Onepaluju y §. 3aucra, Ha OCHOBY
Teopeme 3.4. 3a a,b € g TOBOJbHO OJIMCKE HYIU, MOYKEMO 71 MUIIEMO:

exp(a) exp(b) = exp(u(a, b).

Onnocuo p(a,b) he mam 6utn omepanuja Koja ofropapa MHOXKemy y G npu maudeo-
Mopdu3My U3 TeopeMe 3.4.

Teopema 4.8. [Ipu TejiopoBoM pa3Bojy pyHKIHUje (1 HA UIAHOBE cTelmeHa < 2
J100ujamo:

1
wla,b) = a+b+§[a,b] + ..
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rie je [a,b] GuinHEAPHO KOCOCHMETPUYHO MPECTUKABAbE, a ... 0Jr0Bapa MPeC]TuKa-
BambuMa Vv TejmopoBoM pas3Bojy crenena seher ox 2. BuanneapHocT nogpa3yMeBa Jia
Bazke cienehe JBe jeIHAKOCTH 3a CBaKoO T, ¥, z U3 JoMeHa u «, § € R:

laz + By, 2] = alz, 2] + Bly, 2],
[z, + By] = alz, x| + Bz, .
KococumMeTpuaHOCT TIpec/inKaBamba 3Ha4l 1a 33 CBAKO T U3 J0MeHa Baxkn |1, 7] = 0.

Jloxas. TnaTka mpecauKaBama MOTY Ja ce TPUKaxKy y (hopMmu
w(a,b) = L(a) + L(b) + K(a) + K(b) + J(a,b)...

rje cy L juHeapHa npec/nKaBarma, /X KBaJpaTHa NpeciuKaBama u J OujinHeapHa,
a ... OJIrOBapa MPeCJUKABABIMA BHIIIET CTEIEHA.

U3 p(a,0) = a 3akmyayjemo ga Baxku K(a) = 0 u L(a) = a. Awmamorno u3s
1(0,0) = b 3axksmyayjemo ga Baxku K (b) =0 u L(b) = b.

U3 reopeme 3.3. umamo exp(2x) = exp(x)exp(z), rako na Baxu:u(a,a) = 2a
onakse mobujamo J(a,a) = 0. Amm To 3Haun 1a je J(a,b) KococuMeTpuIHO OHUIHH-
€apHo MpecIinKaBame. O

Hedbunnnmja 4.2.1. Onepanujy [,] HABHBAMO KOMYTATOPOM.

Jlema 4.1. BuinHeapHa KOCOCUMETPUYIHA TIPECIUKABAbA [, 330B0baABAjY [T, y] =

Jlokas. Tlomro Baxku [z, x] = 0, 3a cBe x u3 jgoMena, Baxu u [r + vy, +y] = 0. U3
OMIMHEAPHOCTH MMAMO 1 je

[z +y, ety =[zx+yl+y2+yl =[ra]+ 29+ [y, 2] + [y, Y]
amm [z, z] =0 u [y,y] = 0, rako ga mobujamo
0= [$7y} + ['y,l’],
u3 Jera caenn [x,y| = —[y, z]. O

JIema 4.2. Bunneapna KocOCHMETPUYIHA IPECTTKaBaba Takohe 3a10B0/baBajy [z, —y| =
- [ZL’, y] :

lokas.
[z, =yl + [z, y] = [z,y —y] = [2,0],

amu [x,0] = [z,0] + [z, 0], rako xa je [z,0] = 0. Crora Baxu [z, —y| = —[z, ] O
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Teopema 4.9. Heka je ¢ : G; — G5 xomomopduszam JlujeBux rpyna rie je Gy
OBE3aHO, a ¢, Mopdu3aM oiropapajyiinx tanrenTHux mpocropa. Tamga ¢, dysa
KOMYTATOP, HATME:

pulz,y] = [Pz, 0uy]
3a CBAKO T,Y € @;.
Zloxasz. VI3 Teopeme 4.5. nmamo:
exp(p.r) = p(exp(x)) A exp(p.y) = p(exp(y)),
0JlaKJIe JI00ujaMo:
p(exp(z))p(exp(y)) = exp(p.z) exp(@.y).
N3 ocodbmna xoMoMOpdHu3Ma ¢ 3aKbYyIyjeMO:

p(exp(r) exp(y)) = exp(p.r) exp(p.y).

[To nepunuiuju KoMyTaTOpa BaryKu:

1 1
p(exp(z +y + 5[17, yl + ...)) = exp(p. + oy + 5[%%, 0.yl + )

1 1
= exp(pi(r +y + 5[:& Y]+ ...)) = exp(p.x + @y + 5[90*93, oyl + ...,

mehyTum, u3z Teopeme 4.4. uMaMo Jia je €Xp MHJeKTHUBHO 33 OKOJIUHY HYJie, TAKO JIa
J1001jamo:

1 1
O+ .y + 90*(5[1’,?/]) + .. =pr+ e+ 5[90*967 o.y] + ...

1

1
= éw*[x,y] 4+ ... = 5[90*35, ouy] + ...

= @2, y] = [0, uy]

ITocnemuiia 4.5. O6ocTpaHO J€jCTBO OUyBaBa KOMYTaTOD:
Adg. [z, y] = [Adgx, Ady., Y]

OBo je Tauno 3a 6uno koje g € G, jep je Adg, ennomopduzam.
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Teopema 4.10. 3a x,y € g, TaHTeHTHOT IIpocTopa jeaunune Jlujese aaredpe, BaxKu
cienche:

exp(x) exp(y) exp(—z) exp(—y) = exp([z,y] + ...)

Zoxas. Ilpumenom meduHUIMje KOMYTAaTOPa, IyBambeM 4JIaHOBA cTeneHa < 2 100u-
jamo:

exp(x) exp(y) exp(—x) exp(—y) = exp(az—l—y—i—l[x, yl+...) exp(—x+(—y)+%[—x, —yl+...)

2
:exp(:c—i-y—i——x—i-(—y)—i-%[x,y]—i—%[—:c, —yl+z+y+..,—z+(-y)+..]+...)
:exp(%[x,y] —i—%[—x,—y] +x+y+.,—(z+y) +..]+..)
= exp(%[m,y] + %[—x, -yl +...)
Ho, u3 6unnaeapuocTn:
[—:L’, _y] = _[_:E7y] = [l’,y]
= exp(%[a@y] + %[—y, —xl+r+y+ ., —(z+y) +..]+..)
= exp(5 ] + 59, ~a] + )
1 1
= 5[‘%‘7% + 5[_:% _I] =0
At w3 neme 4.2, [—y, —x] = —[—z, —y]

= exp(x) exp(y) exp(—x) exp(—y) = exp([z,y] + ...).
[

Teopema 4.11. Komyrarop u3 gedununuje 4.2.1. Takohe ucnymana JakoOujen
UHJEHTUTeT - 3a T, Y, 2 € 11G BaxKu:

[xa [y,ZH + [y7 [Z,JIH + [Z; [I,y“ =0.

oxkas osor TBphema HeheMo HABOIUTH.

SaHUMJ/BUBO je j1a 3HaMO KaKo u3rjeajy u 4ianosu Beher cremena y Tejinoposoj
exciansuju. Hamme, Bazku ciejsieha Teopema, unju j1oka3 Takohe nehemo HaBOIUTH.
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Teopema 4.12. AKO KOpHCTHMO TEPMUHOJIOIA]Y U3 JTe(DUHUITjEe KOMYTATOPA, OJTHOCHO
ako Baxu exp(z) exp(y) = exp(u(z,y)), Taza Tejropos passoj 3a (z,y) — (0,0) Ha
4JIaHOBA cTeneHa < 4 racu:

1

wz,y) =z +y+ 1[ﬂmy] + <z, [z,y]] + i[y, ly, x]] +

1
2 12 19 ly, [z, [y, 2] + ...,

24
rje ... O3Ha4aBa cremnene y TejjiopoBoM pa3Bojy cTemeHa Beher o 4.

[Tpumernmo na Ham JakobujeB mumenturer naje |y, [z, [y, z]]] = [z, [y, [y, z]]].
Bancra, BaxKu:

Wy, [z, [y, =]} + [=, [y, =], y]] + [ly, ], [y, ] = 0.

A ly,al,ly, 2] = 0w [a, [ly, 2] 9]] = [z, [y, [y 2ll] = —2, [y, [y, 2]]], us wera
3aKJbydy]jemMo:

, [z, ly, 2] = [z, y, ly, ]
Caza MoxkeMo Ja JedUHHUIIIEMO CTa je peaJHa JIujesa aaredopa.

Hedbunumuja 4.2.2. Peasna Jlujesa anredpa je ekropcku mpoctop g maj R ca
OHJIMHEAPHOM OIepanujoM [,] 1 g X g — @, Koja je KOCOCHMEeTPHYHA U 3a/10BOJbABA
JakobujeB WHIEHTUTET.

[Tpumernmo Ja TanrenTHE poctop jequnuie (T1G) ca KomyTaTopoM u3 geduHu-
nuje 4.2.1. ouurIeTHO UCIYyHaBa ycaoBe peanne Jlujese anrebpe. Ctora HaBOIUMO
caenehy Teopemy.

Teopema 4.13. Heka je G JlujeBa rpyna. Taunrentau npocrop y jemunutum 171G
ca orepalmjoM KOMyTaTopa UMa CTPYKTypy peaJine JlujeBe anrebpe; oy JlujeBy
anrebpy Jlujese rpyne G Moxkemo o3uadasaru ca Lie(G).

Hedbunnmuja 4.2.3. Heka je g JlujeBa anredpa. Ilogmpoctop h C g je Jlujesa
nojaarebpa o g ako je 3aTBOPEHA Y OJHOCY HA KOMYTATOD:

Va,y € b, [z,y] €b

Teopema 4.14. Axo je H Jlujesa noarpyna Jlujese rpyne G ca Jlujesom anrebpom
g, Taga je h = T1 H JlujeBa momairebpa of g.

Jloxasz. Tpeba ja nmokaxkemo 3aTBOPEHOCT Y OJHOCY Ha KomyTtarop. [Ipumernmo jia
3a x,y € b Baxku ga exp(zt),exp(yt) € H. 3aucra, exp(xt) je moarpyna koja je
CBaKaKO TeHeprcaHa HEKOM OKOJMHOM jeuHuIe Koja npunana H (jep Ta okosnHa
nedburnmte z). Onna u exp(zt) exp(yt) € H, oxnocuo exp(p(x,y)t) € H. Amm To
3HAYH J]a TAHPeHTHU BeKTOp 3a t = 0 mpunaja b, omgnocuo p(x,y) € b, amu camMum
tuMm [z,y| € b, jep je h BeKTOPCKU HPOCTOP. O
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OcHoBHe TeopeMe JIujeBe Teopuje

5.1 OcHoBHe Teopeme JIujeBe Teopuje

Jlo caga cmo mokazanu ga xomomopdmuzam Jlujesux rpyma ¢ @ G — Gy gedun-
urre xomoMopduszam JlujeBux anredbpa . @ g, — @,, Kao u Ja je 3a moe3ano Gy,
npecankaBammbe u3Melly oBux xomoMopduzama WHjeKTHBHO:

Hom (G4, Gy) — Hom(g,, 8,) : ¢ — ¢s

Osue u nanabe Hom(A, B) o3nauasa ckyn xomomopdusama usmehy A u B.

Hatasbe KopucTiMO cTanaap/ine 03HaKe Koje cMO 10 ¢aJia KOPUCTUIH 6e3 mocebHor
HaroBelTaja jJgedpuHuImje.

Ciienehe Tpu TeopemMe 30BeMO OCHOBHUM Teopemama Jlujese Teopuje.

Teopema 5.1. Axko je G nmoBe3ana u mpocTo noesana Jlujesa rpyma, Tajga mocroju
oujekiuja usmehy ckyna xomomopduzama Hom (G, G2) n ckyna xomomopdusama

Hom(g,, g.).

Teopema 5.2. TlocToju OGujeknuja usmehy moBe3aHux MOTOIJHEHUX JIMjeBUX MOJI-
rpyna H C G u nonasiredbpa b C g. Ta 6ujeknuja je mara ca h = T1H.

Teopema 5.3. 3a cBaKky KOHAYHO JUMeH3UOHATHY JlujeBy anredpy moctoju Jlujesa
rpyma ca ToM JlujeBoMm aare6GpoM.

Jla 6ucmo 1okazaJjm oBe Teopeme NnpBO Tpeba Jia HPUMETHMO HEKe 0coOuHe Koje
nocenyjy Jlujere moarpyme. 3aruMm heMo moKazaTu Ia TeopeMma H.2. HMILIAIHPA,

23
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teopeMy 5.1. ITorom hemo jmokazatu Teopemy 5.2. Haxkasmoct, Teopemy 5.3. nehemo
JIOKa3UBaTH jep je MOKa3 Kpajihe HalpeJaH W KOMIIMKOBAH.

[Tokaxkumo caja ja TeopeMa 5.2. UMILTUIUPa Teopemy H.1.

Zokas da meopema 5.2. umnisuvyupa meopemy 5.1. Tpeba 1a mokazkeMo Ja IIOCTOJH
oujekruja u3mehy Hom(G1,Go) m Hom(g,,g,). Ho, mu cmo Beh mokasamu ma je
npeciukaBatbe Hom (G, Go) — Hom(g,,g,) MHjeKTHBHO, TaKo aa HAM OCTaje Ja
MOKayKeMO JIa je ¥ CYpPjeKTHBHO, OJHOCHO Jia 3a cBaku xomomopduzam JlujeBux aji-
rebpa [ : g, — @, mocroju xomomopcduzam Jlujesux rpyma ¢ : G; — G5 Taxo jga je

Heka je G = G x Gs. Ilpumerumo 71a je oo JIujesa rpyma. 3amcra, MHOXKEIbE
ejqeMenara G ce moHaIla Kao OJBOjEHO MHOXKEHhe IpBe KoopiuHare (egxemenrta Gy)
M OJ[BOjJEHO MHOKeEhe Apyre KoopiuHate (enementa (F3), a dumenuna ga G ocraje
MHOTIOCTDYKOCT CJIeJ W3 TOra jia OKOJHHA HEKOT ejieMenTa (g1, go) v G Koja je xomeo-
mopdua Eykiuackom npoctopy oarosapa okoaunu (U, Us), tae cy Uy u Uy okoJuHe
oIl g1, g2 penoM. Ako je U; xomeomopdno ca R", a U, xomeomopdno ca R"2, tama
je (U, Us) xomeomopdno ca (R™, R™) oxmocuno ca R™+"2,

Tama je g = g, X g, JlujeBa asrebpa ox G. AHAJOrHO Kao y pasMarpamy 3a
n06py medunncanoct G kao JlujeBe rpyme BUANMO J1a § UMa, CTPYKTYPY TAHTEHTHOT
npoctopa y jegunuiu ox G. Y 0BOM CJIydajy, KOMyTaTop je jgedHHUCAH TAKO Ja 3a
x,x € g, my,y € g, BaXKu:

[(z,y), (@', y)] = ([z, 2], [y, ¥])-

OBakBa nedUHUITja KOMYyTaTOPa je OUeKnBaHa, jep ce ocoOnHe Hacael)yjy 300r He3a-
BUCHOCTHU KOOpAMHATA.

Heka je h = {(z, f(x))|z € g,}. Tlpumernmo na je oo moganrebpa. 3amcra,
cBakako je h C @, JOK YMILEHUIA JIa BAYKU 3aTBOPEHOCT y OHOCY HAa KOMYTATOP
CJIeJIA U3 TOTA IITO BAXKHU:

[(z, f (), (y, fW))] = ([, 9], [f (), F@)]) = ([, 9], f([z, 1))

rJe JIpyra jeJHAaKOCT CJeId U3 Tora ITO c¢Mo f JAedHHHCAJH Kao XoMoMopdusam
JlujeBux anrebpa.

Teopema 5.2. Ham jaje ja mocToju nmope3ana Jlujera moArpyna Koja ojroBapa 0Boj
JIujeBoj aare6pm, OJHOCHO MOCTOJH MAEHTHTETCKO ypamame z : H — G. Ilpaselin
kommosutujy u3mehy oBor ypamama u npojekuuje w1 : G — (G 10061jaMo XOMOMOP-
dbuzam Jlujesux rpyma p : H — G1 (0Bo je xomoMopduzam jep je KOMIO3UIHja TBa
xomomopdusma. Ouma je p, : Lie(H) — g, xomomopdusam JlujeBux aaredpa.

ITocroju ouurseana dbujekrusHocT udmehy b u g, Koja ojrosapa NHpOJEKIUJU T .
Takobe, npumeTnMo Ja W3 WHjEKTHBHOCTH Z MOTHYE HWHjEKTHBHOCT Zy.
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ITomTo ¢y 2, U 7, UH]eKTUBHH, TaJA je U Py = T4 O 24 WHJEKTUBHO, OJHOCHO D,
je m3omopduzam. Ilpumernumo cam Teopemy 4.7, u3 Koje m00UjaMo 1a je p U30MOP-
duzam.

Caza nocroju nasep3an xomomopduzam p~ ! : Gy — H. KoHcrpymmumo camna
xomomopduzam ¢ : G — G5 Tako MTO y3IMaMO KOMIIO3HIH]Y (0 = Ty o p~ ! Koje
cmka ¢ : Gy - H — G — G, tae je mo upojexnuja mo G o G.

[Ipumerumo 1a @, : g, — @, Taga cauka ¢ — (z, f(x)) — f(x), mro cmo u
JKeJIeJTH.

OBako CMO yCHEeCHO HAIIN (, TAKO 714 je ¢, = f. n

Caenn mokas Teopeme 5.2.

Jloxas. Jlokas ose Teopeme he 3axTeBaTy HAIpeIHUje CTBApHU U3 JHMpEpPEHIINjaTHE
reoMmerpuje kKoje nehemo mokazusaru. IIpBo hemo medbunucarn map mnojMoBa u3
nudepennujaiie reomeTprje Koje heMo KOpUCTHTH.

Hedbunnmmja 5.1.1. Kaxemo ga je D k-jpuMmen3uoHasiHa JUCTpHOYIHja HA MHO-
roctpykoctu M ako 3agoBosbasa D C Ty M (vme je ThyM cKyn ¢BAX TaHT€HTHUX
npocropa Haja M) u 3a cBako p € M BaKu 12 UMaMo k-JIHMEH3UOHAIHE TOTIIPOCTOD
D, C T, M, Koju T1aTKO 3aBUCH OJ, P.

3a BEKTOPCKO II0Jbe ¥ KazkeMo Ja v € D ako U caMo ako 3a cBako p € M Baxu
v(p) € D,.

Hedbunnmnumja 5.1.2. MHTerpajsza MHOTOCTPYKOCT 3a k- IMMEH3UOHAJHY JTUCTPHOY-
nujy je k-muMeH3MOHATHA TMOAMHOrOocTpyKocT X C M, Tako na 3a cBako p € X
umamo 1, X = Dp. Ilpumerumo Ja je 0BO renepajusalyja HHTerpajHe KpuBe, Koja
je cnydaj 3a k = 1.

Hedbunumuja 5.1.3. Kaxemo ga je gucrpubynumja [ KOMIJIETHO WHTErPaOUIHA
aKO 3a CBaKO p € M JIOKAJIHO TIOCTOjU MHTErpajaHa MHOTOCTPYKOCT KOja CaJpKH p.

Creneha reopeMa HaM faje J0BOJbAH U MOTPEDAH yCJIOB /1 OM HEKa, JUCTPUOYIIH]a
OuIa KOMILIETHO MHTErpabuIHa.

Teopema 5.4. (OpobenujycoB Kpurepujym umarerpabuanoctu) Jucrpubynuja D
MHOTroCTpyKocTH M je KOMIJIETHO HHTerpabu/Ha aKo U CaMO aKO 33 CBaKa JiBA BEK-
Topcka nosba 1, ¢ € D Baxu [n,(] € D.

Kao mrro cMo Bujiesin u3 jiepuHuImje KOMILIeTHE HHTerPA0UIHOCTH, TO HAM Jaje
MOCTOjarhe MHTErPaJIHe MHOTOCTPYKOCTH y OKOJIMHU U3a0paHe Tavyke.
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Teopema 5.5. Heka je D kowmimieTrHo uHTerpajna jguctpubyruja ma M. Taxa
3a cBakO p € M mocToju jeMHCTBeHA MOBe3aHa HOTOIJbeHA WHTErpaJHa MOJMHO-
roctpykoct N C M pucrpubynuje D Koja cajipKu p U MaKCUMAJHA je (Caap:Ku CBe
ocrajie MOTOIheHe HHTerPaJHe MOJAMHOIOCTPYKOCTH KOje CaapiKe p).

Jla 6ucmo gokazasam Teopemy 5.2. Tpeba aa 3a m3abpany JlujeBy rpyny G KoH-
cTpyuiemo norombeny noarpymny H ox G koja ogroapa nogaareopu b C g. [Ipume-
THMO Jia GucMo 3a Takso H umasum ja 3a csako p € H sBaxku T,H = (T1H)p = bh.p.
To 3maun na axo geduHumemMo mucTpubymmjy DY Koja oarosapa momaire6pu b Kao
Dg = b.p. Nmajyhu oBo na ymy, moxkemo jia Koncrpyuiiemo H.

Jlema 5.1. Heka je GG Jlujera rpyna. Tama 3a cBako ¢ € (G mOCTOjU JIOKAJIHA
WHTErpaJIHa MOJAMHOTOCTPYKOCT KOja oAroBapa aucTpuoynujun DY, Taxo ga cagpwxu
qg.

Jloka3 oBe JieMe Takole 3axTeBa TeXHHKe JudepeHInjalne reoMeTphje, TaKo J1a
ra HeheMo MpUKa3uBaTH OBJE, Beh 3aMHTepecoBAHOT YuTaona ynyhyjemo Ha JguTep-

aTypy.

Jla 6ucMo 3aBpIIUIN JIOKa3 OCTaje HaM Ja KOHCTpyHineMo H Kao MaKCHMaJIHy
HOBE3aHY IMOTOIBEHY HHTErPAJIHY IOJMHOIOCTPYKOCT KOja caJpKu 1 M oJroapa
muerpubymujn DY, OcTaje HaM Ja MOKazKeMo Jla 0BO 3alCTa jecTe TOATPYIA.

[Ipumerumo ga 3a c¢Bako p € H mmamo ja jgecHO jejcTBo ca p Ha (G Imajbe
UHTErPaJiie MHOTOCTPYKOCTH Y WHTErpajHe MHOIOCTPYKOCTH, CICIU(PUIHO IIaATHe
H y Hp, na je Hp unrerpasna moaMHOrocTpyKocT 3a DY koja cagpxn p. Amm, H
Takohe caJp:Ku p, Tako ja jgodoujamo Hp = H, ognocHo H je moarpyia. O
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3akJpy4dak

Y 0BOM paJty ¢MO TPEINLIN MPEeKO HEKUX OCHOBHUX TeopeMa JIujese Teopuje. ledun-
ncaam cmo mra cy JIujere rpyne u Jlujese anaredope; meduHUCATIN CMO €KCITOHEHIIU-
jasHo mnpecyukaBame usMmely JlujeBux asrebpa u JIujeBux rpyna, Kao U oleparmjy
KOMYTaTOp; Takohe cMO TOKa3aJii OCHOBHe TeopeMe Koje TmoBe3yjy JlujeBe rpyme u
JIujese ajrpeodpe.

Haspn paj 6u ce 6aBUO JleTa/bHUJUM MTPOyYaBameM cTPyKTypa JIujeBux anaredbpa
U HbUXOBHUX peIlpe3eHTalnja, a HApOUYUTO IMPOCTUM U HoJynpocTuM JIujeBum asre-
Opama. 3amHTepecoBaHe YUTAOIe yIIyhyjeM Ha JUTEPATYPY Koja ce MoxKe Hahu mpu
Kpajy OBOI' paJia.

ITorkoBaHM OBUM 3HAHEM, MOYKEMO JI00UTH pas3He OUTHe pel3yjrare u3 (pusuke.
Ty 6ux u3aBojuo, jJa MozkeMo Ja pemumo LIpeauHrepoBy jeHaduny 3a BOJOHUKOB
aroM kopuctehn JlujeBy Teopujy. Ha Taj Haumn mobujaMo momaTke O TaJacHO] jes-
HAYUHU eJeKTPOHA ¥ BOJOHMKOBOM aTOMy KopucTehum camMo MaTeMaTHUKH ajaT.

3a kpaj, ¥Kejie0 OUX Ja ce 3aXBaJIUM CBUM PO(ecopruMa MaTeMaTnke u (hu3nke
KOjJU CYy MU IpPe/IaBaJIl TOKOM MOT' IITKOJIOBarba. Balm 4acoBu Cy MU YJIWIH JbyOaB
IpeMa OBUM HayKaMa U HPUOJUKUJIM MU BUXOBY JICHIOTY.

3a Kpaj, kKejeo OMX Ja ce 3aXBaJUM CBOM MEHTOpPY U Mpodecopy MeHTOPCKe
aHaju3e u ajredpe uporekje derupu rogune — JIykum Mwuamhesuhy. Xsasa na
noMOhT OKO OBOT paJia, aJii MPe CBera XBaJia Ha TOME IIITO CTe MU HPUKA3AJIN JIETOTY
U YMETHOCT MaTeMaTHKe 3a KOjy HUCAM 3HAO Jia MOCTOju. TOKOM TPOTEK/Ie YeTHPH
rOJIMHE CaM 3aBOJICO AIICTPAKTHOCT MaTeMaTHKe W IbeHY BE€YHY HMCTUHUCTOCT, KAKO
30or Bammx gacoBa u JOJATHUIN, TAKO U 300T JTUTEpaType Ha KOy CTe€ MU YKa3aJIH,
na u duioszodckux pazrosopa ca Bama u Teomopom, KOjy OBOM HPHJIMKOM HCTO
03/IPAaB/baM IIYH 3aXBaJTHOCTH. XBaJa HA mOApIIInA!
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6. 3akspyuak




Homarak A

Homarak A

A.1 Heke ocHOBHe TeopeMe audepeHIjaiHe re-
oMeTpuje

Teopema A.1l. (Teopema o unBepsuoj dyukuju 3a muaorocrpykocru) Heka je f :
M — N riatko npecjnKaBame n3Mmely riaTkux MHOrocrpykocru. Heka je p €
M uposusoman exement M. Axo je fp. @ T,M — Ty, N msomopdmszam, Tana
nocroju okosmaa U oz p, tako ga je f(U) okomuna ox f(p) u f : U — f(U) je
nudeomopduzam.

Hehemo HaBomuTH 1eo J0Ka3 OBe Teopeme, 3aTO MITO ce Ha3upa Ha MeToJaMa
mucepennujanne reomerpuje. MehyTum, moxkaszaheMo Kako oBa TeopeMma CJAeId U3
TeopeMe MHBep3He QPyHKIMje 3a Iyarka npecinkaama y R”. Tspheme oe Teopeme
je cuenmjajaH ciaydaj Teopeme WHBep3HE (DYHKIMje 3a MHOTOCTPYKOCTH, Kaja 3a
muorocrpykoctu M u N y3memo R™.

Teopema A.2. (Teopema o uuBep3noj dbyuknuju 3a R") Heka je f : R" — R
rj1aTko mnpeciankasame. IHeka je p € R™ npomssosban enement R™. Axo je f,. :
T,R" — Ty R™ uzomopdusam, tajga nocroju okonuna U ox p, tako ga je f(U)
okosimua on, f(p) u f : U — f(U) je mudeomopduszam.

[Tokazkumo 1a Teopema A.2. uMmintuiupa Teopemy A.l.

Zoxas. Ilpumerumo na M u N umajy ucTy JUMEH3HU]y 300r ©30MOpGhHU3Ma TAHT€HT-
uux npocropa. Heka je ta numensuja n € N. ¥amumo kapre: (U, @) 3a p u (V,71)
3a f(p). Oso 3uaum ja nocroje xomeomopdusmu @, 7 Koju ciaukajy okosuue U,V
on p, f(p) y Eykmuacku npocrop R™. Ouunriesno MOKeMO Ja H3BPIIIMO OBAKaB
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onabup tako gaa Baxu f(U) C V.

Heka je o : R" — R",a = 7o foyp . Tana je ayp. : R" — R, rue je
Wy (@i () = T 0 fo 0 0 (ps(2p)), 30 HEKH TAHTEHTHN BEKTOp ¥, y p. Ilpume-
THMO [1a, j€ OHJIA (Vy(p)x B30MOPGMU3AM 3aTO ITO CY Py, fr, To H30MOPDUIME.

[Ipumenumo caj teopujy wuBep3une ¢yukiuje 3a R™. To 3maum jga mocroju
okormua W on ¢(p) Tako ga je a(W) okommma ox a(e(p)) u alpha : W — a(W) je
mudbeomopduzam. [Tpumernmo ga Moxkemo ga uzabepemo W rako ga je W C ¢(U).

Ouga je f = 77! o a o p mudeomopdusam 3a f : o Y(W) — 77 a(W)), tae
Baxku ja cy @ (W) u 771 (a(W)) pesom okoune o p u f(p). O

Teopema A.3. Ako je N morommbeHa MOAMHOIOCTpPYKocT ox M, Taga je N JIOKAJIHO
3arBopeno. Jlpyrum peuduma, cako xr € N uma oxkoquny V. C M rtako jga je N
3aTBOopeHo y V.
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