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Uvod

1.1 Istorija

Lijeva teorija predstav	a xiroku oblast u matematici kojom su se bavili
razni matematiqari jox od 19. veka i koja je i dan danas aktuelna. Blisko je
povezana sa raznim granama matematike: algebre, analize, geometrije, topologije,
pa i matematiqke fizike. Samim tim je nezaobilazna oblast za mnoge matem-
atiqare i fiziqare.

Mo�e se re�i da je jedan od prvih zaqetnika Lijeve teorije norvexki matem-
atiqar Sofus Li (1842 { 1899), koji se zanimao za klasifikaciju svih mogu�ih
dejstava grupa na neke mnogostrukosti. Uveo je Lijevu algebru kao objekat koji
je usko povezan sa Lijevim grupama, ali ima jednostavniju strukturu (struk-
turu vektorskog prostora), i samim tim je jednostavniji za izuqava�e. Pokazao
je tako�e neke od povezanosti Lijevih grupa i Lijevih algebra.

�egov rad nadogra�uje nemaqki matematiqar Vilhem Kiling (1847 { 1923),
koji insistira na tome da za klasifikaciju dejstva Lijevih grupa prvo potrebno
klasifikovati Lijeve algebre. Prime�uje da mu je za klasifikaciju Lije-
vih algebri va�na klasifikacija prostih (nerastav	ivih) Lijevih algebri.
Iako neki �egovi dokazi nisu bili skroz taqni, dolazi do otrki�a da su sve
nerastav	ive Lijeve algebre one koje vezujemo za linearne, ortogonalne i sim-
pletiqke grupe, osim konaqnog broja specijalnih izolovanih sluqajeva.

Ovaj problem u potpunosti rexava francuski matematiqar El Kartan (1869
{ 1951), koji nadogra�uje Kilingove ideje, unosi znaqajne originalne inovacije
i uspexno klasifikuje nerastav	ive Lijeve algebre. On tako�e dokazuje mnoge
druge bitne teoreme za Lijevu teoriju, od kojih �emo neke susresti i u radu.

Ovo je bila kratka istorija zaqetka Lijeve teorije. Nabraja�e svih znaqa-
jnih doprinosa ovoj teoriji bi potrajalo, pa �u navesti samo neke: David
Hilbert (1862 { 1943), Herman Vajl (1885 { 1955), Klod Qevalej (1909 { 1984),
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2 1. Uvod

Jevgenij Dinkin (1924 { 2014)...
Lijeva teorija se prirodno name�e i u fizici kao alat za prouqava�e

simetrija objekata. Tako da su mnogi fiziqari znaqajno doprineli razvi-
ja�u ove teorije.

1.2 Pregled sadr�aja

U ovom radu �emo pre�i preko nekih osnova Lijeve teorije. Prvo �emo
definisati u drugoj glavi neke osnovne pojmove iz topologije i diferenci-
jalne geometrije koji su nam potrebni za da	i rad. Da	e �emo definisati
xta su to Lijeve grupe i Lijeve podgrupe. Pokaza�emo neka osnovna tvr�e�a
za Lijeve grupe koje �e nam dati bo	i uvid u �ihovu strukturu. Zatim, u
qetvrtoj glavi, definixemo eksponencijalno preslikava�e koje nam daje vezu
izme�u tangentnog prostora jedinice neke Lijeve grupe i te Lijeve grupe. Ovo
preslikava�e nam omogu�ava da definixemo operaciju komutatora za tangenti
prostor jedinice, koje nam zatim daje osnova da uvedemo pojam Lijeve algebre.
Lijeve algebre imaju strukturu vektorskog prostora, pa su lakxe za prouqa-
va�e nego Lijeve grupe. Me�utim, u petoj glavi pokazujemo osnovne teoreme
Lijeve teorije, koje nam daju vezu izme�u Lijevih grupa i Lijevih algebri.
Samim tim, svodimo izuqava�e Lijevih grupa na izuqava�e Lijevih algebri.



2

Osnovni pojmovi topologije i

diferencijalne geometrije

Definicija 2.0.1. Topoloxki prostor je ure�eni par (X,O), gde je X skup,
a O kolekcija podskupova od X, koji ispu�avaju slede�e tri aksiome:

(1) X,Ø ∈ O,

(2) presek konaqno mnogo otvorenih skupova je otvoren skup,

(3) unija proizvo	no mnogo otvorenih skupova je otvoren skup.

Elemente O zovemo otvorenim skupovima.

Definicija 2.0.2. Okoline (engl. neighbourhood) elementa x skupa X nekog
topoloxkog prostora je otvoren skup koji sadr�i x.

Definicija 2.0.3. Skup A je otvoren u skupu B nekog topoloxkog prostora,
ako A ⊂ B i za svaki element u A postoji okolina tog elementa koja pripada
B.

Definicija 2.0.4. Skup A je zatvoren u skupu B nekog topoloxkog prostora,
ako A ⊂ B i AC je otvoren skup u B. Ovde AC oznaqava koplement skupa A.

Definicija 2.0.5. Skup X je povezan ako su jedini podskupovi skupa X
topoloxkog prostora (X,O) koji su i otvoreni i zatvoreni bax X i Ø.

Definicija 2.0.6. Zatvore�e A podskupa A od skupa B nekog topoloxkog
prostora, qini svaki element u B takav da ne postoji �egova okolina koja je
disjunktna sa A.
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4 2. Osnovni pojmovi topologije i diferencijalne geometrije

Definicija 2.0.7. Ka�emo da je podskup A gust u skupu B nekog topoloxkog
prostora, ako je B ⊂ A.

Definicija 2.0.8. Preslikava�e f : X → Y izme�u dva topoloxka prostora
X i Y je homeomorfizam ako zadovo	ava:

(1) f je bijekcija

(2) f je neprekidno

(3) inverzna funkcija f−1 je neprekidna.

Definicija 2.0.9. Glatka mnogostrukost (nada	e podrazumevamo da su mno-
gostrukosti glatke) je topoloxki prostor koji zadovo	ava:

(1) Topoloxki prostor je lokalno Euklidski. To znaqi da za svako m ∈ M
postoji okolina U ⊂ M koja sadr�i m i homeomorfizam ϕ : U → Rn.
Ure�en par (U,ϕ) nazivamo kartom.

(2) Topoloxki prostor je Hausdorfov. Ovo znaqi da za svake dve razne taqke
u M postoje �ihove okoline koje su disjunktne.

(3) Postoji prebrojiva topoloxka baza. To znaqi da postoji preprojivo otvoreno
prekriva�e B = Bi ⊆M |i ∈ N tako da za svako Bi ∩Bj 6= Ø, tada postoji
Bk ∈ B tako da Bk ⊆ Bi ∩Bj.

(4) Definiximo atlas od M kao skup karti A = (Ui, ϕi), tako da
⋃
i

Ui = M .

Mnogostrukost je glatka ako postoji atlas tako da va�i da za karte (Ui, ϕi)
i (Uj, ϕj), tako da va�i Ui ∩Uj 6= Ø, va�i da je ϕj ◦ ϕ−1i glatko preslika-
va�e Euklidskih prostora.

Dimenzija mnogostrukostiM jednaka je dimenziji Euklidskog prostora kodom-
ena karti.

Definicija 2.0.10. Difeomorfizam je glatki homeomorfizam izme�u glatkih
mnogostrukosti. Grupa difeomorfizama koji slikaju mnogostrukostM u samu
sebe oznaqavaju se sa Diff M .

Definicija 2.0.11. Ka�emo da je funkcija glatka ako je neprekidna i difer-
encijablina proizvo	no mnogo puta na �enom domenu.
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Definicija 2.0.12. (Tangentni vektor) Razmatrajmo mnogostrukost M di-
menzije n. Izaberimo kartu (U,ϕ) taqke x, takav da je homeomorfizam ϕ :
U → Rn. Neka je γ : (−1, 1) → M kriva takva da je γ(0) = x i da je
ϕ ◦ γ : (−1, 1) → Rn glatko preslikava�e. Tada je (ϕ ◦ γ)′(0) tangentni vek-
tor krive γ u taqki x. Ka�emo da su dve krive ekvivalentne ako pri datoj
karti dobijamo isti tangentni vektor. Ispostav	a se da je ovakva definicija
nezavisna od izbora karte.

Definicija 2.0.13. Tangentni prostor mnogostrukosti M u taqki x je skup
svih tangentnih vektora u x i oznaqavamo ga sa TxM . Ovakva definicija je
nezavisna od izbora karte. Tangentni prostor je vektorski prostor.

Definicija 2.0.14. Smexta�e (engl. embedding) je glatko preslikava�e
izme�u glatkih mnogostrukosti f : M → N tako da je domen ovog preslika-
va�a difeomorfan �egovoj slici (f : M → f(M) je difeomorfizam).

Definicija 2.0.15. M je smextena podmnogostrukost od glatke mnogostrukosti
N ako je M ⊂ N i indetitetsko preslikava�e i : M → N, i(m) = m je smex-
ta�e.

Definicija 2.0.16. Potapa�e (engl. immersion) je glatko preslikava�e mno-
gostrukosti f : M → N koje je na lokalnom nivou smexta�e. Odnosno, za svaki
element m ∈M postoji �egova okolina U u M tako da je f : U → f(U) difeo-
morfizam.

Definicija 2.0.17. M je potop	ena podmnogostrukost od glatke mnogostrukosti
N ako je M ⊂ N i indentitecko preslikava�e i : M → N, i(m) = m je pota-
pa�e. Tada X ima strukturu mnogostrukosti i za svako x ∈ X va�i da je
TxX ⊂ TxN .

Primetiti da je smexta�e zapravo potapa�e sa dodatnim ograniqe�ima.

Definicija 2.0.18. Pokriva�e je lokalno homeomorfno, surjektivno pres-
likava�e izme�u dva topoloxka prostora f : X → Y , tako da za svaki element
y ∈ Y , va�i da je f−1(y) diskretan podskup od X i da je kardinalnost ovog
skupa nezavisna od izbora y.

Definicija 2.0.19. Endomorfizam je morfizam neke strukture u samu sebe.
Skup endomorfizama strukture V je zatvoren u odnosu na kompoziciju i oz-
naqava se sa End(V ). Specijalno, endomorfizmi vektorskog prostora su �egova
linearna preslikava�a.

U teoriji reprezentacije u poglav	u 2.2, End(V ) �e tako�e biti i grupa i
mo�e se oznaqavati sa GL(V )(grupa linearnih invertibilnih transfromacija
nad V ) za vektorski prostor V .
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Definicija 2.0.20. Vektorsko po	e v mnogostrukosti M je preslikava�e
svakog elementa m ∈M u neki �egov tangentni vektor: v(m) ∈ TmG.

Skup svih vektorskih po	a qini vektorski prostor nad operacijom sabi-
ra�a vektora (zbir dva vektorska po	a v1, v2 je vektorsko po	e v tako da va�i
v(m) = v1(m) + v2(m) za ∀m ∈M). Ovaj vektorski prostor od M �emo oznaqa-
vati sa Vect(M).

Definicija 2.0.21. Integralna kriva za vektorsko po	e v je neprekidna
kriva γ ⊂ M , tako da za svako p ∈ γ imamo v(p) ∈ γp. Ne�emo dokazivati
postoja�a integralnih krivi, poxto se dokaz bazira na diferencijalnoj ge-
ometriji.
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Lijeve grupe

3.1 Lijeve grupe i podgrupe

Definicija 3.1.1. Lijeva grupa je skup G sa slede�e dve strukture: G je
grupa i G je glatka mnogostrukost. Tako�e va�i da su mno�e�e i inverzija
grupe glatka preslikava�a.

Jediniqni element Lijevih grupa �emo oznaqavati sa 1 i zva�emo ga je-
dinica, dok �emo tangentni prostor u 1 oznaqavati sa g = T1G.

Primer 1. Radi lakxeg razumeva�a navodimo nekoliko primera Lijevih
grupa, koje �emo mo�da sretati u da	em radu:

(1) (Rn,+),

(2) (S1 = {z ∈ C||z| = 1}, ∗) { jediniqni krug u kompleksnoj ravni sa operacijom
mno�e�a kompleksnih brojeva.

(3) (GL(n,R), ∗) { opxta linearna grupa { grupa invertibilnih n× n matrica
sa standardnom operacijom mno�e�a matrica. Za sve naredne matriqne grupe
podrazumeva se da je operacija mno�e�e nad matricama.

(4) SL(n,R) { specijalna linearna grupa { grupa matrica stepena n sa deter-
minantom 1, tako�e normalna podgrupa od GL(n,R).

(5) O(n,R) { ortogonalna grupa { grupa matrica stepena n koje quvaju rastoja�a
kada transformixu Euklidski prostor (izometrije). Ove matrice zadovol-
javaju jednakost AAT = I (samim tim det(A) ∈ {−1, 1}) i stoga qine podgrupu
od GL(n,R).

(6) SO(n,R) { specijalna ortogonalna grupa { podgrupa od O(n,R) takva da je
det(A) = 1 { qine rotacije Euklidskog prostora.

7



8 3. Lijeve grupe

(7) U(n) { grupa kompleksnih matrica stepena n koje ispu�avaju UU∗ = I, gde
je U∗ ko�ugat transponovane matrice U , tako�e podgrupa od GL(n,C).

(8) SU(n) − podgrupa od U(n) takva da je det(U) = 1,

(9) Sp(2n,R) − simpletiqka grupa − grupa matrica stepena 2n koje zadovol-
javaju

Sp(2n,R) = {A ∈M2n×2n | ATΩA = Ω}

gde je Ω definisano sa

Ω =

(
0 In
−In 0

)
za jediniqne matrice In. Ove matrice oqigledno zadovo	avaju det(A) = 1, tako
da je Sp(2n,R) zapravo podgrupa od SL(2n,R).

Grupe matrica (2)− (8) zajedno se nazivaju klasiqnim grupama.

Primetimo da ne zahtevamo da namG, kao topoloxki prostor, bude povezano.
Zaista, na primer, O(n,R) nije povezano, nego imamo dve povezane komponente
koje odgovaraju determinantama od +1 (grupa SO(n,R)) i −1. Me�utim, slede�a
teorema nam omogu�ava da svedemo prouqava�e na povezane Lijeve grupe i
diskretne grupe.

Teorema 3.1. Neka je G0 povezana komponenta jedinice za Lijevu grupu G.
Tada je G0 normalna podgrupa od G. Tako�e, koset G/G0 qini diskretnu grupu.

Dokaz. Primetimo da se osobine mnogostrukosti i asocijativnosti grupe nasled-
juju od G i da jedinica svakako pripada G0.
Poka�imo zatvorenost grupe, odnosno da ako a, b ∈ G0, tada i ab ∈ G0. Znaju�i
da je mno�e�e glatko preslikava�e, i to da postoji put od a do 1, tada mno�en-
jem zdesna sa b za svaki element puta od a do 1 dobijamo i put od ab do b. Ali
kako postoji put od b do 1, tada postoji put od ab do 1 preko b.
Analogno dolazimo do toga da inverz elementa pripada G0 ako i sam taj ele-
ment pripada. Zaista, ako a ∈ G0, onda postoji put od a do 1, pa tada mno�e�em
sa a−1 dobijamo da postoji put od 1 do a−1.
Ovim smo pokazali da je G0 zaista podgrupa. Da bismo pokazali da je normalna
podgrupa od G, odnosno da za svako g ∈ G i h ∈ G0 va�i da ghg−1 ∈ G0, dovo	no
je da primetimo da va�i g−11g = 1 ∈ G0 i da je preslikava�e Adg : G → G
, koje definixemo da slika x ∈ G u gxg−1, tako�e glatko preslikava�e, tako
da je ghg−1 svakako povezano sa g1g−1, jer je h povezano sa 1. Odnosno va�i
ghg−1 ∈ G0. Preslikava�e Adg zovemo adjungovanom reprezentaciom i kasnije
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�emo je deta	nije izuqiti.
Qi�enica da koset G/G0 qini grupu proilazi iz toga sto je G0 normalna pod-
grupa, dok qi�enica da je diskretna grupa direktno sledi iz:

a1, a2 ∈ A ∈ G/G0 ⇔ a1a
−1
2 ∈ G0 ⇔ a1 → a2

gde posled�a ekvivalentnost oznaqava da su a1 i a2 povezani i sledi iz desnog
mno�e�a sa a2 (odnosno �egovim inverzom).

Definicija 3.1.2. Ka�emo da je H smextena Lijeva podgrupa Lijeve grupe
G, ako je podgrupa od G, koja je tako�e i �ena smextena podmnogostrukost.

Teorema 3.2. Svaka neprazna smextena Lijeva podgrupa Lijeve grupe G je
zatvorena u G.

Dokaz. Razmatrajmo smextenu Lijevu podgrupu H. Neka je H zatvore�e od H
u G.

Lema 3.1. H je podgrupa u G.

Dokaz. Oqigledno jedinica pripadaH, tako da treba da poka�emo da su mno�e�e
i inverz zatvoreni.

Pretpostavimo suprotno: postoje h1, h2 ∈ H takvi da h1h2 /∈ H. To znaqi da
postoji okolina U od h1h2 disjunktna sa H. Me�utim, uzmimo neke k1, k2 ∈ H
tako da je k1 u okolini od h1 i k2 u okolini od h2. Tada znamo da k1k2 ∈ H.
Primetimo da, zbog neprekidnosti, mo�emo da izaberemo k1 i k2 tako da je
k1k2 ∈ U . Zaista, imamo da je mno�e�e k1 sa k2 neprekidno kako pomeramo k1
do h1 i k2 do h2. Kako je k1k2 ∈ H i k1k2 ∈ U a U i H su disjunktni, dolazimo
do kontradikcije. Zak	uqujemo da mno�e�e zaista jeste zatvoreno.

Znamo da je inverzija isto neprekidno preslikava�e, tako da analogno kao
i za mno�e�e dobijamo da je inverzija zatvorena unutar H.

Lema 3.2. Za svako x ∈ H va�i da je koset Hx otvoren i gust u H.

Dokaz. Da bismo pokazali da je otvoren u H, treba da poka�emo da za svaki
element u Hx postoji �egova okolina u H koja je sadr�ana u Hx.

Pozovimo se na teoremu iz diferencijalne geometrije koja glasi da za svaku
smextenu podmnogostrukost N neke mnogostrukosti M va�i da je N lokalno
zatvoreno, odnosno za svako x ∈ N va�i da postoji okolina od x : U ⊂M tako
da je N ∩ V = N ∩ V . Tvr�e�e ove teoreme se mo�e na�i u dodatku.

Primenom ove teoreme na H (koje je smextena podmnogostrukost od G) do-
bijamo da za svako h ∈ H va�i da postoji okolina U ⊂ G od h tako da je
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H ∩ U = H ∩ U . Pomno�imo obe strane zdesna sa x ∈ H. Ovo je difeomor-
fizam koji sa	e H ∩ U u (H ∩ U)x, xto je zapravo Hx ∩ Ux, i sa	e H ∩ U u
Hx ∩ U . Pozovimo se na lemu 3.1. iz koje vidimo da je Hx = H. Zak	uqujemo
da va�i: Hx ∩ Ux = H ∩ Ux. S jedne strane imamo da je H ∩ Ux okolina od
hx u H, a sa druge strane imamo da je ta okolina sadr�ana u Hx. Samim tim
imamo da za svaki element od Hx va�i da postoji �egova okolina u H koja je
sadr�ana u Hx. Ovo znaqi da je Hx otvoren u H.

Da bismo pokazali da je gust, neophodno je da poka�emo da ne postoje ele-
ment y u H i �egova okolina U , tako da je U disjunktno sa Hx. Pretpostavimo
suprotno, da tako nexto postoji. Tada je Ux−1 okolina od yx−1 koje pripada
H zato xto je to grupa. Ali to znaqi da svaka �egova okolina, pa i Ux−1, seqe
H, neka je to u elementu h. h ∈ Ux−1 ⇒ hx ∈ U , xto je kontradikcija.

Lema 3.3. H = H, odnosno H je zatvoreno.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. To znaqi da za neko x ∈ H \ H va�i da su
H i Hx disjunktni. No, kao xto smo dokazali, Hx je gust u H, tako da za
svaku okolinu U od nekog h ∈ H va�i da U seqe Hx. Ali poxto su Hx i H
disjunktni, znaqi da za svaku okolinu U nekog h ∈ H va�i da U 6⊂ H, xto je
kontradiktorno sa otvorenox�u od H.

Kako je H zatvoreno u G, onda je i H zatvoreno.

Zanim	ivo je da va�i i obratno tvr�e�e, koje ne�emo dokazivati.

Teorema 3.3. (Kartanova zatvorena-podgrupa teorema) Svaka zatvorena (u
topoloxkom smislu) podgrupa Lijeve grupe je smextena Lijeva podgrupa.

Posledica 3.1. Povezana komponenta jedinice G0 iz teoreme 3.1. je smextena
Lijeva podgrupa.

Dokaz. U teoremi 3.1. ve� smo pokazali da je povezana komponenta jedinice
podgrupa, tako da nam je dovo	no da poka�emo da je zatvorena u topoloxkom
smislu. Dovo	no je da primetimo da, ako svaka okolina nekog elementa seqe
G0, onda je taj element povezan sa G0 pa svakako pripada G0. Stoga za sve
g ∈ G \ G0 va�i da postoji okolina od g u G koja je disjunktna sa G0. Samim
tim je G0 zatvoreno.

Posledica 3.2. Ako je G povezana Lijeva grupa i U neka okolina jedinice,
onda U generixe G, odnosno mno�e�em elemenata iz U mo�emo dobiti bilo
koji element iz G.
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Dokaz. Neka je H podgrupa koju generixe U . Podgrupa je zato xto bilo kakvim
da	im mno�e�em ne mo�emo dobiti nixta xto nije u H. To znaqi da za
svako h ∈ H, hU ⊂ H, xto znaqi da je H otvoren u G. Tako�e, H je otvoren
podskup mnogostrukosti, tako da je to smextena podmnogostrukost. Tako da
zak	uqujemo da je H smextena Lijeva podgrupa. No, kao xto smo videli iz
proxle teoreme, H je zatvoren u G. Kako je H i otvoren i zatvoren podskup
od G, a znamo da je neprazno, iz povezanosti G zak	uqujemo da je H = G.

Na nekim mestima u radu (glava 4 specifiqno) bi�e nam potrebna drugaqija
definicija Lijevih podgrupa.

Napomena: u nekoj literaturi smextena Lijeva podgrupa naziva se zatvorenom
Lijevom podgrupom (motivisano teoremama 3.3. i 3.2.) ili negde qak samo Li-
jeva podgrupa, dok se potop	e�e Lijeve podgrupe, koje �emo sad definisati,
nazivaju Lijevim podgrupama.

Definicija 3.1.3. Lijeva podgrupa H Lijeve grupe G je podskup H ⊂ G
koji zadovo	ava da je H podgrupa od G, kao i da je H injektivna potop	ena
podmnogostrukost od G.

Podsetimo se iz uvodnih pojmova da, ako jeH injektivna potop	ena podmno-
gostrukost od G, to znaqi da postoji injektivno ura�a�e f : H̃ → G, tako da
je H = f(H̃).

Iako na prvi pogled izgleda da je injektivno ura�a�e isto stvar kao i
smexta�e (xto bi znaqilo da je potop	ena Lijeva podgrupa isto xto i smext-
ena Lijeva podgrupa, tako da faktiqki nismo morali da uvodimo ovu defini-
ciju) to zapravo nije uvek taqno. smexta�e zahteva da inverzno preslikava�e
bude neprekidno, dok ura�a�e to ne zahteva. Ovo tvr�e�e �e biti taqno ako
je domen kompaktan, u suprotnom ne mora da bude. Ovo je analogno tome xto
neprekidna bijekcija nije isto xto i homeomorfizam.

3.2 Dejstvo Lijevih grupa na mnogostrukosti

Definicija 3.2.1. Dejstvo Lijeve grupe G na mnogostrukost M je homomor-
fizam ρ : G→ Diff M , takav da je preslikava�e:

G×M →M : (g,m)→ ρ(g).m

glatko preslikava�e izme�u mnogostrukosti G×M i M .
U ovoj definiciji ρ(g).m predstav	a sliku od m pri difeomorfizmu ρ(g).

Naivnim jezikom, ho�emo nekako da elementima Lijeve grupe G pridru�imo
transformacije mnogostrukostiM tako da se te transformacije ponaxaju kao
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grupa na isti naqin kao xto se i G ponaxa.
Mo�da na prvi pogled izgleda vextaqki, ali u �ivotu qesto sre�emo de-

jstvo neke Lijeve grupe na neku mnogostrukost i samim tim je prirodno da to i
prouqavamo. U linearnoj algebri smo se ve� susretali sa dejstvom nekih grupa,
tako da neke od slede�ih teorema ne�e biti apsolutno nove.

Definicija 3.2.2. Reprezentacija Lijeve grupeG predstav	a vektorski pros-
tor V , zajedno sa homomorfizmom ρ : G→ End(M), takav da je preslikava�e:

G× V → V : (g, v)→ ρ(g).v

glatko preslikava�e izme�u mnogostrukosti G× V i M .
Mo�emo primetiti da reprezentacija predstav	a vektorski prostor za-

jedno sa dejstvom Lijeve grupe nad tim vektorskim prostorom.

Primer 2. Nekoliko primera dejstava Lijevih grupa

(1) Dejstvo grupe O(3,R) na S2 predstav	a izometrije sfere u samu sebe.

(2) Dejstvo grupe GL(n,R) na Rn predstav	a invertibilne linearne transfor-
macije vektorskog prostora Rn. Zajedno sa Rn ono predstav	a reprezentaciju
od GL(n,R).

(3) Dejstvo grupe SO(2,R) na S1 predstav	a rotaciju kru�nice oko centra.
Primetimo da smo za isto dejstvo mogli da pixemo i dejstvo S1 na samu sebe
(primer 1.2).

Radi va�nih osobina, dejstvo Lijeve grupe na samu sebe �emo deta	nije
izuqiti u slede�em poglav	u.

Definiximo kako delova�e Lijeve grupe G na mnogostrukost M prirodno
deluje na tangentne prostore mnogostrukosti M .

Definicija 3.2.3. Neka Lijeva grupa G deluje na mnogostrukost M , tada je
g∗ : TMM → TMM (gde je TMM skup svih tangentnih prostora nad M) operacija
koju definixemo preko terminologije koje smo koristili u definiciji tan-
gentnog vektora (definicija 2.0.12.):

Ako je γ kriva preko koje definixemo tangentni vektor a u taqki x ∈
M(definicija 2.0.12.), tada je g∗a vektor koji odgovara krivi:

r : (−1, 1)→M, r(t) = g.γ(t)

(gde je g. delova�e g na krivu γ(t)) i homeomorfizmu f okoline U ⊂M od a sa
Euklidskim prostorom:

f : U → Rn

Odnosno, g∗a = (f ◦ r)′(0).
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Posledica 3.3. Neka su g, h ∈ G, a ∈ TMM , tada je: g∗(h∗a) = (gh)∗a.

Dokaz. Neka je γ(t) kriva koja definixe a. Tada je kriva koja definixe (gh)∗a
bax (gh)γ(t). No kriva koja definixe h∗a je hγ(t), tako da je kriva koja defin-
ixe g∗(h∗a) isto (gh)γ(t). Tako da su ova dva tangentna vektora ista.

Dejstvo Lijeve grupe G na mnogostrukost M na prirodan naqin dovodi do
reprezentacija G na raznim vektorskim prostorima koje vezujemo za M .

Primer 3.

(1) Reprezentacija G na vektorskom prostoru glatkih funkcija nad M , koje
mo�emo da definixemo sa:

ρ : G→ C∞(M) : g ∈ G, f ∈ C∞(M),m ∈M, (ρ(g).f)(m) = f(g−1m)

Gde je g−1m dejstvo g−1 na m.
Zaista, ovakvo definisano preslikava�e ρ je homorfizam jer va�i:

(ρ(a).(ρ(b).f))(m) = (ρ(b).f)(a−1m) = f(b−1a−1m) = (ρ(ab).f)(m)

(2) Reprezentacija G na vektorskom prostoru vektorskih po	a nad M (koje smo
definisali u 2. glavi), koje mo�emo da definixemo analogno kao pod (1):

ρ : G→ Vect(M) : g ∈ G, v ∈ V ect(M),m ∈M, (ρ(g).v)(m) = g∗(v(g−1m))

Gde je

Ova operacija nam omogu�ava da imamo dejstvo elementa Lijeve grupe na
tangentne vektrore mnogostrukosti koje razmatramo.

3.3 Levo, desno i obostrano dejstvo

Kao xto smo najavili, sledi analiza nekih od najva�nijih dejstava Lijeve
grupe na samu sebe.

Levo dejstvo Lg : G→ G predstav	a preslikava�e Lg(h) = gh
Desno dejstvo Lg : G→ G predstav	a preslikava�e Rg(h) = hg−1

Obostrano dejstvo Lg : G→ G predstav	a preslikava�e Adg(h) = ghg−1
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Mo�emo primetiti da va�i Adg(h) = Lg(h)Rg(h) = Rg(h)Lg(h).
Isto ovako mo�emo definisati levo dejstvo na tangentne vektore.

Lg∗ : TMM → TMM : v ∈ Lg∗(a) = g∗a

Analogno definixemo za desno i obostrano dejstvo. Radi lakxeg pisa�a, za
levo dejstvo nad elementima grupe �emo koristiti oznaku g.h a za levo dejstvo
nad vektorima g∗a.

Definicija 3.3.1. Vektorsko po	e v ∈ Vect(G) je levo-invarijantno ako
Lg∗(v) = v za svako g ∈ G i desno-invarijantno ako Rg(v) = v za svako g ∈ G.

Teorema 3.4. Postoji izomorfizam izme�u T1G i vektorskog prostora levo-
invarijantnih vektorskih po	a nad G (definicija 2.0.20.). Isto va�i i za
vektorski prostor desno-invarijantih vektorskih po	a.

Dokaz. Zaista, razmatrajmo preslikava�e φ : Lv → T1G koje definixemo sa:

v ∈ Lv, v → v(1)

Ovo preslikava�e slika levo-invarijantno vektorsko po	e u vektor tog po	a
u jedinici koji oqigledno pripada T1G.

Dovo	no je da poka�emo da za svaki vektor a ∈ T1G postoji jedinstveno
vektorsko po	e v tako da v(1) = a. Zaista, definiximo to po	e sa: v(g) = g∗a.
Ostaje da proverimo da je ovakvo po	e levo-invarijantno, odnosno da g∗v(h) ∈
v. Ali, g∗v(h) = g∗(h∗a) = (gh)∗a = v(gh) ∈ v. Qi�enica da je jedinstveno
zahteva da za svako a za svako g, g∗a pripada vektorskom po	u, xto i jeste po
konstrukciji.

Posledica 3.4. Primetimo da Adg : G→ G quva jedinicu, tako da ima smisla
definisati obostrano dejstvo g na tangentni prostor jedinice T1G:

Adg∗ : T1G→ T1G, x ∈ T1G, x→ g∗x∗g
−1,

gde je g∗ levo dejstvo sa g, a ∗g
−1 desno dejstvo sa g−1.
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Lijeva algebra

U ovom poglav	u �emo razmatrati preslikava�e koje slika tangentni prostor
jedinice neke Lijeve grupe u tu Lijevu grupu. Samim tim, dobijamo povezanost
ove dve strukture. Nada	e �emo videti kako nas to motivixe da definixemo
pojam koji zovemo Lijeva algebra i kakve sve povezanosti postoje izme�u Lije-
vih algebra i Lijevih grupa.

4.1 Eskponencijalno preslikava�e

Teorema 4.1. Neka je G Lijeva grupa, g = T1G i neka je x ∈ g. Tada postoji
jedinstveni homomorfizam γx : (R,+)→ G takav da je γ′x(0) = x.

Izvod u ovoj teoremi je po parametru t domena homomorfizma. Primetimo
da je sliqna postavka definicije tangentnog vektora, tako da bismo mogli da
preformulixemo ovu teoremu da tvrdi da postoji jedinstvena kriva, koja je
homomorfizam, qiji je tangentni vektor u nuli bax jednak x.

Tako�e, primetimo da komutativnost sabira�a nad R, zbog homomorfizma,
povlaqi da �e kodomen ovog preslikava�a biti Abelova grupa.

Dokaz. Prvo �emo pokazati jedinstvenost ovakvog homomorfizma. Na�imo
γ′x(t). Po definiciji izvoda imamo:

γ′(t) = lim
h→0

γ(t+ h)− γ(t)

h

= lim
h→0

γ(t)γ(h)− γ(t)γ(0)

h

= γ(t) lim
h→0

γ(h)− γ(0)

h

15



16 4. Lijeva algebra

= γ(t)γ′(0),

gde druga jednakost sledi iz qi�enice da je γ homomorfizam, dok tre�a jed-
nakost sledi iz toga da za jako malo h γ(t + h) i γ(h) se nalaze u okolinama
od γ(t) odnosno γ(0) za koje mo�emo na�i homeomorfizam sa Euklidskim pros-
torom, tako da mo�emo da izvrximo distributivnost i razliku.

Zbog prethodno spomenute komutativnosti tako�e dobijamo γ′(t) = γ′(0)γ(t).
Ova formula nas podse�a na konstrukciju levo-invarijantnog vektorskog po	a
iz teoreme 3.4. Zaista, ako γ′(t) posmatramo kao tangentni vektor u y = γ(t),
va�i: v(y) = y∗v(1). Ali kako je ovo po	e jedinstveno odre�eno iz teoreme 3.4.
tada je i γ jedinstveno i to bax integralna kriva ovok vektorskog po	a. Ovo
dokazuje jedinstvenost.

Za dokaz postoja�a razmatrajmo levo-invarijantno vektorsko po	e v za koje
je v(1) = x. Neka je Φt : G → G vremenska funkcija za vektorsko po	e v koja,
naivnim jezikom, svaki element g ∈ G slika u element odG u kom bi se on naxao
kre�u�i se po vektroskom po	u brzinom vektora u taqki u kojoj se trenutno
nalazi. Ovu funkciju pravilno mo�emo da definixemo samo za malo t (za
koje je g(t) u Euklidskoj okolini) kada va�i g(t) = g(0) + v(g(0)) ∗ t. Prime-
timo da nam leva-invarijantnost od v uzrokuje levu-invarijantnost vremenske
funkcije: Φt(ab) = aΦt(b).

Definiximo sada γ(t) = Φt(1). Tada je:

γ(t+ s) = Φt+s(1) = Φt(Φs(1)) = Φt(γ(s).1) = γ(s).Φt(1) = γ(s).γ(t)

γ(t + s) = γ(s).γ(t) nam omogu�va da γ definiqemo za bilo koje t ∈ R i tako�e
znaqi da γ zaista jeste homomorfizam, koji oqigledno ispu�ava uslove teoreme.

Posledica 4.1. Primetimo odmah da nam jedinstvenost ovakve funkcije daje:
γkx(t) = γx(kt) za ∀k ∈ R. Zaista, obe funkcije ispu�avaju uslove teoreme 4.1.
i imaju izvod u nuli jednak kx.

Definicija 4.1.1. Neka je G Lijeva grupa, g = T1G. Definixemo preslika-
va�e exp : g→ G sa:

exp(x) = γx(1),

gde je γx(1) homomorfizam iz teoreme 4.1.

Ovo preslikava�e nam daje vezu izme�u tangentnog prostora jedinice i
Lijeve grupe.

Posledica 4.2. Iz teoreme 4.1. dobijamo da za levo-invarijantno vektorsko
po	e v, takvo da je v(1) = x, va�i da je vremenska funkcija tog po	a data
preslikava�em: g → g. exp(tx).
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Posledica 4.3. Direktno iz posledice 4.1. i definicije exp dobijamo exp(tx) =
γx(t).

Sada sledi nekoliko osobina ovog preslikava�a. U narednih pet teorema
G je neka Lijeva grupa, g je tangentni prostor u jedinici od G i x je neki
element od g.

Teorema 4.2. Postoji okolina nule u u g tako da za sve x ∈ u va�i:

exp(x) = 1 + x+ ...

Dokaz. U dokazu teoreme 4.1. ve� smo koristici ideju da za neku okolinu
jedinice U u G koja je homeomorfna Euklidskom prostoru va�i: Φt(1) = 1 +
v(1)t, gde je (kao u dokazu teoreme 4.1.) Φt(1) vremenska funkcija koja odgovara
levo-invarijantnom vektorskom po	u za koje je v(1) = x. Tada je: γx(t) =
1 + xt⇒ γx(1) = 1 + x, odnosno exp(x) = 1 + x. Primetimo da ovo va�i samo za
neku okolinu exp(x) ∈ U , odnosno samo ze neku okolinu nule u u g.

Teorema 4.3. exp((t+ s)x) = exp(tx) exp(sx)

Dokaz. Iz definicije exp i osobina homomorfizma γx dobijamo:

exp((t+s)x) = γ(t+s)x(1) = γx(t+s) = γx(t)γx(s) = γtx(1)γst(1) = exp(tx) exp(sx)

Teorema 4.4. Preslikava�e exp predstav	a difeomorfizam izme�u neke oko-
line 1 u G sa nekom okolinom 0 u g. Inverz ovog lokalnog preslikava�a �emo
oznaqavati sa log.

Dokaz. Postoja�e homeomorfizma izme�u okoline 0 u g i okoline 1 u G je
pokazano u teoremi 4.2. Qi�enica da postoji difeomorfizam sledi iz primene
teoreme inverzne funkcije { za neku okolinu kodomena homeomorfizma va�i
da je homeomorfizam invertabilan, odnosno da je difeomorfizam.

Definicija 4.1.2. Neka su G1 i G2 Lijeve grupe i neka je ϕ homomorfizam
izme�u �ih. Definixemo morfizam ϕ∗ : T1G1 → T1G2 izme�u odgovaraju�ih
tangentnih prostora jedinice na slede�i naqin: za x ∈ T1G1, neka je γ(t) kriva
koja definixe x (definicija 2.0.12), onda definixemo da je ϕ(γ(t)) kriva ko-
jom definixemo ϕ∗(x) preko definicije 2.0.12.

Teorema 4.5. Neka su G1 i G2 Lijeve grupe i neka je ϕ homomorfizam izme�u
�ih. Ako x ∈ g1 tada exp(ϕ∗x) = ϕ. exp(x)
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Dokaz. Iz teoreme 4.1. vidimo da postoji jedinstveni homomorfizam γ : (R,+)→
G2 takav da je γ

′(0) = ϕ∗x. Sa jedne strane, exp(tϕ∗x) ovo oqigledno zadovo	ava.
S druge strane, poxto je exp(tx) kriva koja definixe x, onda iz definicije
4.1.2. imamo da je tangentni vektor za t = 0 od ϕ(exp(tx)) bax ϕ∗x. Stoga su
exp(tϕ∗x) i ϕ(exp(tx)) iste krive u G2, pa je svakako exp(ϕ∗x) = ϕ. exp(x).

Teorema 4.6. Neka je G Lijeva grupa. Za bilo koje X ∈ G, y ∈ g, va�i:
AdX(exp(y)) = exp(AdX∗(y)), gde smo AdX∗ definisali u posledici 3.4.

Dokaz. Dovo	no je da primetimo da je AdX endomorfizam, tako da mo�emo da
primenimo teoremu 4.5. iz qega sledi tvr�e�e.

Posledica 4.4. Neka su G1, G2 povezane Lijeve grupe. Tada je bilo koji mor-
gizam ϕ : G1 → G2 jedinstveno odre�en morfizmom tangentnih prostora u
jedinici ϕ∗ : g1 → g2.

Dokaz. Teorema 3.4 nam daje da ϕ∗ jedinstveno odre�uje ϕ za neku okolinu je-
dinice u G1. Zaista, ako se x ∈ g1 slika u y ∈ g2 znaqi da se exp(x) ∈ G1 slika
u exp(y) ∈ G2. Iz posledice 3.1. vidimo da okolina jedinice generixe celu
grupu ako je ona povezana, tako da dobijamo da je ϕ jedinstveno odre�eno za ceo
domen G1.

Slede�u teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema 4.7. Neka je m : G1 → G2 homomorfizam povezanih Lijevih grupa,
tako da je G2 prosto povezano. Ako je f∗ : T1G1 → T1G2 izomorfizam, tada je i
f izomorfizam.

4.2 Komutator

Iz teoreme 3.4. vidimo povezanost izme�u g i G. Mo�emo da primetimo je da
je smisleno da mno�e�e u G doprinese nekoj operaciji u g. Zaista, na osnovu
teoreme 3.4. za a, b ∈ g dovo	no bliske nuli, mo�emo da pixemo:

exp(a) exp(b) = exp(µ(a, b).

Odnosno µ(a, b) �e nam biti operacija koja odgovara mno�e�u u G pri difeo-
morfizmu iz teoreme 3.4.

Teorema 4.8. Pri Tejlorovom razvoju funkcije µ na qlanove stepena ≤ 2
dobijamo:

µ(a, b) = a+ b+
1

2
[a, b] + ...
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gde je [a, b] bilinearno kososimetriqno preslikava�e, a ... odgovara preslika-
va�ima u Tejlorovom razvoju stepena ve�eg od 2. Bilinearnost podrazumeva da
va�e slede�e dve jednakosti za svako x, y, z iz domena i α, β ∈ R:

[αx+ βy, z] = α[x, z] + β[y, z],

[z, αx+ βy] = α[z, x] + β[z, x].

Kososimetriqnost preslikava�a znaqi da za svako x iz domena va�i [x, x] = 0.

Dokaz. Glatka preslikava�a mogu da se prika�u u formi

µ(a, b) = L(a) + L(b) +K(a) +K(b) + J(a, b)...

gde su L linearna preslikava�a, K kvadratna preslikava�a i J bilinearna,
a ... odgovara preslikava�ima vixeg stepena.

Iz µ(a, 0) = a zak	uqujemo da va�i K(a) = 0 i L(a) = a. Analogno iz
µ(0, b) = b zak	uqujemo da va�i K(b) = 0 i L(b) = b.

Iz teoreme 3.3. imamo exp(2x) = exp(x) exp(x), tako da va�i:µ(a, a) = 2a
odakle dobijamo J(a, a) = 0. Ali to znaqi da je J(a, b) kososimetriqno bilin-
earno preslikava�e.

Definicija 4.2.1. Operaciju [, ] nazivamo komutatorom.

Lema 4.1. Bilinearna kososimetriqna preslikava�a [,] zadovo	avaju [x, y] =
−[y, x].

Dokaz. Poxto va�i [x, x] = 0, za sve x iz domena, va�i i [x+ y, x+ y] = 0. Iz
bilinearnosti imamo da je

[x+ y, x+ y] = [x, x+ y] + [y, x+ y] = [x, x] + [x, y] + [y, x] + [y, y]

ali [x, x] = 0 i [y, y] = 0, tako da dobijamo

0 = [x, y] + [y, x],

iz qega sledi [x, y] = −[y, x].

Lema 4.2. Bilinearna kososimetriqna preslikava�a tako�e zadovo	avaju [x,−y] =
−[x, y].

Dokaz.

[x,−y] + [x, y] = [x, y − y] = [x, 0],

ali [x, 0] = [x, 0] + [x, 0], tako da je [x, 0] = 0. Stoga va�i [x,−y] = −[x, y]



20 4. Lijeva algebra

Teorema 4.9. Neka je ϕ : G1 → G2 homomorfizam Lijevih grupa gde je G1

povezano, a ϕ∗ morfizam odgovaraju�ih tangentnih prostora. Tada ϕ∗ quva
komutator, naime:

ϕ∗[x, y] = [ϕ∗x, ϕ∗y]

za svako x, y ∈ g1.

Dokaz. Iz teoreme 4.5. imamo:

exp(ϕ∗x) = ϕ(exp(x)) ∧ exp(ϕ∗y) = ϕ(exp(y)),

odakle dobijamo:

ϕ(exp(x))ϕ(exp(y)) = exp(ϕ∗x) exp(ϕ∗y).

Iz osobina homomorfizma ϕ zak	uqujemo:

ϕ(exp(x) exp(y)) = exp(ϕ∗x) exp(ϕ∗y).

Po definiciji komutatora va�i:

ϕ(exp(x+ y +
1

2
[x, y] + ...)) = exp(ϕ∗x+ ϕ∗y +

1

2
[ϕ∗x, ϕ∗y] + ...)

⇒ exp(ϕ∗(x+ y +
1

2
[x, y] + ...)) = exp(ϕ∗x+ ϕ∗y +

1

2
[ϕ∗x, ϕ∗y] + ...),

me�utim, iz teoreme 4.4. imamo da je exp injektivno za okolinu nule, tako da
dobijamo:

ϕ∗x+ ϕ∗y + ϕ∗(
1

2
[x, y]) + ... = ϕ∗x+ ϕ∗y +

1

2
[ϕ∗x, ϕ∗y] + ...

⇒ 1

2
ϕ∗[x, y] + ... =

1

2
[ϕ∗x, ϕ∗y] + ...

⇒ ϕ∗[x, y] = [ϕ∗x, ϕ∗y]

Posledica 4.5. Obostrano dejstvo oquvava komutator:

Adg∗[x, y] = [Adg∗x,Adg∗, y]

Ovo je taqno za bilo koje g ∈ G, jer je Adg∗ endomorfizam.
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Teorema 4.10. Za x, y ∈ g, tangentnog prostora jedinice Lijeve algebre, va�i
slede�e:

exp(x) exp(y) exp(−x) exp(−y) = exp([x, y] + ...)

Dokaz. Primenom definicije komutatora, quva�em qlanova stepena ≤ 2 dobi-
jamo:

exp(x) exp(y) exp(−x) exp(−y) = exp(x+y+
1

2
[x, y]+...) exp(−x+(−y)+

1

2
[−x,−y]+...)

= exp(x+y+−x+ (−y) +
1

2
[x, y] +

1

2
[−x,−y] + [x+y+ ...,−x+ (−y) + ...] + ...)

= exp(
1

2
[x, y] +

1

2
[−x,−y] + [x+ y + ...,−(x+ y) + ...] + ...)

= exp(
1

2
[x, y] +

1

2
[−x,−y] + ...)

No, iz bilinearnosti:

[−x,−y] = −[−x, y] = [x, y]

= exp(
1

2
[x, y] +

1

2
[−y,−x] + [x+ y + ...,−(x+ y) + ...] + ...)

= exp(
1

2
[x, y] +

1

2
[−y,−x] + ...)

⇒ 1

2
[x, y] +

1

2
[−y,−x] = 0

Ali iz leme 4.2. [−y,−x] = −[−x,−y]

⇒ exp(x) exp(y) exp(−x) exp(−y) = exp([x, y] + ...).

Teorema 4.11. Komutator iz definicije 4.2.1. tako�e ispu�ava Jakobijev
indentitet - za x, y, z ∈ T1G va�i:

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.

Dokaz ovog tvr�e�a ne�emo navoditi.

Zanim	ivo je da znamo kako izgledaju i qlanovi ve�eg stepena u Tejlorovoj
ekspanziji. Naime, va�i slede�a teorema, qiji dokaz tako�e ne�emo navoditi.
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Teorema 4.12. Ako koristimo terminologiju iz definicije komutatora, odnosno
ako va�i exp(x) exp(y) = exp(µ(x, y)), tada Tejlorov razvoj za (x, y)→ (0, 0) na
qlanova stepena ≤ 4 glasi:

µ(x, y) = x+ y +
1

2
[x, y] +

1

12
[x, [x, y]] +

1

12
[y, [y, x]] +

1

24
[y, [x, [y, x]] + ...,

gde ... oznaqava stepene u Tejlorovom razvoju stepena ve�eg od 4.
Primetimo da nam Jakobijev indentitet daje [y, [x, [y, x]]] = [x, [y, [y, x]]].

Zaista, va�i:

[y, [x, [y, x]]] + [x, [[y, x], y]] + [[y, x], [y, x]] = 0.

Ali [[y, x], [y, x]] = 0 i [x, [[y, x], y]] = [x,−[y, [y, x]]] = −[x, [y, [y, x]]], iz qega
zak	uqujemo:

[y, [x, [y, x]]] = [x, [y, [y, x]]]

Sada mo�emo da definixemo sta je realna Lijeva algebra.

Definicija 4.2.2. Realna Lijeva algebra je vektorski prostor g nad R sa
bilinearnom operacijom [, ] : g × g → g, koja je kososimetriqna i zadovo	ava
Jakobijev indentitet.

Primetimo da tangentni prostor jedinice (T1G) sa komutatorom iz defini-
cije 4.2.1. oqigledno ispu�ava uslove realne Lijeve algebre. Stoga navodimo
slede�u teoremu.

Teorema 4.13. Neka je G Lijeva grupa. Tangentni prostor u jedinici T1G
sa operacijom komutatora ima strukturu realne Lijeve algebre; ovu Lijevu
algebru Lijeve grupe G mo�emo oznaqavati sa Lie(G).

Definicija 4.2.3. Neka je g Lijeva algebra. Podprostor h ⊂ g je Lijeva
podalgebra od g ako je zatvorena u odnosu na komutator:

∀x, y ∈ h, [x, y] ∈ h

Teorema 4.14. Ako je H Lijeva podgrupa Lijeve grupe G sa Lijevom algebrom
g, tada je h = T1H Lijeva podalgebra od g.

Dokaz. Treba da poka�emo zatvorenost u odnosu na komutator. Primetimo da
za x, y ∈ h va�i da exp(xt), exp(yt) ∈ H. Zaista, exp(xt) je podgrupa koja je
svakako generisana nekom okolinom jedinice koja pripada H (jer ta okolina
definixe x). Onda i exp(xt) exp(yt) ∈ H, odnosno exp(µ(x, y)t) ∈ H. Ali to
znaqi da tangentni vektor za t = 0 pripada h, odnosno µ(x, y) ∈ h, ali samim
tim [x, y] ∈ h, jer je h vektorski prostor.
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Osnovne teoreme Lijeve teorije

5.1 Osnovne teoreme Lijeve teorije

Do sada smo pokazali da homomorfizam Lijevih grupa ϕ : G1 → G2 defin-
ixe homomorfizam Lijevih algebra ϕ∗ : g1 → g2, kao i da je za povezano G1,
preslikava�e izme�u ovih homomorfizama injektivno:

Hom(G1, G2)→ Hom(g1, g2) : ϕ 7→ ϕ∗

Ovde i nada	e Hom(A,B) oznaqava skup homomorfizama izme�u A i B.

Nada	e koristimo standardne oznake koje smo do sada koristili bez posebnog
nagovextaja definicije.

Slede�e tri teoreme zovemo osnovnim teoremama Lijeve teorije.

Teorema 5.1. Ako je G1 povezana i prosto povezana Lijeva grupa, tada postoji
bijekcija izme�u skupa homomorfizama Hom(G1, G2) i skupa homomorfizama
Hom(g1, g2).

Teorema 5.2. Postoji bijekcija izme�u povezanih potop	enih Lijevih pod-
grupa H ⊂ G i podalgebra h ⊂ g. Ta bijekcija je data sa h = T1H.

Teorema 5.3. Za svaku konaqno dimenzionalnu Lijevu algebru postoji Lijeva
grupa sa tom Lijevom algebrom.

Da bismo pokazali ove teoreme prvo treba da primetimo neke osobine koje
poseduju Lijeve podgrupe. Zatim �emo pokazati da teorema 5.2. implicira
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teoremu 5.1. Potom �emo dokazati teoremu 5.2. Na�alost, teoremu 5.3. ne�emo
dokazivati jer je dokaz kraj�e napredan i komplikovan.

Poka�imo sada da teorema 5.2. implicira teoremu 5.1.

Dokaz da teorema 5.2. implicira teoremu 5.1. Treba da poka�emo da postoji
bijekcija izme�u Hom(G1, G2) i Hom(g1, g2). No, mi smo ve� pokazali da je
preslikava�e Hom(G1, G2) 7→ Hom(g1, g2) injektivno, tako da nam ostaje da
poka�emo da je i surjektivno, odnosno da za svaki homomorfizam Lijevih al-
gebra f : g1 → g2 postoji homomorfizam Lijevih grupa ϕ : G1 → G2 tako da je
ϕ∗ = f .

Neka je G = G1 ×G2. Primetimo da je ovo Lijeva grupa. Zaista, mno�e�e
elemenata G se ponaxa kao odvojeno mno�e�e prve koordinate (elementa G1)
i odvojeno mno�e�e druge koordinate (elementa G2), a qi�enica da G ostaje
mnogostrukost sledi iz toga da okolina nekog elementa (g1, g2) uG koja je homeo-
morfna Euklidskom prostoru odgovara okolini (U1, U2), gde su U1 i U2 okoline
od g1, g2 redom. Ako je U1 homeomorfno sa Rn1 , a U2 homeomorfno sa Rn2 , tada
je (U1, U2) homeomorfno sa (Rn1 , Rn2) odnosno sa Rn1+n2 .

Tada je g = g1 × g2 Lijeva algebra od G. Analogno kao u razmatra�u za
dobru definisanost G kao Lijeve grupe vidimo da g ima strukturu tangentnog
prostora u jedinici od G. U ovom sluqaju, komutator je definisan tako da za
x, x′ ∈ g1 i y, y

′ ∈ g2 va�i:

[(x, y), (x′, y′)] = ([x, x′], [y, y′]).

Ovakva definicija komutatora je oqekivana, jer se osobine nasle�uju zbog neza-
visnosti koordinata.

Neka je h = {(x, f(x))|x ∈ g1}. Primetimo da je ovo podalgebra. Zaista,
svakako je h ⊂ g, dok qi�enica da va�i zatvorenost u odnosu na komutator
sledi iz toga xto va�i:

[(x, f(x)), (y, f(y))] = ([x, y], [f(x), f(y)]) = ([x, y], f([x, y]))

gde druga jednakost sledi iz toga xto smo f definisali kao homomorfizam
Lijevih algebra.

Teorema 5.2. nam daje da postoji povezana Lijeva podgrupa koja odgovara ovoj
Lijevoj algebri, odnosno postoji identitetsko ura�a�e z : H̃ → G. Prave�i
kompoziciju izme�u ovog ura�a�a i projekcije π1 : G→ G1 dobijamo homomor-
fizam Lijevih grupa p : H → G1 (ovo je homomorfizam jer je kompozicija dva
homomorfizma. Onda je p∗ : Lie(H)→ g1 homomorfizam Lijevih algebra.

Postoji oqigledna bijektivnost izme�u h i g1 koja odgovara projekciji π1∗.
Tako�e, primetimo da iz injektivnosti z potiqe injektivnost z∗.
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Poxto su z∗ i π1∗ injektivni, tada je i p∗ = π1∗ ◦ z∗ injektivno, odnosno p∗
je izomorfizam. Primenimo sad teoremu 4.7, iz koje dobijamo da je p izomor-
fizam.

Sada postoji inverzan homomorfizam p−1 : G1 → H. Konstruiximo sada
homomorfizam ϕ : G1 → G2 tako xto uzimamo kompoziciju ϕ = π2 ◦ p−1 koje
slika ϕ : G1 → H → G→ G2, gde je π2 projekcija po G2 od G.

Primetimo da ϕ∗ : g1 → g2 tada slika x 7→ (x, f(x)) 7→ f(x), xto smo i
�eleli.

Ovako smo uspesno naxli ϕ, tako da je ϕ∗ = f .

Sledi dokaz teoreme 5.2.

Dokaz. Dokaz ove teoreme �e zahtevati naprednije stvari iz diferencijalne
geometrije koje ne�emo dokazivati. Prvo �emo definisati par pojmova iz
diferencijalne geometrije koje �emo koristiti.

Definicija 5.1.1. Ka�emo da je D k-dimenzionalna distribucija na mno-
gostrukosti M ako zadovo	ava D ⊂ TMM (gde je TMM skup svih tangentnih
prostora nadM) i za svako p ∈M va�i da imamo k-dimenzionalni potprostor
Dp ⊂ TpM , koji glatko zavisi od p.

Za vektorsko po	e v ka�emo da v ∈ D ako i samo ako za svako p ∈ M va�i
v(p) ∈ Dp.

Definicija 5.1.2. Integralna mnogostrukost za k-dimenzionalnu distribu-
ciju je k-dimenzionalna podmnogostrukost X ⊂ M , tako da za svako p ∈ X
imamo TpX = Dp. Primetimo da je ovo generalizacija integralne krive, koja
je sluqaj za k = 1.

Definicija 5.1.3. Ka�emo da je distribucija D kompletno integrabilna
ako za svako p ∈M lokalno postoji integralna mnogostrukost koja sadr�i p.

Slede�a teorema nam daje dovo	an i potreban uslov da bi neka distribucija
bila kompletno integrabilna.

Teorema 5.4. (Frobenijusov kriterijum integrabilnosti) Distribucija D
mnogostrukosti M je kompletno integrabilna ako i samo ako za svaka dva vek-
torska po	a η, ζ ∈ D va�i [η, ζ] ∈ D.

Kao xto smo videli iz definicije kompletne integrabilnosti, to nam daje
postoja�e integralne mnogostrukosti u okolini izabrane taqke.
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Teorema 5.5. Neka je D kompletno integralna distribucija na M . Tada
za svako p ∈ M postoji jedinstvena povezana potop	ena integralna podmno-
gostrukost N ⊂M distribucije D koja sadr�i p i maksimalna je (sadr�i sve
ostale potop	ene integralne podmnogostrukosti koje sadr�e p).

Da bismo dokazali teoremu 5.2. treba da za izabranu Lijevu grupu G kon-
struixemo potop	enu podgrupuH odG koja odgovara podalgebri h ⊂ g. Prime-
timo da bismo za takvo H imali da za svako p ∈ H va�i TpH = (T1H)p = h.p.
To znaqi da ako definixemo distribuciju Dh koja odgovara podalgebri h kao
Dh

p = h.p. Imaju�i ovo na umu, mo�emo da konstruixemo H.

Lema 5.1. Neka je G Lijeva grupa. Tada za svako g ∈ G postoji lokalna
integralna podmnogostrukost koja odgovara distribuciji Dh, tako da sadr�i
g.

Dokaz ove leme tako�e zahteva tehnike diferencijalne geometrije, tako da
ga ne�emo prikazivati ovde, ve� zainteresovanog qitaoca upu�ujemo na liter-
aturu.

Da bismo zavrxili dokaz ostaje nam da konstruixemo H kao maksimalnu
povezanu potop	enu integralnu podmnogostrukost koja sadr�i 1 i odgovara
distribuciji Dh. Ostaje nam da poka�emo da ovo zaista jeste podgrupa.

Primetimo da za svako p ∈ H imamo da desno dejstvo sa p na G xa	e
integralne mnogostrukosti u integralne mnogostrukosti, specifiqno xa	e
H u Hp, pa je Hp integralna podmnogostrukost za Dh koja sadr�i p. Ali, H
tako�e sadr�i p, tako da dobijamo Hp = H, odnosno H je podgrupa.
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Zak	uqak

U ovom radu smo prexli preko nekih osnovnih teorema Lijeve teorije. Defin-
isali smo xta su Lijeve grupe i Lijeve algebre; definisali smo eksponenci-
jalno preslikava�e izme�u Lijevih algebra i Lijevih grupa, kao i operaciju
komutator; tako�e smo pokazali osnovne teoreme koje povezuju Lijeve grupe i
Lijeve algrebre.

Da	i rad bi se bavio deta	nijim prouqava�em struktura Lijevih algebra
i �ihovih reprezentacija, a naroqito prostim i poluprostim Lijevim alge-
brama. Zainteresovane qitaoce upu�ujem na literaturu koja se mo�e na�i pri
kraju ovog rada.

Potkovani ovim zna�em, mo�emo dobiti razne bitne rezultate iz fizike.
Tu bih izdvojio, da mo�emo da reximo Xredingerovu jednaqinu za vodonikov
atom koriste�i Lijevu teoriju. Na taj naqin dobijamo podatke o talasnoj jed-
naqini elektrona u vodonikovom atomu koriste�i samo matematiqki alat.

Za kraj, �eleo bih da se zahvalim svim profesorima matematike i fizike
koji su mi predavali tokom mog xkolova�a. Vaxi qasovi su mi ulili 	ubav
prema ovim naukama i pribli�ili mi �ihovu lepotu.

Za kraj, �eleo bih da se zahvalim svom mentoru i profesoru mentorske
analize i algebre protekle qetiri godine { Luki Mili�evi�u. Hvala na
pomo�i oko ovog rada, ali pre svega hvala na tome xto ste mi prikazali lepotu
i umetnost matematike za koju nisam znao da postoji. Tokom protekle qetiri
godine sam zavoleo apstraktnost matematike i �enu veqnu istinistost, kako
zbog Vaxih qasova i dodatnix, tako i zbog literature na koju ste mi ukazali,
pa i filozofskih razgovora sa Vama i Teodorom, koju ovom prilikom isto
pozdrav	am pun zahvalnosti. Hvala na podrxci!
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Dodatak A

Dodatak A

A.1 Neke osnovne teoreme diferencijalne ge-

ometrije

Teorema A.1. (Teorema o inverznoj funkciji za mnogostrukosti) Neka je f :
M → N glatko preslikava�e izme�u glatkih mnogostrukosti. Neka je p ∈
M prozivo	an element M . Ako je fp∗ : TpM → Tf(p)N izomorfizam, tada
postoji okolina U od p, tako da je f(U) okolina od f(p) i f : U → f(U) je
difeomorfizam.

Ne�emo navoditi ceo dokaz ove teoreme, zato xto se bazira na metodama
diferencijalne geometrije. Me�utim, pokaza�emo kako ova teorema sledi iz
teoreme inverzne funkcije za glatka preslikava�a u Rn. Tvr�e�e ove teoreme
je specijalan sluqaj teoreme inverzne funkcije za mnogostrukosti, kada za
mnogostrukosti M i N uzmemo Rn.

Teorema A.2. (Teorema o inverznoj funkciji za Rn) Neka je f : Rn → Rn

glatko preslikava�e. Neka je p ∈ Rn proizvo	an element Rn. Ako je fp∗ :
TpRn → Tf(p)Rn izomorfizam, tada postoji okolina U od p, tako da je f(U)
okolina od f(p) i f : U → f(U) je difeomorfizam.

Poka�imo da teorema A.2. implicira teoremu A.1.

Dokaz. Primetimo da M i N imaju istu dimenziju zbog izomorfizma tangent-
nih prostora. Neka je ta dimenzija n ∈ N. Uzmimo karte: (U,ϕ) za p i (V, τ)
za f(p). Ovo znaqi da postoje homeomorfizmi ϕ, τ koji slikaju okoline U, V
od p, f(p) u Euklidski prostor Rn. Oqigledno mo�emo da izvrximo ovakav
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odabir tako da va�i f(U) ⊂ V .
Neka je α : Rn → Rn, α = τ ◦ f ◦ ϕ−1. Tada je αϕ(p)∗ : Rn → Rn, gde je

αϕ(p)∗(ϕ∗(xp)) = τ∗ ◦ f∗ ◦ ϕ−1∗ (ϕ∗(xp)), za neki tangentni vektor xp u p. Prime-
timo da je onda αϕ(p)∗ izomorfizam zato xto su ϕ∗, f∗, τ∗ izomorfizmi.

Primenimo sad teoriju inverzne funkcije za Rn. To znaqi da postoji
okolina W od ϕ(p) tako da je α(W ) okolina od α(ϕ(p)) i alpha : W → α(W ) je
difeomorfizam. Primetimo da mo�emo da izaberemo W tako da je W ⊂ ϕ(U).

Onda je f = τ−1 ◦ α ◦ ϕ difeomorfizam za f : ϕ−1(W ) → τ−1(α(W )), gde
va�i da su ϕ−1(W ) i τ−1(α(W )) redom okoline od p i f(p).

Teorema A.3. Ako je N potop	ena podmnogostrukost odM , tada je N lokalno
zatvoreno. Drugim reqima, svako x ∈ N ima okolinu V ⊂ M tako da je N
zatvoreno u V .
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