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PREDGOVOR

Bernulijevi brojevi predstav	aju niz racionalnih brojeva koje je otkrio
xvajcarski matematiqar Jakob Bernuli. Bernuli je hteo da izraquna
zbir stepena celih brojeva pa je uoqio i dokazao formulu za zbir ste-
pena celih brojeva. Posle ovog otkri�a, Bernulijevi brojevi su se po-
javili u mnogim va�nim rezultatima, uk	uquju�i proxire�a u niz
trigonometrijskih i hiperboliqkih trigonometrijskih funkcija.

Razvoj Rimanove-zeta funkcije i Velika Fermaova teorema koriste Bernuli-
jeve brojeve. U tu svrhu, ukratko �emo rasprav	ati o istoriji matem-
atike koja je dovela do otkri�a niza, a zatim dotiqe xirok spektar
primena Bernulijevih brojeva. Nadamo se da �emo pokazati da je ovaj
niz ne samo iznena�uju�i, ve� i koristan alat u nizu osnovnih problema
u matematici.

Ono xtoje je mene navelo da pixem o Bernulijevim brojevima su sume
stepena celih brojeva. Ono xto se koristi u dokazu za eksplicitnu for-
mulu za sumu stepena je Ojler-Maklorenova formula koja nije navedena,
ali ja sam uoqio da se formula mo�e dobiti ako u izrazu

Sm(n− 1) =
1

m+ 1

m∑
i=0

(
m+ 1

i

)
· Ii · nm−i+1

zamenimo n = 1, odakle dobijamo formulu za Bernulijeve brojeve.
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SUME STEPENA CELIH BROJEVA

Definiximo uopxtenu formulu za sume stepena celih brojeva kao:

Sm(n) = 0m + 1m + 2m + . . .+ nm

za pozitivne prirodne brojeve n i m.

Bernuli je koriste�i se sumom stepena celih brojeva do n− 1 primetio
da je lakxe uoqiti pravilo ako posmatramo sume stepena celih brojeva
do n− 1, umesto do n.

Koriste�i matematiqku indukciju mogu se izvesti slede�e formule:

S1(n− 1) = 0 + 1 + 2 + . . .+ (n− 1) =
1

2
n2 − 1

2
n

S2(n− 1) = 02 + 12 + 22 + . . .+ (n− 1)2 =
1

3
n3 − 1

2
n2 +

1

6
n

S3(n− 1) = 03 + 13 + 23 + . . .+ (n− 1)3 =
1

4
n4 − 1

2
n3 +

1

4
n2

S4(n− 1) = 04 + 14 + 24 + . . .+ (n− 1)4 =
1

5
n5 − 1

2
n4 +

1

3
n3 − 1

30
n

S5(n− 1) = 05 + 15 + 25 + . . .+ (n− 1)5 =
1

6
n6 − 1

2
n5 +

5

12
n4 − 1

12
n2

Uoqavamo da je najstariji koeficijent polinoma jednak
1

m+ 1
.

Bernuli je izvukao koeficijent
1

m+ 1
i primetio da se uz qlanove nk,

gde je 1 ≤ k ≤ m+1, nalazi proizvod binomnog koeficijenta i jox jednog
qlana qije �emo pojav	iva�e objasniti kasnije. Qine�i ovo Bernuli je
dobio slede�e formule:

S1(n− 1) =
1

2
n2 − 1

2
n =

1

2

(
n2 − 2 ·

(
1

2

)
n

)
S2(n− 1) =

1

3

(
n3 − 3

2
n2 + 3 ·

(
1

6

)
n

)
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S3(n− 1) =
1

4

(
n4 − 4 ·

(
1

2

)
n3 + 6 ·

(
1

6

)
n2

)
S4(n− 1) =

1

5

(
n5 − 5 ·

(
1

2

)
n4 + 10 ·

(
1

6

)
n3 − 5 ·

(
1

30

)
n

)
S5(n− 1) =

1

6

(
n6 − 6 ·

(
1

2

)
n5 + 15 ·

(
1

6

)
n4 − 15 ·

(
1

30

)
n2

)
Definicija 1.

Bernulijevi brojevi su brojevi koje definixemo rekurzivno na slede�i

naqin B0 = 1 i Bm = − 1
m+1

∑m−1
k=0

(
m+ 1

k

)
Bk,m ≥ 1. Nalazimo da je

B1 = −1

2
, B2 =

1

6
, B3 = 0, B4 = − 1

30
, B5 = 0, . . .

Zapiximo prethodne zbirove na slede�i naqin:

Sm(n−1) = 1m+2m+. . .+(n−1)m =
1

m+ 1

m∑
i=0

(
m+ 1

i

)
·Ii·nm−i+1, gde je

Ii koeficijent u zagradama.
Doka�imo da je Ii jednak i-tom Bernulijevom broju.

Ako u izrazu

Sm(n− 1) =
1

m+ 1

m∑
i=0

(
m+ 1

i

)
· Ii · nm−i+1 zamenimo da je n = 1,

dobijamo 0 = Sm(0) = Sm(1 − 1) =
1

m+ 1

m∑
i=0

(
m+ 1

i

)
· Ii · 1m−i+1 =

1

m+ 1

m∑
i=0

(
m+ 1

i

)
· Ii, pa je

m∑
i=0

(
m+ 1

i

)
· Ii = 0, gde je I0 = 1.

Vidimo da je posled�e navedeno upravo rekurzivna formula za Bernuli-
jeve brojeve. Odatle je Bi = Ii.
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EKSPONENCIJALNA GENERATORNA FUNKCIJA ZA

BERNULIJEVE BROJEVE

Definicija 2.

Neka je {an}n∈No
niz brojeva. Funkcija G(x) definisana na slede�i

naqin: G(x) = a0+a1x+. . .+anx
n+. . . naziva se generatorna funkcija

niza {an}n∈No
.

Definicija 3.

Funkcija F (x) =
∞∑
i=0

ai · xi

i!
naziva se eksponencijalna generatorna

funkcija niza {an}n∈No
.

Treba voditi raquna da se x nalazi u odgovaraju�em radijusu konver-
gencije, da bi funkcije F (x) i G(x) bile dobro definisane (s obzirom
da se definixu kao redovi).

Teorema:

Eksponencijalna generatorna funcija za Bernulijeve brojeve jednaka je

F (x) =
x

ex − 1
.

Dokaz:
Neka je

x
ex−1

=
∑∞

m=0
am·xm

m!
, tada je x =

(∑∞
m=0

am·xm

m!

)
(ex − 1) =

(∑∞
m=0

am·xm

m!

) (∑∞
n=1

xn

n!

)
=(∑∞

m=0
am·xm

m!

) (∑∞
n=0

xn+1

(n+1)!

)
.

Koxijev proizvod dva niza {ak}k∈No
, {bk}k∈No

definixe se kao(
∞∑
k=0

ak

)(
∞∑

m=0

bm

)
=

∞∑
n=0

cn gde je cn =
n∑

k=0

akbn−k. Odatle je:

x =
∞∑
n=0

n∑
k=0

xn+1−k

(n+ 1− k)!
· akx

k

k!
=

∞∑
n=0

n∑
k=0

(
n+ 1
k

)
· akx

n+1

(n+ 1)!
=

=
∞∑
n=0

xn+1

(n+ 1)!
·

(
n∑

k=0

(
n+ 1
k

)
ak

)
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Upore�uju�i koeficijente uz xk na jednoj i na drugoj strani jednakosti
imamo da je:

a0 = 1 i
n∑

k=0

(
n+ 1
k

)
ak = 0, za n ≥ 1

xto je rekurzivna formula za Bernulijeve brojeve (kako smo ih defin-
isali na poqetku).

Prime�ujemo da red
x

ex − 1
konvergira ako je ex ̸= 1, tj. x ̸= 2πi pa

|x| < 2π, x ∈ R.

Lema:

Va�i da je B2n+1 = 0, n ≥ 1. Tako�e Bn je racionalan za svako n ∈ N0.
Dokaz:
Drugi deo se dobija direktno iz formule:

Bn = − 1

n+ 1

n−1∑
k=0

(
n+ 1
k

)
Bk.

Ve� smo dokazali da je:

x

ex − 1
= B0 +B1x+

B2x
2

2!
+ . . . =

∞∑
k=0

Bk · xk

k!
, |x| < 2π.

Posmatrajmo funkciju g(x) =
x

ex − 1
−B1x.

Odavde sledi:

g(x) =
x

ex − 1
+

x

2
=

x(ex + 1)

2 (ex − 1)
=

x
(
e

x
2 + e−

x
2

)
2
(
e

x
2 − e−

x
2

)
Mo�emo primetiti da je

g(−x) =
−x
(
e

x
2 + e−

x
2

)
−2
(
e

x
2 − e−

x
2

) = g(x),

odakle sledi da je funkcija g(x) parna. Zato su u razvoju funkcije

g(x) =
x

ex − 1
− B1x qlanovi uz x2n+1 jednaki nuli, pa je B2n+1 = 0 za

svako n ≥ 1.
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RAZVOJ KOTANGENSA I TANGENSA PREKO

BERNULIJEVIH BROJEVA

Ranije smo uveli funkciju

g(x) =
x

ex − 1
−B1x =

x
(
e

x
2 + e−

x
2

)
2
(
e

x
2 − e−

x
2

)
Znamo da su hiperboliqke funkcije definisane na slede�i naqin

sinh(x) =
ex − e−x

2
, cosh(x) =

ex + e−x

2
i coth

(x
2

)
=

e
x
2 + e−

x
2

e
x
2 − e−

x
2

, pa je g(x) =
x

2
coth

(x
2

)
.

Da	e, iz

g(x) =
∞∑
n=0

B2nx
2n

(2n)!
sledi da je

x

2
coth

(x
2

)
=

∞∑
n=0

B2nx
2n

(2n)!
, tj. coth(x) = 2

∞∑
n=0

B2n(2x)
2n−1

(2n)!
.

Poxto je

coth(xi) =
exi + e−xi

exi − e−xi
=

cos(x)

sin(x)
= ctg(x)

ako uvrstimo xi u zad�u jednakost dobijamo da je

ctg(x) =
∞∑
n=0

(−1)n · 2B2n(2x)
2n−1

(2n)!
=

∞∑
n=0

(−1)nB2nx
2n−122n

(2n)!

Time smo dobili razvoj kotangensa preko Bernulijevih brojeva.
Razvoj tangensa mo�emo dobiti na isti naqin kao i razvoj kotangensa,
a mo�emo i iskoristiti dobijeni razvoj na slede�i naqin:

tg(x) = ctg(x)− 2 ctg(2x) =
∞∑
n=0

(
(−1)n

B2nx
2n−122n

(2n)!
− 2(−1)n

B2n · (2x)2n−1 · 22n

(2n)!

)
=

=
∞∑
n=1

(−1)n−1B2n · (22n − 1) · 22n · x2n−1

(2n)!
.
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RIMAN-ZETA FUNCIJA

Definicija 4:

Neka je k realan broj razliqit od nule i neka je ζ : R → R definisana
na slede�i naqin

ζ(k) =
∞∑
n=1

1

nk
.

Tako definisana funkcija naziva se Zeta funkcija.

Teorema:

Za k > 1 va�i da je ζ(k) =
∏
p∈P

1

1− p−k
gde je P skup prostih brojeva.

Dokaz:
Za realno x, gde je |x| < 1 imamo da je

1

1− x
= 1 + x+ x2 + . . .

Ako za svako p ∈ P i k > 1 zamenimo

x =
1

pk
, tada je

1

1− 1
pk

= 1 +
1

pk
+

1

p2k
+

1

p3k
+ . . . .

Tako�e je (
1

1− 1
2k

)
·
(

1

1− 1
3k

)
·
(

1

1− 1
5k

)
· · · =

=

(
1 +

1

2k
+

1

22k
+ . . .

)
·
(
1 +

1

3k
+

1

32k
+ . . .

)
·
(
1 +

1

5k
+

1

52k
+ . . .

)
· · ·

Na desnoj strani jednakosti uqestvuju sabirci oblika 1

p
m1k
1 ·pm2k

2 ···pm2k
n

xto

je kanonska faktorizacija svih k-tih stepena prirodnih brojeva. Sledi
da je desna strana jednakosti jednaka ζ(k).

Teorema:

3a k ∈ Z, k > 0, va�i ζ(2k) =
|B2k| · (2π)2k

2(2k)!
.
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Dokaz:
Sinusna funkcija sin(x) ima nule za x = πk, k ∈ Z. Poxto se sinusna
funkcija mo�e predstaviti u obliku polinoma radijusa konvergencije
x ∈ R, ona se mo�e prikazati kao:

sin(x) = x
∞∏
k=1

(
1− x

πk

)
·
(
1 +

x

πk

)
, tj.

sin(x)

x
=

∞∏
k=1

(
1−

( x

πk

)2)
.

Ako posmatramo Maklorenov razvoj

sin(x)

x
= 1− x2

3!
+

x4

5!
− x6

7!
+ . . . , za x ∈ R

imamo da je

1− x2

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ . . . =

∞∏
k=1

(
1−

( x

πk

)2)
.

Ako uporedimo qlan uz x2 na levoj strani imamo da je on jednak −1

6
a

na desnoj strani on je jednak −ζ(2)

π2
, pa je ζ(2) =

π2

6
.

Sada mo�emo da generalizujemo rezultat za ζ(2k).

Iz
sin(x)

x
=

∞∏
k=1

(
1−

( x

πk

)2)
, za x ∈ ((2k−1)π, 2kπ), k > 0 je ln

(
sin(x)

x

)
=

∞∑
k=1

ln

(
1− x2

(πk)2

)
, pa dobijamo

ln(sin(x))− ln(x) =
∞∑
k=1

ln

(
1− x2

(πk)2

)
.

Ako diferenciramo ovu jednakost po x sledi:

ctg(x) =
1

x
+

d

dx

(
∞∑
k=1

ln

(
1− x2

(kπ)2

))
, a kako je

d

dx

(
ln

(
1− x2

(kπ)2

))
=

2x

x2 − (πk)2
, dobijamo da je

ctg(x) =
1

x
+

∞∑
k=1

2x

(x− πk) · (x+ πk)
=

1

x
+

∞∑
k=1

1

πk

(
1

1 + x
πk

− 1

1− x
πk

)
.
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Ako iskoristimo rezultat da je

1

1− x
=

∞∑
k=0

xk i
1

1 + x
=

∞∑
k=0

xk · (−1)k, gde je |x| < 1,

dobijamo da je

ctg(x) =
1

x
+

∞∑
k=1

1

πk
·

(
∞∑
n=0

(−1)n
( x

πk

)n
−

∞∑
n=0

( x

πk

)n)
=

1

x
+

∞∑
k=1

(
1

πk
· 2 ·

∞∑
n=0

( x

πk

)2n+1
)

=

=
1

x
+

∞∑
k=1

∞∑
n=1

2x2n−1

π2n
· 1

k2n
=

1

x
+

∞∑
n=1

2x2n−1

π2n
· ζ(2n)

Ve� smo dokazali da je

ctg(x) =
∞∑
n=0

(−1)n · 2B2n(2x)
2n−1

(2n)!
,

pa je
∞∑
n=1

2x2n−1

π2n
· ζ(2n) =

∞∑
n=1

(−1)n−12B2n(2x)
2n−1

(2n)!

Ako uporedimo koeficijente uz x2n−1 dobijamo da je
2

π2n
·ζ(2n) = (−1)n−12

2nB2n

(2n)!
,

odakle sledi ζ(2n) = (−1)n−1 (2π)2n

2 · (2n)!
B2n.

Poxto je (−1)k−1B2k = |B2k| sledi da je:

ζ(2k) =
|B2k| · (2π)2k

2(2k)!
.
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IZRAQUNAVA�E BERNULIJEVIH BROJEVA

Teorema:

Bn =
n∑

k=0

(
1

k + 1

k∑
j=0

(−1)j
(

k
j

)
· jn
)
, n ∈ No.

Dokaz:

f(x) =
x

ex − 1
=

∞∑
k=0

Bkx
k

k!
, pa je Bn = f (n)(0).

Kako je

ln(1− x) = −
∞∑
k=1

xk

k
, i x = ln (1− (1− ex)) , sledi

x =
∞∑
k=1

(
−(1− ex)k

k

)
=

∞∑
k=0

(
−(1− ex)k+1

k + 1

)

Bn =
dn

dxn

(
∞∑
k=0

(1− ex)k

k + 1

)∣∣∣∣∣
x=0

⇒ Bn =
∞∑
k=0

1

k + 1

dn

dxn

(
(1− ex)k

)∣∣∣∣∣
x=0

dn

dxn

(
(1− ex)k

)
=

k∑
j=0

(−1)j
(

k
j

)
dn

dxn
ejx,

Bn =
∞∑
k=0

(
1

k + 1

k∑
j=0

(−1)j
(

k
j

)
dn

dxn
ejx

)∣∣∣∣∣
x=0

odakle sledi da je

Bn =
n∑

k=0

(
1

k + 1

k∑
j=0

(−1)j
(

k
j

)
· jn
)
.
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BERNULIJEVI POLINOMI

Definicija:

Bernulijevi polinomi predstav	aju niz polinoma Bk(y) koji su defin-
isani slede�im razvojem:

xexy

ex − 1
=

∞∑
k=0

Bk(y) ·
xk

k!
.

Teorema:

Bernulijevi polinomi zadovo	avaju slede�u rekurentnu jednaqinu:

Bk(y) =
k∑

n=0

(
k
n

)
Bny

k−n.

Dokaz:

∞∑
k=0

Bk(y)
xk

k!
=

xexy

ex − 1
=

(
∞∑
k=0

Bk
xk

k!

)
·

(
∞∑
k=0

(xy)k

k!

)
.

Koriste�i Koxijev proizvod za dve beskonaqne sume dobijamo da je

∞∑
k=0

Bk(y)x
k

k!
=

∞∑
k=0

k∑
n=0

(xy)k−n

(k − n)!
· Bnx

n

n!
=

∞∑
k=0

k∑
n=0

(
k
n

)
yk−nBn

xk

k!
.

Ako uporedimo qlanove uz xk na jednoj i na drugoj strani dobijamo da
je

Bk(y) =
k∑

n=0

(
k
n

)
Bny

k−n.

Koriste�i ovu rekurziju dobijamo prva tri Bernulijeva polinoma:

B0(y) = 1

B1(y) = y − 1

2

B2(y) = y2 − y +
1

6
.
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Prime�ujemo da je:

d

dy
B1(y) = 1 = B0(y)

d

dy
B2(y) = 2y − 1 = 2 ·B1(y).

Generalno mo�emo pretpostaviti da je

d

dy
Bk(y) = k ·Bk−1(y).

Ovo va�i zato xto je

d

dy
Bk(y) =

m−1∑
k=0

(
m
k

)
(m− k)Bkx

m−1−k = kBk−1(y).

Tako�e uoqavamo da je∫ 1

0

Bm(x)dx =
1

m+ 1

m∑
k=0

(
m+ 1

k

)
Bk = 0

Ono xto je zanim	ivo jeste da je B2k+1

(
1

2

)
= 0. Da bi dokazali ovo

svojstvo poka�imo prvo qi�enicu da je Bk(1− y) = (−1)kBk(y).
Dokaz:

∞∑
k=0

(−1)kBk(y)
xk

k!
=

∞∑
k=0

Bk(y)
(−x)k

k!
=

−xe−xy

e−x − 1
·−e−x

−e−x
=

xex(1−y)

ex − 1
=

∞∑
k=0

Bk(1−y)
xk

k!
.

Upore�uju�i koeficijente uz xk vidimo da je Bk(1− y) = (−1)kBk(y).

Sada mo�emo uoqiti da se zamenom y =
1

2
dobija B2k+1

(
1

2

)
= (−1)2k+1 ·

Bk

(
1

2

)
, tj. B2k+1

(
1

2

)
= 0.
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REGULARNI I NEREGULARNI PROSTI BROJEVI

Godine 1850. Kumer je uveo dve klase neparnih prostih brojeva, koje je
nazvao regularnim i neregularnim prostim brojevima. Kumer je dokazao
specijalan sluqaj Velike Fermaove teoreme, tj. da jednaqina

xn + yn = zn

nema rexe�a ako je n regularan prost broj. Za svaki prirodni broj n
dokaz je dao Endru Vajls 1994. godine.
Kumer je dao slede�u definiju regularnih prostih brojeva: ako prost
broj p ne deli imenioce slede�ih Bernulijevih brojeva: B2, B4, . . . Bp−3,
onda je p regularan prost broj. Jox nije poznato da li postoji konaqno
ili beskonaqno mnogo regularnih prostih brojeva.

ZAK�UQAK

Bernulijevi brojevi su mo�an iznena�uju�i niz. Dok su prvobitno bili
pokriveni u procesu sabira�a celobrojnih stepena, matematiqari su
otkrili Bernulijeve brojeve u drugim oblastima iz matematike. U
ovom primeru, mogli smo da razgovaramo o istoriji Bernulijevih bro-
jeva, uk	uquju�i rad matematiqara xirom sveta. Jakob Bernuli nesum-
�ivo zaslu�uje prizna�e za �ihovo otkri�e. Poqeli smo sa primenom
Bernulijevih brojeva na va�ne probleme u matematici. Zavrxili smo
sa nekoliko direktnih formula, kao i pojavom Bernulijevih brojeva
u razvoju funkcija i posled�oj Fermaovoj teoremi. Ono xto je zan-
im	ivo jeste da su krajem maja 2009. godine xvedski mediji objavili
vijest o xesnaestogodix�em Iraqaninu Muhamedu, koji trenutno �ivi
uXvedskoj, koji je razvio algoritam za izraqunava�e Bernulijevih bro-
jeva. Muhamed, koji je imigrirao u Xvedsku prije xest godina, poha�ao
je prvi razred sred�e xkole.
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