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ITPEJII'OBOP

Bepnuyanjesn 6pojeBu npejcrapibajy HU3 palmoHaIHuX OpPojeBa Koje je OTKPHOo
nIBajiapcku Maremarudap Jako6 Beprymu. Beprymum je xTeo ma m3padynHa
30Up cTeleHa Ieaux OpojeBa Ia je yourno u J1oKa3ao hopMy/1y 3a 30up cre-
nena 1meaux opojesa. Ilocse osor orkpuha, Bepuyiujesu 6pojeBu cy ce 1o-
JaBIJIM Y MHOT'MM BaKHUM pe3yJTaTuMa, YK/bY4yjyhu mpoumperma y HU3
TPUTOHOMETPHUJCKUX U XUTEPOOJUIKIX TPUTOHOMETPUJCKUX (DYHKITH]A.

PasBoj Pumanose-3eta pynknuje u Benka @epmaoBa TeopeMa Kopucte bepryu-
jeBe OpojeBe. Y Ty CBPXY, YKpParko heMo paciipaB/baTu O UCTOPUJU MaTEM-
aTWKe KOja je /0Beja JI0 OTKpuha HHU3a, & 3aTUM JIOTHYE IMUPOK CIEKTAP
npumena bBepuynujeux 6pojesa. Hajamo ce na hemo mokasaru ja je oBaj

Hu3 He camo u3Henahyjyhu, Beh u KopucTaH ajgaT y HuU3y OCHOBHHX IIPoOJIeMa

Yy MaTeMaTHIIH.

Omno mroje je MeHe HaBesJo [a HUIeM O BepHyaujeBuM OpojeBEMa Cy CyMe
crenena meanx opojesa. OHO IITO ce KOPUCTH Y TOKA3Y 3a eKCILIUIATHY (op-
MyJy 3a cyMy crenieHa je Ojurep-MakiioperoBa ¢gpopmya Koja HEje HaBe/IeHa,
aJIM ja caM youmo Ja ce (popMysia MoxkKe JIOOUTH aKO Y U3pasy

1 < ,
Spm(n—1) = —— mer L I -mm
m+ 1= !

3ameHuMO N = 1, oyakJe jgobujamo dhopmyay 3a bepuyiaujese 6pojese.



CYME CTEIIEHA IIEJINX BPOJEBA
Hedunntmumo yormrreny GoOpMyILy 3a CyMe cTeleHa Ieanx OpojeBa Kao:
Sm(n) = 0™+ 1™+ 2™ ... +n™
3a MO3UTHBHE PUPOIHE OpojeBe n u m.
Bepnynu je kopucrehu ce cymom crenena meaux O6pojeBa g0 n — 1 IpUMeTHO
Jla je JIaKIne yOuuTH IPABUJIO aKO [IOCMATPaMO CyMe CTelleHa Iejux Opojesa
Jo n — 1, ymecto 10 n.
Kopucrehn mareMaTnuKy MHAYKIH]Y MOTY ce m3BecTH cjiejiehe dpopmyiie:
Si(n—1) :0+1+2+...+(n—1):%n2——n
Sg(n—l):02—1-12—1-22—1-...—!—(71—1)2:ln?’——n +-n

Ssn—1)=0+1*+2°+... +(n—-17°=-n"—-=n*+-n

4 2 4
54(n—1):O4+14+24+...+(n—1)4:1n5—1n4+1n3—in
) 2 3 30

1 1
Ss(n—1)=0"+1°+2°+...+(n—1P°=-n° - =n° + —n'— —n

1
m+1

1
¥ TIPUMETHO Ja ce y3 uaanose nk,

Youapamo J1a je HajcTapuju KOeUIIjeHT MOJUHOMA, jeTHAK

Bepnynu je usBykao koedurmjenT
m
e je 1 < k < m+1, Haia3u mpou3Bo1 ONHOMHOT KoeHInjeHTa 1 jOIIT je THOT
wiaHa 4nje hemo mojaB/buBame objacHuTn Kacuuje. Unnehu oo Bepuynn je
Joomo caenehe popmyire:
Sl (n — 1) =

SQ(TL - 1) =



sg(n—1>:i(n4_4.(%>n3+6.(6)n2)
54(n—1)—%(n5—5~(%>n4+10-<é>n3—5~<%)n)
55(n—1)=%(n6—6-(%)n5+15-(é>n4—15-<%)n2)

Hedunumnuja 1.

BepnynujeBu 6pojeBu cy OpojeBu Koje JedTHAITEMO PeKYP3UBHO Ha cienehn

Haund By =1u B, = —m+r1 S m];i-l )Bk,m > 1. Hanazumo 1a je
1 1 1
Bi=— By=-B;3=0,By,=——.B;=0,...
1 27 2 67 3 s 24 307 5 )

SalummuMo IpeTxoaHe 30upoBe Ha ciaegenn HaYuH:

. m m m o__ 1 = m+ 1 m—i+1 :
Sm(n—1) = 17424, . +(n—1)" = 1 2 ( . ).[Z.n , T7Ie je

I; xoedurujenT y 3arpajgama.
Hoxkaxkumo 71a je I; jeanak i-rom bepuynujeBoM 0pojy.

Ako y uzpasy

1 & A
Sm(”—l)z—z ( m—.l—l ) I - ™ 3amernmo 1a je n = 1,

mobujamo 0 = S,,(0) = S,,(1 —1) = —— ( mjl ) i =

m

Z(mjl)-fizo,mejelozL

1=0

Buaumo 11a je moceame HaBeIeHO VIIpaBo peKyp3uBHa hopmysia 3a Bepuyiu-
jese Opojese. Onatrie je B; = I;.



EKCITOHEHIIMJAJIHA TEHEPATOPHA ®YHKIINJA 3A
BEPHYJ/IMJEBE BPOJEBE

Hedbunaunnuja 2.

Heka je {an},cy, #u3 Opojesa. Oynknmja G(z) mebunncana na cuejehn
waunu: G(x) = ap+a1x+...+a,2"+. .. Ha3uBa ce reHepaTopHa MYHKOHja

HU3a, {an}neNo )

Hedbuaunuja 3.

a; - Tt

[e.@]
Oyuknuja F(r) = Z HA3UBa Ce €eKCIIOHEHIINjaJIHA TeHepaTopHa
i=0
dbyuxnuja musa {a,},cy. -
Tpeba BomuTH padyHa ja ce r HajJga3dW y OAroBapajyhem pajiujycy KOHBEp-
renmuje, ga 6u dbyunkuuje F(x) u G(z) 6une mobpo nedbunncane (¢ 063upom

Ja ce jiebUHUILY KAO0 PEJIOBH).

o!

Teopema:
Excrnonennujasina reneparopua dynnuja 3a bepruysinjese Opojese jejHaka je
F(z) =

Hoxkaz:
Hexka je

T = Domo s Tadaje v = (3000 ti) (ef — 1) = (o0 ) (20h ) =
o n+1
(Xm0 225 (ZZ‘;O (i+1)!> :

Kommujes mpousson asa Hu3a {ax}t,cn s 10k} ey, AebuumIIe ce Kao

(i ak> <i bm> = icn rie je ¢, = i apb,_r. Onarie je:

et —1°

k=0 m=0 n=0 k=0
> n xn—l—l—k akxk > n n4+1 akx”H
xr = . = ( ) B ———
Z _ | | Z Z |
— n+1-Fk)! k! — k (n+1)!
ZOO ntt (Zﬂ ( n+1 ) >
n=0 (n T 1)' k=0 k



Vopehyjyhu xoedunujenre y3 x* na jeqnoj u ma 1pyroj cTpaHm jeTHAKOCTH
nMaMo JIa je:

ag=1mn Z(n;{tl)ak:O, 3an>1

k=0

mTo je pekypsuBHa ¢opmyia 3a BeprynujeBe 6pojee (kako cmMo ux JeduH-
HCAJTH HA TMOYETKY ).

[Ipumehyjemo ma pen | KOHBEDIEDa aKo je e # 1, 1j. x # 27 na

er —
lz| <27,z € R.

Jlema:

Baxmn na je By, = 0,n > 1. Takobhe B,, je pannonangan 3a cBako n € Njy.
Joka3s:
Jpyru neo ce mobuja aupekTHo u3 dopmyJie:

n—1

1 n+1
B, = — By.
()

Beh cmo nokazanum na je:

T B2x2 - By, - xk
e“f—l_BO+le+ 5 +...—ZO X | < 27
[Tocmarpajmo dyukmmjy g(z) = z . Bix
er —
Onasne ciaenu:
T r xz(e"+1) = ez +e 2
g($) - +t5= z = ( T _z)
er —1 2 2(e"—1) 2(e? —e73)

MoxkeMo TpUMETUTH 1A je

—x) =
9(—x) (e
onakye ciaeqn na je dbyukmmja g(x) napHa. 3aro ¢y y pasBojy dyHKIHje

20+l jenmaxum mymm, ma je B,y = 0 3a

T
T) = — Bix usanoBu y3 &
9(z) = —— — b y
cBako n > 1.



PA3BOJ KOTAHI'EHCA 1 TAHI'EHCA ITPEKO
BEPHYJ/IMJEBUX BPOJEBA

Panuje cmo yBesn dbyHKIH]Y

o _:v(e%+e 2)
g<x)_ez—1 _le_ 2(6%—67%>

Suamo ga cy xunepboandke pynknuje neduaucane Ha ciaegehn HaYMH

Slnh(.ﬁlﬁ) — € —26 ’Cosh(.flf) = % 7t COth <§> — %’ a Je g( ) = gCOth (g) X
Hame, u3

2. By, . T T 2. By BQn 21’
g(x) = 2n) cielut a je 5 coth <§> = ) Tj. coth(x) = 22

n=0 n=0
[TommTo je

e +e " cos(x)

coth(ai) = ev —e~v  gin(x)

aKO YBPCTHUMO X1 Y 3a/Iby jeJIHAKOCT JA00HjaMo Ja je

o . 2B2n 21. 2n—1 & 2n 122n
ctg(z) = Y (1) —~— Z
n=0 n=

Tume cMo moOMIN pa3Boj KOTaHTeHCa Ipeko BepHynnjeBux 6pojena.
Pa3Boj Tanrenca mMozkeMo JOOUTH HA UCTU HAYUH KAO M PA3BOj KOTAHI'EHCA,
a MOYKEMO W UCKOPUCTUTH JT00UjeHH pa3Boj Ha cjeaehu navywmm:

tg(r) = ctg(x) — 2ctg(2r) = » <(_1)nw B 2(_1>nan : (2(:;3:;1 : 22n) B

2n)!

n=0

— i (—1)”—1B2n . (22n _ 1) .92n  4.2n—1
N n=1 (2”)' :



PUMAH-3ETA ®YHIINJA

Hedununuja 4:

Heka je k peanan 6poj pazauaut on HyJIe u Heka je ( : R — R nedunucana
Ha cjegehn HavuH

(=3
n=1
Tako nedpurncana dpyHKUja Ha3uBa ce 3eTa GyHKIH]A.
Teopema:
Ba k > 1 Baxu na je ((k) = H 1 —1p_k rae je P ckyn npocrux Opojesa.

peP
Hoxkaz:

3a peasno z, tie je |z| < 1 umamo 1a je

=14+z+22+...

1—2z
Axko 3a cBako p € P u k > 1 3amenumo

1 1 1 1 1

:E:Taﬂaje 1_%:14‘?4—]@4-@

<1j%)'<yf%)-<yf%)”.:

1 1 1 1 1 1
— 1+§+ﬁ+”' . 1—1-?—1—@—1-... . 1—1-?—1-@4‘---

Ha necnoj ctpanu je JHAKOCTH y4IeCTBY]Y cabUpIK OOJTHKA
p

X + ...

Takobe je

1
mi1k mok mok mTo
1 Py ” Pn

je KaHOHCKa (paKTOpHU3allfja CBUX k-THX CTelleHa Npupoanux opojesa. Cirenn
Jia je jiecHa crpana jeanakoctu jeanaxa (k).

Teopema:

| Bag| - (2m)*
3a k & Z,k’ > 07 BaxKH C(Qk’) = W



Hoxkaz:

Cunycua dbyuknuja sin(z) uma uyne 3a x = vk, k € Z. Ilomro ce cunycHa
dyHKIHja MOYKEe MPEJICTABUTH Yy ODJUKY TOJUHOMA PAINjyca KOHBEPreHIH]e
r € R, oHa ce MOXKe IIpHKA3aTU Kao:

i) =TT (= 5)- 0+ ) 22T (1- (3)')

k=1

Axo mocmaTpamo MaKJIOpEeHOB pa3Boj

sin(z) 2 xt 2®
=l—-—+———=+...,382€R
x 31 5 7!
MaMo JIa je
2 5 7 0 2
N x
(e
3! * 5 7! i H( k )
k=1
2 . . . 1
Axo ymopeaumo wiaH y3 x? Ha JIEBO] CTPAHH UMaMO JIa jé OH jeJHaK —5 2
2 ) 2
Ha JEeCHO] CTPAHM OH je jeIHak —iz), ma je ((2) = —.

Cana MozKeMO J1a TeHepaan3yjemMo pesyarar 3a ((2k).

T

Zln 1 — ——— |, ma gobujamo
(mk)?
k=1
In(sin(z)) — In(x) = ;ln (1 - W) :
Ako mudepeHnIEpaMo OBy jeIHAKOCT IO T CJIEJIN:

ctg(x) :—+—<Zln<1— e )),aKaKOje

d In(1 2 2 obujamo 11a je
_ n - e
dz (k)2 22— (w2’ OOmAMe Aad

1 = 2 1 1 1
t == == — .
cte() x+z (x — k) - (v + k) x+;7rk(1+ 1—i)

-1 wk




AKO MCKOPUCTUMO Pe3y/aTaT Ja je

1 G 1 C
= Zxk u = Zxk (=1D)* rae je x| < 1,

1+z

Beh cmo nokazanu ma je

o0

ctg(z) = 3 (= 1) %

ma je
oo

921 1 2B, (2x n—1
R N e

n=1 n=1

22nB2n
(2n)! "’

n—1

2
Axko yropeumo Koedummjente y3 27"~ nobujamo aa je ——--¢(2n) = (—1)
T n

(2,/T)2n
2-(2n)!
[omrro je (—1)" !By, = |Bax| ciemu na je:

n—1

omakste caemn ((2n) = (—1) Bo,.

ng - (27 2k
C(%):‘ 2‘(2;)!>

10



N3PAYYHABAIBE BEPHYJ/IMJEBNUX BPOJEBA

Teopema:
B, = Y (sz:(—nj(k) ]”) n € N,
! k=0 k+1g:o J 7 ’
Hoxas:
o) = =t =S PE e B, = £(0)
e* —1 prd k7
Kako je

11




BEPHVYJIMJEBU ITOJINHOMU

Hedununuja:

Bepuynujesn momHoMu mpeicTaBbajy Hu3 moauHoma By (y) koju cy medun-
ucanu cjejehum passojem:

= Z By (y)

Teopema:

Bepuynujeu moamHoMu 3a/10BOJ/baBajy cjejiehy peKypeHTHY jeHauYnuny:

Hokaz:

- z® xe™V = ok = (zy)F
> =75 = (Son) (ZF)

Kopucrehn Komujes npousBoj 3a jaBe HeckoHadHe cyMe H00HjaMo I je

00 k Iy n B T 0o k L . l’k
S AR LSy O =SS () ny

k=0 k=0 n= k=0 n=0

AKo ymopeaumo wianose y3 x”

| =3 (4)

n=0

Ha jeJIHOj W Ha JPYTOj CTpaHW aobmjamMo aa

Kopucrehu oBy pexkyp3ujy gobujamo npsa Tpu BepHysmjeBa mouHOMA:

By(y) =1
1
Bl(y) =Y - 5
1
By(y) =y" —y+ -

6
12



[Ipumehyjemo ma je:

%Bk(y) =k Br1(y)
OBo Baxku 3aTO IITO je
d S m
B =3 () tm = 0B = k()

Taxkohe youaBamo 1a je

! 1 m+1

m
k=0

Ono mro je 3aHUM/bUBO jecte Ja je Bogiq 5) = 0. /la 6u joKa3aJjm 0BO
CBOjCTBO MOKAXKMMO IPBO dumeHuiy fa je Bi(l —y) = (—=1)*By(y).

Hoxkaz:

ko _pem® —e® per-y)

oo X r - T
S (B =Y By T = T ST LS gk

k=0

Vuopehyjyhin koedunujente y3 2 pumumo na je Br(1 —y) = (=1)*Bi(y).

1 .
Caga MOXKEeMO yOUUTH 1A CE 3AMECHOM Y = 3 nobuja Bogy1 | = | = (—1)%+L.

1 . 1
By, <§>> Tj. Bopy1 (5) = 0.

13



PET'VJIAPHU N1 HEPET'VJIAPHUN IITPOCTU BPOJEBU

lommre 1850. Kywmep je yBeo JBe Kjace HellapHUX TpocTHX Opojea, Koje je
Ha3Bao peryjapHuM U HeperyJIapHUM IpocTuM Opojesuma. Kymep je mokazao
crienimjagan caydaj Benmuke @epmaoBe Teopeme, Tj. J1a jeTHATHHA

HEMa, pellierba ako je n peryaapan npocT 0poj. 3a c¢BakH TpUPOTHHU OPOj n
siokas je nao Enapy Bajic 1994. roaune.

Kywmep je mao ciaenehy nedunujy peryigapHux mpocTtux O6pojeBa: ako HpPOCT
6poj p ne genm nmvennone ciaeaehnx Beprnyanjesux opojesa: By, By, ... B)_3,
OHJIa je p peryJjapaH mMpocT 6poj. Jomr Huje MO3HATO J1a JIW TOCTOjH KOHAYHO
I OECKOHATHO MHOT'O PeryJapHUX HIpocTux Opojesa.

SAKJbYYAK

Bepnynujesu 6pojeu cy mohan nznenalyjyhu uus. /Iok cy npBoduTHO Onn
MOKPWBEHN y MPOIecy cabupama MeJ00pPOjHUX CTeleHa, MaTeMaTUdapu Cy
oTkpunu BepHynujeBe OpojeBe y IpyTruM obJacTHMa W3 MaTeMaThKe. Y
OBOM IPUMEPY, MOTJIH CMO Ja pa3roBapaMo o0 HCTOpHju BepuyrujeBux Opo-
jeBa, ykJbyuyjyhu paj Mmaremarudapa mupoMm csera. Jakob Bepuynu necywm-
IbUBO 3aC/IyKyje npu3Hame 3a mbuxoBo orkpuhe. [lowyenn cMo ca npumeHoM
Beprynujesux OpojeBa Ha BaykKHe MPOOJIeMe Yy MaTeMATUIU. 3aBPIIUIA CMO
ca HEKOJIHMKO JHPEeKTHHX (popMyJa, Kao U IMojaBoM bepnynujeBux OpojeBa
y pa3Bojy dyukmnuja m nocaenmoj PepmaoBoj Teopemu. OHO MTO je 3aH-
UMJBUBO jecTe na cy kpajeM maja 2009. rojgune mMBeJICKH MeAUju 00jaBUIH
BHjeCT O TecHaecTorojuiimeM Mpadanunny Myxame/y, KOju TPEHYTHO YKUBH
y IlIBe/icKOj, KOju je pa3BHO aJropuTaM 3a u3padyHaBaibe bepuynujeBux 6po-
jeBa. Myxame, koju je umurpupao y lIBegcky mpuje mect roauna, noxahao
je TIPBU pa3pe] Cpeliibe TIKOIe.

14
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