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0 Uvod

U ovom maturskom radu bi�e reqi o raxire�ima celih brojeva Z[i] i Z[ω]. Najpre
�emo teorijski uvesti ove prstene i pokazati neke zanim	ive osobine. Ovaj rad �e tako�e
pokriti neke oblike prostih brojeva poput x2+y2 i x2−xy+y2 i kako ti oblici imaju veze
sa kvadratnim ostacima, ali u posebnom poglav	u razmatra�emo i sluqaj kada se prost
broj mo�e predstaviti kao x2 + 27y2, gde iznena�uju�u ulogu ima kubni reciprocitet.
Predstavi�emo kako se pomo�u Gausovih celih brojeva mo�e na�i broj celobrojnih taqaka
na krugu polupreqnika N sa centrom u (0, 0) i kako se Ajzenxtajnovi celi brojevi mogu
koristiti u rexava�u specijalanog sluqaja posled�e Fermaove teoreme kada 3 | n. Nakon
razmatra�a oba prstena obradi�emo zadatke koji su se jav	ali na takmiqe�ima, a qija
rexe�a imaju direktne veze sa ovim radom.

Tako�e, �eleo bih da se zahvalim svom mentoru dr Luki Mili�evi�u na savetima xto
se tiqe samog sadr�aja ovog rada, kao i dokaza nekih teorema.
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2 0. Uvod



1 Gausovi celi brojevi

U ovom poglav	u bavi�emo se osobinama Gausovih celih brojeva. Va�no je napomenuti
da �e u da	em delu rada Gausovi celi brojevi biti oznaqeni malim grqkim slovima, dok
su mala latiniqna slova rezervisana za cele brojeve ukoliko to nije drugaqije naglaxeno.

1.1 Definicija i osnovni pojmovi

Skup Gausovih celih brojeva Z[i] predstav	a raxire�e, nama poznatog, skupa celih
brojeva.

Definicija 1. Gausov ceo broj je svaki kompleksan broj kod koga su imaginaran i

realan deo celobrojni.

Teorema 1. Skup Gausovih celih brojeva sa standardnim operacijama sabira�a i mno-

�e�a obrazuje komutativni prsten sa jedinicom.

Dokaz. Lako se proveravaju sve aksiome komutativnog prstena.

Definicija 2. Ka�emo da Gausov ceo broj α deli broj β ukoliko postoji γ takvo da

je β = γα. Ovo matematiqki zapisujemo kao α | β.

Primer 1. Svaki broj deli 0. Zaista, 0 = 0 · α za svako α, pa qak i nulu. Vidimo da i

0 | 0. Ovo nam ukazuje da γ iz definicije ne mora biti jedinstveno.

De	ivost u prstenu Gausovih celih brojeva ispu�ava sve osobine na koje smo navikli
prilikom rada sa celim brojevima, ali i neke druge.

Stav 1. Neka su α, β, γ i δ Gausovi celi brojevi i neka su m, a i b celobrojni, tada
va�i:

• α | α,

• α | β ∧ β | γ ⇒ α | γ,

• δ | α ∧ δ | β ⇒ δ | α+ β,

•
(
∀κ ∈ Z[i]

)
δ | α⇒ δ | κα,

• α | γ ∧ β | δ ⇒ αβ | γδ,

• αβ | αγ ∧ α ̸= 0 ⇒ β | γ,

• α | β ⇒ α | β.

• m | a+ bi ⇒ m | a ∧ m | b.

Dokaz. Lako se proverava iz definicije.
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Kada delimo dva broja, de	enik nije nu�no de	iv deliocem i zato nam je znaqajno da
uvedemo de	e�e sa ostatkom. Ostatak je neki Gausov ceo broj koji �elimo da ima osobine
sliqne ostatku pri de	e�u celim brojevima, odnosno da on bude ma�i od delioca. Kako
ne postoji poredak me�u Gausovim celim brojevima, koristi�emo normu1.

Definicija 3. Za α = a+ bi, nenegativan ceo broj N(α) = a2 + b2 predstav	a normu
Gausovog celog broja α.

Norma broja α se tako�e mo�e zapisati kao N(α) = αα, xto �e nam biti korisno
kasnije.

Stav 2. Za Gausove cele brojeve α i β va�i N(αβ) = N(α)N(β).

Dokaz. Kako su α, β ∈ C, i va�i da je N(γ) = |γ|2, tada je N(α)N(β) = |α|2|β|2 = |αβ|2 =
N(αβ).

A sada, i konaqno da uvedemo de	e�e sa ostatkom.

Teorema 2. Za brojeve α i β ̸= 0 postoje Gausovi celi brojevi υ i ρ takvi da je α = υβ+ρ
i gde je N(ρ) ≤ 1

2N(β).

Dokaz. Znamo da je
α

β
=
αβ

ββ
=

αβ

N(β)
=
m+ ni

N(β)
, za neke cele brojeve m i n.

Sada, podelimo m i n brojem N(β) u Z. Odnosno, na osnovu de	e�a sa ostatkom u Z,
znamo da postoje celi brojevi q1, q2, r1, r2, za koje va�i m = q1N(β) + r1, n = q2N(β) + r2

i |r1|, |r2| ≤ 1
2N(β). Neka je υ = q1 + q2i. Primetimo da je

α

β
= υ +

r1 + r2i

N(β)
, tj. α =

υβ +
r1 + r2i

β
, odnosno α − υβ =

r1 + r2i

β
. Poka�imo sada da je N(α − υβ) ≤ 1

2N(β). Kako

je N(α− υβ) =
r21 + r22
N(β)

≤
1
4N(β)2 + 1

4N(β)2

N(β)
= 1

2N(β), za naxe ρ uze�emo α− υβ.

Va�no je napomenuti da kao i kod celih, ali za razliku od prirodnih brojeva, υ i ρ
ne moraju biti jedinstveni. Mogu�e je posti�i jedinstvenost ukoliko bismo birali υ sa
najma�om normom, odnosno argumentom u sluqaju jednakosti normi, ali je to nepotrebno
komplikova�e.

Definicija 4. Gausov ceo broj je jediniqni ukoliko on deli 1.

Stav 3. Jediniqni brojevi imaju normu jednaku 1, i ima ih 4 (±1,±i).

Dokaz. Neka je ω = a+ bi jediniqni element. Poxto ω | 1, tada mora postojati α takav da
je ωα = 1, iz qega sledi da je N(ωα) = 1, a primenom Stava 2, dobijamo da je N(ω)N(α) =
1. Kako je norma Gausovog celog broja zapravo nenegativan ceo broj, odatle sledi da je
N(α) = N(ω) = 1. Iz definicije norme, znamo da je a = 0, b = ±1 ili a = ±1, b = 0,
odakle dobijamo qetiri mogu�nosti za vrednost broja ω (±1 i ±i).

Definicija 5. Ka�emo da su Gausovi celi brojevi α i β ekvivalentni, ukoliko po-

stoji jediniqan element ω takav da je α = ωβ. Za ekvivalentne α i β pixemo α ∼ β.

Definicija 6. Ka�emo da je δ zajedniqki delilac brojeva α i β ukoliko δ | α i

δ | β.
1Funkcija koja obezbe�uje potreban poredak se naziva euklidska funkcija, sliqno kao xto se prsteni

sa osobinom de	e�a sa ostatkom zovu euklidski domeni. Euklidska funkcija ne mora nu�no biti norma,

ali se ispostav	a da u prstenu Gausovih celih brojeva ona zadovo	ava potrebne uslove. U apstraktnijim

prstenima norma se na drugaqiji naqin definixe, a postoje i prsteni sa nepravilnim ponaxa�em takvi

da uopxte ni ne poseduju normu.
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Definicija 7. Najve�i zajedniqki delioci brojeva α i β su �ihovi zajedniqki

delioci za koje va�i da su de	ivi svim �ihovim zajedniqkim deliocima. Skup najve�ih

zajedniqkih delioca brojeva α i β zapisiva�emo kao Dα,β.

Definicija 8. Za brojeve α i β ka�emo da su uzajamno prosti ako je 1 �ihov najve�i
zajedniqki delilac.

Teorema 3. Za svaka dva broja α i β postoji �ihov najve�i zajedniqki delilac, i on se

mo�e predstaviti kao linearna kombinacija κα + λβ, za neke Gausove cele brojeve κ i

λ.

Dokaz. Ukoliko je α = β = 0, tada je Dα,β = {0}, koji je oqigledno �ihova linearna
kombinacija. Inaqe, neka je η broj oblika κα+λβ sa najma�om pozitivnom normom. Pret-
postavimo da η nije zajedniqki delilac brojeva α i β. Bez uma�e�a opxtosti neka η ∤ α.
Sada, poxto α nije de	iv sa η ̸= 0, postoje υ i ρ takvi da je α = υη+ρ i N(η) > N(ρ) > 0.
Mo�emo izraziti ρ kao α− υη, xto je jednako sa α(1− υκ)− λβ, pa je i ρ linearna kom-
binacija α i β, a pritom ρ ima strogo ma�u normu od η xto je u kontradikciji sa naxom
pretpostavkom, stoga sledi da je η zajedniqki delilac α i β. Neka je δ zajedniqki delilac
brojeva α i β, kako δ | α i δ | β, iz stava 1, δ | η kao �ihovu linearnu kombinaciju, pa je
η ∈ Dα,β.

Stav 4. Postoje taqno qetiri najve�a zajedniqka delioca, svih sa istom normom.

Dokaz. Neka su δ1 i δ2 najve�i zajedniqki delioci za brojeve α i β. Iz definicije najve�eg
zajedniqkog delioca δ1 | δ2 i δ2 | δ1 odnosno postoje neki κ1 i κ2 takvi da je δ1 = κ2δ2 i
δ2 = κ1δ1, iz qega se dobije da je δ1 = κ1κ2δ1, tj. N(κ1) = N(κ2) = 1, pa su κ1 i κ2 jediniqni
elementi, pa je δ1 = ±δ2 ili δ1 = ±iδ2. Lako se proveri da sve ove vrednosti δ1 odgovaraju
po osobinama najve�em zajedniqkom deliocu za brojeve α i β.

Stav 5. Neka za α i β ne va�i α = β = 0. Od svih zajedniqkih delilaca brojeva α i β
najve�u normu imaju brojevi iz Dα,β.

Dokaz. Neka je δ proizvo	ni zajedniqki delilac za brojeve α i β, i neka je σ ∈ Dα,β

(N(σ) > 0). Iz definicije δ | σ, tj. σ = κδ, za neki κ ∈ Z[i], iz qega sledi da je N(σ) =
N(κ)N(δ) ⇒ N(σ) ≥ N(δ). Jednakost se dosti�e isk	uqivo kada je κ jediniqan, odnosno
δ ∼ σ, tj. δ ∈ Dα,β. Kako je Dα,β = {±σ,±iσ}, svi najve�i zajedniqki delioci imaju
jednaku najve�u normu.

Teorema 4. Neka su α i β uzajamno prosti Gausovi celi brojevi. Tada za svaki χ ∈ Z[i]
va�i 1 ∈ Dαβ,χ ⇐⇒ 1 ∈ Dα,χ ∧ 1 ∈ Dβ,χ.

Dokaz. (⇒) Pretpostavimo suprotno. Bez uma�e�a opxtosti, neka α nije uzajamno prost
sa χ, i neka je ϑ ∈ Dα,χ neki nejediniqni najve�i zajedniqki delilac brojeva α i χ.
Kako ϑ | α, sledi da ϑ | αβ, a pritom ϑ | χ, tako imamo da je ϑ zajedniqki delilac
brojeva αβ i χ koji nije jediniqan, pa odatle αβ i χ nikako ne mogu biti uzajamno
prosti.

(⇐) Imamo da postoje neki κ, λ, σ, ς ∈ Z[i] takvi da je κα + λχ = 1 i σβ + ςχ = 1.
Mno�e�em ove dve jednaqine dobijamo da je αβκσ+χ(ακς +λβσ+λχς) = 1, odnosno
da je 1 linearna kombinacija brojeva αβ i χ, iz qega sledi da su oni uzajamno prosti.
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1.1.1 Euklidov algoritam

Sliqno kao i u skupu celih brojeva, i u Z[i] postoji Euklidov algoritam za nala�e�e
jednog najve�eg zajedniqkog delioca neka dva Gausova cela broja.

Neka su dati α, β ∈ Z[i]. Ukoliko je β = 0, tada je nax najve�i zajedniqki delilac α
i tu stajemo. U suprotnom, mo�emo podeliti ove brojeve, odnoso postoje υ, ρ ∈ Z[i] za koje
va�i α = υβ + ρ i N(ρ) ≤ 1

2N(β). Kako svaki zajedniqki delilac brojeva α i β deli ρ,
tako i σ ∈ Dα,β deli ρ. Sada, najve�i zajedniqki delilac za α i β je ujedno i najve�i
zajedniqki delilac za β i ρ.

U suxtini, ponav	amo slede�i postupak dok neki ostatak ne bude nula:

α = υ1β + ρ1, N(ρ1) < N(β)

β = υ2ρ1 + ρ2, N(ρ2) < N(ρ1)

ρ1 = υ3ρ2 + ρ3, N(ρ3) < N(ρ2)

...

Tada je pretposled�i ostatak zapravo jedan najve�i zajedniqki delilac brojeva α i β.
Ostale dobijamo mno�e�i ga brojevima −1, i i −i.

1.2 Gausovi prosti brojevi

Definicija 9. Nejediniqan Gausov ceo broj α ̸= 0 je nerastav	iv, ukoliko za bilo

koje Gausove cele brojeve β i γ, za koje va�i α = βγ, sledi da je β ili γ jediniqan. U

suprotnom ka�emo da je rastav	iv.

Stav 6. Svaki Gausov ceo broj sa normom koja je prost broj je nerastav	iv.

Dokaz. Neka je π = αβ i neka je N(π) = p, gde je p prost broj. Tada je N(αβ) = N(α)N(β) =
p, pa je N(α) = 1 ∨N(β) = 1.

Definicija 10. Nejediniqan Gausov ceo broj π ̸= 0 je prost ukoliko va�i π | αβ =⇒
π | α ili π | β. U suprotnom ka�emo da je slo�en.

Teorema 5. π je prost ⇐⇒ π je nerastav	iv.

Dokaz. (⇒) Neka je broj π prost takav da je π = αβ. Bez uma�e�a opxtosti, neka π | α,
tada je α = πγ, za neko γ, odakle dobijamo π = πβγ, pa je βγ = 1, tj. N(β) = 1.

(⇐) Pretpostavimo da je π nerastav	iv i neka π | αβ. Neka je δ ∈ Dπ,α, tada je δ = κπ+λα.
Znamo da δ deli i α i π. Kako je π nerastav	iv, δ mora biti jediniqan element ili
proizvod jediniqnog elementa i π. Sada, razlikujemo dva sluqaja:

1. δ je jediniqni element. Tada δβ = κπβ + λαβ, xto je de	ivo sa π, ⇒ π | δβ, a
kako je δ jediniqni element, π mora da deli β.

2. δ je proizvod jediniqnog elementa i π. Tada oqigledno π | δ | α.

Posledica 1. Ukoliko broj π ima normu koja je prost broj, tada je π prost.

Stav 7. Ako je π prost, tada je i �egov konjugat, kao i svaki �egov umno�ak jediniqnim

elementom, tako�e prost.
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Dokaz. Neka je π prost, i π �egov kompleksni konjugat. Pretpostavimo da π nije prost.
To znaqi da postoje α i β nejediniqni elementi takvi da je π = αβ. Odatle imamo da je
π = α · β, ali kako ni α ni β nisu jediniqni elementi, tako nisu ni �ihovi konjugati,
xto je protivreqno sa tim da je π prost.
Neka je ω jediniqni element. Tako�e, neka je π∗ = ωπ. Pretpostavimo sada da π∗ nije
prost. To znaqi da postoje neki α i β koji nisu jediniqni elementi takvi da je π∗ = αβ.
Imamo da je π = ωαβ, a kako ni ωα ni β nisu jediniqni elementi, to nije mogu�e s obzirom
na to da je po pretpostavci π prost.

Lema 1. Svaki nejediniqni Gausov ceo broj je prost ili se mo�e zapisati kao proizvod

prostih Gausovih celih brojeva.

Dokaz. Ovo tvr�e�e dokazujemo pomo�u jake indukcije.
(Baza indukcije) N(α) = 2. Tada je α ∼ 1 + i. Kako je 1 + i prost, po stavu 7, i α je prost.
(Induktivna hipoteza) za svako ϑ, N(ϑ) ≤ n, postoji faktorizacija broja ϑ pomo�u
Gausovih prostih brojeva.
(Induktivni korak) Za N(α) = n+ 1, postoje dve mogu�nosti:

• α je prost.

• α = βγ, gde ni β ni γ nisu jediniqni elementi. Tada je N(α) = N(β)N(γ), pa su
norme N(β) i N(γ) strogo ma�e od n + 1 ⇒ postoji faktorizacija za β i γ, stoga
postoji i za α.

Na osnovu principa matematiqke indukcije, za svaki nejediniqni Gausov ceo broj postoji
prosta faktorizacija unutar prstena Z[i].

Lema 2. Ukoliko α ima faktorizaciju unutar prstena Z[i], ona je jedinstvena do na

redosled qinilaca i ekvivalentnost izme�u odre�enih qinilaca.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka broj α ima bar dve, suxtinski razliqite, faktori-
zacije unutar prstena Z[i]. Izjednaqimo ih, i skratimo zajedniqke Gausove proste brojeve
unutar obe faktorizacije. Preostaje nam π1π2 . . . πn = ωψ1ψ2 . . . ψm, gde je svaki prost broj
πi razliqit od svakog prostog broja ψj za svaka dva prirodna broja 1 ≤ i ≤ n i 1 ≤ j ≤ m,
i ω je jediniqni element. Sada, πi mora da deli neki ψj , pa su oni ekvivalentni, iz qega
sledi da su faktorizacije iste do na redosled i ekvivalentnost izme�u qinioca.

Teorema 6 (Osnovna teorema aritmetike u Z[i]). Za svaki Gausov ceo broj, postoji jedin-

stvena faktorizacija do na redosled qinilaca i ekvivalentnost izme�u odgovaraju�ih

prostih brojeva unutar prstena Z[i].

Dokaz. Postoja�e direktno sledi iz leme 1, a jedinstvenost iz leme 2.

Teorema 7. Neka je α prost koji nije ekvivalentan celom broju. Ceo broj m je de	iv sa

α akko N(α) | m u Z.

Dokaz. Ukoliko je α ∼ 1 + i, tada α | 2 | 2 ·
⌊
m

2

⌋
. Znamo da je α | m ekvivalentno sa

α | m − 2 ·
⌊
m

2

⌋
. Ova vrednost je ili 1 ili 0, u zavisnosti od parnosti m, pa sledi da

N(α) = 2 deli m ako i samo ako α | m, jer α ∤ 1.
Ukoliko je N(α) > 2, tada su α i α uzajamno prosti. Neka je k izlo�ilac broja α u

faktorizaciji broja m. Tada αk | m, pa i αk | m, ali ne va�i αk+1 | m, odakle sledi da
je izlo�ilac broja α u faktorizaciji broja m tako�e k, pa je N(α) = αα | m.
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Teorema 8. Svaki prirodan prost broj p oblika 4k + 1 se mo�e zapisati kao zbir dva

kvadrata prirodnih brojeva.

Dokaz. Poxto je p = 4k+1, znamo da je2
(
−1

p

)
= 1, pa samim tim postoji ceo broj m takav

da p | m2+1. Kako p ne deli ni m− i ni m+ i (jer bi u suprotnom m± i moglo da se zapixe
kao px+ pyi, za neke cele x i y, xto svakako nije mogu�e), p nije prost u Gausovim celim
brojevima, pa postoje neka dva nejediniqna broja α i β takvi da je p = αβ. Norma broja p
je N(p) = p2 ⇒ N(α) = N(β) = p. Neka je α = a+ bi, N(α) = a2 + b2, odnosno p = a2 + b2,
pa je tvr�e�e dokazano. Ovako se jox i dobija da je β = a− bi, odnosno β = α.

Posledica 2. Svaki prost broj oblika 4k + 1 se mo�e zapisati kao proizvod prostog

Gausovog celog broja i �egovog konjugata.

Stav 8. Ako je p prost ceo broj oblika 4k + 3, onda je on i Gausov prost broj.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, postoje nejediniqni brojevi α i β takvi da je p = αβ.
Norma broja p jednaka je N(p) = p2, pa sledi da su norme brojeva α i β jednake p. Ovo nije
mogu�e s obzirom na to da Diofantova jednaqina x2 + y2 = p nema rexe�a u skupu celih
brojeva.

Lema 3. Ako je p prost broj oblika 4k+3 takav da p | a2+b2, onda i p2 | a2+b2, i tako�e

p | a, b.

Dokaz. Kako p | a2 + b2, sledi da p | (a+ bi)(a− bi), ali poxto je p prost broj i u prstenu
Z[i], on mora da deli i neki od ova dva broja. Bez uma�e�a opxtosti, neka p | a + bi. Na
osnovu stava 1, p | a+ bi, odnosno p | a − bi, pa samim tim p2 | a2 + b2. Kako p | a + bi, to
znaqi da je a+ bi = p(x+ yi) = px+ pyi ⇒ p | a, b.

Posledica 3. Neka je vp potencija prostog broja p. Imamo da je 2 | vp
(
N(α)

)
za prost

broj p oblika 4k + 3.

Teorema 9. Gausov ceo broj α je prost ⇐⇒ α zadovo	ava jednu od slede�ih svojstava:

• N(α) je prost prirodan broj;

• α ∼ p, gde je p ∈ N prost broj oblika 4k + 3.

Dokaz. (⇐) Dokaz direktno sledi iz stava 8 i posledice 1.

(⇒) Broj 2 nije prost u Z[i] jer je 2 = (1+ i)(1− i). Ukoliko je α ekvivalentan slo�enom
prirodnom broju, oqigledno je slo�en u prstenu Z[i]. Na osnovu posledice 2, prost
broj oblika 4k + 1 ne mo�e biti prost u Z[i]. Jedino nam preostaje da poka�emo da
Gausov ceo broj sa slo�enom normom neekvivalentan prirodnom broju ne mo�e biti
ujedno i prost u Gausovim celim brojevima. Sada, neka je α takav da mu je norma
slo�en broj. Neka su p i q razliqiti prosti brojevi takvi da p, q | N(α) = αα. Ako
je p ili q oblika 4k+3 (bez uma�e�a opxtosti, neka je to p), na osnovu leme 3 p | α, α
i tada je β =

α

p
∈ Z[i], a poxto α nije ekvivalentan prirodnom broju, tada β nije

jediniqni element, pa je α slo�en. Ukoliko ni p ni q nisu oblika 4k+3, oni se mogu
predstaviti kao p = ηη i q = ϑϑ, gde su η i ϑ Gausovi prosti takvi da bar jedan od
brojeva ηϑ, ηϑ deli α. Kako Gausov slo�en broj deli α, tada je i α slo�en.

2Ovo se jednostavno pokazuje Ojlerovim kriterijumom
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Teorema 10. Prirodan broj n se mo�e predstaviti kao zbir dva kvadrata celih brojeva

akko je u k�egovoj kanonskoj faktorizaciji izlo�ilac svakog prostog broja oblika 4k+3
paran.

Dokaz. (⇒) Dokaz direktno sledi iz posledice 3.

(⇐) Na osnovu teoreme 8, ako prost broj pi oblika 4k + 1 deli n, tada se pi mo�e pred-
staviti kao αiαi. Neka qj predstav	a svaki prost broj oblika 4k+3, i neka je �egov
izlo�ilac jednak 2tj , i konaqno, neka 2m taqno deli n. Mo�emo formirati Gausov

ceo broj β = (1+ i)m
∏

pi|n,qj |n q
tj
j αi sa osobinom da je n = ββ. Ako β predstavimo kao

a+ bi, tada je n = a2 + b2 xto je i trebalo pokazati.

1.3 Broj naqina da se prirodan broj predstavi kao zbir kva-

drata dva cela broja

U ovom delu �emo se baviti brojem rexe�a jednaqine n = x2 + y2 u skupu Z, u
zavisnosti od prirodnog broja n.

Najpre, pozabavi�emo se jednostavnijim sluqajem, odnosno, pretpostavimo da n ima
isk	uqivo proste delioce oblika 4k+1. Faktorizacija n u prirodnim brojevima je tada∏k

i=1 p
ti
i .

Primetimo da je jednaqina n = x2+y2 ekvivalentna jednaqini n = (x+yi)(x−yi), odnosno
n = (x + yi)(x+ yi). Kako smo pokazali da prost broj p kongruentan 1 pri de	e�u sa 4
mo�e da se zapixe kao proizvod dva Gausova prosta broja ππ, faktorizacija u prstenu
Z[i] broja n izgleda ovako:

n =
k∏

i=1

πtii · πiti ,

gde su πi Gausovi prosti brojevi. Neka je n = αα. Primetimo da je broj razliqitih α
koje zadovo	avaju ovu jednaqinu jednak broju rexe�a poqetne jednaqine. Kako su α i α
kompleksno konjugovani, ukoliko je eksponent prostog broja ψ u faktorizaciji broja α
jednak t, tada je eksponent ψ u α tako�e t. Sada, za svaki pti, mo�emo izabrati koliko se
πi, a koliko πi nalazi u α. Taj broj je t + 1, pa dobijamo da je ukupan broj razliqitih α
jednak

k∏
i=1

(ti + 1).

Ovde nije kraj, s obzirom na to da je faktorizacija broja p jedinstvena u Z[i] samo do
na ekvivalentnost prostih qinilaca, odnosno ako je p = ππ, postoji i p = iπ · (−i)π, ali
makroskopski gledano, sve te faktorizacije mno�e α jediniqnim brojem. Kako jediniqnih
brojeva ima 4, saznajemo da je konaqan broj rexe�a zapravo

4
k∏

i=1

(ti + 1).

Pokuxajmo sada da prona�emo broj rexe�a kada je n proizvo	an neparan broj.
Ovde �emo se koncentrisati na proste brojeve q oblika 4k + 3 jer su nam oni novina.
Na osnovu leme 3, izlo�ioci takvih prostih brojeva u kanonskoj faktorizaciji broja
n moraju biti parni da bi jednaqina uopxte imala rexe�e. Kako znamo da sada q =
4k + 3 mora da ispu�ava osobinu da q2m || n, naxe prvobitne α i α mo�emo pomno�iti
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sa qm, i dobiti novi broj. Ukoliko ovaj postupak primenimo na svaki prost broj tog
oblika, dobijamo naxe nove α i α. Broj �ih ovim dodatkom ostaje neprome�en jer postoji
jedinstven raspored prostih brojeva oblika 4k + 3.

Posled�e na xta treba da obratimo pa��u su stepeni dvojke koji dele n. Xta bi se
desilo ukoliko naxe n pomno�imo sa 2. Primetimo da je 2 = (1+i)(1−i). Na prvi pogled,
deluje nam kao da dvojka utiqe na isti naqin kao xto utiqu i prosti brojevi oblika 4k+1,
ali to zapravo nije bax tako. Imaju�i u vidu da su 1+ i i 1− i kompleksno konjugovani, i
da je 1+ i = i(1− i), �ihova razmena brojeve α i α zapravo mno�i sa i, odnosno −i, xto smo
ve� uraqunali. Dakle, stepeni broja 2 ne utiqu na konaqan broj razliqitih α, pa samim
tim, za broj

n = 2a
k∏

i=1

pbii ·
l∏

j=1

q
cj
j ,

jednaqina ima 4
∏k

i=1(bi + 1) rexe�a kada je
∏l

i=1(ci + 1) neparan, a 0 u suprotnom, gde su
brojevi pi oblika 4k + 1, a brojevi qi oblika 4k + 3.

1.4 Kongruencije u prstenu Gausovih celih brojeva

Videli smo da u prstenu Z[i] imamo proste i slo�ene brojeve, de	ivost i faktori-
zaciju, de	e�e sa ostatkom i najve�i zajedniqki delilac. Logiqan slede�i korak bi bio
uvesti kongruencije i operacije nad �ima.

Definicija 11. Dva Gausova cela broja α i β su kongruentni po modulu µ ako µ deli

�ihovu razliku. Tada pixemo α ≡ β (mod µ).

Kao i kod celih brojeva, kongruencija po modulu je relacija ekvivalencije, i cele
brojeve je mogu�e rasporediti po tim klasama, tako da se svi brojevi koji su me�usobno
kongruentni rasporede unutar iste klase. Sliqan pojam uvodimo i ovde.

Stav 9. Relacija kongruencije po modulu µ u prstenu Z[i] je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Lako se pokazuju osobine refleksivnosti, simetriqnosti i tranzitivnosti.

Teorema 11. Ako je a+ bi ≡ c+ di (mod m), za neki ceo broj m, tada je a ≡ c (mod m)
∧ b ≡ d (mod m).

Dokaz. a + bi ≡ c + di (mod m) je iz definicije ekvivalentno sa m | (a − c) + (b − d)i, a
iz posled�e tvrd�e stava 1, sledi da m | a− c i m | b− d, odnosno a ≡ c (mod m) ∧ b ≡ d
(mod m).

Stav 10. Za cele brojeve a, b i m va�i a ≡ b (mod m) u Z[i] ⇐⇒ a ≡ b (mod m) u Z.

Dokaz. Dokaz se lako pokazuje u oba smera koriste�i stav 1.

I, konaqno, da uvedemo klase ekvivalencije.

Definicija 12. Klasa ostataka Gausovog celog broja α po modulu µ je skup brojeva

αµ = {β ∈ Z[i] | α ≡ β (mod µ)} takav da svaka dva kongruentna broja po modulu µ budu

u istoj klasi. Skup svih klasa ostataka po modulu µ oznaqavamo (Z[i]/µ).

Bitno je re�i da kod jednaqina sa kongruencijom po nekom modulu µ jedinstvenost
rexe�a podrazumeva da za neka dva rexe�a χ1 i χ2 va�i χ1 ≡ χ2 (mod µ). Tada su χ1 i
χ2 ekvivalentna rexe�a te jednaqine.



1.4. Kongruencije u prstenu Gausovih celih brojeva 11

Teorema 12. Za Gausove cele brojeve α, γ i β ̸= 0, takvi da su α i β uzajamno prosti,

jednaqina αχ ≡ γ (mod β) ima jedinstveno rexe�e.

Dokaz. Jednaqina αχ ≡ 1 (mod β) je ekvivalentna jednaqini χα + υβ = 1, xto je ekvi-
valentno sa tim da su α i β uzajmno prosti. Doka�imo da je rexe�e jedinstveno. Neka
su χ1 i χ2 rexe�a. Kako β | αχ1 − 1 i β | αχ2 − 1, tada β | α(χ1 − χ2), a poxto su α i β
uzajamno prosti, β | χ1 − χ2, pa oni moraju biti kongruentni.

Lema 4. Neka su α1, α2, . . . , αn Gausovi celi brojevi takvi da su svaka dva uzajamno pro-

sti. Ukoliko za svako i ∈ {1, 2, . . . , n} va�i αi | β za neki β ∈ Z[i], tada α1 ·α2 · . . . ·αn | β.

Dokaz. Dokaza�emo tvr�e�e indukcijom.
(Baza indukcije) Za n = 2, imamo da su α1 i α2 uzajamno prosti, pa postoje κ i λ takvi
da je κα1 + λα2 = 1. Sada, neka je β = β1α1 = β2α2. Mno�e�i obe strane jednaqine sa β
dobijamo da je

β = βκα1 + βλα2 = β2κα1α2 + β1λα1α2 = α1α2(β2κ+ β1λ),

odakle zak	uqujemo da α1α2 | β.
(Induktivna hipoteza) Pretpostavimo da za neko n ≥ 2 va�i tvr�e�e.
(Induktivni korak) Neka su α1, α2, . . . , αn, αn+1 ∈ Z[i] po parovima uzajamno prosti takvi
da za svako i ∈ {1, 2, . . . , n + 1} va�i αi | β. Na osnovu induktivne hipoteze znamo da
α1 ·α2 · . . . ·αn | β. Primenom teoreme 4, αn+1 je uzajamno prosto sa α1α2. Ako ponovimo ovaj
proces, αn+1 je uzajamno prosto sa α1α2α3, itd., αn+1 je uzajamno prosto sa α1 ·α2 · . . . ·αn.
Sada primenom baze indukcije, za uzajamno proste brojeve αn+1 i α1 ·α2 · . . . ·αn koji dele
β, znamo da i �ihov proizvod tako�e deli β qime smo dokazali lemu.

Teorema 13 (Kineska teorema o ostacima). Neka su dati po parovima uzajamno prosti

brojevi α1, α2, . . . , αn. Tada sistem jednaqina

χ ≡ β1 (mod α1) (1.1)

χ ≡ β2 (mod α2) (1.2)

... (1.3)

χ ≡ βn (mod αn) (1.4)

(1.5)

ima jedinstveno rexe�e pri modulu α1α2 . . . αn.

Dokaz. Neka je µ = α1 · α2 · . . . · αn, i neka je γi =
µ

αi
. Primenom teoreme 4 lako se proveri

da je γi uzajamno prosto sa αi. Na osnovu teoreme 12, znamo da postoje Gausovi celi brojevi
γ−1
i koji zadovo	avaju γiγ

−1
i ≡ 1 (mod αi). Primetimo da

χ =

n∑
i

βiγiγ
−1
i

zadovo	ava ceo sistem. Preostaje da poka�emo jedinstvenost. Ako ζ zadovo	ava i-tu jed-
naqinu, tada je χ− ζ de	ivo sa αi, pa je, na osnovu leme 4, ζ ≡ χ (mod µ).

Definicija 13. Ka�emo za Gausov ceo broj α da je invertibilan mod µ ukoliko jed-

naqina αχ ≡ 1 (mod µ) ima rexe�e.
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Pokazali smo u teoremi 12 da je α invertibilan mod β akko su α i β uzajamno prosti.
Sada nas interesuje koliko zapravo razliqitih ostataka imamo pri de	e�u nekim

brojem. To je malo te�e formulisati tako, ali sre�om uveli smo klase ostataka koje nam
poma�u sa tim.

Definicija 14. Za Gausov ceo broj µ ̸= 0 uvodimo pozitivan prirodan broj n(µ) kao
broj razliqitih klasa ostataka po modulu µ.

Najpre, bitno je da poka�emo da taj broj zapravo postoji, tj. da nema beskonaqno osta-
taka po modulu.

Stav 11. Za svako α ∈ Z[i] \ {0}, n(α) <∞.

Dokaz. Zbog de	e�a sa ostatkom, svaka klasa ostataka ima element ma�e norme od N(α).
Odnosno, znamo da za neki konkretan broj ϑ postoje υ i ρ za koje va�i N(ρ) ≤ 1

2N(α) i
ϑ− ρ = αυ, tj α | ϑ− ρ xto je ekvivalentno sa ϑ ≡ ρ (mod α), pa je ρ ∈ ϑα. Kako brojeva
qija je norma ma�a ili jednaka polovini N(α) ima konaqan broj, tvr�e�e stava direktno
sledi.

Prvo �emo taqnu vrednost broja n(α) odrediti za cele brojeve, jer su tu stvari jedno-
stavnije.

Lema 5. Za ceo broj m ̸= 0 broj razliqitih klasa ostataka pri de	e�u sa m ima m2.

Dokaz. Za brojeve α = a+ bi i ξ = x+ yi kongruencija α ≡ ξ (mod m) je ekvivalentna sa
a ≡ x (mod m) u Z ∧ b ≡ y (mod m) u Z. Kako a i b mogu uzeti svaki po m vrednosti,
ukupan broj razliqitih vrednosti za α je m ·m, odnosno m2.

Lema 6. Za Gausov ceo broj α ̸= 0 va�i n(α) = n(α).

Dokaz. Iz stava 1 imamo da je α | ξ−ζ ekvivalentno sa α | ξ−ζ, odnosno postoji bijekcija
koja slika svaku klasu ostataka ξα u ξα, pa je n(α) = n(α).

Lema 7. Za Gausove cele brojeve α i β (α, β ̸= 0) va�i n(αβ) = n(α)n(β).

Dokaz. Neka je n(α) = m i n(β) = n, i neka su ξ1, ξ2, . . . ξm i ζ1, ζ2, . . . ζn predstavnici svih
klasa pri de	e�u sa α i β redom. Neka je χ ∈ Z[i], i neka je χ ≡ ξi (mod α), odnosno
χ − ξi = αϑ za neko ϑ ∈ Z[i] i neka je ϑ ≡ ζj (mod β), pa je ϑ = ζj + βω za neki Gausov
ceo broj ω. Tada je χ = ξi + αζj + αβω, tj. χ ≡ ξi + αζj (mod αβ), pa smo pokazali da je
n(αβ) ≤ mn.
Ostaje nam da poka�emo da nema ponav	a�a me�u ovihmn brojeva, odnosno pretpostavimo
da va�i:

ξi + αζj ≡ ξi′ + αζj′ (mod αβ),

doka�imo (i, j) = (i′, j′).
Iz pretpostavke dobijamo da je ξi ≡ ξi′ (mod α), ali, po naqinu na koji smo ih birali,
mora slediti da je i = i′, pa nam preostaje αζj ≡ αζj′ (mod αβ), odnosno ζj ≡ ζj′ (mod β),
ali iz istog razloga sledi da je j = j′, pa je tvr�e�e dokazano.

Sad smo dovo	no priprem	eni da izraqunamo konkretnu vrednost n funkcije.

Teorema 14. Za Gausov ceo broj α ̸= 0 va�i relacija n(α) = N(α).

Dokaz. Kako je, na osnovu leme 5, n(N(α)) = N(α)2, odnosno n(αα) = N(α)2, a primenom
leme 6 i leme 7 dobijamo da je n(α)2 = N(α)2, ali kako su n(α) i N(α) pozitivni celi
brojevi, jednostavnim korenova�em obe strane, dobijamo da je n(α) = N(α).
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1.4.1 Mala Fermaova teorema

Kada bi neko pokuxao naivno da ,,prevede'' malu Fermaovu teoremu u Z[i] verovatno
bi rekao nexto poput απ−1 ≡ 1 (mod π). Prvenstveno, απ−1 ne znaqi nixta (osim u
kompleksnoj analizi, ali qak i tada to ne bi bio element prstena Gausovih celih brojeva),
a drugo, p−1 u jednaqini ap−1 ≡ 1 (mod p) oznaqava nexto drugo - broj nenula elemenata
u Zp. Svakako, postoji lepo proxire�e male Fermaove teoreme na Z[i].

Teorema 15 (Mala Fermaova teorema). Neka je π prost Gausov ceo broj, i neka je α
nede	iv brojem π, tada va�i αN(π)−1 ≡ 1 (mod π).

Dokaz. Kako znamo da je N(π) = n(π), neka su ν1, ν2, . . . , νN(π) razliqiti predstavni-
ci klasa ostataka pri de	e�u sa π, pri qemu je νN(π) = 0. Poxto π ∤ α, oni su uza-
jamno prosti, pa (zbog teoreme 10) αν1, αν2, . . . , ανN(π−1) zapravo predstav	a permuta-
ciju niza ν1, ν2, . . . , νN(π) (mod π). Kada izmno�imo obe permutacije i izjednaqimo ih

αN(π)−1ν1ν2 . . . νN(π) ≡ ν1ν2 . . . νN(π) (mod π). Poxto je svaki νj uzajamno prost sa π, mo-
�emo ga skratiti, odakle direktno dokazujemo teoremu.

Ukoliko se prisetimo dokaza male Fermaove teoreme u Z, koji je maltene isti u Z[i],
xto nam ukazuje koliko su zapravo Gausovi celi brojevi sliqni sa celima.

Primer 2. Uvidimo na primeru π = 7, α = i, ,,nepravilna teorema'' απ−1 ≡ 1 (mod π)
ne radi qak ni kada je izlo�ilac ceo broj. Naime, −1 nije kongruentno sa 1 pri modulu

7, iako je 7 prost u Z[i].

1.4.2 Ojlerova fi funkcija

Kao xto znamo, mala Fermaova teorema je samo specijalan sluqaj Ojlerove teoreme
koja ne zahteva da modul bude prost broj. Ukoliko se prisetimo kako glasi Ojlerova
teorema, primeti�emo da postoji φ(n), funkcija koja broji koliko ima brojeva ma�ih od
n uzajamno prostih sa n. Texko je direktno odatle definisati analogiju sa Gausovim
celim brojevima, ali mo�emo je uvesti na slede�i naqin.

Definicija 15 (Ojlerova fi funkcija). Za Gausov ceo broj α ̸= 0 funkcija ϕ(α) daje
broj klasa ostataka pri de	e�u sa α qiji su predstavnici invertibilni po modulu α.

Pre nego xto krenemo da raqunamo neke vrednosti ϕ funkcije, pokaza�emo da va�i
Ojlerova teorema i u Z[i].

Teorema 16 (Ojlerova teorema). Za uzajamno proste Gausove cele brojeve µ i α, va�i

αϕ(µ) ≡ 1 (mod µ).

Dokaz. Neka je n = ϕ(µ), i neka su ν1, ν2, . . . νn invertibilni predstavnici razliqitih
klasa ostataka pri de	e�u sa µ. Poxto je α uzajamno prost sa µ, zbog invertibilnosti α
i predstavnika klasa, niz αν1, αν2, . . . , ανn je permutacija niza ν1, ν2, . . . νn (mod µ). Mno-
�e�i elemente obe permutacije i izjednaqavaju�i ih dobijamo αϕ(µ)ν1ν2 . . . νn ≡ ν1ν2 . . . νn
(mod µ), a kako su svi νj uzajamno prosti sa µ, mo�emo ih skratiti i tako direktno
dokazati tvr�e�e teoreme.

Kao i kod male Fermaove teoreme, dokaz je skoro pa identiqan kao i kod celih brojeva.
Qak se i da primetiti da je ϕ(π) = N(π)− 1, xto je dobra uvertira za slede�i deo.

Teorema 17. Za Gausov prost broj π vrednost funkcije ϕ(πt) je jednaka N(π)t−1(N(π)−1).
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Dokaz. Kako smo pokazali da razliqitih klasa ostataka pri de	e�u sa πt ima taqno
N(πt), od toga treba oduzeti broj onih koji su de	ivi sa π da bismo dobili ϕ(πt).
Izbrojmo sada koliko ima de	ivih sa π. Tada ti ostaci moraju biti oblika πα. Kako va�i
da je πα ≡ πβ (mod πt) ⇐⇒ α ≡ β (mod πt−1), imamo bijekciju izme�u tih ostataka i
svih ostataka pri de	e�u sa πt−1, a kako znamo da takvih ima N(π)t−1, dobijamo da je
ϕ(πt) = N(π)t−1(N(π)− 1).

Da se naslutiti da je ϕfunkcija multiplikativna, poput �enog analogona, φfunkcije
u Z.

Teorema 18. Ukoliko su α i β uzajamno prosti Gausovi celi brojevi, tada va�i relacija

ϕ(αβ) = ϕ(α)ϕ(β).

Dokaz. Primetimo najpre da je dokaz teoreme ekvivalentan dokaziva�u da postoji bijek-
cija izme�u (Z[i]/αβ) i (Z[i]/α) × (Z[i]/β). Dokaz te tvrd�e sledi direktno iz kineske
teoreme o ostacima, odnosno da postoji jedinstveno rexe�e po modulu αβ sistema

ζ ≡ ξ (mod α), (1.6)

ζ ≡ υ (mod β). (1.7)

Odavde, slikaju�i broj ζ u (ξ, υ) ostvarujemo pomenutu bijekciju qime je dokaz zavrxen.

Posledica 4. Kako smo izraqunali vrednost ϕ funkcije za stepene prostih brojeva,

i dokazali multiplikativnost, sada je mogu�e izraqunati �enu vrednost za bilo koji

Gausov ceo broj.

ϕ(α) = N(α)
∏
πi|α

(
1− 1

N(πi)

)
,

gde za svako razliqito i i j, πi ̸∼ πj.

1.4.3 Vilsonova teorema

Kao i kod male Fermaove teoreme, lako se mo�e pogrexno zak	uqiti analogija Vil-
sonove teoreme u celim brojevima. (π− 1)! ≡ −1 (mod π), za prost broj π nema smisla jer
faktorijel nije definisan za kompleksne brojeve (osim ako ne posmatramo gama funkciju,
ali tek tada postaje besmisleno). Prostom zamenom broja π−1 �egovom normom ((N(π)−1)!
umesto (π − 1)!) se dobija tra�ena kongruencija, ali najpre moramo videti xta se krije
iza toga.

Glavna stvar je opet posmatrati suxtinu teoreme na malo drugaqiji naqin. Xta nam
predstav	a (p− 1)! u celim? To je zapravo proizvod svih nenula elemenata u Zp, odnosno
proizvod predstavnika svih invertibilnih klasa ostataka pri de	e�u sa p. Istu stvar
�emo uraditi i u Z[i], pomno�i�emo sve nenula ostatke pri de	e�u sa π, i posmatrati
xta se tu dexava.

Najpre, treba da doka�emo par lema radi lakxeg dokaziva�a Vilsonove teoreme.

Lema 8 (Bezuov stav). Neka je dat prsten F , i neka je P (x) polinom u F [x]. Tada je P (x)
de	ivo linearnim monomom x− a (a ∈ F ) akko je P (a) = 0.

Dokaz. Dokaz je identiqan dokazu u po	u realnih brojeva.

Lema 9. Neka je dat komutativan prsten F koji je integralni domen, i neka je P (x)
polinom u F [x] stepena n. Postoji najvixe n razliqitih rexe�a jednaqine P (x) = 0 u

F .
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Dokaz. Pokaza�emo indukcijom. Za n = 1 vidimo polinom x − t ima jedinstveno rexe�e
x = t, i da niti jedan drugi element u F nije rexe�e. Sada, pretpostavimo da za n−1 va�i
tvr�e�e leme. Na osnovu Bezuovog stava zak	uqujemo da ukoliko je a rexe�e jednaqine
P (x) = 0 u F , tada postoji polinom Q(x) stepena n − 1 takav da je P (x) = (x − a)Q(x).
Ukoliko je c ̸= a tako�e rexe�e jednaqine P (x) = 0, tada je c tako�e i rexe�e jednaqine
Q(x) = 0 (zato xto je F integralni domen) jer u suprotnom ni c− a ni Q(c) ne bi bili 0,
qime smo i pokazali tvr�e�e.

Podrazumeva�emo definicije poretka i primitivnog korena u komutativnim prsteni-
ma, ali �emo uvesti iste u Gausovim celim brojevima, tako�e u da	em delu rada, podra-
zumeva�emo da su svi prsteni komutativni.

Definicija 16. Poredak Gausovog celog broja α po modulu µ je najma�i prirodan broj

n takav da je αn ≡ 1 (mod µ).

Definicija 17. Gausov ceo broj α je primitivni koren po modulu µ ukoliko va�i

da su α i µ uzajamno prosti i da je poredak broja α po modulu µ jedank ϕ(µ).

Primitivni koren nam igra znaqajnu ulogu jer se u nizu γ, γ2, γ3, . . . , γϕ(µ) jav	aju
predstavnici svih invertibilnih klasa ostataka po modulu µ.

Lema 10. Neka je M najve�i poredak elemenata F , konaqnog po	a sa jedinicom. Tada svi
ostali poreci dele M .

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka u ∈ F ima poredak M , i neka postoji w ∈ F koje
ima poredak k takvo da k ne deli M . To znaqi da postoji prost broj p takav da pf ||M i

pe||k, gde je e > f . Brojevi up
f
i w

k
pe imaju poretke

M

pf
i pe redom, a kako su ti poreci

uzajamno prosti, poredak broja up
f · w

k
pe je Mpe−f xto je ve�e od M , xto je nemogu�e.

Stav 12. Skup (Z[i]/π) za Gausov prost broj π sa operacijama mno�e�a i sabira�a po

modulu je konaqno po	e.

Dokaz. Lako se pokazuju sve osobine po	a.

Sada �emo pokazati postoja�e primitivnog korena u ovom skupu.

Lema 11. Neka je dat Gausov prost broj π. Tada postoji primitivni koren γ po modulu

π.

Dokaz. Neka je M maksimalni poredak po modulu π. Kako svi ostali poreci moraju da
dele M , tada jednaqina χM ≡ 1 (mod π) ima N(π) − 1 rexe�a, pa je M barem N(π) − 1,
a na osnovu male Fermaove teoreme, znamo da je M najvixe N(π)− 1, pa stoga element sa
najve�im poretkom jeste primitivni koren.

Kako smo pokazali postoja�e primitivnog korena, dokaziva�e Vilsonove teoreme nam
ne�e biti problem.

Teorema 19 (Vilsonova teorema). Proizvod predstavnika svih invertibilnih klasa

ostataka pri de	e�u sa prostim modulom π u Z[i] je kongruentan sa −1 po modulu π.

Dokaz. Poxto je π prost, postoji primitivni koren γ, pa se onda proizvod svih predstav-
nika klasa ostataka mo�e predstaviti kao

P = γγ2γ3 . . . γt−1,
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gde je t = N(π). Kako je P ≡ γ

t(t− 1)

2 (mod π), razlikujemo dva sluqaja.
Ako je t paran, tada je π ∼ 1 + i, pa P daje ostatak 1, ali kako je 1 ≡ −1 (mod 1+ i), tako
je i P ≡ −1 (mod π).

Ako je t neparan, tada imamo da je
t(t− 1)

2
≡ t− 1

2
(mod t− 1), pa je P 2 ≡ 1 (mod π), ali

kako P nikad nije kongruentno sa 1 pri de	e�u sa π, sledi da je P ≡ −1 (mod π).

1.5 Primene na takmiqe�ima

Poxto smo videli da postoji veliki broj teorema koje se mogu primeniti na Gausove
cele brojeve, u ovom delu �emo neke od �ih i iskoristiti za rexava�e dva zadatka koji
su se javili na takmiqe�ima.

Zadatak 1 (Izborno za IMO 2021.). Dat je prost broj p. Koliko ima ure�enih qetvorki
(a, b, c, d) prirodnih brojeva koji nisu de	ivi sa p i zadovo	avaju slede�e jednaqine

ac+ bd = p(a+ c) i bc− ad = p(b− d)?

Rexe�e. Definiximo α i β kao α = a+bi i β = c−di u Z[i]. Primetimo da je dati sistem
jednaqina ekvivalentan jednaqini αβ = p(α+ β). Ovu jednaqinu mo�emo tako�e zapisati
kao i (α− p)(β − p) = p2. Razlikujemo tri sluqaja:

1) Ako je p oblika 4k + 3, tada je p tako�e prost i u Z[i], pa on mora da deli bar jedan
od brojeva α i β xto implicira da p | a, b ili p | c, d, a to je u kontradikciji sa
uslovom zadatka.

2) Ako je p = 2, tada je p = (1 + i)(1 − i) = i(1 + i)2, odnosno p2 = −(1 + i)4, pa je bar
jedan od brojeva α i β de	iv brojem (1+ i)2 = 2i, pa 2 deli bar jedan od brojeva α i β,
odakle sledi da 2 | a, b ili 2 | c, d, xto je isto u kontradikciji sa uslovom zadatka.

3) U sluqaju p = 4k + 1, imamo da se p mo�e predstaviti kao proizvod ππ, gde je π
Gausov prost broj oblika x + yi, x, y ∈ N. Iz istog razloga kao u prethodna dva
sluqaja p ne sme da deli ni α ni β, odakle dobijamo da α−p i β−p moraju biti neki
od ±π2,±π2,±iπ2 ili ±iπ2. S obzirom da a, b, c i d moraju biti prirodni, ukupno
imamo 4 rexe�a.

Zadatak 2 (IMO 2016.). Dat je konveksan mnogougao P = A1A2 . . . Ak u ravni. Temena
A1, A2, . . . , Ak imaju celobrojne koordinate i le�e na istoj kru�nici. Neka je S povrxina
mnogougla P . Neparan prirodan broj n je takav da su kvadrati du�ina svih stranica
mnogougla P prirodni brojevi de	ivi sa n. Dokazati da je 2S ceo broj de	iv sa n.

Rexe�e. Posmatrajmo zadatak u Z[i], i neka taqki Ai odgovara Gausov ceo broj ζi = xi+iyi.
Najpre �emo pokazati da tvr�e�e direktno sledi ukoliko poka�emo da je n oblika pe za
neki prost broj p ≥ 3.
Ukoliko je p oblika 4t + 3, imamo da pe | N(ζi+1 − ζi), odakle sledi da pf | ζi+1 − ζi,

gde je f =

⌈
e

2

⌉
, pa su svi ζi me�usobno kongruentni po modulu pf . Sada, kako povrxina

ostaje invarijantna nakon translacije za odre�en vektor,,,pomeri�emo'' celu ravan za −ζ1,
i tako dobiti k Gausovih celih brojeva gde su svi de	ivi brojem pf . Sada, imamo da je
2S =

∑
(xiyi+1−xi+1yi) = Im (

∑
(ζiζi+1)), gde je svaki qaln ove sume de	iv brojem p

2f , xto
implicira da je dvostruka povrxina de	iva brojem n.
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Ako je p oblika 4t+1, imamo da p mo�e da se predstavi kao ππ, gde je π Gausov prost broj.
Neka su vπ(χ) i vπ(χ) redom izlo�ioci brojeva π i π redom u kanonskoj faktorizaciji
broja χ. Kako pe | N(ζi+1 − ζi), imamo da je vπ(ζi+1 − ζi) + vπ(ζi+1 − ζi) ≥ e.
Sada tvrdimo slede�e: Postoji trijangulacija mnogougla takva da za svaki trougao po-

stoji 0 ≤ s ≤ e za koji πsπe−s deli sve vektore stranica.
Ovu tvrd�u �emo pokazati indukcijom po e. Za e = 1, svaki vektor stranice je umno�ak
broja π ili π. Ako postoje dva uzastopna vektora stranica de	iva sa π mo�emo ise�i
trougao formiran od te dve stranice (to jest te tri taqke) i osta�e nam ma�i mnogougao
qije su sve stranice de	ive ili sa π ili sa π, pa na osnovu indukcije po broju stranica
dobijamo da postoji takva trijangulacija. Analogno za dve uzastopne stranice de	ive sa
π.
Sada, ukoliko ne postoje dve uzastopne stranice de	ive sa π ili π, to znaqi da se nai-
zmeniqno me�aju umnoxci brojeva π i π, i da broj stranica mora biti paran. Zato, neka
je k = 2l i bez uma�e�a opxtosti neka q | ζ1 − ζ2. Zbog koncikliqnosti taqaka znamo da

(ζ1 − ζ2)(ζ3 − ζ4) · · · (ζ2l−1 − ζ2l)

(ζ2 − ζ3)(ζ4 − ζ5) · · · (ζ2l − ζ1)

mora biti realan broj, odnosno on je jednak svom ko�ugatu, odakle imamo da je

(ζ1 − ζ2) · · · (ζ2l−1 − ζ2l)(ζ2 − ζ3) · · · (ζ2l − ζ1) = (ζ1 − ζ2) · · · (ζ2l−1 − ζ2l)(ζ2 − ζ3) · · · (ζ2l − ζ1).

Leva strana je de	iva brojem π2l, dok desna strana nije uopxte de	iva brojem π, odakle
sledi kontradikcija.

Ako je e ≥ 2, pretpostavimo da tvr�e�e va�i za e−1. Koriste�i induktivnu hipotezu
direktno za e − 1 vidimo da postoji trijangulacija takva da su sve stranice umnoxci
broja πsπe−1−s. Pretpostavimo da je s drugaqije za dva razliqita trougla. Mo�emo pret-
postaviti da ta dva trougla dele stranicu jer postoji ,,put'' trouglova od jednog do drugog.
Sada, neka su stranice jednog trougla umnoxci broja πs1πe−1−s1 , a drugog πs2πe−1−s2 , gde
je s1 < s2. Zajedniqka ivica mora biti umno�ak broja πs2πe−1−s1 , odnosno �en kvadrat
mora biti de	iv brojem pe−1−s1+s2 , xto je de	ivo brojem pe. Ova stranica mora biti
dijagonala pa mo�emo podeliti mnogougao tom dijagonalom na dva ma�a za koje va�i
induktivna pretpostavka.

Ako sve stranice imaju isto s, ceo mnogougao mora biti de	iv brojem πsπe−1−s, pa
ga mo�emo homotetisati (podeliti ga sa πsπe−1−s) i dobiti mnogougao qiji su kvadra-
ti stranica umnoxci broja p. Sada, mo�emo primeniti sluqaj e = 1 na homotetisani
mnogougao i videti da i on mo�e biti trijanguliran. Mno�e�i nazad sve sa πsπe−1−s,
dobijamo tijangulaciju poqetnog poligona takvog da je svaka stranica svakog trougla um-
no�ak πsπe−s1 ili πs+1πe−1−s1 , pa je i ovaj sluqaj pokriven.
Ovime smo dokazali naxu tvrd�u, sada preostaje da se vratimo na poqetak problema i
uoqimo da je mnogougao pode	en u trouglove qije su stranice umnoxci broja πsπe−s za
neko s. Dvostruka povrxina svakog trougla mora biti de	iva brojem N(πsπe−s) = pe, pa
je i qitava dvostruka povrxina de	iva brojem pe = n.
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2 Ajzenxtajnovi celi brojevi

Pored Gausovih celih brojeva postoje i Ajzenxtajnovi celi brojevi koji su tako�e
raxire�e skupa celih brojeva. Kao i u prethodnom delu rada, ukoliko to nije drugaqije
naglaxeno, grqka slova (osim ω) oznaqavaju Ajzenxtajnove cele brojeve, dok su brojevi iz
skupa Z oznaqeni slovima engleske latinice.
Poxto su teoreme, stavovi i leme maltene identiqni kao i u Z[i], dokaze �emo navoditi
isk	uqivo ako se suxtinski razlikuju od onih u prethodnom poglav	u.

2.1 Definicija i osnovni pojmovi

Umesto qetvrtog korena broja 1 (broj i), Ajzenxtajnovi celi brojevi se bave tre�im
korenom jedinice.

Definicija 18. Ajzenxtajnov ceo broj je svaki kompleksan broj oblika a + bω, gde

su a i b celi, dok je ω =
−1 + i

√
3

2
. Skup Ajzenxtajnovih celih brojeva oznaqava�emo sa

Z[ω].

Teorema 20. Skup Z[ω] sa standardnim operacijama sabira�a i mno�e�a obrazuje ko-

mutativni prsten sa jedinicom.

Dokaz. Lako se proveravaju sve aksiome komutativnog prstena.

Definicija 19. Ka�emo da broj α deli broj β ukoliko postoji γ takvo da je β = γα.
Ovo matematiqki zapisujemo kao α | β.

Stav 13. Neka su α, β i γ Ajzenxtajnovi celi brojevi, tada va�i:

• α | α,

• α | β ∧ β | γ ⇒ α | γ,

• δ | α ∧ δ | β ⇒ δ | α+ β,

•
(
∀κ ∈ Z[ω]

)
δ | α⇒ δ | κα,

• α | γ ∧ β | δ ⇒ αβ | γδ,

• αβ | αγ ∧ α ̸= 0 ⇒ β | γ,

• α | β ⇒ α | β.

• m | a+ bi ⇒ m | a ∧ m | b.

Dokaz. Lako se proverava iz definicije.

Normu Ajzenxtajnovog celog broja tako�e definixemo kao kvadrat modula komplek-
snog broja.

19
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Definicija 20. Za α = a + bω, nenegativan ceo broj N(α) = a2 − ab + b2 predsta-

v	a normu Ajzenxtajnovog celog broja α. Norma broja α se tako�e mo�e zapisati kao

N(α) = αα.

Stav 14. Za Ajzenxtajnove cele brojeve α i β va�i N(αβ) = N(α)N(β).

Stav 15. Za Gausove cele brojeve α i β va�i N(αβ) = N(α)N(β).

Dokaz. Kako su α, β ∈ C, i va�i da je N(γ) = |γ|2, tada je N(α)N(β) = |α|2|β|2 = |αβ|2 =
N(αβ).

Da bismo pokazali da je Z[ω] euklidski domen, potrebno nam je de	e�e sa ostatkom.

Teorema 21. Za brojeve α i β ̸= 0 postoje Ajzenxtajnovi celi brojevi υ i ρ takvi da je

α = υβ + ρ i gde je N(ρ) ≤
√
3
2 N(β).

Za razliku od Gausovih celih, ovde �emo pokazati geometrijski dokaz.

Dokaz. Kompleksan broj z =
α

β
se nalazi u kompleksnoj ravni. Primetimo da mre�a

Ajzenxtajnovih celih brojeva formira poploqava�e jediniqnim jednakostraniqnim tro-
uglovima, i da se z mora nalaziti u bar jednom od �ih. Svaka taqka u jediniqnom trouglu

je uda	ena najvixe

√
3

2
od najbli�eg temena. Neka je to najbli�e teme broj υ, a neka je

ρ = α− υβ. Lako se proverava da ovi brojevi zadovo	avaju uslove iz teoreme.

Definicija 21. Ajzenxtajnov ceo broj je jediniqni ukoliko on deli 1.

Stav 16. Jediniqni brojevi imaju normu jednaku 1, i ima ih 6 (±1,±ω,±ω2).

Definicija 22. Ka�emo da su Ajzenxtajnovi celi brojevi α i β ekvivalentni uko-

liko postoji jediniqni element θ, takav da je α = θβ.

Kako smo pokazali da je Z[ω] euklidski domen (da postoji de	e�e sa ostatkom) svi
dokazi za najve�i zajedniqki delilac, prostu faktorizaciju, Euklidov algoritam, Aj-
zenxtajnove proste brojeve itd. su identiqni, pa �emo ih samo navesti bez ikakvog doka-
ziva�a.

Definicija 23. Najve�i zajedniqki delioci brojeva α i β su �ihovi zajedniqki

delioci za koje va�i da su de	ivi svim �ihovim zajedniqkim deliocima. Skup najve�ih

zajedniqkih delioca brojeva α i β zapisiva�emo kao Dα,β.

Definicija 24. Ajzenxtajnovi celi brojevi α i β su uzajamno prosti ukoliko je 1
�ihov najveqi zajedniqki delilac.

Definicija 25. Za svaka dva Ajzenxtajnova cela broja α i β postoji �ihov najve�i

zajedniqki delilac, i on se mo�e predstaviti kao linearna kombinacija κα + λβ, za
neke κλ ∈ Z[ω].

Stav 17. Za α, β ∈ Z[ω] gde bar jedan nije nula, postoji taqno xest najve�ih zajedniqkih

delilaca, svih 6 sa istom normom.

Stav 18. Za α, β ∈ Z[ω] gde bar jedan nije nula, �ihovi najve�i zajedniqki delioci imaju

najve�u normu me�u svim zajedniqkim deliocima.
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Teorema 22. Za dva Ajzenxtajnova cela broja α i β postoji Euklidov algoritam kojim

se odre�uje jedan �ihov najve�i zajedniqki delilac.

Algoritam je isti kao i u Z[i].

α = υ1β + ρ1, N(ρ1) < N(β)

β = υ2ρ1 + ρ2, N(ρ2) < N(ρ1)

ρ1 = υ3ρ2 + ρ3, N(ρ3) < N(ρ2)

...

Pretposled�i ostatak predstav	a jedan najve�i zajedniqki delilac brojeva α i β.

2.2 Ajzenxtajnovi prosti brojevi

Analogno kao i kod Gausovih celih brojeva, uvode se i Ajzenxtajnovi prosti brojevi.

Definicija 26. Nejediniqni Ajzenxtajnov ceo broj α ̸= 0 je nerastav	iv, ukoliko

za bilo koje Ajzenxtajnove cele brojeve β i γ, za koje va�i α = βγ, sledi da je β ili γ
jediniqan. U suprotnom ka�emo da je rastav	iv.

Stav 19. Svaki Ajzenxtajnov ceo broj sa normom koja je prost broj je nerastav	iv.

Definicija 27. Nejediniqni Ajzenxtajnov ceo broj π ̸= 0 je prost ukoliko va�i

π | αβ =⇒ π | α ili π | β. U suprotnom ka�emo da je slo�en.

Teorema 23. π je prost ⇐⇒ π je nerastav	iv.

Posledica 5. Ukoliko broj π ima normu koja je prost broj, tada je π prost.

Stav 20. Ako je π prost, tada je i �egov ko�ugat, kao i svaki �egov umno�ak jediniq-

nim elementom, tako�e prost.

Teorema 24 (Osnovna teorema aritmetike u Z[ω]). Za svaki Ajzenxtajnov ceo broj, po-

stoji jedinstvena faktorizacija do na redosled qinilaca i ekvivalentnost izme�u od-

govaraju�ih prostih brojeva unutar prestena Z[ω].

Teorema 25. Neka je p ∈ Z prost ceo broj. Tada va�i:

• ako je p = 3, tada je 1− ω prost u Z[ω] i 3 = −ω2(1− ω)2;

• ako je p ≡ 1 (mod 3), tada postoje π i π, neekvivalentni prosti u Z[ω], takvi da

je p = ππ;

• ako je p ≡ 2 (mod 3), tada je p prost u Z[ω].

Dokaz. N(1− ω) = 3, xto je prost ceo broj, pa je 1− ω nerastav	iv, a samim tim i prost
u Z[ω].
Dokaz drugog tvr�e�a �emo pokazati u slede�oj teoremi.
Pretpostavimo da prost broj q oblika 3k+2 nije prost u Z[ω], tada postoje α i β, nejedi-
niqni Ajzenxtajnovi celi brojevi takvi da je q = αβ, odnosno N(q) = q2 = N(αβ), odakle
sledi da je N(α) = N(β) = q, xto je nemogu�e, zato xto x2 − xy + y2 ̸≡ 2 (mod 3).

Teorema 26. Ukoliko je prost broj p oblika 3k+1, on se mo�e zapisati kao x2−xy+y2,
za neke cele x i y.
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Dokaz. Kako je p ≡ 1 (mod 3), znamo da je
(p
3

)
= 1, pa je

1 =
(p
3

)
(−1)p−1 =

(p
3

)
(−1)

p−1
2 (−1)

p−1
2

· 3−1
2 .

Iz zakona reciprociteta imamo da je 1 = (−1)
p−1
2

(
3

p

)
=

(
−3

p

)
, odakle saznajemo da

je −3 kvadratni ostatak po modulu p. Kako je to ispu�eno, postoji neparno1 n takvo da
p | n2 + 3, sada uzmimo da je n = 2m− 1, dobijamo da je p | 4m2 − 4m+ 4, tj. p | m2 −m+ 1
jer je 4 uzajamno prosto sa p, odnosno p | (m + ω)(m + ω2). Kako p ne deli niti jedan
od m + ω i m + ω2, sledi da p nije prost u Z[ω], pa postoje α i β, nejediniqni qiji je
proizvod jednak p. Kako je N(α)N(β) = N(p) = p2, znamo da je N(α) = N(β) = p, pa su α i
β prosti, kompleksno konjugovani, sa normom p. Sada, neka je α = x+ωy, izjednaqava�em
p = N(α) = x2 − xy + y2 dokazujemo teoremu.

2.3 Kongruencije u prstenu Ajzenxtajnovih celih brojeva

Da bismo pokazali najzanim	ivije teoreme vezane za Z[ω], neophodno je da uvedemo
i kongruencije. Poxto smo i ovu oblast prexli u prethodnom poglav	u, dokaze ne�emo
navoditi ukoliko su oni analogni.

Definicija 28. Dva Ajzenxtajnova cela broja α i β su kongruentni po modulu µ
ako µ deli �ihovu razliku. Tada pixemo α ≡ β (mod µ).

Stav 21. Relacija kongruencije po modulu µ u prstenu Z[ω] je relacija ekvivalencije.

Definicija 29. Klasa ostataka Ajzenxtajnovog celog broja α po modulu µ je skup

brojeva αµ = {β ∈ Z[ω] | α ≡ β (mod µ)} takav da svaka dva kongruentna broja po modulu

µ budu u istoj klasi. Skup svih klasa ostataka po modulu µ oznaqavamo (Z[ω]/µ).

Teorema 27. Za Ajzenxtajnove cele brojeve α, γ i β ̸= 0, takvi da su α i β i γ i β
uzajamno prosti, jednaqina αχ ≡ γ (mod β) ima jedinstveno rexe�e.

Lema 12. Neka su α1, α2, . . . , αn Ajzenxtajnovi celi brojevi takvi da su svaka dva uza-

jamno prosti. Ukoliko za svako i ∈ {1, 2, . . . , n} va�i αi | β za neki β ∈ Z[ω], tada
α1 · α2 · . . . · αn | β.

Teorema 28 (Kineska teorema o ostacima). Neka su dati po parovima uzajamno prosti

brojevi α1, α2, . . . , αn. Tada sistem jednaqina

χ ≡ β1 (mod α1) (2.1)

χ ≡ β2 (mod α2) (2.2)

... (2.3)

χ ≡ βn (mod αn) (2.4)

(2.5)

ima jedinstveno rexe�e pri modulu α1α2 . . . αn.

Definicija 30. Ka�emo za Ajzenxtajnov ceo broj α da je invertibilan po modulu

µ ukoliko jednaqina αχ ≡ 1 (mod µ) ima rexe�e.

1Ovde mo�emo uzeti da je n neparan broj jer ukoliko je paran, samo ga saberemo sa p
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Definicija 31. Za Ajzenxtajnov ceo broj µ ̸= 0 uvodimo pozitivan prirodan broj n(µ)
kao broj razliqitih klasa ostataka po modulu µ.

Stav 22. Za svako α ∈ Z[ω] \ {0}, n(α) <∞.

Lema 13. Za ceo broj m ̸= 0 broj razliqitih klasa ostataka pri de	e�u sa m ima m2.

Lema 14. Za Ajzenxtajnov ceo broj α ̸= 0 va�i n(α) = n(α).

Lema 15. Za Ajzenxtajnov prost broj π va�i da je

Lema 16. Za Ajzenxtajnove cele brojeve α i β (α, β ̸= 0) va�i n(αβ) = n(α)n(β).

Teorema 29. Za Ajzenxtajnov ceo broj α ̸= 0 va�i relacija n(α) = N(α).

Teorema 30 (Mala Fermaova teorema). Neka je π prost Ajzenxtajnov ceo broj, i neka

je α nede	iv brojem π, tada va�i αN(π)−1 ≡ 1 (mod π).

Definicija 32 (Ojlerova fi funkcija). Za Ajzenxtajnov ceo broj α ̸= 0 funkcija ϕ(α)
daje broj klasa ostataka pri de	e�u sa α qiji su predstavnici invertibilni mod α.

Kao i u Gausovim celim brojevima, vrednost ϕ funkcije je

ϕ(α) = N(α)
∏
πi|α

(
1− 1

N(πi)

)
,

qime mo�emo da kompletiramo i slede�u teoremu.

Teorema 31 (Ojlerova teorema). Za uzajamno proste Ajzenxtajnove cele brojeve µ i α,
va�i αϕ(µ) ≡ 1 (mod µ).

Teorema 32. Neka je Pn(χ), polinom u Z[ω][χ] za koji va�i da je degP = n. Tada jednaqina
Pn(χ) ≡ 0 (mod π) ima najvixe n razliqitih rexe�a u Z[ω] ukoliko va�i da je π
Ajzenxtajnov prost.

Teorema 33 (Vilsonova teorema). Proizvod predstavnika svih invertibilnih klasa

ostataka pri de	e�u sa prostim modulom π u Z[ω] je kongruentan sa −1 po modulu π.

2.4 Posled�a Fermaova teorema za kubove

Nakon uvo�e�a kongruencija po modulu u Z[ω], mo�emo pokazati dokaz posled�e Fer-
maove teoreme za kubove.

Znamo da je posled�a Fermaova teorema bila nekoliko vekova nerexen problem, da bi
je na kraju dokazao Endru Vajls krajem proxlog milenijuma.

U ovom delu, bavi�emo se specijalnim sluqajem posled�e Fermaove teoreme, odnosno
kada su izlo�ioci umnoxci trojke.

Teorema 34. Jednaqina ξ3 + υ3 + ζ3 = 0 nema nenula rexe�a u Z[ω].

Najpre �emo dokazati leme koje �emo koristiti u dokazu.

Lema 17. Neka je λ = 1− ω. Tada va�i:

1) λ je Ajzenxtajnov prost broj.

2) Svaki broj u Z[ω] je ili de	iv sa λ, ili daje ostatak ±1 pri de	e�u sa λ.

3) Ako je χ ≡ ±1 (mod λ), tada je i χ3 ≡ ±1 (mod λ4).
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4) Ako je ξ3 + υ3 + ζ3 = 0, tada je bar jedan od brojeva ξ, υ ili ζ de	iv brojem λ.

Dokaz. 1) Sledi direktno iz qi�enice da je N(λ) = 3.

2) Kako je a + bω = a + b − bλ = c + 3d − bλ, za neke cele c i d, i λ | 3, sledi da je
a+ bω = c+3d− bλ ≡ c (mod λ). Kako ceo broj 3k+ l (l ∈ {0,±1}) daje ostatak l pri
de	e�u sa λ, tako svaki Ajzenxtajnov ceo broj daje ostatak 0 ili ±1 pri de	e�u sa
λ.

3) Neka je χ ≡ 1 (mod λ), tj. da postoji κ ∈ Z[ω] takvo da je χ = 1+κλ. Prime�ujemo da
je χ3−1 = (χ−1)(χ−ω)(χ−ω2) = λ3κ(κ+1)(κ−ω2). Poxto je−ω2 = 1+ω = −1+3−λ ≡
−1 (mod λ), imamo da je κ(κ+1)(κ−ω2) proizvod tri broja sa razliqitim ostacima
po modulu λ. Kako postoje isk	uqivo tri razliqita ostatka pri de	e�u sa λ, ovaj
proizvod je tako�e de	iv brojem λ, pa je χ3 ≡ ±1 (mod λ4).

Sliqno se poka�e i za χ ≡ −1 (mod λ).

4) Pretpostavimo da nijedan od datih brojeva nije de	iv brojem λ. Tada je ξ3+υ3+ζ3 ≡
±1± 1± 1 ≡ ±1,±3 (mod λ4). Kako je N(λ4) = 81, a N(±1) = 1 i N(±3) = 9, sledi
da desna strana ne mo�e biti nula xto je kontradikcija.

Sada �emo bez uma�e�a opxtosti koristiti da λ | ζ. Sada nam je dovo	no samo da
doka�emo slede�e:

Lema 18. Neka je n ∈ N, i neka je ε jediniqni element u Z[ω]. Pretpostavimo da su

ξ, υ, χ ∈ Z[ω] nenula, po parovima uzajamno prosta rexe�a jednaqine

ξ3 + υ3 + ελ3nχ3 = 0 (2.6)

gde λ ne deli niti jedan od brojeva ξ, υ, χ. Tada va�i:

1) n ≥ 2.

2) Tri qinioca broja −ελ3nχ3 = ξ3 + υ3 = (ξ + υ)(ξ + ωυ)(ξ + ω2υ) su de	ivi sa λ, i

razlomci
ξ + υ

λ
,
ξ + ωυ

λ
,
ξ + ω2υ

λ
su po parovima uzajamno prosti.

3) Bez uma�e�a opxtosti, λ3(n−1) | ξ + υ. Tada

ξ + υ = ε1λ
3n−2ρ3 ξ + ωυ = ε2λσ

3 ξ + ω2υ = ε3λτ
3

gde su ε1, ε2, ε3 jediniqni elementi u Z[ω] i ρ, σ, τ su po parovima uzajamno pro-

sti Ajzenxtajnovi celi brojevi koji nisu de	ivi brojem λ. Tada postoje jediniqni
elementi ε4 i ε5 takvi da:

σ3 + ε4τ
3 + ε5λ

3(n−1)ρ3 = 0

Dodatno, ε4 = ±1 ima sebe za tre�i koren pa se mo�e uraqunati u τ.

Kako je 3 ≤ 3(n− 1) < 3n, mo�emo zak	uqiti da jednaqina (2.6) nema rexe�a.

Dokaz. 1) Nemogu�e je da ξ ≡ υ (mod λ), zbog leme 16 znamo da je ξ3+υ3 ≡ ±2 (mod λ4)
iz qega sledi da λ3 ∤ ξ3 + υ3.
Kako su ξ i υ razliqiti po modulu λ, sledi da su kongruentni 1 i −1 po modulu λ4

redom. Prime�ujemo da je

−ελ3nχ3 = ξ3 + υ3 ≡ 0 (mod λ4) =⇒ λ4 | λ3χ3 =⇒ λ | λ3n−3χ3.

Poxto je λ prost koji ne deli χ, sledi da λ | λ3n−3, odakle saznajemo da je 3n−3 ≥ 1,
tj. n ≥ 2.
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2) Kako je 1 ≡ ω ≡ ω2 (mod λ), imamo da je ξ + υ ≡ ξ + ωυ ≡ ξ + ω2υ (mod λ), gde su
sva tri qlana de	iva brojem λ.

Ukoliko bi postojao zajedniqki delilac brojeva
ξ + υ

λ
i
ξ + ωυ

λ
, on bi delio

ξ + υ

λ
−

ξ + ωυ

λ
= υ i −ωξ + υ

λ
+
ξ + ωυ

λ
= ξ, ali kako su oni uzajamno prosti, saznajemo da

je tra�eni zajedniqki delilac zapravo jediniqni element.

3) Kako je 1 + ω + ω2 = 0, imamo da je

0 = ξ + υ + ω(ξ + ωυ) + ω2(ξ + ω2υ) = ε1λ
3n−2ρ3 + ωε2λσ

3 + ω2ε3λτ
3

=⇒σ3 + ε4τ
3 + ε5λ

3(n−1)ρ3 = 0

gde je ε4 =
ωε3
ε2

i ε5 =
ε1
ωε2

.

Kako je n ≥ 2, primetimo da je σ3 + ε4τ
3 ≡ 0 (mod λ2). Zbog leme 16, σ3 i τ3 su ±1

(mod λ4), pa samim tim i ±1 (mod λ2). Tako, imamo da je ε4 ≡ ±1 (mod λ2). Kako je
N(λ2) = 9, lako se proveri da su jedini jediniqni ε4 za koje je ε4 ± 1 de	ivo brojem
λ2 zapravo samo ε4 = ±1.

Kako smo dobili jednaqinu σ3 + ε4τ
3 + ε5λ

3(n−1)ρ3, na �u mo�emo primeniti ponovo
lemu 18 i ponovo sma�iti izlo�ilac broja λ i tako do�i do trenutka kada niti jedan
qlan nije de	iv brojem λ, ali po lemi 17 zak	uqujemo da je to nemogu�e. Kako ne postoje
nenula rexe�a jednaqine ξ3 + υ3 + ζ3 = 0 u Z[ω], tako ne postoje rexe�a ni u Z.

2.5 Kubni reciprocitet i prosti brojevi oblika x2 + 27y2

U istoriji nas je qesto zanimalo kog oblika mogu biti prosti brojevi, jer smo sve vreme
tragali za funkcijom koja bi generisala proste brojeve. Pokazali smo kakvi moraju biti
prosti brojevi da bi se predstavili kao x2 + y2 ili x2 − xy + y2, ali oblik koji �emo
obraditi u ovom delu je dosta zahtevniji od pomenuta dva. Ovde neoqekivanu ulogu igra
kubni reciprocitet bez obzira xto je oblik x2 + 27y2 kvadratna forma.

Najpre, uvex�emo Le�androv simbol za kubne ostatke. Kako smo sigurni da va�e
odre�ene teoreme u Z[ω], to i mo�emo uqiniti.

Neka je π prost broj koji nije ekvivalentan broju λ = 1 − ω. Lako se proveri da
3 | N(π) − 1. Sada, neka je α Ajzenxtajnov ceo broj koji nije de	iv brojem π. Na osnovu

male Fermaove teoreme, znamo da je χ = α
N(π)−1

3 jedno rexe�e jednaqine χ3 ≡ 1 (mod π).
Kako je ovo jednaqina tre�eg stepena i ostaci pri de	e�u sa π formiraju konaqno po	e,
ona ima najvixe tri rexe�a, a kako su 1, ω, ω2 razliqita rexe�a (jer π ̸∼ 1− ω), ona su

i jedina, iz qega sledi da je α
N(π)−1

3 ≡ 1, ω, ω2 (mod π).

Definicija 33. Za Ajzenxtajnov ceo broj α i prost broj π (π ∤ α) uvodimo oznaku
(α
π

)
3

koje uzima vrednost 1, ω ili ω2, i za koju va�i da je
(α
π

)
3
≡ α

N(π)−1
3 . Ako je

(α
π

)
3
= 1,

tada ka�emo da je α kubni ostatak po modulu π, a u ostalim sluqajevima ka�emo da

α nije kubni ostatak (nekada ka�emo da je α kubni neostatak) po modulu π.

Definicija 34. Ka�emo da je prost broj primaran ukoliko je kongruentan sa ±1 pri
de	e�u sa 3.

Kao i kod kvadratnih ostataka, va�e sliqne osobine vezane za kubne ostatke.
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Stav 23. Neka su α, β, π ∈ Z[ω], gde je π Ajzenxtajnov prost broj, tada va�i:

•
(
αβ

π

)
3

=
(α
π

)
3

(
β

π

)
3

• α ≡ β (mod π) =⇒
(α
π

)
3
=

(
β

π

)
3

•
(α
π

)
3
= 1 ⇐⇒ α

N(π)−1
3 ≡ 1 (mod π) ⇐⇒ χ3 ≡ α (mod π) ima rexe�e u Z[ω].

•
(α
π

)
3
=

(
α

π

)
3

• Ako je π ∼ ψ, onda je
(α
π

)
3
=

(
α

ψ

)
3

Dokaz. Tre�a tvrd�a se pokazuje tako xto se ispostav	a da je (Z[ω]/π) konaqno po	e, pa
sadr�i primitivan koren, odakle se lako pokazuje tvr�e�e. Ostale tvrd�e se tako�e lako
pokazuju.

Teorema 35 (Kubni reciprocitet). Neka su π i ψ primarni Ajzenxtajnovi prosti

brojevi. Tada va�i

(
π

ψ

)
3

=

(
ψ

π

)
3

.

Dokaz. Mo�e se na�i u [1].

Sada �elimo da vidimo kako se ponaxa simbol za cele brojeve, odnosno xta predstav	a(
a

p

)
3

, gde je p prost ceo broj.

Ako je p = 3, tada je po maloj Fermaovoj teoremi a3 ≡ a (mod 3), pa je svaki broj
kubni ostatak pri de	e�u sa 3.
U sluqaju kada je p oblika 3k+2, imamo da je xp ≡ x (mod p), odnosno xp−1 ≡ 1 (mod p),

pa je x2p−1 ≡ x6k+3 ≡
(
x2k+1

)3 ≡ x (mod p), pa je svaki broj kubni ostatak po modulu p.
Xto se tiqe sluqaja p = 3k + 1, tu imamo da postoje Ajzenxtajnovi prosti π i π, takvi

da je p = ππ. Kada p ∤ a, imamo da x3 ≡ a (mod p) ima rexe�e ako i samo ako je
(a
π

)
3
=(a

π

)
3
= 1.

Sada smo spremni da poka�emo kada prost broj mo�e biti oblika x2 + 27y2.

Teorema 36. Prost broj p se mo�e zapisati u obliku x2+27y2, gde su x i y celi brojevi

ako i samo ako je p ≡ 1 (mod 3) i 2 je kubni ostatak po modulu p.

Dokaz. (⇒) Ako je p oblika x2 + 27y2, oqigledno sledi da je p ≡ 1 (mod 3), pa nam

preostaje da poka�emo da je

(
2

p

)
3

= 1. Neka je π = x + 3
√
3yi, odnosno ππ = p.

Sledi da je π Ajzenxtajnov prost broj, i dodatno

(
2

p

)
3

=

(
2

π

)
3

=
(π
2

)
3
, ali kako

je i
√
3 = 1 + 2ω, π = x + 3y + 6yω, pa je π ≡ x + 3y ≡ x + y (mod 2), ali x i y su

suprotne parnosti jer je p = x2+27y2 prost, pa je π ≡ 1 (mod 2) qime smo dokazali
ovaj smer.

(⇐) Pretpostavimo da je p ≡ 1 (mod 3), i da je 2 kubni ostatak po modulu p. Mo�emo
zapisati p kao ππ, gde je π Ajzenxtajnov prost broj, i mo�emo pretpostaviti da je
π primaran. To znaqi da je π oblika a + 3ωb za cele a i b. Sledi da je 4p = 4ππ =
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(2a− 3b)2 + 27b2.
Ako uspemo da doka�emo da je b paran broj, pokazali smo i ovaj smer, zato xto

mo�emo podeliti obe strane brojem 4. Sada, do izra�aja dolazi

(
2

p

)
3

= 1. Zbog

zakona kubnog reciprociteta znamo da je
(π
2

)
3
= 1, iz qega sledi da je π ≡ 1

(mod 2), tj. a+ 3bω ≡ 1 (mod 2), xto nam govori da je a neparan, dok je b paran ceo
broj, qime smo pokazali tvr�e�e.

2.6 Primene na takmiqe�u

Ovaj rad zavrxi�emo jednim zadatkom sa me�unarodne matematiqke olimpijade od-
r�ane 2001. godine u Hongkongu. Ovaj zadatak je imao pregrxt rexe�a, od kojih je jedno
geometrijsko, a mi �emo pogledati jedno koje se bazira na prstenu Z[ω].

Zadatak 3. Neka su a > b > c > d prirodni brojevi. Ukoliko va�i

ac+ bd = (b+ d+ a− c)(b+ d− a+ c),

pokazati da je ab+ cd slo�en.

Rexe�e. Algebarskim transformacijama dobijamo slede�e:

ac+ bd = (b+ d)2 − (a− c)2

a2 − ac+ c2 = b2 + bd+ d2

(a+ ωc)(a+ ωc) = (b− ωd)(b− ωd)

Uvedimo sada brojeve ξ = a+ ωc, ξ = a+ ωc, υ = b− ωd i υ = b− ωd, tada je ξξ = υυ.

Sada, neka je n ∈ Dξ,υ, i neka je m =
ξ

n
, n,m ∈ Z[ω]. Kako m | υ, sledi da m ∈ Dξ,υ, pa je

ξ = nm i υ = nm.
n = p+ qω,m = r + sω, gde su p, q, r, s ∈ Z. Raspisiva�em izraza dobijamo da je

ξ = pr + qs+ ω(qr + ps− qs),

pa je a = pr − qs i c = qr + ps− qs.
Analogno imamo da je b = pr + qs− ps i d = ps− qr.

Sada, nakon malo raspisiva�a, mo�e se zak	uqiti da je

ab+ cd = (p2 − q2)(r2 − rs+ s2).

Jedina mogu�nost kada bi ovo mogao biti prost broj je kada je p2−q2 = ±1 ili r2−rs+s2 =
±1. Ako je p2 − q2 = ±1, onda je {p, q} = {0,±1}, xto prouzrokuje da je ili a = −b ili
c = d, ali zbog uslova zadatka, to nije mogu�e. Sada, ako je r2 − rs+ s2 = ±1, to znaqi da
r2 − rs+ s2 mora biti 1 (jer je ova jednaqina uvek nenegativna), odakle dobijamo rexe�a
(r, s) ∈ {(0, 1), (0,−1), (1, 0), (−1, 0), (1, 1), (−1,−1)}, iz kojih sledi bar jedna od slede�ih
jednakosti b = −c ∨ a = b ∨ a = d, xto nije mogu�e, pa je ab+ cd slo�en.
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3 Zak	uqak

Ovaj maturski rad se bavi raxire�ima celih brojeva koja su tako�e i euklidski
domeni, i samim tim dele mnoge osobine celih brojeva na koje smo navikli. Ipak, iako
je primetna sliqnost Z[i] i Z[ω] sa Z, ne treba sve paralele uzimati zdravo za gotovo.
Tako�e, postoji jox pregrxt lema i teorema koje se mogu dokazati, ali ovaj rad nema za
ci	 da ih nabroji apsolutno sve, ve� da probere najzanim	ivije od �ih i pribli�i ih
qitaocima. Tako�e jox jedna poenta ovog rada je uvi�a�e da se i neki, naizgled texki,
problemi vrlo lako dokazuju u Z[i] ili Z[ω]. Nadam se da ovaj rad mo�e da poslu�i kao
uvod u temu kvadratnih raxire�a celih brojeva, koja se zajedno s povezanim temama mo�e
prona�i u radovima koji su ostav	eni u literaturi.
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