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0 ¥YBonI

Y oBom marypckoMm pajy Gulie peun o pammpemuma neaux 6pojesa Z[i] u Z[w]. Hajupe
heMo Teopujcku yBecTu OBe NPCTEHE M NIOKA3aTH HeKe 3aHuMIbuBe ocobune. OBaj paj he Takohe
2 _2y+4y? u Kako Tu ObJIHIM UMAjy Be3e
ca KBJ[PATHUM OCTAIMMA, &JIU y MOCeOHOM TOTJ/IaB/bY pasdmarpahemMo m ciydaj Kaja ce mpocT
6poj MoxKe IpejcTaBUTH Kao x> + 27y, e msnenaljyjyhy ymory mMa KyGHEM penmumponurer.
TIpencrasuhemo kako ce momohy aycoBux mesmmx 6pojeBa moxke wahu 6poj meaobpojunx Tagaka
Ha Kpyry moaynpednuka N ca mearpom y (0,0) u Kako ce AjseHIITajHOBH Tieju OPOjeBH MOTY
KOPUCTUTH y PelllaBakby CIelyjaJiaHor caydaja nocieame Pepmaose Teopeme kasa 3 | n. Hakon
pasMaTpama 0ba mpcreHa obpaamheMo 3aJ1aTKe KOJH Cy Ce JaB/bajd HA TAKMHUCHUMA, a UHja
pelliema nMajy IUPEKTHE Be3e Ca OBUM PAJOM.

HOKPHTH HEKe obJmKe mpocTux 6pojesa momyT 2242 u

Taxobe, xeseo 6ux Jia ce 3axXBaJjuM CBOM MeHTOPY Jip JIyku Mumimmhesuhy Ha caBeruma 1To
ce THYe CaMOr CaJprKaja OBOT PaJia, KAo W J0KA3a HEKUX TEOPEMa.
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1 T'aycoBmu 11esim O6pojeBu

Y oBom noryaBiby 6apuhemo ce ocobunama l'aycopux nenux 6pojeBa. BaxkHo je nanomenyTu
na he y masbem meny paja aycoBu nesm 6pojeBu OmTy O3HAYEHW MAJIMM IPYKUM CJIOBAMA, JIOK
Cy MaJia JATHHUIHA CJIOBA, PE3EPBUCAHA 33 Tiejie OpojeBe YKOJIUKO TO HUje APYTadnje HATTIAIICHO.

1.1 JleduHummja 1 OCHOBHHU IIOjMOBH

Ckyn aycopux menux GpojeBa Z[i] mpeacTaBba paliupere, HaMa IMO3HATOT, CKYIIa MEJIHX
6pojesa.

Hedununmja 1. TaycoB 1meo 6poj je cearxu xomnaexcarn 6poj kKo0d K020 CY UMAGLUHAPGH U
peanar deo UeaobpoHu.

Teopema 1. Cxyn laycosuzr ueaux 6pojesa ca cmandapoHum ONepayuiama cabuparsa U MHO-
oicerva 06pa3yje KOMYMamusHy NPCmen ca jeduHULOM.

Zoxas. Jlako ce mpoBepaBajy cBe aKCHOME KOMYTATHBHOT IIPCTEHA. U

Hedbunanuuja 2. Kaoscemo da Laycos ueo 6poj o memm 6poj 5 yrxoauxo nocmoju vy maxeo 0a
je B = vya. 060 mamemamuuru 3anucyjemo xao « | .

IIpumep 1. Ceaxu 6poj deau 0. Baucma, 0 = 0- « 34 csako «, na wax U Hyay. Budumo da u
0] 0. Oso nam yxrasyje da v us deunuvyuje ne mopa bumu jedurncmeeno.

HemuBoct y mpcreny 'aycoBux nesux 6pojeBa HCIymbaBa, CBe OCOOMHE Ha KOjeé CMO HABHKJIU
MPUJIUKOM PAJIA €& 1esmM OpojeBuMa, aju U HEKE JIPyTe.

Cras 1. Hexa cy o, B8, v u 0 Taycosu uyeau Opojesu u Hexa cy m, a u b ueaobpojuu, mada
8aCU:

e aa,

al|BABly=aly,
Slans|B=05|ats,

(Ve € Z[i])0 | o = 0 | ke,

alyANBld= aB]|d,

aflay Na#0= 3],
alB=alp.

em|a+bi=ml|aAm|b

Aoxas. Jlako ce npoBepaBa u3 jeduHUIIL]E. O



4 1. Taycosu nesim 6pojeBu

Kama memumvo apsa 6poja, me/beHUK HEje HYKHO JTe/bUB JAEJINONEM U 3aTO HaM je 3HAYAJHO JIa
yBeJieMo Jiejbeme ca octaTkoM. Ocrarak je Heku ['aycoB 1ieo 6poj Koju XKeJuMo Jia UMa, OCODMHE
CJIMYHE OCTATKY TPHU JIeJbEeIby TeanM OpojeBuMa, OHOCHO 1a OH Oyiae Mamu of aenworna. Kako
He mocToju nopenak meljy IaycosuMm nesmm 6pojesuma, xKopuctuhemo nopmy'.

HMedununuja 3. 3a a = a + bi, nenezamusan yeo 6poj N(a) = a® + b*> npedcmas.va HOPpMY
Taycosoz yenoe 6poja .

Hopma 6poja @ ce takolje moxe samucaru kao N(«) = a@, mro he nam 6uru KOpUCHO
KacHUje.

CraB 2. 3a Iaycose uyene 6pojese o u B sascu N(af) = N(a)N(B).

Joxas. Kaxo ¢y a, 3 € C, u saxu ma je N(v) = |v|?, Tama je N(a)N(8) = |a|?|8]* = |aB]* =
N(ap). O

A cama, M KOHAYHO A YBEIEMO HEJbeIhe Ca OCTATKOM.

Teopema 2. 3a 6pojese o u B # 0 nocmoje Taycosu yeau 6pojesu v u p maxeu da je « = vB+p
u 2de je N(p) < N(B).

a_af ap m 4 ni 3a Heke 1iesie 6pojeBe

- === = , 38 HEKe Tee OpojeBe m u n.

8 BB N@B)  N@

Cana, nomeumo m u n 6pojem N(B) y Z. OgHOCHO, Ha OCHOBY Jie/b€iba €a OCTATKOM Y Z,
3HAMO J1a 110CTOje 1em O6pojesu qi, g2, 71, T2, 3a Koje Baxu m = qN(B) + 11, n = qQ‘N(ﬁ) + 79

o) r1+ 7ol
u |rif,|re| < %N(ﬁ). Heka je v = ¢1 + qoi. [lpumernmo ga je — = v + 1472

B N(B)

oxas. 3namMo na je

Tj. o =

vB + w7 OJHOCHO o — V3 = 7“1;7‘22 Iokaxumo cana 1a je N(a —vfB) < N (B). Kako
2,2 1 2, 1 2
. ri+rs _ gNB)*+iNB)*
je N(a—vp) = < = 5N(B), 3a mame p ysehemo a — vf. O
R N () 2N

BaxxHo je HAIOMEHYTH Jla KA0 U KOJ [eJINX, ajId 33 PAa3JIuKy OJ IPUPOJHUX OpojeBa, v U p
He Mopajy 6urn jenmacrenu. Moryhe je noctuhn jesmacTBeHOCT YKOJIMKO BrcmMo 6upasm v ca
HajMambOM HOPMOM, OJHOCHO apTyMEHTOM y CIyYajy jeIHAKOCTH HOPMH, aJIH je€ TO HermoTpeGHO
KOMIIJIMKOBAIHLE.

Hedbunnunja 4. [uycos ueo 6poj je jeqUHAIHHN YKroAUKO OH deau 1.
CraB 3. Jedunuunu 6pojesu umajy nopmy jednaxy 1, u uma uz 4 (£1,+1).

Jlokas. Heka je w = a + bi jequnananu exement. Iomro w | 1, Taga Mopa mocrojaTi « Takas Jia
je wa =1, u3 gera caenm j1a je N(wa) = 1, a mpumenom Crasa 2, mobujamo ga je N(w)N(«a) =
1. Kako je mopma l'aycosor mesor 6poja 3ampaBo HeHeraTuBan 1eo Opoj, omatie ciaean ma je
N(a) = N(w) = 1. U3 nedununuje HOp™me, 3HaMO Ja je ¢ = 0,b = +1 wm a = £1,b = 0,
onaxue obmjamo werupu morylinocTu 3a Bpegaaoct 6poja w (1 u +1). O

Hedbuanumja 5. Kascemo da cy Taycosu ueau 6pojesu o u 5 €KBUBAJEHTHU, YKOAUKO NO-
cmoju jedunuvan eaemenm w maxas da je o = wf. 3a exsusasenmue o u f nuwemo o ~ 3.

Hedbunnmmja 6. Kaocemo da je 0 3ajemHmukm mesumaar opojesa o u f yxoauko 0 | o u
J|p.

! ®ynkmmja xoja o6esbelyje morpeban mOpesaK Ce HA3MBA eyKIMACKA (DYHKIIHja, CIIMIHO KAO IITO Ce IIPCTEHM
ca OCOOMHOM J1e/heHa Ca OCTATKOM 30BY eyKIUIACKU moMenn. Eykimacka dyHKIHja He MOpa HYKHO OUTH HOPMA,
a/m ce ucnocrasba ga y npcreny [aycosux nenmux 6pojeBa oHa 3a70B0sbaBa noTpebHe ycsiose. Y alCTPAKTHHjUM
NPCTEHNMA HOPMa C€ HA APYTaduju HA4IUH fAedUHHIIE, a TOCTOje ¥ IPCTEHH Ca HeIPABUJIHUM IIOHAIIAIHEM TaKBH
J1a yOIILITe HU HE IOCEeYjy HOPMY.




1.1. Jedwununmja u OCHOBHH 1IOjMOBHU 5)

Hedbunanuuja 7. Hajeehu 3ajeguuuku genmoriu 6pojesa o« u B cy wuxosyu 3ajednusxu
deauouu 3a Koje sascu da cy Jenusu ceuM HUTLOSUM 3ajednuvkum desvovuma. Cryn najeehuz
sajednunxur deauoua bpojesa o u B sanucusahiemo xao D, g.

Hedunnunuja 8. 3a bpojese o u [ Kascemo da ¢y y3ajaMHO IIPOCTHU ako je 1 wuros najeehiu
3ajednuyru desura,

Teopema 3. 3a ceaxa dsa 6poja o u  nocmoju wuros najeehu sajednuuru desuray, u oH ce
MODICE NPEICcMasuUMY ka0 AuHeapHa xKombunayuja ko + A3, 3a Hexe Laycose yeae 6pojese kK u

A

Jokas. Ykommko je a = = 0, tama je D, g = {0}, koju je ouursieHo mHUXOBa JIWHEAPHA
KoMOuHanyja. Muave, Heka je n 6poj obmuka ko + A\ ca HajMamOM HO3UTUBHOM HOpMOM. lIpet-
HOCTABUMO JIa 1) HUje 3ajejHudky jeauiar 6pojesa o u . Bes ymamema onmrroctu Heka 1) .
Cana, norro « HEje JiesbuB ca 1) # 0, mocToje v u p TakBu Ja je a = vn+pu N(n) > N(p) > 0.
Mozxkemo uzpasuru p ka0 o — v, mTo je jeanako ca «(l —vk) — A\, na je u p auHEAPHA KOM-
OuHaIMja o 1 3, a IPUTOM p MMa CTPOr0 Maiby HOPMY O 7) IIITO je y KOHTPATUKIUJHA Ca HAIIOM
HPETIIOCTABKOM, CTOTA, CJIEJU 13 je 1) 3ajeaandku jgejuiiat o u §. Heka je § 3ajeauaku jgesuiarg
6pojeBa o m (3, kako 0 | a m & | B, w3 crama 1, § | ) KA0 WHUXOBY JAMHEAPHY KOMOWHAIM]Y, 1A je
ne Da,ﬁ- O

CraB 4. Ilocmoje mauno wemupu najeeha 3ajednuura 0eauoya, c6UT ¢ UCTNOM HOPMOM.

Hoxas. Hegka cy 61 u 62 Hajpelin 3ajequuaku neimonu 3a 6pojese « u 5. U3 nedununuje najseher
3ajeHIIKOr Jlesmona 01 | d2 u d | 01 OJHOCHO TOCTOje HEKW K1 W K2 TaKBU Ja je 01 = Kl U
do = K101, U3 Uera ce gobuje aa je 01 = K1k201, Tj. N (k1) = N(k2) = 1, ma ¢y K1 u Ko jeTMHUIHE
eJleMeHTH, 13, je 01 = +do miu §; = +ide. Jlako ce mpoBepu ja cBe 0Be BPeaHOCTH 01 OATOBAPAjY
o ocobuHaMa HajeelieM 3ajeIHHUKOM JeJHOoIly 3a Opojepe o u f3. O

CraB 5. Hexa sa a u 8 ne sasicu o« = § = 0. Od ceur sajednuurux deaunraya 6pojesa o u [3
najsehy nopmy umajy opojesu us Dq 5.

Aoxas. Hexa je 0 mpousBo/bHM 3ajeHHYKH JAenunal 3a 6pojese o u 3, u HeKa je 0 € Dy g
(N(o) > 0). Uz nedununmje 0 | o, 1j. 0 = Kd, 3a Heku Kk € Z[i], n3 4era caemu na je N(o) =
N(k)N(9) = N(o) > N(§). JemnaxocT ce JOCTHKE HCK/BYINBO KA/Ia je K jeIMHUIAH, OJTHOCHO
d ~ o0, 1. 0 € Dyp. Kako je D, g = {£o0,+ic}, cBu najselin 3ajemmpuaru genuomny umajy
jenHaky HajBehy HOpMY. O

Teopema 4. Hexa cy o u B ysajammno npocmu Laycosu yeau 6pojesu. Tada sa ceaxu x € Zli]
saotcu 1 € Dogy <= 1€ Doy N1 € Dg,.

Jloxas. (=) Ilpernocrasumo cynporno. be3 ymamema onnrrocTu, HeKa (o Huje y3ajaMHO IPOCT
ca X, n HeKa je U € D, , HeKw HejeuAWIHY HajBehn 3ajeHwakn jesmial 6pojepa o u x.
Kako ¥ | a, cnemn ma 9 | a8, a mputom ¢ | y, TakKo UMaMo Jia je ¢ 3ajeIHIYKA JIEIIIIAIL
OpojeBa aff U Y KOjU HUje jeAUHUYAH, 114, OJaTe (/5 U Y HUKAKO He MOry OUTH y3ajaMHO
MPOCTH.

(<) Umamo ma mocroje HeKH K, \,0,¢ € Z[i] TakBu ma je ka + Ay = 1 u of +¢x = 1.
Muoxemem oBe siBe jemnaunne gobujamo na je afro + x(aks + ABo + Axs) = 1, ogrocHO
1a je 1 nuneapua KoMmbuHaimja 6pojeBa o u X, U3 9era CJaeIn J1a, Cy OHH y3ajaMHO IIPOCTH.

d



6 1. Taycosu nesin 6pojesn

1.1.1 Eykampos aaropmuram

Cawnuno Kao u y ckymy nesnnx 6pojesa, n 'y Z[i] nocroju Eykauos anropuram 3a HaJaKeme
jenmor HajBeher 3ajemHHYKOr IeJmoIa HeKa aBa [aycosa mema 6Gpoja.

Hexka cy matu o, 8 € Z[i]. Yronuko je S = 0, taga je mam Hajsehn 3ajeqauaku gesmnai o
u Ty crajemMo. Y CympOTHOM, MOXKeMO MojenTn ose Gpojese, oiHOCO TI0CTOj U, p € Z[i] 3a Koje
Baxku a = vl + pu N(p) < %N(ﬁ). Kako cBaku 3ajeJIJHIYKH Jieadial Opojesa o u 3 JeJu p,
Tako ¥ 0 € D, g gemm p. Cana, najsehn 3ajequuarn genmian 3a o 1 3 je yjeamo u Hajsehn
3ajeIHAYKH JICJTAIAI, 38 5 U .

Y CyIITHHY, MOHABHAMO CJIefiehn MOoCTymaK JOK HEKM OCTAaTaK He Oyae HyJia:

a=uviB+p1, N(p1) < N(B)
B =wvap1 + p2, N(p2) < N(p1)
p1=v3p2 + p3, N(p3) < N(p2)

Tama je npernociaenmsn ocTaTak 3aMpaBo jefaan Hajsehu 3ajemawaru jeswialr Opojea o u [.
Ocrane jobujamo mHOXKehu ra 6pojepuma —1, ¢ u —i.

1.2 TaycoBu nmpocTtu 6pojeBu

Hedununmja 9. Hejedunuuan Taycos ueo 6poj o # 0 je HEpACTABJBUB, YKOAUKO 3G OUALO
xoje Taycose yeae 6pojese B u vy, 3a xoje sasicu o = Py, caedu da je B uau vy jedunuuan. Y
CYNPOMHOM KaHCEMO 00 je PACTABIHUB.

Cras 6. Csaxu Iaycos ueo 6poj ca HOPMOM Koja je npocm 6poj je HEPacMmas.Hbue.

Jloxas. Heka je m = af w Heka je N(mw) = p, vae je p npoct 6poj. Tama je N(af) = N(a)N(B) =
p,maje N(a) =1V N(B) =1. O

Hedbununuja 10. Hejedunuuan Taycos ueo 6poj m # 0 je mpocT yxoauko sascu | aff —>
| o uau | B. YV cynpommom kasrcemo da je CIIOKEH.

Teopema 5. 7 je npocm <= T je HEPACMABAHUB.

Joxas. (=) Heka je 6poj m mpoct Takas ja je m = off. be3 ymamema ommrocTu, HEKa T | a,
Taja je o = Ty, 3a HEKO 7y, ojakJe nobujamo T = w57, na je Sy =1, tj. N(8) = 1.

(<) llpermocrasumo ja je ™ HepacTas/pus 1 Heka 7 | oS. Heka je 0 € Dy o, Taga je § = km+Aa.
Suamo j1a 6 Jequ u o v . Kako je m HepacTaBibuB, § MOpa OUTHU jJeIMHUYAH eJIEMEHT WU
HPOM3BO/I jeIMHUIHOT ejieMenTa u m. Cajia, pasyimKyjemMo JiBa, corydaja:

1. § je jenmuuunu enemenr. Tana 55 = kB + Aaf, mro je peswuso ca 7, = 7 | 3, a
KaKo je 0 JeIMHUYHU eJIEMEHT, T MOpa Ja Jejn 3.

2. J je mpoW3BOJ jeUHUIHOT ejieMeHTa U 7. Taja ogursnenno 7 | § | a.

Ilocnenumia 1. Yxoauko 6poj ™ uma Hopmy xoja je npocm 6poj, mada je ™ npocm.

CraB 7. Axo je m npocm, mada je u 1e208 KoHjy2am, Kao U C8AKU 1208 YMHONCAK JeOUHUNHUM
eqaemenmom, maxohe npocm.



1.2. Taycosu npocru 6pojesu 7

Jloxas. Heka je m mpoct, ¥ T HEroB KOMIUIEKCHA KOHjyraT. [IpernocTtaBumMo 13 77 HHUje TPOCT.
To 3Haum na nocroje o u S HEJeAMHUIHU eJeMeHTH TakBu ja je T = af. Onatie umaMo 1a je
T =@ - [3, aJdu KaKo HU ( HU (3 HUCY je/IAHAYHU €JIEMEHTH, TaKO HWUCY HU HUXOBM KOHjyTaTH,
IIITO je IPOTUBPETHO Ca TUM Jia je T IPOCT.

Heka je w jemuanunu enement. Takohe, veka je 7 = wm. Ilpermocrasumo caga ma 7 Huje
mnpoct. To 3HaYM Ja MOCTOje HEKH (v ¥ B KOjU HUCY jeIMHUYHM e€JIEeMEHTH TaKBHU 13 je 7 = af.
Nmamo 1a je m = WaS, a KAKO HU W HA § HUCY jJeJIMHUYHE €JIEMEHTH, TO Hije Moryhe ¢ 003upom
HA TO JIa je [0 MPETIIOCTABIU T IPOCT. O

Jlema 1. Csaxu nejedunuynu Laycos ueo 6poj je npocm uau ce Moice 3anucamu Kao npoussod
npocmuz Laycosur uesux bpojesa.

oxas. OBo tBpheme JioKazyjeMo momohy jake uHyKIuje.

(Basa undyruyuje) N(a) = 2. Taga je a ~ 1 +i. Kako je 1+ ¢ upocr, o craBy 7, u « je mpocr.
(Hnoyxmusna runomesa) 3a csako ¥, N(9¥) < n, nocroju dakropusanmja 6poja ¥ momohy
Taycosux mpocTux 6pojesa.

(Hnoyxmusnu xopar) 3a N(a) = n + 1, nocroje nse morylhinocrn:

® ( je TIpocCT.

e o = [, rue Hu [ Hu y Hucy jequnuunu enementu. Tana je N(a) = N(B)N(vy), na cy
HopMme N () u N(v) crporo mame o n + 1 = mocroju dakropusanuja 3a [ u 7, cTOra,
IOCTOjU ¥ 32 «.

Ha ocuoBy npuHInma MareMaTHIKe HHAYKIIH]E, 38 CBAKK HejeAMHUIHA ['aycos meo 6poj mocToju
upocra (akropusanuja ynyrap upcrena Z[il. O

JIema 2. Vkoauro o uma daxmopusayujy yrnymap npemena Z[i], ona je jeduncmeena do ha
pedocaed HUHUAGUG U eXeUBaseHTIHOCT udmehy odpehenur wunuiaua.

Joxas. Tlpernocrasumo cynporao. Heka 6poj o mma 6ap ase, cymtuHCKU pasiauante, (pakropu-
3anuje yayTap npcrena Z[i]. Vzjeqnaanmo ux, u ckpaTtumo 3ajejuudke [aycose npocre 6pojese
yuyTtap obe dpakropusanmje. [Ipeocraje nam mims ... T = wiP1s . . . Py, T1€ je cBaku mpocT 6poj
T; PA3JIMIHUT OJ1 CBAKOI IIpocTor 6poja 1); 3a cBaka Apa npupoana 6poja 1 <i<nunl <j <m,
u w je jequnuunu ejgement. Caga, m; MOPa Jia JIeJid HEKH 1j, 114, Cy OHU €KBUBAJICHTHU, U3 Yera,
caeny 1a cy paxkTopmzanmje ucTe 10 Ha PEIOCTE W €KBUBAJIEHTHOCT W3Melly anumorna. O

Teopema 6 (Ocuoua Teopema apurmeruke y Z[i]). 3a ceaxu Laycos ueo 6poj, nocmoju jedun-
cmeena Paxmopusdayuja 0o 1a pedocaed YURUAGUA U eKBUBAAEHMHOCT, udmely odzosapajyhut
npocmuz 6pojesa ywymap npcemena Zi].

Zloxas. TlocTojame JUPEKTHO cJieau u3 JjieMe 1, a je JMHCTBEHOCT U3 JeMe 2. O

Teopema 7. Hexa je o npocm xoju nuje exsueareHman uesom 6pojy. Ileo 6poj m je desmus ca
a axko N(a) |m y Z.

Jlokas. Ykomwko je a ~ 1+, tama o | 2 | 2 - {QJ BHaMo 1a je o | M eKBUBAJEHTHO Ca

m .
alm-—2- QJ. Osa speanocr je wiu 1 wan 0, y 3aBUCHOCTH OJT MAPHOCTHU M, TIA CJAETA 1A

N(a) =2 penm m ako u camMo ako « | m, jep af 1.

Yrosuko je N(a) > 2, Tana ¢y o u @ y3ajamuo mpocru. Heka je k uznoxummnarn 6poja a y
dbaxropusamuin 6poja m. Taga of | m, na w @ | m, am we paxu a1 | m, onakse cuenn ja
je mamoxmiar 6poja @ y dakropusanuju 6poja m takohe k, nma je N(a) = aa | m. O



8 1. Taycosu nesin 6pojesn

Teopema 8. Csaxu npupodan npocm 6poj p obauka 4k + 1 ce moorce 3anucamu xao 36up dea
Keadpama npupodnux bpojesa.
. -2 _1 . .

Joxas. Tlomrro je p = 4k+1, 3aamo ga je* (| — | = 1, ma camum TuM 1IOCTOjU 11€0 OpOj M TaKkan
ma p | m?+1. Kako p me e am m —i 51 m+1i (jep 61 y cympoTHOM m % i MOTJIO Jla ce 3aIuie
Kao pr + pyi, 3a HEKe TeJie T U Y, MTO cBakako Huje Moryhe), p uuje mpoct y IaycoBum resmm
OpojeBuMa, Ta MOCTOje HEKa JBa HejenmHuuHa Opoja o u B Taksu 1a je p = af. Hopwma Gpoja p
je N(p) = p?> = N(a) = N(B) = p. Heka je a = a + bi, N(a) = a® + b?, omnocHo p = a® + b2,
ma je TBpheme jmokazano. OBako ce jorr u gobuja ga je S = a — bi, ogHOCHO B = @. O

ITocaenuna 2. Cseaxu npocm 6poj obauka 4k + 1 ce moorce sanucamu kao npoussod npocmoe
TI'aycosoz uenoe bpoja u rwe20602 KoHjyeama.

CraB 8. Axo je p npocm yeo 6poj obauxa 4k + 3, onda je on u I'aycos npocm 6poj.

Hoxas. TlpernocraBuMo CynpoTHO, OCTOje HejeuHudar OpojeBr o u [ TakBu Jia je p = af.
Hopwma 6poja p jemmaka je N(p) = p?, ma cienu fa cy Hopme 6pojesa o u (3 jeanake p. OBo Huje
moryhie ¢ o63upom ma To 13 Jdnodantosa jemnadnua x> + y? = p HEMA pelIena y CKYIY IeInX
6pojesa. O

Jlema 3. Axo je p npocm 6poj obauxa 4k +3 makas da p | a®+b%, onda u p? | a®+b%, u maxohe
p|a,b.

Joxas. Kaxo p | a® + b2, cnemw na p | (a + bi)(a — bi), amm momrro je p mpoct 6poj u y mperery
Z[i], on mMopa sia seam u HeKu o1 0Ba jBa 6poja. be3 ymamema ommroctu, Heka p | a + bi. Ha
ocuoBy crasa 1, p | a + bi, ognocno p | a — bi, ua cammm tum p? | a® 4 b2. Kaxo p | a + bi, 10
3HauM j1a je a + bi = p(z + yi) = px + pyi = p | a,b. O

Ilocnenuna 3. Hexa je v, nomenyuja npocmoz bpoja p. Umamo da je 2 | v, (N(a)) 3a npocm
6poj p obauka 4k + 3.

Teopema 9. Taycos ueo 6poj o je npocm <= « 3a00800a6a¢ jedHy 00 caedehur ceojcmasa:
e N(«) je npocm npupodar 6poj;
e a ~ p, 2de je p € N npocm 6poj obauxa 4k + 3.

Jloxas. (<) Jlokas qupekTHO coreau u3 craBa 8 m mocaeaune 1.

(=) Bpoj 2 auje upocr y Z[i] jep je 2 = (1 +4)(1 — ). YKOIMKO je o eKBUBAJIEHTAH CJIOXKEHOM
npupoaHOM 6pOjy, OYUITIETHO je cyioxkeH y npcreny Z[i]. Ha ocroBy mocsemune 2, mpoct
6poj obusinka 4k + 1 ne moxe 6Guru nupoct y Z[i]. Jequno Ham npeocraje ja HOKaXKeEMO Ja
T'aycos 1ieo 6poj ca ca0KEeHOM HOPMOM HEEKBHUBAJIEHTAH IPUPOTHOM Opojy He MOxKe OHUTH
yjeauno u upoct y Laycosum tesium GpojeBuma. Cajia, HEKA je (v TAKAB JIa My j€ HOPMA
caioxken 6poj. Heka cy p u ¢ passmauru npoctu 6pojesu takeu jaa p,q | N(a) = aa. Ako
je p wmu q obmuka 4k + 3 (6e3 yMamema OMIITOCTH, HEKA je TO ), Ha OCHOBY JieMe 3 p | o, &

. « . . . .
u Tajga je f = — € Z[i], a momTo « HUje eKBUBAJEHTAH IPUPOJHOM Opojy, Taja [ Huje
p
JE/IMHUYHY eJIEMEHT, 114 je (¢ CJIOKEH. Y KOJIMKO HU p HU ¢ Hucy obsuka 4k + 3, oHu ce mory
MPEJICTABATYE Kao p = N7 u ¢ = YV, tae ¢y n u ¥ l'aycoBu npoctu Taksu ja 6ap jegaH of

6pojesa N, MY nemu «. Kako Taycos cioxken 6poj gesm «, Tajia, je U (v CIOKEH.
O

20Bo ce jemmocTasno mokasyje OjrepoBEM KPHTEPH]yMOM
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Teopema 10. IIpupodan 6poj n ce mooice npedcmasumu kao 36up dea Keadpama yesus bpojesa
axKO je Y Kre2080] KaHOHCKO] Garxmopudauuju udA0dicusay, céakoe npocmoe bpoja obauka 4k + 3
napan.

Joxas. (=) lokaz TUPEKTHO CJICIY U3 MOCITETUIE 3.

(<) Ha ocuoBy Teopeme 8, ako mpoct 6poj p; obmmka 4k + 1 menw n, Taga ce p; MOXKe TpeJ-
CTaBUTH Kao o;(y;. Heka ¢; mpescrasiba cBaku mpocT 6poj obmka 4k + 3, n HeKa je meros
M3JIOKHUJIAI JeTHaK 2t;, 1 KOHaIHO, HeKa 2 TauHo jesm n. Moxemo ¢gpopmuparn I'aycos

nieo 6poj B = (1 +i)™ Hmn’qj'n q;.j a; ca ocoburom 112 je n = BB. Ao 3 IpeaCTABIMO Kao

a + bi, Tana je n = a® + b? mTo je u TpebaIo HOKA3ATH.

O]

1.3 bBbpoj HaunHa ga ce npupoaaH 6poj npeacraBu Kao 30up KBa-
JApara aBa 1iejia Opoja

Y osom geny hemo ce Gasurm Gpojem pemiema jeamaumme n = x2 + y> y ckyny Z, y
3aBUCHOCTH O] IPUPOJIHOT 6POja n.

Hajope, mozabasrhemo ce jeaHOCTABHHJUM CJIydYajeM, OJHOCHO, IIPETIIOCTABAMO JI3, 7. HMAa,
HMCKJBY9UMBO TIpocTe jsesmore obauka 4k 4+ 1. Paxropusaruja n y npupoaanm OpojeBuma je tajga
H§:1 pfl
[Ipumernvo na je jenupaumua n = 2 +y? exsupasentna jepmauunn n = (x+yi)(x —yi), omHOCHO
n = (z + yi)(z + yi). Kako cmo mokazamu jma mpoct 6poj p KOHrpyeHTaH 1 mpm Jesbemy ca 4
MOXKe 3 Cce 3aluIllie Kao Mpom3BOa ABa laycoBa mpocrta Gpoja nw, pakKTOpHU3aIdja y TPCTEHY

Z[i] 6poja n u3riea OBaKo:

rae cy m; laycoBu npoctu 6pojesu. Heka je n = aa. Ilpumerumo na je 6poj pasimyanTux o
KOje 3aJI0BOJbaBajy OBy jeTHAYHHY jeqHakK Opojy pelrema modeTHe jemnaunne. Kako ¢y a m o
KOMILJIEKCHO KOHjYTOBAHW, YKOJHMKO je eKCIOHeHT mpoctor Opoja ¢ y dakTopusamnuju 6poja «
jenHak t, Taja je excmoment v y @ taxobe t. Caja, 3a cBaku p!, MOXKeMO H3abpaTH KOJHUKO Ce
T;, & KOJWKO T; HaJia3u y «. Taj 6poj je t 4+ 1, ma gobujamo ma je ykyman Opoj pa3jumautux o

jemHak
k

[+,

i=1
Osze Huje kpaj, ¢ 063upom Ha ToO Ja je dakropuszanuja 6poja p jeauncreena y Zli] camo o
HA €KBUBAJEHTHOCT MIPOCTUX YHHUJIAIA, OJHOCHO aKO je p = 77, MOCTOJu U p = i - (—i)T, aju
MaKPOCKOTICKY TJIEAHO, CBE Te (DaKTOpU3aIrje MHOXKE (¢ jequamanum 6pojem. Kako jeqmanarnx
O6pojeBa uMma 4, Ca3HAjeMO JIa je KOHa4YaH O6poj pelremna 3aIpaBo

k

A+ ).

i=1

Tlokymajmo caza na nponahemo 6poj permema Kajia je n npou3BO/baH HEmapaH Opoj.
Osze hiemo ce koHIEHTpHUCATH Ha IpocTe OpojeBe ¢ obiuka 4k 4+ 3 jep cy HaM OHH HOBHHA.
Ha ocnoBy neme 3, M37I0KUONM TAKBUX MPOCTUX OpojeBa y KaHOHCKO] dhakTopm3anuju Opoja
n Mopajy Omrtm mapum ga Om jemHauMHA YOMINTE WMAaJja pereme. Kako 3HAMO Ja cama ¢ =
4k + 3 Mopa ja mcIymasa ocobuny ma ¢ | n, Hamle IPBOOUTHE (v M G MOYKEMO IIOMHOKHTH
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ca ¢, m nobutu HOBE OpPOj. YKOJMKO OB MOCTYIAK MPUMEHMMO HA CBAaKW TIPOCT O6poj TOT
obsmka, 1oOrjaMo HAIle HOBE (v ¥ (. Bpoj BUX OBUM JOJAATKOM OCTAje HEIIPOMEHEH jep MOCTOj’
jemuuCTBEH pacnopes mpoctux OpojeBa obsmka 4k + 3.

Ilocienme ma mTa Tpeba ga 0OpaTUMO HaXKIbY Cy CTEIeHH JBojke koju meie n. 1llTa 6u ce
JIECUIIO YKOJIMKO Halle 1 HOMHOXKKUMO ca 2. [Ipumerumo ja je 2 = (1+4-¢)(1—4). Ha npsu norues,
Jesyje HaM Kao Jia JIBOjKa yTUde Ha UCTH HAYUWH KAO IITO yTUIy U IpocTu 6pojesu obsmka 4k—+1,
aJsii TO 3alpao Huje Oaim rako. Mmajyhu y Buyy ga cy 147 n 1 — ¢ KOMIJIEKCHO KOHJYIOBaHH, U
naje 1+i = i(1—1), muxoBa pa3mena 6pojeBe v M & 3aIIPABO MHOXKHY Ca, 4, OJHOCHO —1i, TIITO CMO
Beh ypauynanu. /lakie, ctenenu 6poja 2 He yTudy HA KOHAUAH OpPOj PA3IUUATUX (v, 113 CAMUM
M, 3a 0poj

k l
a b; Cj
n=2"1]s" [47
i=1 j=1

jemHaunHA UMa, 4 Hle(bi + 1) pemema Kaaa je Hé:l(ci + 1) menapan, a 0 y cyupoTHOM, T7€ Cy
opojeeu p; obsuka 4k + 1, a 6pojeBu ¢; 00smka 4k + 3.

1.4 Konrpyennuje y npcreHy l'aycoBux 1eqimx OpojeBa

Bugesn cmo sia y npereny Z[i] umamo npocre u ciaoxene 6pojese, jepuBocT u hakTopu-
3ammjy, Jesbeme ca ocTaTkoM u HajBehw 3ajemamuku mesmwiar,. Jlormuan cienehm kopak 6u 6uo
VBECTHU KOHTPYEHIIUje U Olepalije HaJl bUMA.

Hedbunnnmja 11. /lsa Taycosa uena 6poja o u § ¢y KOHFPYEHTHH IO MOIYJLY [i aKO (L 0eau
rwuzosy pasasury. Tada nuwemo o = (mod p).

Kao u xox mesmmx 6pojeBa, KOHIPYEHIH]a 10 MOIYJY je pesalifja eKBHBAJICHIIH]e, U IeJIe
6pojese je moryhe pacmopenuTn mo THM KJacaMa, TaKO I3 ce CBH OpojeBu Koju cy mehycobGmo
KOHTDYEHTHU pacropeje yHyTap ucre kjace. CIUUaH mojaM YBOIUMO U OBJIE.

CraB 9. Peaayuja xonepyenyuje no modyay p y npemeny Z[i| je peaayuja exsusanrenyuge.
oxas. Jlako ce moka3yjy ocobune pedieKCUBHOCTH, CAMETPUYHOCTH U TPaH3UTUBHOCTH. [

Teopema 11. Axo je a4+ bi = c+di (mod m), 3a nexu ueo 6poj m, mada je a = c¢ (mod m)
Ab=d (modm).

Joxas. a+bi =c+di (mod m) je uz nedununuje ekpupasentao ca m | (a — ¢) + (b — d)i, a
U3 1OCJIe e TBPAbe crasa 1, coeqn na m | a—cum | b—d, onpocro a = ¢ (mod m) Ab=d
(mod m). O

Cras 10. 3a uese 6pojese a, b um sascu a =b (mod m) y Z[i] <= a=0b (mod m) y Z.
Zoxas. Jloka3 ce jako mokasyje y oba cmepa Kopucrehu cras 1. O
W, xoHauHO, J1a YBEJIEMO KJIace eKBHUBAJIEHII]E.

Hedbunanmmja 12. Kaaca ocrataka [aycosoz yeaoz 6poja o no modysy 1 je ckyn 6pojesa
a, ={B €Zi]|a=p (mod u)} maxas da csara dea konepyenmna 6poja no modysy p 6ydy
y ucmoj kaacu. Cryn céur kaaca ocmamakxa no modyay p osuasasamo (Z[i]/p).

Burtho je pehu ma kox jemHauwHa ca KOHTPYEHITHJOM IO HEKOM MOJYJY [ jETUHCTBEHOCT
perrera moIpa3yMeBa Jia 3a HEeKa J[Ba Pererma X1 U X2 Baxu x1 = X2 (mod u). Taga cy x1 u
X2 €KBUBAJICHTHA PEIEHa T€ jeTHATUHE.
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Teopema 12. 3a laycose uese bpojese o,y u 5 # 0, makeu da cy o u [ ysajamuo npocmu,
jednawuna ax =y (mod B) uma jeduncmseno pewerve.

Joxas. Jenpaamna ax = 1 (mod () je ekBuBajieHTHa jeqHadnHn Y« + v = 1, mTO je eKBU-
BAJIEHTHO Ca TWM Ja Cy « u [ y3ajMHO mpoctu. Jokaxkumo jia je perieme jeauacTBero. Heka
cy x1 # X2 pemema. Kako f | ax1 —1u 8| axs — 1, tama B | a(x1 — x2), a momro ¢y «a u 3

y3ajamuo mpoctu, 3 | X1 — X2, Ta OHE MOpPajy OMTH KOHI'PYEHTHHU. O
Jlema 4. Hexa cy aq,Qa,...,a, Taycosu uesu 6pojesu maksu da cy ceaxa 06a y3ajamHo npo-
cmu. Yrxoauko 3a ceaxoi € {1,2,...,n} sancu o | B 3a nexu € Z[i|, mada a1 - ... | B.

Zoxas. Hokazahemo TBpheme HHAYKITHJOM.

(Basa undyryuje) 3a n = 2, nMamMo g Cy (1 M (9 y3ajaMHO MPOCTH, A TOCTOJE K W A\ TAKBU
ga je kay + dag = 1. Cama, Hera je § = fray = Poas. MHokehu obe cTpame jenmauume ca (3
gobujamo ma je

B = Brar + fAag = faraias + Bidaras = ajas(fBak + BiA),

OJ1aKJIe 3aKJbydyjemMo Ja ajag | S.

(Undyxmuena runomesa) llpernocTaBuMo Ja 3a HEKO n > 2 BaKU TBpheme.

(Hnodyxmusnu xopax) Heka cy oy, ag, ..., ap, ant1 € Z[i] 10 napoBuma y3ajaMHO HPOCTH TAKBU
Ja 3a cBako ¢ € {1,2,...,n + 1} Baxu «; | f. Ha ocHOBY MHIyKTHBHE XHIIOTE3€ 3HAMO Ja,
a1 g-...-ap | B. Ipumenom Teopeme 4, 11 je y3ajaMHO IPOCTO ca (] (vy. AKO MOHOBUMO OBaj
MIPOIIEC, (tpt+1 j€ Y3aJaMHO IPOCTO €A (v (2(¥3, UTI., Qtpt1 j€ Y33jAMHO IPOCTO €A O] * Q42 * . . . * Qi
Cajia npuMeHoM 0a3e WHIYKIMjE, 33 y3ajaMHO IpocTe 6POjeBe Q1 B Qi - Qg - . . . - (yy KOJU JIEJIEe
(£, 3HAMO J1a ¥ HWXOB TTPOU3BOJ, Takohe aean  duMe CMO JOKA3AJIH JIEMY. ]

Teopema 13 (Kunecka Teopema o ocranuma). Heka cy damu no naposuma ysajammno npocmu

bpojesu a1, o, . .., ay. Tada cucmem jednavuna
X=p1 (mod aj) (1.1)
X =02 (mod ag) (1.2)
(L.3)
X =0Bn (mod ay) (1.4)
(1.5)
UM JEOUHCTNBEHO PEULEIHE NPU MOOYAY Q1O . . . Oy
Joxas. Heka je p =1 -ao - ...  an, ¥ HEKA je y; = Ll [Tpumenom Teopeme 4 jako ce mpoBepn
.

7
A je y; y3ajaMHO mpocTo ca a;. Ha ocHoBy Teopeme 12, 3HaMo ga nmoctoje [aycosu memu 6pojeBu
v; ! koju 3an0BOsmABAjYy YiY; = (mod «;). IIpumernmo ma

n
X=> Bt
%

3aJ10BOJbaBa 1eo cucreM. llpeocraje na mokaxkemo jemuncrsenocT. Ako ¢ 3a10BOJbaBa i-Ty jel-
HaumMHY, Taga je Y — ( JeJbUBO ca o4, 1a je, Ha ocHOBY jeme 4, ( = x (mod p). O

Hedbuanumja 13. Kascemo sa Taycos yeo 6poj a da je mHBEPTUOUIIAH MO0 L1 YKOAUKO jed-
nawuna ax =1 (mod p) uma pewerve.
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IMokazanu cmo y Teopemu 12 1a je o maBepTHOMIAH MO, 5 aKKO CY (v U [3 y3ajaMHO TTPOCTH.

Caja mac mHTEpECyje KOJIUKO 3aIPaBO PA3NWYATHX OCTATAKA MMAMO INPU JIEJHEFhy HEKWM
6pojem. To je masio Texe hopMyarcaTH TaKO, aJad CpehoM YBeJIH CMO KJIace OCTATaKa Koje HaM
HOMAazKy Ca THM.

Hedununuja 14. 3a Taycos ueo 6poj 1 # 0 yeodumo nosumuean npupodan 6poj n(p) Kao
0poj PA3INUYUTUAX KJIACA OCTATAKA 10 MOAYJILY /L.

Hajope, 6utHo je ma mokakemo j1a Taj 6poj 3ampaBo mMoOCTOju, Tj. /18 HeMa OECKOHAYHO OCTa-
TaKa MO0 MOJIYITY.

Cras 11. 3a cearo a € Z[i] \ {0}, n(a) < oo.

Jloxas. 360r ebema ca OCTATKOM, CBaKa KJIACA OCTATAKa UMa eJeMeHT Mae HopMe oi N («).
OpaHOCHO, 3HAMO Ja 3a HEKH KOHKpeTamn 6poj ¥ mocroje v m p 3a xoje saxu N(p) < sN(a) n
¥ —p=av, 1 a|d—pmro je ekBuBasentro ca ¥ = p (mod «), ma je p € ¥,. Kako 6pojesa
umja je HopMa Mama miu jennaka moosuan N () uma koHauaH 6poj, TBpheme cTaBa TUPEKTHO
CJIeIN. L]

ITpso hemo Tagny BpemnocT 6poja n(a) oapeauTu 3a mese 6Gpojese, jep ¢y Ty CTBAPH jeJIHO-
cTaBHU]e.

JIema 5. 3a ueo 6poj m # 0 6poj passuvumus KAaca ocmamara npu depery ca m uma m?2.

Jlokas. 3a 6pojese o = a + bi u & = x + yi kourpyernuja o = ¢ (mod m) je ekBUBAJEHTHA €A
a=z (modm)yZ Ab=y (modm)y Z. Kako a u b MOry y3eTu CBaKd IO M BPEJIHOCTH,
yKynan 6poj pasJMmuuTUX BPEIHOCTH 33 (v je 1M - 1M, OJHOCHO M2, O

JIema 6. 3a laycos uyeo 6poj o # 0 saorcu n(a) = n(@).

Joxas. N3 crasa 1 mmamo 1a je a | € — ¢ exsusanentno ca @ | £ — ¢, oHOCHO MOCTO M GUjeKIy]a
KOja CIIMKa CBaKy Kiacy ocrataka &, ¥ &g, Ha je n(a) = n(a). O

JIema 7. 3a laycose yeae bpojese o u B (a, B # 0) saocu n(af) = n(a)n(B).

Jloxas. Heka je n(a) = mun(f) =n, u vera cy &1,82,...&m u (1,2, . . . (; TPEICTABHUIY CBUX
KJjaca npu Jeibemy ca a u 3 pegom. Heka je x € Z[i], n veka je x = & (mod «), omHOCHO
X — & = av 3a HekO ¥ € Z[i] n meka je ¥ = (; (mod f), ma je ¥ = (j + Sfw 3a Heku Laycos
meo 6poj w. Tama je x = & + o + afw, 1j. x = & + of; (mod af), ma cmo mokazanm 1a je
n(af) < mn.
Ocraje HAM J1a TIOKAXKEMO Ja HEMa MOHABJBAKka Mely oBux mn 6pojeBa, OHOCHO MPETTIOCTABUMO
JIa, BAKH:

§i+ag =& +afy  (mod af),
nokaxumo (4,7) = (7, j').
U3 mpernocraske nobujamo ma je & = & (mod «), anm, M0 HAYMHY Ha KOJU CMO WX OMpaJsu,
MOpa CJIeUTH 13 je ¢ = i, ma mam mpeocraje a; = ol (mod aff), omrocuo (j = ¢ (mod f),
aJId U3 HCTOT pas3Jjiora Clead aa je j = j', ma je Tepheme mokasaHo. (]

CaJi cMO JTIOBOJBHO TIPUIPEMJLEHU JIa W3PAUyHAMO KOHKPETHY BPEIHOCT 1 (hyHKIH]E.
Teopema 14. 3a Taycos yeo 6poj o # 0 6aorcu peaayuja n(a) = N(a).

Joxas. Kaxo je, ma ocrony seme 5, n(N(a)) = N(a)?, omrocro n(aa) = N(a)?, a mpumerom
neme 6 u gteme 7 jobujamo ma je n(a)? = N(a)?, amm kaxo cy n(a) w N(a) mosuTusHn meswn
6pojeBn, jeITHOCTABHUM KOpPEHOBameM 00e crpane, gobujamo na je n(a) = N(«). O
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1.4.1 Mana PepmaoBa TeopeMa

Kasa 61 Heko 1OKyImao HawBHO Jia ,mpesesge” many Pepmaony reopemy y Z[i] BepoBaTHO
6 pexao memTo momyT o ' = 1 (mod 7). IlpeencrBeno, o™ ~! we 3maum mmmTa (OocHM y
KOMILJIEKCHO] AHAJIM3M, aJId 9aK U Taa To He 6u 6mo eslemenT npcerena [aycoBux nesmx 6pojesa),
a npyro, p— 1y jenmauanmn o’ = 1 (mod p) o3HAUYABA HEIIITO JPYTO - OPOj HEHYJIA €JIEMEHATA,
y Zy,. CBakako, mocroju jeno npormmpeme maie Pepmaose Teopeme Ha, Z[i].

Teopema 15 (Masa ®epmaosa teopema). Hexa je m npocm laycos ueo 6poj, u nexa je o
nedesus Opojem m, mada sascu oW1 =1 (mod 7).

Aloxas. Kaxo smamo ma je N(m) = n(m), HeKa Cy Vi,V2,...,VN(y) DA3IATHTH HPEJICTABHHE-
IH KJIaca OCTaTaka TIPH Jieberby ca 7, Tpu deMmy je Vy(p = 0. Ilomro 7 { «, omu cy ysa-
jamHO Tmpoctu, ma (36or Teopeme 10) Quvy, Qy, ..., QUN(;—1) 3AIPABO IPEJCTaBba MepMyTa-
Lujy HU3A Vi, 12, .. UN(x) (mod 7). Kaga n3muaOkMUMO 00€ mepMmyTanmje u m3jeHaamMo ux
Ny UN(r) = ViV2 ... Un(x) (mod ). [lomro je cBakm v y3ajaMHO HPOCT ca T, MO-
JKEMO T'a CKPATHUTHU, OJIAKJE JUPEKTHO TOKA3YjEMO TEOpeMY. O

YKOJIIKO ce TIPUCEeTUMO JI0Ka3a Maje Pepmaose TeopeMe y 7, KOju je mMajreHe ucru y Zli),
IITO HAM yKa3yje KOJIMKO cy 3anpaso ['aycoBu nenn 6pojeBn ciauynm ca HeauMa.

Ipumep 2. Yeudumo na npumepy @ =7, a = i, , nenpasuana meopema” o™+ =1 (mod )
He padu 4ak HU Kada je usaoxcusay yeo 6poj. Haume, —1 nuje xomepyenmmuo ca 1 npu modyay
7, uako je T npocm y Z[i].

1.4.2 Ojaeposa bu dbyHKIHja

Kao mro 3mamo, majga PepmaoBa TeopeMa je camo cruenujasan ciay4daj Ojiepose Tteopeme
KOja He 3axTeBa Jia MOjyJ Oyje mpoct 6poj. YKoiauko ce mpuceruMo kKako riacu OjiiepoBa
TeopeMa, mpumernheMo Jia mocroju ¢(n), GpyHKIMja Koja 6poju KOJIMKO uMa OpojeBa MamUX O]
N y3ajaMHO TPOCTUX €& N. TemKo je aupekTHO omatie AedwuHmMcaTh aHajornjy ca laycoBum
mesmM OpojeBHUMa, aJId MOXKEMO je YBeCTH Ha cjeiehn HaJIuH.

Hedununuja 15 (Ojneposa bu dyukuuja). 3a Taycos ueo 6poj o # 0 Ppynruyuja ¢(a) dage
Opoj KAGCG 0CTAMAKA NPU JeperY Ca O YUJU CY NPEOCTNAGHULU UHBEPTIUDbUAHY N0 MOJYAY L.

IIpe mero mTo kKperemMo 13 padyHaAMO HEKe BpeaHocTw ¢ GhyHKIHMje, mokazaheMo mga BaxKu
Ojneposa Teopema u y Z[i].

Teopema 16 (Ojaeposa Teopema). 3a yaajamno npocme Laycose uene 6pojese [ u o, 6axHcu
a®® =1 (mod p).

Jlokas. Heka je n = ¢(u), n HeKa ¢y vi, Vs, ...V, WHBEPTUOMJIHK NPEJICTABHUIM PA3IMIUTHX
KJIaCca OCTaTakKa IIpH Jiejbemy ca p. Llomro je o y3ajamMuo mipoct ca p, 360T MHBEPTHOUIIHOCTH (¢
U [IPEJICTABHUKA KJIACA, HU3 AV, L2, . . . , Ay j€ IEpMyTAlMja HUu3a V1, Va, . .. Uy  (mod u). Muo-
xehm ememenTe obe mepMyTaldje n u3jegHaIaBajyhu ux mobujamo () ViV9 ... Uy =1V ... Uy
(mod p), a KaKoO Cy CBH Vj y3ajaMHO IPOCTH Ca [i, MOXKEMO MX CKPATHUTH W TaKO JHPEKTHO
JOKa3aTu TBpheme TeopeMe. O

Kao u xkox masie @epMaoBe TeopeMe, T0Ka3 je CKOpPOo Ia HASHTHYIAH Kao U KO IeJuX Opojesa.
Yak ce n jga npumerntu Ja je ¢(m) = N(m) — 1, mro je nobpa yseprupa 3a caenehu seo.

Teopema 17. 3a Iaycos npocm 6poj m epednocm dynryuje ¢(7t) je jednaxa N(r)!~H(N(7)—1).
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Jloxas. Kako cMO TOKa3aJu Ja Pa3JHauTHX KJACA OCTATAKA IMPU JIe/belby Ca T' WMa TadHO

N(x'), om Tora Tpeba ojyzeTr 6poj OHUX KOjH Cy Je/bUBH ca T Ja 6ucmo jobumm ¢(mt).
N36pojmo caga KOIUKO uMa JIeJbUBHUX €a 7. Tama Tv ocTanm Mopajy outu obsmka mo. Kako Baxnu
naje ra = (mod ') <= a = B (mod 7'~1), umamo Gujexumjy msmehy THX ocTaTaka m

CBUX OCTaTaKa IIPH Jie/berby ca ' 1, a Kako 3mamo aa taksux mma N (7)1 nobujamo ma je

o(xt) = N(m)"L(N(m) — 1). O

Jla ce nacayTuTy Ja je ¢ QyHKIMja MyJITHINIMKATHBHA, MOIYT HEHOT AHAJIOT0HA, ¢ DYHKIHjEe
y Z.

Teopema 18. Yxoauxo cy « u f yaajammno npocmu Laycosu yeau 6pojesu, mada 6aicy pesayuja

p(ap) = ¢(a)p(B).

Zoxas. IlpuvernMo Hajupe Ha je JTOKA3 TeopeMe eKBHBAJCHTAH JTOKA3UBAY Ja IIOCTOjU OMjeK-
muja uamehy (Z[i|/aB) u (Z]i]/a) x (Z]i]/5). Hoka3 Te TBpibe ClAeld AUPEKTHO U3 KUHECKE
TEOPEME O OCTAIAMA, OJTHOCHO 13 TIOCTOJU JEIUHCTBEHO PEIIenhe 0 MOy «f CHCTeMa,

Opasne, comkajyhim 6poj ¢ y (€,v) ocrBapyjemo momenyTy OGujeKimjy dume je JI0KA3 3aBPIIEH.
O

ITocaenumna 4. Kaxo cmo udpauynaay epednocm ¢ dyuryuje 3a cmenene npocmux 6pojesa,
U 00KA3AAU MYAMUNAUKAMUSHOCT, cada je mozyhe udpavynamu rweny epednocm 3a 6uao Koju

Taycoe uyeo 6poj. ,
o) =¥ T (1- 5.

ede 3a C6AKO PASAUNUMO T U J, T; 7 ).

1.4.3 BwuacoHoBa TeopeMa

Kao u xox majge @epMaoBe TeopeMe, JIAKO € MOXKE TIOTPENTHO 3aKJBYUYUTH aHaJa0Thja Bui-
conose Teopeme y rejum 6pojesuma. (m —1)! = —1 (mod ), 3a npocr 6poj T HEMA CMUCIA jep
dbakropujen Huje nedbuHUCAH 33 KOMILIEKCHE OpojeBe (OCHM aKO He MOCMaTpaMo rama GpyHKIH]Y,
asm Tek Ta/1a nocraje Gecmucaeno). IIpocrom 3amenom 6poja m— 1 werosom Hopmom (N (m)—1)!
ymecto (m — 1)!) ce mobuja TpazkeHa KOHI'DYEHIH]a, aJId HAJIPe MOPAMO BHJETH IIITA Ce KPHje
M3a TOTA.

I'maBHa cTBap je olleT MOCMATPATH CYIITHHY TeopeMe Ha MaJio Jpyradwnju HauwH. [1lTta HAM
npescrasba (p — 1)! y menmum? To je 3ampaBo mpousBoj CBUX HEHyJa, eJileMeHaTa Y Zjy, OIHOCHO
[IPOU3BOJIL NIPEJICTABHUKA CBUX WHBEPTHUOMJIHMX KJIACA OCTATAKA IPHU JieJbemy ca p. Mcery crBap
hemo ypagurn u y Z[i], nomHOoX)ulieMO cBe HeHysIa OCTaTKe IIPU JIEJbEbY Ca T, U IOCMATPATU
IITa Ce Ty JIENIABA.

Hajope, Tpeba ma mokaskeMo map JiemMa pajy JIAKITIEr JI0Ka3WBambha BUICOHOBE Teopeme.

JIema 8 (Besyos cras). Hexa je dam npcmen F', u nexa je P(x) noaunom y Flz|. Tada je P(x)
denuso auneaprum monomom T — a (a € F) axko je P(a) = 0.

Joxas. Jlokas je ujpenTuyan JIoKa3y y MOy peajiHux O6pojesa. O

Jlema 9. Hexa je dam xomymamusan npcmen F xoju je unmezpasnu domen, u nexa je P(x)
noaunom y Fx] ecmenena n. ITocmoju najsuwe n paszauuwumuz pewera jeonawune P(x) =0y
F.
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Hoxas. Tlokazahemo muaykmmjom. 3a n = 1 BUAMNMO TOJWHOM T — ¢ MMa, JeIMHCTBEHO PEITIErhe
T = t, ¥ Ja HUTH jeJIaH IpyTu eqeMenT y F uuje pereme. Cajia, MPETIOCTABAMO Ja 33, n— 1 BaXKu
tBpheme seme. Ha ocroBy BesyoBor crasa 3ak/bydyjeMoO /18 YKOJIMKO je€ G PEIerhe jeTHAImHe
P(z) = 0y F, taga mocroju noauaom Q(z) cremena n — 1 takas ga je P(z) = (x — a)Q(x).
Ykosuko je ¢ # a takohe pememe jeauaunne P(x) = 0, Taga je ¢ Takolje n pememe jennaanne
Q(x) = 0 (3aTo mrro je F' wHTErpaaHu JIOMEH) jep y CYyIpOTHOM HE ¢ — a HE ()(c) He 6u 6um 0,
9UMe CMO WM TIOKA3aJIh TBPhHeme. ]

Ilonpazymesahemo nedbuHunrje MOpeTKa U IPUMATHBHOT KOPEHA, Y KOMYTATHBHUM IIPCTEHH-
Ma, aju hemo yBectm ucte y l'aycosum mesumm 6pojeBuma, Takohe y masbeMm ey pama, moapa-
3yMeBalieMo J1a Cy CBH IPCTEHH KOMYTATHBHH.

Hedbunumuja 16. Iopenak laycosoz yenoz 6poja o no mooyay [k je Hajmarbu npupodar 6poj
n makas da je & =1 (mod p).

Hedunummja 17. laycos yeo 6poj o je IMPAMUTABHU KOPEH 10 MOJYAY (L YKOAUKO GAHCU
da cy « u p yaajammno npocmu u da je nopedar 6poja v no modysy p jedanr d(u).

IIpEMUTHBEE KOPEH HAM WIpa 3HAYAJHY yJIOTYy jep ce y Hm3y 7,72, 73, ... ,7‘75(“) jaBIbajy
MPECTABHUIY CBUX WHBEPTHOMIIHUX KJI4Ca OCTATAKA IO MOIYIY L.

Jlema 10. Hexa je M najechiu nopedax eaemenama F', xonaunoe nowa ca jedurnuyom. Tada ceu
ocmanu nopeyy deae M.

Joxas. Tlpernocrasumo cympormo. Heka v € F mma mopemak M, u #Heka mocroju w € F koje

uMa, opegak k rakeo ma k me gean M. To 3maum ja mocroju mpocr 6poj p Takas ma pf||M u
k

p°||k, rme je e > f. Bpojesn P’ w wre uMajy HOPETKe u p° peloM, a KakKO Cy TH MOPEIH

!
k
y3ajaMHO IPOCTH, MOPeIaKx Gpoja uP’ e je Mp®~7 mrro je Behe ox M, mro je memoryhe. [

CraB 12. Ckyn (Z[i]/7) 3a T'aycos npocm 6poj T ca onepayujama Mroocerva U cabuparea no
MOOYAY je KOHAGUHO NOE.

oxas. Jlako ce moka3syjy cBe ocobuHe moJba. O
Cajia hemo nokazaTu ocTojamke TPUMUATHBHOT KOPEHA, ¥ OBOM CKYIIY.

Jlema 11. Hexa je dam Taycoe npocm 6poj . Tada nocmoju npumumueny Koper Y no mModyay
.

Zoxas. Heka je M makcuMajH{ IOpeJaK II0 MOIyay 7w. Kako cBH OCTaJM MOpernyd MOpajy Jia
gene M, rana jepnauuna xM =1 (mod 7) uma N(7) — 1 pemema, na je M 6apem N () — 1,
a ua ocuoBy Masie Pepmaose Teopeme, 3amMo ja je M najsurne N (7) — 1, ma cTora ejemMeHT ca
HajBehUM IMOpPEeTKOM jecTe IPUMUTHBHYE KOPEH. O

Kaxko cMo0 mokazaan nocTojame MPUMATHBHOT KOPEHA, JJOKa3WBame BUIICOHOBE TeopeMe HaM
nehe 6Guru pobsem.

Teopema 19 (Bwiconosa teopema). [Ipoussod npedcmasnuka c6uxr uMGEPMUOUANUT KAGCA
ocmamara npu deswery ca npocmum modyaom T y Lli] je xonepyenman ca —1 no modyay .

Jloxas. Tlomrro je m mpocT, MOCTOjU IPUMUTUBHU KOPEH 7Y, 114, C€ OH/JIA TTPOU3BOJ CBUX IIPEJICTAB-
HUKa KJIACA OCTATaKa MOXKE IPEICTABUTH KAa0

P=vyy ...,
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t(t—1)
rae jet = N(m). Kako je P=~ 2 (mod 7), pa3suKyjeMo JiBa CJaydaja.
Axo je t mapan, tana je T ~ 1+, na P gaje ocrarak 1, amm kako je 1 = —1 (mod 1+ ), Tako
jeu P=—1 (mod 7).
tt—1) t—1

2 2
Kako P HuKa/| HUje KOHIPYEeHTHO ca | 1pu jesbemy ca , caeau na je P = —1 (mod ). O

Axo je t Hemapan, Tama IMAMO 1A je (mod ¢t — 1), ma je P2 =1 (mod ), amm

1.5 IIpumene Ha TaKMUYeHUMa

Ilomrro cMo BuIeaM O3 MOCTOJU BEJIMKHU OPOj TeopeMa Koje ce MOry IpHUMeHHTH Ha ['aycose
resie OpojeBe, y OBOM jiery heMo HeKe OJf ’hUX W MCKOPUCTUTH 34 PEeIaBaibhe /IBA 331aTKA KOju
Cy Ce jaBWJIM HA TAKMUUEHHUMA.

Bagmarak 1 (M36opuo 3a MO 2021.). Jlar je npoct 6poj p. Konuko uma ypehenux wersopku
(a,b,c,d) mpupogaaux 6pojeBa KOju HUCY JICJbUBHU Ca p U 3a70BObaBajy cienehe jeqnadnne

ac+bd=pla+c) n bc—ad=pb—d)?

Pewere. Hebunumumo o u § kao a = a+bi u f = c—di y Zi]. [Ipumernmo sia je jatu cucrem
jennaunna ekBuBajenTan jeaaaunnn «f = p(a + §). OBy jennaumny moxemo takohe 3anucaru
kao u (o — p)(B — p) = p?. Paznukyjemo Tpu caydaja:

1) Ako je p obsmka 4k + 3, Taga je p Takobhe mpoct u 'y Z[i], ma on Mopa Ja mesnu Gap jefaH
ox, 6pojeBa o u B miro uMumnmpa ga p | a,b naw p | ¢,d, a 10 je y KOHTPaIUKIMjU Ca
YCJIOBOM 3aJIaTKA.

2) Axo je p =2, rama je p = (1 +4)(1 —14) = i(1 + i)?, onmocuo p?> = —(1 + i)*, na je Gap
jeman o1 6pojesa o u 3 memus 6pojem (1+i)% = 2i, ma 2 memm 6ap jeman on 6pojesa a 1 3,
omakJe caenu fa 2 | a,b wim 2 | ¢, d, mrTo je ucTo y KOHTPAJTUKITUU €A YCIOBOM 33aTKA.

3) ¥V cayuajy p = 4k + 1, umamo g ce p MOXKe TPEJCTABATH KAO TPOU3BOM, T, TJE je T
l'aycos mpoct 6poj obnuka = + yi, z,y € N. V3 ucror paszijiora Kao y NIPeTXOIHA JIBA
cydaja p He cMe JIa JIeJM HU (v HU 3, 0JIakJe 00ujamo 1o o — p u § — p Mopajy 6utn Heku
on +72, +72, +in? wm +i72. C o63upoM ja a, b, ¢ u d Mopajy GUTH TPUPOIHH, YKYITHO
rMaMo 4 perema.

O]

Bagarak 2 (IMO 2016.). Jlar je komBekcan muOroyrao P = AjAs... A, y paBuu. Temena
Ay, Ao, ... Ap mMajy TIesTo0pojHe KOOPIUHATE U JeXkKe Ha UCTO] KpyRuumu. Heka je S moBpimuna
vuoroymia P. Hemapan npuponan 6poj n je Takas ;18 Cy KBaJPATH JIyXKWUHA CBAX CTPAHUIA
muoOroyria P npupoanu 6pojesu mespuBu ca n. Jlokazaru ja je 25 meo 6poj memus ca n.

Pewerve. Tlocmarpajmo 3amarak y Z[i], u neka tauku A; onrosapa [aycos nieo 6poj (; = x; +1y;.
Hajmpe hemo mokazaTtu ma TBpheme AUPEKTHO CJIean YKOJWKO MOKAXKeMO 1a je n obsmka p© 3a
Heku tpoct 6poj p > 3.

Vkommko je p obmmka 4t 4 3, mmamo ga p¢ | N(Cip1 — (), omaxae cuemn ma pf | i1 — G,

e
e je f = [2—‘, ma cy cu (; Meljycobuo Kourpyentau 1o Momyiy pl. Caja, Kako HOBpPIIHHA

oCTaje HHBAPUjAHTHA HAKOH TpaHCAIje 33 ojpehen BekTop,, momeprhemo” ey pasas 3a —(1,
u Tako jqo6utn k Laycosmx menmx Gpojesa Tae cy cBu gesusm Gpojem pf. Cama, mvMamo 1a je
25 = > (ziyir1 — viy1yi) = Im (3°((;Cit1)), T/e je cBaxm wasH oBe cyme jiesbuB 6pojem p2/ | mro
AMILTATIAPA A je JIBOCTPYKa MOBPINAHA JE/HUBA OpojeM n.
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Axko je p obsmka 4t + 1, mMamMo Jia p MOXKe J1a ce TIPEJICTaBu Kao 77, Tae je m aycos mpoct 0poj.
Hexka cy vr(x) u vz(x) pemoM usmoxuoru OpojeBa ™ U T PEJOM y KAHOHCKO] (haKTOPU3AIUjU
6poja x. Kaxo p® | N(Gi+1 — (i), mmamo jia je vr(Giv1 — G) + vr(Giv1 — G) > e

Cama mepmumo caesehe: [locmoju mpujaneyrayuja muoz2oyzaa makea da 3a C8aKU MPOY2a0 No-
cmoju 0 < s < e 3a koju ™5 deau cee sexmope cmparUYa.

OBy TBpamBYy heMo TOKA3ATH WHIYKIHJOM MO €. 3a e = 1, CBaAKW BEKTOP CTPAHUIIE je YMHOKAK
Opoja ™ wiam 7. AKO TOCTOje JBa y3aCTOIHA BEKTODPA, CTPAHWIN, JEeJhbUBA, ca T MOXKeMo ucehn
Tpoyrao ¢bopMUpaH O Te JiBe cTpaHuile (TO jecT Te Tpu Tadke) U octalie HAM MambU MHOTOYrao
quje Cy CBe CTDAHUIIE JIE/bUBE WM CA T WK CA T, 114 HA OCHOBY MHJyKIHje 110 OpOjy cTrpaHuna
J061jaMo J1a TIOCTOjU TaKBa TPUjAHTYJIAIMja. AHAJIOTHO 33, JIBe Y3aCTOITHE CTPAHUIIE JE/bURE Ca
.

Casia, yKOJIHKO He TOCTOje JIBE y3aCTOHE CTPAHUIE JeJbUBe €& T WU T, TO 3HAYN Ja Ce HAHW-
3MEHUYHO MEhajy yMHOIIM 6pojeBa m u 7, u jia 6poj cTpaHuna Mopa 6uTu napaH. 3aTo, HEKa,
je k =2l n 6e3 ymamema ommrocT HeKa ¢ | (1 — (2. 360r KOHMUKJINIHOCTH TAYAKA 3HAMO /1A

(1 —¢2)(¢3 — Ca) - (Car—1 — Cou)
(G2 —¢3)(Ca—G5) -+ (G — C1)

Mopa Outu peasian 6poj, OTHOCHO OH je jelHaK CBOM KOWYTATY, OJAKJIe MMAaMO 13, je

(G =)+ (G = ) (Co = )+ (Cor = C1) = (G = C2) ++ (Car1 = Can) (G2 = C3) -+ (G — C):

Jlesa cTpama je mespuBa 6pojem 72, 10K mecHa CTpaHa HEje YOIIITe Je/buBa OPOjeM T, OIaKIIe
CJIe U KOHTPATUKITA]A.

Axko je e > 2, npernocraBumo jia Tepheme Baxu 3a e — 1. Kopucrehn vHAYKTUBHY XUTIOTE3Y
JIUPEKTHO 3a € — 1 BUAMMO Ja TOCTOjU TPHUjAHTYIAIMja TAKBA Ja CY CBE CTPAHUIE YMHOIIIH
6poja w7175, TlpernocraBuMo ja je s Apyradmje 3a aBa PazimauTta TPoyriaa. MoxeMmo mperT-
[IOCTABUTH JIA Ta, JIBA TPOYIJIA JeJIe CTPAHUILY jep TOCTOJH ,IIyT  TPOYIJIOBA OJI JEJTHOT JIO JIPYTOT.
Cajia, HEKA Cy CTPAHUIE jeJHOr TPOyraa yMHOmIE 6poja w517 1 =51, a apyror m%27¢ 172 rne
je 51 < S9. 3ajeHUYKA MBHIA MOpa OUTH yMHOXKAK 6poja w27~ 1751 omHocHO meH Kpajpar
e=1=s1+%2 110 je mesmuso 6pojem p°. Ova crpanuma MoOpa OurTu

Mopa Outu aesmuB Opojem p
JUjaroHaJa IIa MOXKEMO IMOMEJHTH MHOIOYrao TOM JHjarOHAJIOM Ha JBa Malba 3a KOje BarKu
I/IHﬂyKTI/IBHa. IIPETIIOCTAaBKA.

s—eflfs’ ma

Ako cBe cTpaHuUIle UMajy MCTO S, IIE0 MHOTOYTao MOpa OuTh 1ne/buB OpojemMm 7o7
ra MOXKEMO XOMOTETHCATH (HOJETUTH Ta €A T Te—_1_s) U JOOUTH MHOTOYTao YHMjU Cy KBaJpa-
TH cTpaHura ymHomm 6poja p. Cama, MOXKEMO MPUMEHUTH CJIydaj e = 1 Ha XOMOTETHCAHH
MHOTOYTa0 ¥ BHIETH 13 U OH MOXKe 6urH Tpujanryaupan. Muoxkehu mazanm cse ca ms7we 179
J00MjaMO THJAHTYIAIM]Y MOYEeTHOT MOJUTOHA TAKBOT 14 je CBAKA CTPAHUIE CBAKOT TPOYTJIA yM-
stlze—1=s1 pa je u 0Baj ciIydaj HOKPUBEH.

OBuMe CMO JIOKA3aJIM HAIIY TBPJY, CaJa MMPeocTaje Ja ce BPATHMO Ha MOYeTak mpobjemMa u
YOUHMO I3 jé MHOIOYrao HOJe/beH Y TPOYIVIOBE UHje Cy CTpaHuIe yMHOoIImm O6poja w7~ % 3a
HEKO S. JIBOCTpyKa NOBPIIMHA CBAKOT TPOyTyia Mopa butu aesmusa 6pojem N (w57~ %) = p° na
jé W uYnTaBa JBOCTPYKA MOBPIIHHA JIe/buBa Opojem p® = n. O

?

HOXKAaK 7T %1 mau
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2 Ajz3eHuiTajHoBU Iiejii OpojeBU

Ilopen I'aycoBux mesmx OpojeBa mocroje u AjseHIITajHOBM Iied OpPOjeBH KOjH CYy Takohe
pamupemne ckyna 1ejinx bpojesa. Kao u y nperxomuom ety pajia, YKOJUKO TO HHUjE JApyradnje
HATJIANIEHO, TPYKA CJI0Ba (OCMM w) o3Ha4aBajy Ajsenmrrajuose mesne 6pojese, 10K cy 6pojesu n3
CKyTIa 7, O3HAYEHU CIIOBUMA, €HIJIECKE JIATHHUIIE.

[Tomrro cy Teopeme, CTaBOBHU U JieMe MaJITeHEe WACHTWYIHM Kao u y Z[i], jokaze fiemo HaBojuTn
HCKJBYIUBO aKO C€ CYIITHHCKYU PA3JUKY]y O/l OHUX Y TPETXOTHOM TOTJIABIBY.

2.1 JdeduHnmnmja m OCHOBHU IOjMOBU

Yumecro gerBpror Kopena 6poja 1 (6poj i), Ajsenmrajuosu nenu 6pojeBu ce Gase Tpehnwm
KOPEHOM jEJIMHUIIE.

Hedunumumja 18. AjsenmrrajuoB meo 6poj je ceaxu xomnaexcan 6poj obauxa a + bw, ede
—1+1iv3
2

cy a u b yeau, dox je w =
Z|w].

. Cxyn Ajsenmwmajnosux uesux 6pojesa o3nasvasaliemo ca

Teopema 20. Cryn Z[w] ca cmandapdrum onepayujama cabupara u mmodicersa o6pasyje Ko-
MYMAMUBHU NPCMEH €O JeOUHUUOM.

Zoxas. Jlako ce mpoBepaBajy CcBe aKCMOME KOMYTATHBHOT IIPCTEHA. U

Hedbuanuuja 19. Kascemo da 6poj o menm 6poj B yxoauxo nocmoju v maxeo da je B = ya.
Oso mamemamuuky 3anucyjemo xkao o | B.

Cras 13. Hexa cy a, B u vy Ajsenwmajnosu ueau 6pojesu, mada 8axrcu:

o o,

alfABly=aln,
S|aNd|B=0la+p,
(Vi € Zw])d | o = 6 | kv,

alyANBld= af|d,
aflaoy Na#0= (|,
a|,8:>6|3.

em|a+bi=ml|aAm]|b.

Aoxas. Jlako ce npoBepaBa u3 jeduHUIIL]E. (]

Hopwmy Ajsenmrrajuosor mesor 6poja Takohe medWHATIEMO KA0 KBAIPAT MOJIYJIA KOMIIIEK-
cuor Gpoja.

19
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Jedununuja 20. 3a o = a + bw, nenezamusan ueo 6poj N(a) = a® — ab + b* npedema-
6ma HOPMY Ajsenwmajnosoz yeaoe 6poja o. Hopma 6poja o ce maxobe moorce sanucamu kao
N(a) = aa.

Cras 14. 3a Ajsenwmagnose yeae bpojese o u 5 sasrcu N(af) = N(a)N(B).
Cras 15. 3a T'aycose ueae 6pojese a u (3 easrcu N(af) = N(a)N(S).

Jloxas. Kaxo cy a, 3 € C, u Baxu ma je N(7) = |v|2, Tama je N(a)N(8) = |af?|B|> = |a8|? =
N(ap). O

Ja 6ucmo mokazamu Ja je Z[w] eyKIuJICKA JTOMeH, TIOTPeGHO HAM je Je/hEHme Ca OCTATKOM.

Teopema 21. 3a 6pojese a u B # 0 nocmoje Ajsenwmajinosu yesu 6pojesu v u p maxsy da je
a=vf+ p u 2de je N(p) < @N(ﬁ).

3a paznuky o, l'aycoBux nesnux, oBjie hemo 1moka3aTu reOMeTPUjCKH JIOKA3.

. « .
Joxas. Kommnnekcan 6poj z = — ce maja3w y KOMILUIEKCHO] paBum. [Ipmmermmo ma mpexa

AjsenmrrajuoBux neaux 6pojepa (GoOpMUpa HOILIOYABAILE JEIUHAUHUM jeIHAKOCTPAHUIHUM TPO-
YIJIOBMMA, U JIa, C& Z MOPa, HAJTA3uTh y 6ap jemrom of iux. CBaKa TauKa y jeIMHUTHOM TPOYTILY

je ynaspena HajBuine > on, najommxker remena. Heka je To majbsmxke teme 6poj v, a Heka je

p = a —vf. Jlako ce mpoBepaBa jia 0BE OPOjeBU 33J0BOJbABA]JY YCJIOBE U3 TEOpeMeE. O

Hedbununuja 21. Ajzenwmajnos yeo 6poj je JeOUHUYHU YKoAuko on deau 1.
Cras 16. Jedunuunu 6pojesu umajy nopmy jednaxy 1, u uma uz 6 (£1, +w, +w?).

Hedbunnnuja 22. Kaoicemo da cy Ajsenwmajnosu ueau b6pojesu o u 3 EKBUBAJIEHTHU KO-
AUKO NOCMOJu jedunuuny esemenm 0, maxas da je o = 0.

Kako cmo nokazamnu ja je Zlw] eykaujacku JoMeH (J1a MOCTOjU JIeberbe ¢a OCTATKOM) CBU
Joka3u 3a Hajsehwm 3ajepauaku jresmutall, npocry dakropusammjy, Eykmumaos ajaropuram, Aj-
3EHINITajHOBE TpocTe OpOjeBe WTI. Cy WASHTWIHH, 113 NeMO WX CaMO HaBecTH 0e3 MKAKBOT JOKa-
3UBAHA.

Hedbunnnuja 23. Hajsehu 3ajequuuku geauornu 6pojesa o u 3 Yy wHUrosu 3ajednusxi
deauoyu 3a Koje 6asicu 0a cy Jenuslu C8UM HUTOGUM 3ajednunkum deauoyuma. Cryn najeehux
sajednunkuz deauoya bpojesa o u B s3anucusahemo xao Dy g.

Hedbununuja 24. Ajsenwmajnosu yeau bpojesu o u 5 cy y3ajaMHO HMPOCTH yKoAuko je 1
HUL0E HAj8EUU 3aJeIHUNKY JEAUNY.

Hedbununmja 25. 3a ceaxa dea Ajsenwmajnosa yesa 6poja o u B nocmoju wuros najeehu
3ajedHuNKy 0eAuAQU, U OH Ce MOHCEe NPedcmasumu Koo AUHEAPHG KomOunauuja ko + A3, 3a
nexe K\ € Zlw).

Cras 17. 3a o, € Z|w] 2de bap jedan nuje nysa, nocmoju mawno wecm najeehur 3ajednusrkus
deaurana, ceur 6 ca UCMOM HOPMOM.

Cras 18. 3a «, 8 € Z[w] 2de 6ap jedan nuje nyaa, wurosu najeehiu sajednusru deauoyu umajy
najeehy nopmy mehy ceum sajednuurum deauoyuma.
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Teopema 22. 3a dsa Ajsenwmajnosa yeaa 6poja o u B nocmoju Eykaudos aszopumam Kojum
ce odpehyje jedan nwuzros najeehu 3ajednuvru deaunay,.
Anzopumam je ucmu xao u y Z[i].

azvlﬁ—i—pl, N( )<N(B)
B =wvap1 + p2, N(p2) < N(p1)
p1 =wv3p2+p3, N(p3) < N(p2)

IIpemnocaedmwu ocmamax npedcmasna jedan wajeehu sajednuuru deaunay, 6pojesa o u 3.

2.2 Aj3eHHOITajHOBU IIPOCTU OPOjeBU
Ananormno kao u kox l'aycoBux mesux 6pojeBa, yBome ce n Aj3eHIITajHOBU MpocTH OPOjeBH.

Hedbununmja 26. Hejedunuunu Ajsenwmainos ueo 6poj o # 0 je HepacTaBIbUB, YKOAUKO
3a 6uno Koje Ajsenwmajnose ueae bpojese B u vy, 3a xoje savcu o = Py, caedu da je B uau y
jedunusan. Y cynpommnom kancemo da je pacTABJHUB.

Cras 19. Csaxu Ajsenwmajnos ueo 6poj ca HOPMOM Koja je npocm 6poj j& HEPacmasHus.

Hedbwununmja 27. Hejedunuunu Ajsenwmajnos uyeo 6poj m # 0 je MPOCT yKoAUKO 6aNHCU
T af = 7| auww ]| B. Y cynpomuom xadcemo da je CIOIKEH.

Teopema 23. 7 je npocm <= T je HepacmasmHus.
IMocaeauna 5. Ykoauko 6poj ™ uma Hopmy Koja je npocm 6poj, mada je ™ npocm.

Cras 20. Axo je ™ npocm, mada je u 1e208 KowY2am, Kao U C8AKU 1E206 YMHONCAK JeOUHUY-
HUM EAEMENTOM, Makohe npocm.

Teopema 24 (OcHoBHa Teopema apurmerure y Zw]). 3a cearu Ajsenwmagnos yeo 6poj, no-
cmoju jeduncmeena Garmopusauyuja 00 Ha Pedocaed YWURUMGUG U EKEUBAACHMHOCT UsMely 00-
2osapajyhur npocmux 6pojesa ynymap npecmena Lw).

Teopema 25. Hexa je p € Z npocm ueo 6poj. Tada sasrcu:
e axo je p =3, mada je 1 —w npocm y Z[w] u 3 = —w?(1 —w)?;

e axo je p=1 (mod 3), mada nocmoje ™ u T, Heexeusarenmmu npocmu y Zlw], maksu da
jep=mm;

e axo je p=2 (mod 3), mada je p npocm y ZLlw].

Jloxas. N(1 —w) = 3, mTo je mpoct 11eo 6poj, ma je 1 — w HepacTaB/bUB, 8 CAMUM THM H TPOCT
y Zw].

Hoxka3 apyror tBphema hemo nmokazaru y cienaehoj Teopemu.

[Tpernocrasumo ja npoct 6poj g obauka 3k + 2 Huje npoct y Z[w], Taga nocroje o u 3, nejeu-
HIIHEE Aj3eHNITajHOBY Ten GpojeBH TaKBH 13 je ¢ = af3, omaocHo N(q) = ¢*> = N(af), omakie
caenn pa je N(a) = N(B) = g, mro je nemoryhe, 3ato mro 22 — zy + 32 Z 2 (mod 3). O

2

Teopema 26. Ykoauko je npocm 6poj p obauxa 3k+1, on ce moowce 3anucamu kao 2 —xy+1y>2,

3a HEeKke Uene r u y.
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Jloxas. Kako je p=1 (mod 3), 3Hamo 1a je (g) =1, ma je

1= (g) (-1t = (g) (—1)5 (—1)55 5

. p=1 (3 -3 .
W3 3aKOHA DPEIMUIPONUTETA MMAMO 13 je 1 = (—1)1)7 <p) = (p)’ OJAKJIE CA3HAJEMO 1A
je —3 KBaJpaTHH OCTaTak 1o Moayldy p. Kako je To mCIymeHo, mocToju HemapHO! n TakBo ja

p | n?+ 3, cama yammmo sa je n = 2m — 1, nobujamo ma je p | 4m? —4m +4, 1j. p | m? —m +1
jep je 4 ysajammo mpocto ca p, omHocHO p | (m + w)(m + w?). Kako p He mermm muTH jenam
onm +w u m + w?, crenqu ma p EEje mpoct y Z[w], ma moctoje o m B, HejeMAWTHE UHjH je
npousBos jenHak p. Kaxo je N(a)N(B) = N(p) = p?, smamo ma je N(a) = N(B) =p,macy au
[ mpocTH, KOMIIEKCHO KOHjyroBauu, ca HopmoM p. Cajia, HEKa je a = & + wy, n3jeTHaIaBAHEM
p= N(a) = 2% — vy + y? nokasyjeMo Teopemy. O

2.3 Konrpyennuje y nmpcreny Aj3eHINITajHOBUX IeJux OpojeBa

Ja 6ucMo nokaszasm Haj3aHMMJbMBHUje TeopeMe Be3aHe 3a Z[w|, HEeONXOIHO je Jia yBejeMo
u Kourpyeunuje. Ilomro cMo 1 0By 06JIACT NpENLIH Yy TPEeTXOAHOM IIOIJIABJLY, J0Kasze Hehemo
HaBOIUTHU yKO.HI/IKO Cy OHU aHAJIOTHMH.

Hedbuanunja 28. /lsa Ajsenwmajrosa ueaa 6poja o v $ ¢y KOHTPYEHTHHU 110 MOAYJY [i
axo p deau wuxosy pasaury. Tada nuwemo o = (mod ).

Cras 21. Pesauyuja xonepyenyuje no modyay p y npemeny Zlw| je pesayuja exeusarenyuje.

Hedununumja 29. Kmaca ocrataka Ajsenwmajnogoz uenoe 6poja o no modysy (b je ckyn
bpojesa oy, = {f € Zw] | a« = B (mod p)} maxas da ceaxa dsa konepyenmmua 6poja no modyaiy
W 6ydy y ucmoj xaacu. Cxyn ceur kaaca ocmamara no modyay p odnauasamo (Zw]/p).

Teopema 27. 3a Ajsenwmajnose uene bpojese o,y u B # 0, maxsu da cy o w S u v u B
y3ajamno npocmu, jednavuna ax =~ (mod ) uma jeduncmeeno pewserve.

Jlema 12. Hexa cy a1, ao,...,q, Ajsenwmajnosu yeau 6pojesu maxeu da cy ceakxa dsa y3a-
jamno npocmu. Yroauro 3a ceaxo i € {1,2,...,n} sascu o; | B 3a nexu [ € Z[w], mada
Otl'OéQ'...‘Oén’B.

Teopema 28 (Kunecka Teopema o ocrammma). Heka cy damu no naposuma ysajammo npocmu

bpojesu a1, Qa, ..., ay,. Tada cucmem jednavuna
X=p01 (mod ay) (2.1)
X =02 (mod a3) (2.2)
(2.3)
X =06n  (mod ay) (2.4)
(2.5)

UMG JeOUHCTNBEHO PeuLetbe NPt MOOYAY Q1 . . . Q.

Hedununmja 30. Kaowcemo 3a Ajzenuimajnos yeo 6poj o da je MHBEPTHOMIIAH 1.0 MOJYAY
W yroauro jednanuna ax =1 (mod p) uma pewerve.

'OBae Moxemo y3eTu ma je n Hemapas 6poj jep YKOIHKO je mapa, caMo ra cabepeMo ca p
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Hedbununuja 31. 3a Ajsenwmagnos yeo 6poj i # 0 ysodumo nosumusan npupodan 6poj n(w)
Kao OpPOj PA3IMYNTHX KJIACA OCTATAKA MO MOJIYJY [i.

Cras 22. 3a ceaxo o € Z[w] \ {0}, n(a) < oc.

JIema 13. 3a ueo 6poj m # 0 6poj passusumus KAGCE 0CIMAMAKA NPU Jepervy ca M uma m?.
JIlema 14. 3a Ajsenwmajnos yeo 6poj o # 0 sastcu n(a) = n(a@).

Jlema 15. 3a Ajsenwmagnos npocm 6poj T easicu da je

JIema 16. 3a Ajzenwmagjnose uyeae 6pojese o u 8 (o, # 0) sasrcu n(af) = n(a)n(f).
Teopema 29. 3a Ajsenwmajnos yeo 6poj o # 0 saorcu peaayuja n(a) = N(«).

Teopema 30 (Masa ®epmaosa Teopema). Hexa je m npocm Ajsenwmajnos yeo 6poj, u neka
je o medenus Gpojem m, mada eascu oMW1 =1 (mod ).

Hedbunnmmja 32 (Ojneposa dbu dynkuuja). 3a Ajsenwmajnos ueo 6poj o # 0 dynryuja ¢()
daje 6pPOj KAGCGH OCTNAMAKAG NPU JepeErY CO O YUJU CY NPEICTNASHUYUY UHGEPTUDOUAHY MOO (L.

Kao u y laycosum nenmum 6pojesuma, BpenmnocT ¢ dbyHKIHje je

¢(a) = N(o) [T <1 - N(lm)),

il

quMe MOXKEMO A3 KOMINIETHDPAMO H cienely Teopemy.

Teopema 31 (OjnepoBa Teopema). 3a ysajammno npocme Ajsenwmajnose ueae 6pojese 1L u «,
saorcu a®) =1 (mod p).

Teopema 32. Hexa je P, (x), noaunom y Z[w][x] sa xoju sasicu da je degP = n. Tada jednawuna
P.(x) = 0 (mod 7) uma najeuwe n pasauvumux pewera y ZLlw| yrxoauro eascu da je T
Ajsenumaginos npocm.

Teopema 33 (Bwiconosa teopema). [Ipoussod npedcmasnura c6uxr unGeEPMUOUANUT KAGCA
ocmamara npu deswery ca npocmum modyaom T Yy Llw| je xonepyenman ca —1 no modyay .

2.4 Ilocneama PepmaoBa TeopeMa 3a KyOoBe

Haxkon yBoljema KoHrpyennuja no mojuyiy y Zw|, MoxkeMo mokasaru JoKa3 nocierme Pep-
MaoBe TeopeMe 3a KyOose.

3uamo Ja je mocseama Pepmaosa Teopema OUIA HEKOJUKO BEKOBA HepereH mpobiem, na ou
je Ha Kpajy nokazao EHapy Bajiic KpajeM TpoIuIor MUJEHH]YMa.

Y oBom meny, 6baBuhemo ce cnenujasHUM CiydajeM mocaeme PepmaoBe Teopeme, OTHOCHO
KaJIa, Cy U3JI0KHUOIU YMHOIIIN TPOjKe.

Teopema 34. Jednauuna £+ v3 + (3 = 0 nema nenyaa pewera y Zw).
Hajope hemo nokazaru jeme koje hemo KOpucTuUTH ¥y I0KA3y.
Jlema 17. Hexa je A =1 — w. Tada sasrcu:
1) X\ je Ajsenwmagrnos npocm 6poj.
2) Ceaxu 6poj y Z|w] je uau denmus ca N, uau daje ocmamak +1 npu demery ca A.

3) Axo je x = £1 (mod A), mada je u x> = £1 (mod \?).
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4) Axo je €3 + 03 + (3 =0, mada je 6ap jedan 00 6pojesa &,v uru ¢ desus 6pojem .
Jloxas. 1) Cnemu nupexTHo u3 unmbenure aa je N(\) = 3.

2) Kako je a+bw = a+b— b\ = ¢+ 3d — b\, 3a neke nene c u d, u \ | 3, caeqm ja je
a+bw =c+3d—b\=c¢ (mod \). Kako nieo 6poj 3k +1 (I € {0,£1}) naje ocrarax | upu
JeJbemy ca A, TaKO cBaku Aj3eHmITajHOB 1eo Opoj maje octarak 0 mm +1 mpu je/bemy ca
A

3) Hekaje x =1 (mod \), 1j. na nocroju k € Z[w] Taxso ja je x = 1+ k. [Ipumehyjemo sa
jex?—1=(x—1(x—w)(x—w?) = Mk(k+1)(k—w?). Homro je —w? = 14w = —14+3-\ =
—1 (mod \), mmamo ma je k(k+1)(k —w?) mpousrox Tpu Gpoja ca PABTHIATIM OCTAIAMA,
mo Mojysry A. Kako mocToje UCKIbYIHBO TPU PA3TUIUTA OCTATKA MPU JIEJbEHY €a A\, OBaj
pom3BoI je Takohe gemus 6pojem A, ma je x3 = +1 (mod \*).

Camuno ce nokaxe u 3a x = —1 (mod A).

4) TIpernocraBuMo Ja HEjesaH o JaTux 6pojesa nuje aemus 6pojem . Tana je &3 +v3 4¢3 =
+14+14+1 =+1,43 (mod M\). Kako je N(\*) =81, a N(£1) =1 u N(£3) =9, cemn
Ja JIECHA, CTPAHA HE MOXKEe OMTH HyJIa IIITO jé KOHTPAIUKIH]A.

O]

Cana hemo 6e3 ymamema ommroctu Kopuctutu jga A | (. Cama HaM je JIOBOJBHO CaMoO Jia,
nokaxkemo ciaenehe:

JIema 18. Hexa je n € N, u nexa je € jedunuunu eaemenm y Zlw]. Ipemnocmasumo da cy
&, 0, X € Z[w] nenyaa, no naposuma y3ajamHo npocma peuera jednauune

4+ 03 +eX¥y3 =0 (2.6)
2de \ we deau numu jedan o0 6pojesa £, v, x. Tada eascu:
1) n>2.

2) Tpu wunuoua 6poja —eX3"x3 = €3 + 03 = (€ + v)(€ + wv)(€ + w?v) cy demusu ca A, u
E4+v E+wu &4 w
ATOX T A

PA3AOMUL CY MO NAPOBUMG Y3AJAMHO NPOCTU.

3) Bes ymarvera onwmocmu, N3~ | € +v. Tada
E4v=e X2} £ 4 wu = e \o® £ 4+ w?v = e3zAr3

ede cy €1,€2,€3 jedunuunu eaemenmu y Zlw] u p,0,T cy no naposuma yaajammno npo-

cmu Ajsenwmainosu yeau 6pojesu koju wucy denusu 6pojem \. Tada nocmoje jeduruunu

EAEMERTNU €4 U €5 MaAK6YU da:

o3 4 ear> + 85/\3("_1)p3 =0

Hodammno, €4 = £1 uma cebe 3a mpehu Kopen na ce modice Yypauyrwamu y T.

Kaxo je 3 < 3(n—1) < 3n, moocemo saxnpywumu da jednauuna (2.6) nema pewerva.
Joxas. 1) Hemoryhe je ma € = v (mod )), 360r geme 16 3mamo ga je £3+v3 = 2 (mod \*)

u3 gera cuem ga A3 €3 + v3,

Kako cy & u v pa3jiMuuT Mo MOy A, CJean Jia ¢y KOHrpyeHTHE 1 1 —1 mo momymry A
penom. [Ipumehyjemo ma je

—eAMA =403 =0 (mod M) = A | 233 = A | A3,

Iomrro je A npoct koju He jenn X, cjaean ga A | A3 onakse casmajemo jia je 3n—3 > 1,
Tj. n > 2.
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2) Kako je 1 =w = w? (mod \), mmanmo ma je & +v =€ +wv =€ +w?v (mod ), rae cy
CBa, TPHU WIaHA Ie/buBa O6pojeMm .

. . ) E4+v E+wu E+wv
Vkoavko 6u mocTojao 3ajeHuaKY fgeausial Opojesa T o ou Om Jresimo —
£+ wu E+v 4 wu . .
N S VE Wy + N &, an KakKo Cy OHM y3ajaMHO MPOCTH, CA3HAJEMO 13,

j€ TParXKeHW 3ajeTHUIKN JICJIUJIAL 3ATIPABO jeIUHUIHN €JIEMEHT.
3) Kaxo je 1+ w + w? = 0, mmamo 1a je

0=¢+ v+ w(€ +wv) + w(€ +w) = e N2 +wesdo® + wiesAr
— 0l f ey 430 =0

. wesg €1
rje je s = —— mes = —.
€9 we9
Kako je n > 2, npumerumo aa je 0> + 472 =0 (mod A2). 36or aeme 16, 03 u 72 cy +1
(mod A\*), ma cavmy tam  £1 (mod A?). Tako, umamo fa je e4 = £1 (mod A?). Kako je
N()\?) = 9, mako ce mpoBepw Ja Cy jeJMHE jeIMHUTHH €4 32 Koje je £4 & 1 jemuBo Gpojem
A\? zampaBo camo g4 = +1.
O

Kako cmo 06w jenaaunny o° + e47° + esA3 ("D 3| Ha mby MOKEMO IPHMEHHTH OHOBO
sgemy 18 m mMOHOBO CMaBUTH M3IOXKWUIAL Opoja A m Tako johw 10 TPEeHyTKa Kajga HUATHU jeaH
wiaH HUje JiesbuB O6pojeM A, ajim 1o Jemu 17 3akspydyjemo ja je To Hemoryhe. Kako He mocroje
Henysia pemerba jeanaunne &3+ v2 4+ (3 = 0y Z[w], Tako ne nocroje pemema nu y Z.

2.5 Ky6uu penmmponuTer u mpocTu 6pojeBn obauka w2 + 271>

VY mcropuju HAC je YecTO 3aHuMaJI0 KOT 00/1mka Mory Ouru npoctu 6pojesu, jep CMO CBE Bpeme
Tparaju 3a GyHKIEjoM KOja 6u renepucasia mpocte 6pojese. ITokazanm cMo KakBu MOpajy Outu
mpocta GpojeBr Ja GU ce MpeacTaBUId Kao =2 + y2 mwmm 2 — zy + y2, aau obamk Koju hiemo
o0pa Ty y OBOM JIeJTy je JIOCTa 3aXTEBHUjU OJ1 TTOMEHYyTa JiBa. OB/l HEOUEKWBAHY YJIOTY WUT'PA
KyOHI permunponuTrer 6e3 063upa mTo je obmuk x2 + 27y% kBajparHa dopma.

Hajope, ysemthemo Jlexamnpos cumbosn 3a kybme ocrarke. Kako cmo curypmm nga Baxe
onpebhene Teopeme y Zlw|, TO ¥ MOKEMO yIUHUTH.

Heka je m mpoct 6poj koju nuje exkBuBajsieHTan 6pojy A = 1 — w. Jlako ce nposepu ja
3| N(m) — 1. Cana, Heka je a Ajsenmrrajuos neo 6poj Koju Huje gepus 6pojem m. Ha ocHOBY
maJsie PepmaoBe TeopeMe, 3HAMO Ja je X = aw jemno pememe jemmaumae x° =1 (mod 7).
Kaxko je oBo jemmauwmna Tpeher crenena u ocramu nupwy gebemy ca 7 HOPMUPA]Y KOHATHO MOJbE,

OHa ¥Ma HajBHIIe TPH pelllerba, a Kako ¢y 1,w,w? pasmruura pemema (jep m o 1 — w), ona cy
N(m)—1
2

W jeJWHA, W3 dera caeaum Jga je o 3 = L w,w” (mod ).

Hedununuja 33. 3a Ajsenwmajnos ueo 6poj a u npocm 6poj ™ (11 ) ysodumo o3naxy (g)
m

2

. . . ] N(m)—1 . «
Koje ysuma epedrocm 1, w uau w*, u 3a Kojy eascu da je (—) =a 3 . Axo je (—) =1,
3 3

T 7T
mada Kasicemo da je o KyOHU 0cmamar no Modysy T, G Y OCTAAUM CAYUGJEEUMA KAHCEMO 0a

a nuje Kybru ocmamak (nexada kaccemo da je a KybHU Heocmamar) no mooyay .

Heduanunja 34. Kaosrcemo da je npocm 6poj IpuUMapPaH yKoAUKO je KoHzpyenman ca 1 npu
dewervy ca 3.

Kao u kon KBaJIpaTHUX OCTaTaKa, BaXke CJIWTHE 0cOOMHE Be3aHe 33 KyOHE ocTaTke.
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Cras 23. Hexa cy o, 3,7 € Z[w], 2de je m Ajsenwmajnos npocm 6poj, mada eastcu:

- (%),-6L6),

[ ]

Il
=
=
o
o
2
/N
SRS
N—

w
Il
A/~
3
~
w

<3> —les a3 =1 (mod 7) <= x® = a (mod 7) uma pewere y Zw].
3

[ ]
/N

| 2
N—
w

I
VR
3] 9
N————
w

™

Axo je T ~ 1, onda je <g> = <a>
3

/3 Y

Jloxas. Tpeha TBpama ce moKa3yje Tako IMITO e UCIOCTaBba Ja je (Z[w]/7) KoHATHO ToJbe, 1A
CaJIPKU TPUMUATHBAH KOPEH, OJIaKJe ce JIako mokasyje Tepheme. Ocrajie TBpme ce Takolje Jako

MMOKa3yjy. (]
Teopema 35 (Ky6uu perumporurer). Hexa cy m u Y npumapnu Ajsenwmajnosu npocmu
bpojesu. Tada sascu (W> = <¢> .

¥/ /3
Joxas. Moxe ce nahu y [1]. O

CaJta 2KeJTMMO 13, BUIUMO KaKO ce IMTOHAIIa cuM00JI 3a 11es1e 6pojeBe, OMHOCHO IIITa, IPEICTaBIba,

a
() , TIIe je p IPOCT 1eo 6poj.
PJ/s3
Ako je p = 3, Taza je mo masoj Pepmaonoj Teopemu a’

KyOHUM OCTATAK TIPU JieJbemy ca 3.

= a (mod 3), ma je cBaku 6poj

V cayuajy kama je p obamka 3k + 2, mmamo 1a je #P =z (mod p), ommocro 2P~ =1 (mod p),
ma je 2P~ = 063 = (:c2k+1)3 =2z (mod p), ma je cBaku 6poj KyOHH OCTATAK IO MOJIYIY P.
IMro ce Tuuae cayuaja p = 3k + 1, Ty umamo jga mocToje Aj3eHIITAjHOBH TTPOCTH T U T, TAKBU

. _ . [a
na je p = 7. Kaga pta, mmamo ja 22 = a  (mod p) uMa permeme ako I caMo aKo je (—) =
m/3

),

CaJia cMO CIIPeMHH J1a, TIOKAKeMO KaJia IpocT 6poj Moke 6utn obmmka 2 + 27y

Teopema 36. ITpocm 6poj p ce mooce sanucamu y obauxy x> +27y?, 2de cy T u y ueau bpojesu
axo u camo axo je p =1 (mod 3) u 2 je xKybnu ocmamax no ModYsyY p.

Jokas. (=) Ako je p obmuka x? + 27y%, ounrseano ciaemu ga je p = 1 (mod 3), ma mam
2
IpeocTaje Jia MOKAaXKeMO Ja je <) = 1. Heka je 7 = z + 3/3yi, omHocno 77 = p.
3

p
. . . . 2 2 T
Cnemn ma je m Ajsenmrrajuop mpoct 6poj, u gomaTtmo | — | = — ] = (—
P/3 m/)3 2
jeiv3=1+2w,r=2+3y+6yw, majenr =x+3y=x+y (mod?2), amu z uy cy
cynporue mapHoctu jep je p = x2 4 27y? upocr, na je 1 = 1 (mod 2) umme cMo joKa3a M
0Ba]j CMep.

) , &JIU KaKO
3

(<) IlpernocraBumo ma je p = 1 (mod 3), u ga je 2 KybHE ocTaTak 1o Moayiay p. Moxkemo
3almcaT p Kao T, Tae je m AjseHirajHoB mpocT 6poj, U MOXKEMO MPETIOCTABUTH JIa, je
m npumapan. To 3uauum na je m obsmka a + 3wb 3a 1iese a u b. Craenau 7a je dp = 47w =
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(2a — 3b)? + 2702
Ako ycomemo na mokaxkeMo Ja je b mapan Opoj, IMOKA3aJl CMO W OBaj CMEP, 3aTO IITO

2
MoxkeMo mojiesiutu 0be crpane 6pojem 4. Caja, 1m0 uspaxaja jonasu | — | = 1. 36or
P/3

. ™ .
3aKOHA, KYOHOT PEeruIponuTeTa 3HAMO Ja je (§> = 1, u3 vera ciuemm ga je m = 1
3

(mod 2), 1j. a +3bw =1 (mod 2), mro HAM TOBOPH JIa je a HemapaH, JIOK je b mapaH 1eo
6poj, aume cmo mokazasm TBpheme.

O

2.6 IlIpumene Ha TAKMUYEHY

OBaj pajx zaspimheMo jeaHEM 33JATKOM Ca MelyHapoiaHe MaTeMaTHIKe OJUMIIAjaje OJ-
pxkane 2001. ronure y Xonrkoury. OBaj 3aJaTaK je ©MA0 TPETPINT Pelemna, o1 KOjuX je jeTHo
reoMeTpHjCKO, a MU fieMo norsejaTy jeHo Koje ce 6asupa Ha npcreHy Z[w.

Bamarak 3. Hexa cy a > b > ¢ > d npupodnu 6pojesu. YKoauko eaxicu
ac+bd=(b+d+a—c)(b+d—a+c),

noxazamu da je ab + cd caodicen.
Pewere. Anrebapckum TparchopMmanmjama gobujamo cienehie:

ac+bd = (b+d)* — (a—c)?
a’?—ac+ =0 +bd+d?

(a +we)(a+we) = (b— wd)(b — wd)

VBemumo cana 6pojese £ = a+we, £ =a +we, v =b—wduv =b— wd, Tana je £ = V.
Cana, Heka je n € Dg,,, n HeKa je m = §,n, m € Zlw]. Kako m | U, cienn gja m € De 5, ma je
n

E=nmmuv=nm.
n=p+qw,m =1+ sw, vIe cy p,q,r, s € Z. PacuucuBameMm n3paza J100mjamMo 13 je

§=pr+qs+w(gr+ps—qs),

majea=pr—qgsuc=qr—+ps—qs.
Ananorno umamo ga je b =pr+gs — psu d = ps — qr.
CaJta, HAKOH MaJIO PaCIMCUBAIba, MOXKE Ce 3aK/bYIUTH 13, je

ab +cd = (p* — ¢*)(r* — rs + s%).

Jenuna moryhuoct Kaja 61 0Bo Morao 6utui mpoct 6poj je xkaja je p? —q® = 1 w12 —rs+s> =
+1. Axo je p? — ¢®> = £1, onma je {p,q} = {0, %1}, mro mpoyspokyje na je wm a = —b wim
¢ = d, anu 360r yciaoBa 3anaTka, To Huje Moryhe. Cama, ako je 12 — rs + s2 = 41, To 3HAYN Ja
r?2 —rs 4 52 mMopa 6urn 1 (jep je oBa jeaHaumHa yBeK HEHEraTHWBHA), OJAKJIE JO0GMjaMO pernema,
(r,s) € {(0,1),(0,—1),(1,0),(-1,0),(1,1),(—1,—1)}, u3 Kojux ciaemu Gap jegua oj ciemehnx
jemnaxoctu b = —cV a = bV a = d, mro "uje moryhe, na je ab + cd caoxew. O
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2. Ajsenmtajuosu mesan 6pojeBn




3 3akJ/pydak

OBaj MaTypcku paj ce 0aBu pallupemuMa ejnx OpojeBa Koja cy Takohe U eyKJIUJICKU
JOMEHUM, U CAMUM THM Jiejie MHOre ocoOuHe mesiux Opojesa Ha Koje cmo Hauksm. Vnak, nako
je npumerHa cawuaHoct Z[i] w Z[w] ca Z, ne Tpeba cBe napajese y3uMaTH 3JpPaBO 33 I'OTOBO.
Takobe, mocToju joIn mperpInT JeMa U TeOpeMa, Koje ¢e MOTY JOKA3aTH, aJIM OBa] paJ HEMa 33
b 11 ux Habpoju amcosyTHO cBe, Beh na mpobepe Haj3aHWMIbUBHUjE O WX W TPUOJIAKYU UX
quTaonumMa. Takohe jomr jenmHa moeHTa OBOr Paja je yBubhame Ia ce W HeKW, HAMSTJIE TeIIKH,
npobJieMu BPJIO JIAKO J0Ka3yjy y Z[i] nin Z|w]. Hagam ce na oBaj paji MOXKe J1a TTOCIYy KU Kao
YBOJI Y TEMY KBaJIPATHUX PAIUpeha emx 6pojeBa, Koja ce 3aje/JHO € IOBE3AHUM TEMAMA MOXKE
nponahu y pajioBuMa Koju Cy OCTaB/bEHH y JIUTEPATYPH.
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